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У роботі наведено нові алгоритми для розв’язання варіаційних нерівностей в рівномірно 

опуклих банахових просторах. Перший алгоритм – модифікація методу «forward-reflected-

backward algorithm», що використовує узагальнену проєкцію Альбера замість метричної. 

Другий алгоритм є адаптивним варіантом першого, де використовується монотонне 

правило поновлення величини кроку, що не вимагає знання ліпшицевих констант та 

лінійного пошуку. Доведено теореми про слабку збіжність методів та для першого 

алгоритму доведено оцінку ефективності. 
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Вступ. В даній роботі, що продовжує цикл статей [1–3], досліджено нові 

ітераційні алгоритми для розв’язання варіаційних нерівностей в рівномірно 

опуклих банахових просторах. Перший алгоритм – модифікація методу «forward-

reflected-backward algorithm» [4], що використовує проєкцію Альбера. Другий 

алгоритм є адаптивним варіантом першого, де використовується правило 

поновлення величини кроку, що не вимагає знання ліпшицевих констант та 

лінійного пошуку. Для варіаційних нерівностей з монотонними, ліпшицевими 

операторами, що діють в 2-рівномірно опуклому та рівномірно гладкому 

банаховому просторі, доведено теореми про слабку збіжність методів. Також для 

першого алгоритму доведено оцінку ефективності в термінах функції зазору. 

1. Метод операторної екстраполяції  

Усі необхідні поняття та факти нелінійного аналізу наведено в [3, 5, 6]. 

Нехай E  – дійсний банаховий простір з нормою  , E 
 – спряжений до E  

простір. Багатозначний оператор : 2EJ E


 , що діє за правилом  

 
22

: ,Jx x E x x x x   


    , 

називають нормалізованим дуальным відображенням [5]. Відомо, що [5]: якщо 

простір E  гладкий, то J  однозначне; якщо простір E  строго опуклий, то J  
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ін’єктивне та строго монотонне; якщо простір E  рефлексивний, то J  

сюр’єктивне; якщо простір E  рівномірно гладкий, то J  рівномірно неперервне 

на обмежених множинах з E .  

Нехай E  – гладкий банаховий простір. Розглянемо введений Я. Альбером 

[6] функціонал  

 
2 2

, 2 ,x y x Jy x y        ,x y E  . 

Лема 1 ([7]). Нехай E  – 2-рівномірно опуклий та гладкий банаховий 

простір. Тоді для деякого 1   виконується нерівність 

 
21,x y x y       ,x y E  .                                                                 (1) 

Для банахових просторів p , pL  та 
m

pW  (1 2p  ) маємо 1
1p




  [7]. 

Нехай K  – непорожня замкнена та опукла підмножина рефлексивного, 

строго опуклого та гладкого простору E . Відомо [6], що для кожного x E  

існує єдиний елемент z K  такий, що    , inf ,
y K

z x y x 


 . Цей елемент z  

позначають K x , а відповідний оператор :K E K   називають узагальненою 

проєкцією E  на K  (проєкцією Альбера) [6]. Зауважимо, що якщо E  

гільбертовий простір, то K  співпадає з метричною проєкцією на множину K . 

Розглянемо варіаційну нерівність: 

знайти x C :   , 0Ax y x    y C  ,                                                       (2) 

де C  – непорожня підмножина 2 -рівномірно опуклого та рівномірно гладкого 

банахового простору E , A  – оператор, що діє з E  в 
*E . Множину розв’язків (2) 

позначимо S . 

Припустимо, що виконані такі умови: множина C E  – опукла та 

замкнена; оператор 
*:A E E  – монотонний та ліпшицевий на C  (з 

константою 0L  ); множина S  не порожня. 

Однією з основних теоретичних задач є оцінка числа ітерацій алгоритму, 

що необхідне для отримання наближеного розв’язку заданої якості. Якість 

наближеного розв’язку x C  варіаційної нерівності (2) будемо оцінювати за 

допомогою невід’ємної функції зазору 

 gap sup ,
y C

x Ay x y


  .                                                                                 (3) 

Очевидно, що для коректності означення функції зазору (3) необхідна 

обмеженість допустимої множини C .  

Лема 2. Нехай оператор A  – монотонний. Якщо x C  – розв’язок (2), то 

 gap 0x  . Навпаки, якщо для x C  маємо  gap 0x  , то x  – розв’язок (2). 

 Для розв’язання варіаційної нерівності (2) в [3] запропоновано такий 

алгоритм операторної екстраполяції.  
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Алгоритм 1. Обираємо 0 1x x E  , 0n  . Покладаємо 1n  . 

1. Обчислити 

 1

1n C n n n nx J Jx Ax m

     ,  1 1n n n nm Ax Ax    . 

2. Якщо 1 1n n nx x x   , то СТОП, інакше : 1n n   та перейти до 1.  

Зауваження 1. Алгоритм 1 є модификацією «forward-reflected-backward 

algorithm» [4] для задач в банахових просторах, що використовує проєкцію 

Альбера замість метричної. Збіжність «forward-reflected-backward algorithm» в 

гільбертовому просторі доведена в [4]. 

У випадку обмеженості множини C  алгоритму 1 необхідно зробити 

 LDO
  ітерацій для отримання x C  з  gap x  , 0  , де 

 ,sup ,a b CD a b   .  

Теорема 1. Нехай  nx  – послідовність, що породжена алгоритмом 1 з 

 1
2

0,n L
   . Тоді для послідовності 

11
1

1

N

n nn
N N

nn

x
z














 має місце нерівність 

 1gap Nz   1

1

1
sup ,

2
N

y C
nn

y x
 






. 

Теорема 2. Нехай  nx  – послідовність, що породжена алгоритмом 1 з 

1

2
n

L



 . Тоді для послідовності середніх 1

1 11

N

N nN n
z x 

   має місце оцінка 

 1gap Nz   1sup ,
y C

L
y x

N






 . 

Теорема 3. Нехай C  – непорожня опукла та замкнена підмножина 2 -

рівномірно опуклого та рівномірно гладкого банахового простору E , 
*:A E E  – монотонний та ліпшицевий на множині C  оператор, S  . 

Припустимо, що відображення J  секвенційно слабко неперервне та 

послідовність   n  така, що 1
2

0 inf supn n n n L
    . Тоді послідовність  

 nx , що породжена алгоритмом 1, слабко збігаються до деякої точки z S . 

2. Адаптивний варіант  

Відштовхуючись від алгоритму 1 та робіт [1, 2] у статті [3] побудовано алгоритм 

з адаптивним вибором величини 
n , що не вимагає знання ліпшицевих констант 

та процедур типу лінійного пошуку. У даній роботі наведемо результат про 

збіжність даного алгоритму. 
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Припустимо, що відома лише константа 1   з леми 1. 

Алгоритм 2. Обираємо 0 1x x E  ,  1
2

0,


   та число 
1 0 0   . 

Покладаємо 1n  . 

1. Обчислити 

 1

1n C n n n nx J Jx Ax m

     ,  1 1n n n nm Ax Ax    . 

2. Якщо 1 1n n nx x x   , то СТОП, інакше перейти до 3.  

3. Обчислити 

1

1

1 1 *

min , ,    якщо ,

,                       інакше.

n n

n n n

n n n

n

x x
Ax Ax

Ax Ax
 









 

   
  

    



 

Покласти : 1n n   та перейти до 1. 

В якості функції Ляпунова оберемо  

   1
1, 2 , ,n

n n n n n n

n

W z x m x z L x x


  



    ,  z S . 

Лема 3. Для  nx , що породжена алгоритмом 2, виконується нерівність  

1n nW W    1
1

1

1 ,n n
n n

n n

x x
 

  
 






 
  

 
. 

Теорема 4. Нехай C  – непорожня опукла та замкнена підмножина 2 -

рівномірно опуклого та рівномірно гладкого банахового простору E , 
*:A E E  – монотонний та ліпшицевий оператор, S  . Припустимо, що 

відображення J  секвенційно слабко неперервне. Тоді  nx , що породжена 

алгоритмом 2, слабко збігається до деякої точки z S . 

Для операторного рівняння 0Ax   алгоритм 2 дає такий процес 

 1 1 1

1

1

1 1 *

,

min , ,    якщо ,

,                       інакше.

n n n n n n n

n n

n n n

n n n

n

Jx Jx Ax Ax Ax

x x
Ax Ax

Ax Ax

 

 




  





 

   


    
  

     



 

Висновки. В роботі досліджено модифікації методу «forward-reflected-

backward algorithm», що використовують проєкцію Альбера, для 

розв’язання варіаційних нерівностей в рівномірно опуклих банахових 
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просторах. Доведено теореми про слабку збіжність методів.  Вкажемо на 

актуальні питання. По-перше, всі результати отримані для класу 2-рівномірно 

опуклих і рівномірно гладких банахових просторів, який не містить важливих 

для застосувань просторів pL  і 
m

pW   ( 2 p   ). Бажано позбавитися цього 

обмеження. По-друге, для можливості ефективного застосування алгоритмів для 

нелінійних задач необхідні швидкі та стійкі алгоритми обчислення проєкції 

Альбера для широкого набору множин. Цікавим питанням є дослідження 

поведінки алгоритмів 1 та 2 у ситуації C E . А саме, питання про 

асимптотичну поведінку 
*nAx . Зауважимо, що теореми 1 та 4 можна отримати 

для задач з псевдомонотонними операторами.  
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Operator extrapolation method for variational inequalities in 
Banach spaces 

Volodymyr Semenov, Oleh Kharkov 

The paper presents new algorithms for solving variational inequalities in uniformly convex 

Banach spaces. The first algorithm is a modification of the forward-reflected-backward algorithm, 

which uses the Alber generalized projection instead of the metric one. The second algorithm is an 

adaptive version of the first one, where the monotone step size update rule is used, which does not 

require knowledge of Lipschitz constants and linear search procedure. Theorems on the weak 

convergence of methods are proved. Also, for the first algorithm, an efficiency estimate is proved. 
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