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УДК 536.24 
 
О. Ф. Кривий1, Ю. О. Морозов2 
 
РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-
ІЗОТРОПНОГО КУСКОВО-ОДНОРІДНОГО ПРОСТОРУ З ДВОМА 
КРУГОВИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ  
 

Неосесиметричну задачу теплопровідності для кусково-однорідного транс-
версально-ізотропного простору з двома (теплоактивним і термоізольова-
ним) внутрішніми включеннями, розміщеними паралельно до площини з’єд-
нання двох різних трансверсально-ізотропних півпросторів, зведено до сис-
теми двох двовимірних сингулярних інтегральних рівнянь. Розв’язок цієї 
системи побудовано у вигляді рядів за многочленами Якобі. Отримано за-
лежності розподілу температур від теплофізичних властивостей мате-
ріалів і відстаней включень до площини з’єднання півпросторів. Виявлено 
кількісні та якісні особливості температурного поля в околі включень. 

 
 Задачі стаціонарної теплопровідності для нескінченного простору і пів-
простору, що містять дефекти типу тріщин або тонких включень розгляда-
лися в основному в двовимірній та одновимірній постановках. Зокрема, в 
роботі [17] побудовано функцію Ґріна одновимірної задачі теплопровідності 
для шаруватих тіл. У працях [19–21] досліджено термомеханічні напружен-
ня у функціонально-ґрадієнтних шаруватих середовищах за наявності де-
фектів. У [18] числовим методом матеріальної точки досліджено задачу 
теплопровідності для тіл з тріщинами і лініями зміни термомеханічних 
властивостей. 

Просторові задачі теплопровідності для ізотропного простору і півпро-
стору за наявності теплоізольованих і теплоактивних дискових включень 
розв’язано в [5–8] шляхом зведення до двовимірних сингулярних інтеграль-
них рівнянь. У статі [6] розв’язано осесиметричну задачу стаціонарної 
теплопровідності для кусково-однорідного ізотропного простору за наявнос-
ті тепловидільного або теплоізольованого дискового включення, розміщеного 
паралельно до межі з’єднання півпросторів. У [3] розглянуто аналогічну 
задачу теплопровідності і термопружності для ізотропного півпростору. У 
праці [14] побудовано розривний розв’язок рівняння теплопровідності для 
кусково-однорідного ортотропного простору, і розв’язано задачі теплопро-
відності для міжфазної кругової та кільцевих тріщин. У роботі [13] побудо-
вано розв’язок осесесиметричної задачі теплопровідності для кусково-одно-
рідного трансверсально-ізотропного простору за наявності двох внутрішніх 
тріщин, розташованих паралельно до площини з’єднання середовищ. 

Метою цієї роботи є визначення температурного поля в кусково-одно-
рідному трансверсально-ізотропному просторі, що містить два (теплоактив-
не і термоізольоване) внутрішні включення при неосесиметричному тепло-
вому навантаженні. 

1. Постановка задачі стаціонарної теплопровідності. Нехай неоднорід-
ний простір складений із двох різних трансверсально-ізотропних півпросто-
рів, які повністю зчеплені у площині 0z = , містить два кругові включення, 

що займають відповідно області : 0 ,  0 2 ,  r a z h±
±Ω ≤ ≤ ≤ ϕ ≤ π ={ }  (рис. 1). 

Нехай ( , , )T x y z  – температура, а 3
1( , , )j jq x y z ==q { }  – вектор теплового по-

току в просторі. Тоді відносно компонент вектора 4
1( , , )j jx y z == ={ }ζ ζ  

1 2 3, , ,q q q T= { }  можемо записати систему диференціальних рівнянь [2]: 

 
3

4
1

( , , ) 0,     0,    0,    ( , )j j j k k
k

x y z z x y ±
=

λ ∂ + = ∂ = ≠ ∉ Ω∑ζ ζ ζ , 

 1,2,3j = , (1) 
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де 1 2 3,  ,  
x y z
∂ ∂ ∂∂ = ∂ = ∂ =

∂ ∂ ∂
, ( ) ( )j j jz z+ −λ = λ θ + λ θ − , 1,2,3j = , ( )xθ  –функ-

ція Гевісайда, j
+λ , j

−λ  – коефіцієнти теплопровідності відповідно для 

верхнього, 0z > , і нижнього, 0z < , півпросторів 1 2( )± ±λ = λ . 

 
Рис. 1 

Повне зчеплення півпросторів забезпечується умовами неперервності 

 3 3 4 3 3 4 4 4( , , 0) ( , , 0),      ( , , 0) ( , , 0)x y x y x y x y+ −λ ∂ + = λ ∂ − + = −ζ ζ ζ ζ . (2) 
Нехай один із дефектів є теплоактивним, тобто граничні умови на по-

верхнях мають вигляд 

 4 0( , , 0) ( , ),      ( , )x y h T x y x y+
+± = ∈ Ωζ , (3) 

де 0 ( , )T x y  – задана температура, а другий дефект є теплоізольованим 

(нормальна складова теплового потоку через поверхні дефекту дорівнює 
нулеві): 

 3 3( , , 0) ( , , 0) 0,      ( , )x y h x y h x y− −
−+ = − = ∈ Ωζ ζ . (4) 

Урахувавши зв’язок між узагальненими похідними j∂% , 1,2,3j = , і зви-

чайними: 

 ( ) ( )j k j k k k
+ −

+ −∂ = ∂ − χ δ Ω − χ δ Ω%ζ ζ , 

і перейшовши в системі (1) у простір узагальнених функцій повільного 

зростання 3( )′ℑ ¡  [16], отримаємо матричне рівняння у просторі 3( )′ℑ ¡ : 

 1 2 3, , ,iλ ∂ ∂ ∂ =D F% % % ζ[ ] , (5) 
де 

 4
1 , 1,        k k ij i jf d= == =F D4{ } { } , 

 3 40,   1,2,    ( ),     ( )k k kf k f f− +
− += = = χ δ Ω = χ δ Ω ,  

 1
4 4,  ,  ,  , 1,2,3,   0,  , 1,2,3ii i i i j j ij jid d d i j d d i j−= λ = ∂ = ∂ = = = =% % ,  

( )±δ Ω  – узагальнена функція Дірака, зосереджена на поверхні ±Ω , 

( , , 0) ( , , 0)k k kx y h x y h± ± ±χ = + − −ζ ζ  – стрибки функцій kζ  при переході 

через поверхню ±Ω . 
Розв’язок матричного рівняння (5), тобто розривний розв’язок постав-

леної задачі [1, 16], подамо так: 

 
2

4

1

( , , ) ( , , , , ) ( , ) ,   1, , 4k kj j
j

x y z w x y z t f t dt d k
=

= τ τ τ =∑ ∫∫
¡

…ζ , (6) 
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де ( , , , , )kjw x y z t τ  – компоненти системи векторів 
1kj kjw

=
=W 4{ } , 1, , 4j = … , 

із 3( )′ℑ ¡  – системи фундаментальних розв’язків [12, 16], що задовольняють 
таку систему крайових задач: 

 1 2 3 0, , , ,      1, , 4i j j j λ ∂ ∂ ∂ = = D W f% % % … , 

 3,   3, 4,        ( )k k kw w k w+ − ±
±
′= = ∈ ℑ ¡ , (7) 

де 0 4 4
0 1 , 1 ( , , )j kj k kj k jf x t y z= == = δ δ − − τ − ηf { } { } , ijδ  – символ Кронекера. 

Застосувавши методику, викладену в [9–11], і використавши резуль-
тати робіт [13, 14], отримаємо вирази для компонент векторів jW . Зокрема, 

для , 3, 4k j =  їх можна подати як 

 ( ) ( ) ,      ( , , , , )kj kj kj kj kjw z w z w w w x y z t+ − ± ±= θ + θ − = τ , (8) 

де 

 1, 1, 1,
2, ,1 ,2 ,3( )( ) ( )k k k

k j kj j kj j kj jw R+ + − + + + − + + − − +
+ = θ η + β + θ −η βK K K , 

 1, 1, 1,
2, ,1 ,2 ,3( )( ) ( )k k k

k j kj j kj j kj jw R− − − − −− − − −+ − −
+ = θ −η + β + θ η βK K K , 

 1,2k = ,  3, 4,j =  

 
( )

, ,
, , 0 0(1 )

0

1( , , ) ( ) ,   1,2,3
2 j

p z
v v
j j v

ex t y z J r d
±

±
∞ − ω ρ

± ±
− +θ= − − τ = ρ ρ =

π ρ
∫K K

l

l l l , 

 2 2
1, 3, 0

0, 4,
,     ( ) ( ) ,    

1, 3,j

j
r x t y

j± ± ±
=ω = λ λ = − + − τ θ =  =

/  

 1
3( ) ( 1) ,  1, 2,    ( )p z z h p z z h± ± ± − ±

±= + − = = − ω ω∓
l

l l , 

 
2 2

1 1

,    qj qk kj qj qk kj
k k

a R a R+ ∗ + − ∗ −

= =

µ = − µ = −∑ ∑ , 

 
2 2

1 1

,      kj kq qj kj kq qj
q q

R R+± + ± −± − ±

= =

β = µ β = µ∑ ∑ , 

 1 2 13 14
, 1

23 24

1,    ,    
2kj k j

R R
a

R R

± ±
+ − ∗ − ∗ ±

= ± ±

 
= − = = =  

 
A N N A A N{ } , 

 1, 3,
13 14 23 24,      1,   

2 2
R R R R± ±± ± ± ±

± ±

λ λ
= = = − =

ω ω
∓ ∓ , 

0J −функція Бесселя. 
2. Зведення поставлених задач до системи інтегральних рівнянь і її 

розв’язання. Представлення (6) містить невідомі стрибки 3
+χ , 4

−χ  теплового 

потоку і температури, які зосереджені відповідно на поверхнях +Ω  і −Ω . За 

допомогою граничних умов (2) і (3) для їх визначення отримаємо систему 
двовимірним сингулярним інтегральних рівнянь: 

 1,
24 4,1 3( , ) ( , )R x t y t dt d

+

+ + +

Ω

− − τ χ τ τ +∫∫ K%  

 1,
24 4,2 3( , ) ( , )x t y t dt d

+

++ + +

Ω

+ β − − τ χ τ τ +∫∫ K%  

 1,
23 3,3 4 0( , ) ( , ) ( , )x t y t dt d T x y

−

+ − + −

Ω

+ β − − τ χ τ τ =∫∫ K% , 
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 0,
13 3,1 4( , ) ( , )R x t y t t dt d

−

− − −

Ω

− − χ τ τ +∫∫ K%  

 0,
13 3,1 4( , ) ( , )x t y t dt d

−

−− − −

Ω

+ β − − τ χ τ τ +∫∫ K%  

 0,
14 4 3( , ) ( , ) 0x t y t dt d

+

−+ − +

Ω

+ β − − τ χ τ τ =∫∫ K% ,  (9) 

де 

 , ,
, ,( , ) lim ( , ),   3, 4,   1,2,   0,1k k

j j
z h

x t y x t y j k
±

± ±

→
− − τ = − − τ = = =K K%

l l l . 

Будемо вважати для визначеності, що температура в області +Ω  змі-
нюється за поліноміальним законом:  

 
1

0
, 0

( , ) ,     consti j
ij

i j

T x y T b x y T∗ ∗
=

= =∑ . (10) 

Перейдемо в системі (9) до полярної системи координат cosx r= ϕ , 
cost = ρ ψ , siny r= ϕ , sinτ = ρ ϕ  і подамо шукані функції так: 

 3 4 3, 4,( , ) ( ( ), ( )) in
n n

n

e
∞

+ − ϕ

=− ∞

χ χ = Ψ ρ Ψ ρ∑ , 

 3, 4,( ), ( )n nΨ ρ Ψ ρ =( )  

 3 4
1 ( cos , sin ), ( cos , sin )
2

ine d
π

+ − − ϕ

−π

= χ ρ ϕ ρ ϕ χ ρ ϕ ρ ϕ ϕ
π ∫ ( ) . (11) 

Скориставшись результатами робіт [1, 9–11], отримаємо систему інтег-

ральних рівнянь відносно , ( )j nΨ ρ , 3, 4j = , з ядрами Вебера – Соніна: 

 0,2, 1,3, (1)
24 , 3, 24 , 3, 23 , 4, ( ),   ( , )n n n n n n n n n nR W W W f r r+ ++ + +− +

+Ψ + β Ψ + β Ψ = ϕ ∈ Ω[ ] [ ] [ ] , 

 2,2, 1,3, (2)
13 , 4, 13 , 4, 14 , 3, ( )n n n n n n n n n n nR D W W W f r− −− − −+ −− Ψ + β Ψ + β Ψ =[ ] [ ] [ ] , 

 ( , )r −ϕ ∈ Ω , (12) 
де 

 0 0
, ,

0 0

( ) ( , ) ,     ( , ) ( ) ( )
a

mk j n j n mk mk m kW W r d W r J tr J t dt
∞

Ψ = Ψ ρ ρ ρ ρ ρ = ρ∫ ∫[ ] ,  

 , , , ,
, ,

0

( ) ( , )
a

v v
mk j n j n mkW W r d± ±Ψ = Ψ ρ ρ ρ ρ∫[ ]l l , 

 , ,

0

( , ) ( ) ( )t pv v
mk m kW r e t J tr J t dt

±
∞

−± ρ = ρ∫ % ll , 

 
2 2

2 2
1lim ,  1,2,3,      j j n

z h

d d np p j D
r drdr r±

± ±

→
= = = + −% , 

 (1) (2)
0 00 0( ) 2 ( ),     ( ) 0,     n n n nf r T r f r T T b∗= = = δ , 

 
2

10 01 11
1 1, 2 2,2 2 1 2 2 2 1 2

( )
( ) ,       ( )

( ) 2( )
n n

T b b i r iT b r
T r T r

a r a r
∗ ∗

± ± ± ±− −= δ = δ
− −

∓
∓/ / . 

Параметр n  у системі (12) залежить від виду навантаження [1, 10], 
зокрема, для поліноміального теплового навантаження (10) n  може прий-
мати значення 0, 1± , 2± . Розв’язки системи (12) подамо у вигляді рядів за 
поліномами Якобі ( aη = ρ/ ): 

 2 ( 1) /2 ( ) ,( 1) /2 2
, ,

0

( ) (1 ) (1 2 ) ,  3, 4
j jn m n

j n j n m
m

P j
∞

− −

=

Ψ η = η − η ψ − η =∑ .  (13) 
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Використавши ортогональність многочленів Якобі і спектральні співвід-
ношення для них [15], систему інтегральних рівнянь (12) зведемо до сукуп-
ності нескінченних систем лінійних алгебраїчних рівнянь ( 0, ,k = ∞… , 

0,1,2n = ): 

 ( ) ( ) ,2 ( ) ,3 (1)24 23
3, , 3, , 4, , ,

0 024 24

2 4k m n m n
n k n n m k n m k n k

m m

A g q f
R R

+ + + −∞ ∞
+ + +

+ +
= =

β β
α + α + α =∑ ∑ % ,  

 ( ) ( ) ,2 ( ) ,3 (2)13 14
4, , 4, , 3, , ,

0 013 13

k m n m n
n k n n m k n m k k n

m m

A g q f
R R

−− −+∞ ∞
− − −

− −
= =

β β
α + α + α =∑ ∑ % ,  (14) 

де 

 , ,1 2 1 2,
,

0

( ) ( )
m n k njt pn j

m k

J t J t
g e dt

t

±∞
γ γ−± = ∫

∓ ∓% / /
, 

 , ,1 2 1 2,
,

0

( ) ( )
k n m njt pn j

m k

J t J t
q e dt

t

±∞
γ ± γ−± = ∫

∓% / /
, 

 1
, , ,2 1,    2 1,    (2 1 1 2)m n k n k nm n k n A k n± −γ = + + γ = + + = + + ∓ / , 

 (2) ( ) ( )
, , ,

( 1 ( 1) 2)
0,     

!

j
m m

k n j n j n
m

f
m

Γ + − −
= α = ψ% /

, 

 
, 1 21 2

(1) (1)
, 2 1 2 1

24 0

(1 2 )4 ! ( )
( 1 2) (1 )

n
k

n k n n

P xkf f x dx
kR x x

−

+ − −

−
=

Γ + −∫%
/

//
. 

До розв’язання системи (14) застосуємо метод редукції [15]. В резуль-
таті, використавши формули (6), (8), (11) і (13), отримаємо подання для роз-
поділу температури у складеному трансверсально-ізотропному просторі, що 
містить два кругові включення: 

 ( , , ) ( ) ( , , ) ( ) ( , , )T z r z T z r z T z r+ −ϕ = θ ϕ + θ − ϕ ,  (15) 
де 

 
2 2

1,0 1, 2,
1 1

( , , ) ( , ) ( , ) cos ( ) ( , ) sin ( )n n
n n

T z r D r z D r z n D r z n± ± ±
±

= =

ϕ = + ϕ − ϕ∑ ∑ , 

 
2

1, , 1, 3,
1, 3 , , 3, ,

0 1

( , ) ( ( , ) ( , ))v n v n n m n n m
m

D r z I ar z I ar z
∞

+ + + + −
+ +

= =

= +∑ ∑ l
l

l
æ æ , 

 
2

2, , 2, 3,
1, 3 , , 3, ,

0 1

( , ) ( ( , ) ( , )),   0,1v n v n n m n n m
m

D r z I ar z I ar z v
∞

− − − − +
+ +

= =

= + =∑ ∑ l
l

l
æ æ , 

 , 1 1 2 ( ) , 1 1 2 ( )
1, 2, 2,5 2, 2, 2,52 Re ,       2 Rej m j m

n j n j n j n jR± ± ± ± ±±
+ − + −= α = α β∓ / /æ æ , 

 , 1 1 2 ( ) , 1 1 2 ( )
3, 2, 2 5 , 4, 2, 2,52 Re ,       2 Imj m j m

n j j n n j n jR± ± ± ± ±
+ − + −= β α = α∓ ∓/ /æ æ , 

 , 1 1 2 ( ) , 1 1 2 ( )
5, 2, 2,5 6, 2, 2 5 ,2 Im ,       2 Imj m j m

n j n j n j j n
± ± ±± ± ± ±

+ − + −= α β = β α∓/ /æ æ , 

 
,

( ), 1 2
, 1 2

0

( , ) ( ) ( )
m n

t p z
n m nI r z e t J r J t dt

±
∞

−± −
γ= =∫ ∓

/
/

ll  

 
2( ) 3 2

2( ) 3 2 1
2( 1) )2

n

n k n m

n m nr
m n+ + +

+ + + = Γ × + + γ /
/

 

 
2

2 1 2
3 1, ; 1;
4 4

rF m n m n × + + − − + × 
 γ

 

 2 1 2
3 3 1, ;2( 1) ;
4 4

F m n m m n × + + + + + 
 γ

, 

 2 2 2 22 ( ( )) ( 1) ( ( )) ( 1)p z r p z r± ±γ = + + + + −l l . 
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3. Числові результати та їх аналіз. Числові дослідження темпера-
турного поля проведено залежно від відстані включень до границі з’єднання 
середовищ і теплофізичних властивостей матеріалів при таких значеннях 
параметрів у поданні (10): 00 1b = , 01 1 3b = / , 10 1 7b = / , 11 1 9b = / , 60T∗ = °С, 

для 1r a= = . 
На рис. 2, 4, 6, 8 наведено ізотерми розподілу температур ( , )z r  при 

1 1 0.5− +λ λ =/ , 3 3 0.4− +λ λ =/ , 0.4h a± =  відповідно в площинах 0ϕ = , 
4
πϕ = , 

2
πϕ = , 3

4
πϕ = . На рис. 3, 5, 7, 9 наведено ізотерми розподілу температур 

( , )z r  при 1 1 2− +λ λ =/ , 3 3 2.4− +λ λ =/ , 0.4h a± =  відповідно в площинах 0ϕ = , 

4
πϕ = , 

2
πϕ = , 3

4
πϕ = .  

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.4h a± = , 0ϕ =  

 Рис. 2 Рис. 3 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.4h a± = , 
4
πϕ =  

 Рис. 4  Рис. 5 
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1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.4h a± = , 
2
πϕ =  

 Рис. 6 Рис. 7 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.4h a± = , 3
4

ϕ = π  

 Рис. 8 Рис. 9 
Із наведених графіків видно, що форма і густина ізотерм суттєво за-

лежить від кута ϕ . Особливо це помітно для верхнього півпростору 0z > . 
На форму ізотерм також впливає наявність площини з’єднання півпросто-
рів 0z =  і значення співвідношень між коефіцієнтами теплопровідності 
півпросторів. Зокрема, площина 0z =  відіграє роль екрану при переході 
через який втрачається гладкість ізотерм і сповільнюється поширення 
тепла. Це особливо помітно для випадку, коли коефіцієнти теплопровідності 
нижнього півпростору більші (рис. 3, 5, 7, 9). Крім того, в обох випадках 
екраном, що перешкоджає розповсюдженню тепла, є теплоізольоване 
включення, розміщене в нижньому півпросторі.  

На рис. 10–15 подано залежності температури при 0.3h a± =  від по-

лярного кута ϕ : на рис. 10, 12, 14 – для співвідношень 1 1 0.5− +λ λ =/ , 3 3 − +λ λ =/  

0.4= , а на рис. 11, 13, 15 – для співвідношень 1 1 2− +λ λ =/ , 3 3 2.4− +λ λ =/ . При 

цьому обчислення ізотерм на рис. 10, 11 виконано при 2r a= / , на рис. 12, 

13 – при r a= , на рис. 14, 15 – при 4 3r a= / . На усіх рисунках штрих-
пунктирна лінія відповідає значенню 0.25z а= , пунктирна лінія – 0.2z а= , 
штрихова лінія – 0.15z а= , суцільна лінія – 0.05z а= .  
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На рис. 16, 17 подано залежності температури від полярного кута ϕ  

при 0.2z a= , 0.3h a± =  та відповідно для співвідношень 1 1 0.5− +λ λ =/ , 

3 3 0.4− +λ λ =/  і 1 1 2− +λ λ =/ , 3 3 2.4− +λ λ =/ . Штрихпунктирна лінія на цих ри-

сунках відповідає значенню 0r = , пунктирна лінія – 2r a= / , штрихова 

лінія – r a= , суцільна лінія – 4 3r a= / . 
На графіках чітко видно неосесиметричний характер розповсюдження 

температури, при цьому відсутність осевої симетрії більш виражена при 
наближенні до теплоактивного включення (шрихпунктирна і пунктирна 
лінії). Крім того, якщо коефіцієнти теплопровідності верхнього півпростору, 

0z > , більші, то розповсюдження температури відбувається швидше (рис. 
10, 12, 14). Розподіл температур також залежить від значення полярного 
радіуса, якщо його значення на третину перевищує радіус теплоактивного 
включення, температура істотно зменшується. Це також проілюстровано на 
рис. 16, 17. 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.3h a± = , 2r a= /  

 Рис. 10 Рис. 11 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.3h a± = , r a=  

 Рис. 12 Рис. 13 
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1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.3h a± = , 4 3r a= /  

 Рис. 14 Рис. 15 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

0.2z a= , 0.3h a± =  
 Рис. 16 Рис. 17 

На рис. 18, 19 подано залежність температури від z  та кута ϕ  при 

2r a= /  і j j
+ −λ = λ , 1,2,3j = , відповідно для 0.3h a± =  та 0.2h a± = . 

  

 0.3h a± =  0.2h a± =  

j j
+ −λ = λ , 1,2,3j =  

 Рис. 18 Рис. 19 
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На рис. 20, 21 подано залежності температури від z  та кута ϕ  при 

0.3h a± =  і 2r a= /  відповідно для 1 1 0.5− +λ λ =/ , 3 3 0.4− +λ λ =/  і 1 1 2− +λ λ =/ , 

3 3 2.4− +λ λ =/ . 
На рис. 22, 23 подано залежності розподілу температури в площині 

з’єднання півпросторів 0z =  від змінної r  та кутаϕ  при i i
+ −λ = λ , 1,2,3i = , 

для 0.3h a± =  та 0.2h a± =  відповідно.  
На рис. 24, 25 подано залежності розподілу температури в площині 

з’єднання півпросторів 0z =  від змінної r  і кута ϕ  при 0.3h a± =  відпо-

відно для 1 1 0.5− +λ λ =/ , 3 3 0.4− +λ λ =/  і 1 1 2− +λ λ =/ , 3 3 2.4− +λ λ =/ . 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

2z a= / , 0.3h a± =  
 Рис. 20 Рис. 21 

  

 0.3h a± =  0.2h a± =  

,     1,2,3j j j+ −λ = λ =  

 Рис. 22 Рис. 23 

  

1 1 3 30.5,   0.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  1 1 3 32,   2.4− + − +λ λ = λ λ =/ /  

 0.3h a± =  
 Рис. 24 Рис. 25 
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Наведені просторові графіки добре ілюструють неосесметричний ха-
рактер розподілу температур в трансверсально-ізотропного просторі при 
поліноміальному тепловому навантаженні, а також показують вплив неод-
норідності і співвідношень коефіцієнтів теплопровідності на температурне 
поле (зокрема, рис. 18, 20, 21). Істотний вплив на температурне поле має 
також відстань теплоактивного включення до площини з’єднання півпро-
сторів (рис. 18, 19). 

Отже, запропонована методика дозволила розв’язати задачу теплопро-
відності в неосесиметричній постановці для кусково-однорідного трансвер-
сально-ізотропного простору і виявити кількісні та якісні особливості тем-
пературного поля. Отримані результати можуть також бути використані 
при розв’язуванні відповідних задах стаціонарної термопружності.  
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО 
КУСОЧНО-ОДНОРОДНОГО ПРОСТРАНСТВА, СОДЕРЖАЩЕГО ДВА КРУГОВЫХ ВКЛЮЧЕНИЯ  
 
Неосесимметричная задача теплопроводности для кусочно-однородного трансвер-
сально-изотропного пространства, содержащего два (теплоактивное и термоизо-
лированное) внутренние включения, расположенные параллельно плоскости соеди-
нения двух различных трансверсально-изотропных полупространств, сведена к 
системе двух двумерных сингулярных интегральных уравнений. Решение этой 
системы построено в виде рядов по многочленам Якоби. Получено распределение 
температур в зависимости от теплофизических свойств материалов и расстоя-
ний от включений до плоскости соединения полупространств. Установлены ко-
личественные и качественные особенности температурного поля в окрестности 
включений. 
 
SOLUTION OF HEAT CONDUCTION PROBLEM FOR A TRANSVERSALLY ISOTROPIC 
PIECEWISE-HOMOGENEOUS SPACE CONTAINING TWO CIRCULAR INCLUSIONS  
 
Non-axisymmetric heat conduction problem for piecewise-homogeneous transversally 
isotropic space containing two (heat-active and thermally insulated) internal inclusions 
which is parallel to the plane of connection of two different transversally isotropic 
half-spaces, is reduced to a system of two two-dimensional singular integral equations. 
The solution of this system is constructed in the form of series with respect to Jacobi 
polynomials. As a result, a temperature distribution is obtained depending on the 
thermal properties of the materials and the distances from the inclusions to the 
interface of the half-spaces. Quantitative and qualitative features of the temperature 
field in the neighborhood of inclusions are established. 
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