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ÓÄÊ 517.95 
 
П. І. Каленюк1,2, І. В. Когут1, З. М. Нитребич1 
 
ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНОЮ ДВОТОЧКОВОЮ УМОВОЮ ЗА ЧАСОМ 
ДЛЯ ОДНОРІДНОГО РІВНЯННЯ ІЗ ЧАСТИННИМИ ПОХІДНИМИ 
НЕСКІНЧЕННОГО ПОРЯДКУ ЗА ПРОСТОРОВИМИ ЗМІННИМИ 
 

Âèä³ëåíî êëàñ îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ ç íåëîêàëüíîþ êðàéîâîþ óìîâîþ 
äëÿ îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷à-
ñîì ³ íåñê³í÷åííîãî ïîðÿäêó çà ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè ç³ ñòàëèìè êîìïëåêñ-
íèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ó êëàñ³ êâàç³ïîë³íîì³â ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó âêàçàíî 
ôîðìóëè äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³, ÿê³ ïîòðåáóþòü ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ 
îïåðàö³é äèôåðåíö³þâàííÿ àíàë³òè÷íî çàäàíèõ ôóíêö³é. Çà óìîâè ³ñíóâàííÿ 
íåºäèíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ âêàçàíî àëãîðèòì ïîáóäîâè ¿¿ ÷àñòêîâîãî ðîçâ’ÿçêó. 

 
ЗАДАЧА С НЕЛОКАЛЬНЫМ ДВУХТОЧЕЧНЫМ УСЛОВИЕМ ПО ВРЕМЕНИ  
ДЛЯ ОДНОРОДНОГО УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ  
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА ПО ПРОСТРАНСТВЕННЫМ ПЕРЕМЕННЫМ 
 
Âûäåëåí êëàññ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ñ íåëîêàëüíûì êðàåâûì óñëîâè-
åì äëÿ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî âðåìåíè 
è áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ñ ïîñòîÿííûìè êîì-
ïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Â êëàññå êâàçèïîëèíîìîâ ñïåöèàëüíîãî âèäà óêàçàíû 
ôîðìóëû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è, òðåáóþùèå êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèé 
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ àíàëèòè÷åñêè çàäàííûõ ôóíêöèé. Ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâà-
íèÿ íååäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ óêàçàí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ çà-
äà÷è. 
 
PROBLEM WITH NONLOCAL TWO-POINT CONDITION IN TIME VARIABLE 
FOR HOMOGENEOUS PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATION 
OF INFINITE ORDER IN SPATIAL VARIABLES 
 
We specify a class of univalent solvability of the problem with nonlocal boundary value 
condition for a homogeneous partial differential equation of the first order in time and 
infinite order in spatial variables with constant complex coefficients. In the class of 
quasi-polynomials of a special kind, we give the formulas for constructing the solution 
of the problem. Those formulas need a finite number of differentiation operations ap-
plied to functions given analytically. In the case of existence of a non-unique solution, 
we propose an algorithm of constructing a partial solution of the problem. 
 
1 ²í-ò ïðèêë. ìàòåìàòèêè òà ôóíäàì. íàóê 

íàö. óí-òó «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â, Îäåðæàíî 
2  Æåøóâñüêèé óí³âåðñèòåò, Æåøóâ, Ïîëüùà 28.08.08 
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ÓÄÊ 517.95  
 
М. І. Іванчов, Н. М. Гринців  
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ ЗІ СЛАБКИМ 
ВИРОДЖЕННЯМ В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ  
 

Â îáëàñò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ ðîçãëÿíóòî îáåðíåíó çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ çàëåæíîãî 
â³ä ÷àñó ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ, ÿêèé ïðè 0t →  ïðÿ-
ìóº äî íóëÿ, ÿê äåÿêà çàäàíà ôóíêö³ÿ. Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ òà ºäè-
íîñò³ êëàñè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ó âèïàäêó ñëàáêîãî âèðîäæåííÿ.  

 
ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ  
СО СЛАБЫМ ВЫРОЖДЕНИЕМ В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ  
 
Â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ðàññìîòðåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ çàâè-
ñÿùåãî îò âðåìåíè ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûé 
ïðè 0t →  ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, êàê íåêîòîðàÿ çàäàííàÿ ôóíêöèÿ. Óñòàíîâëåíû 
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå ñëàáîãî 
âûðîæäåíèÿ. 
 
INVERSE PROBLEM FOR WEAKLY DEGENERATE PARABOLIC 
EQUATION IN A FREE BOUNDARY DOMAIN  
 
In a free boundary domain we consider the inverse problem of determination of the ti-
me-dependent major coefficient in a parabolic equation which tends to zero when 

0t →  as some given function. Conditions of existence and uniqueness of the classical 
solution to the named problem are established in the case of weak degeneration.  
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â  Îäåðæàíî 
 19.05.08 
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ÓÄÊ 517.95  
 

Г. А. Снітко  
 

КОЕФІЦІЄНТНА ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО 
РІВНЯННЯ В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ  
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ëîêàëüíîãî ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ 
çàäà÷³ äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ ç íåâ³äîìèìè ìîëîäøèìè êîåô³ö³ºíòàìè â 
îáëàñò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ.  

 
КОЭФФИЦИЕНТНАЯ ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ  
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ëîêàëüíîãî ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ 
îáðàòíîé çàäà÷è äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ íåèçâåñòíûìè ìëàäøèìè êîýô-
ôèöèåíòàìè â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.  
 
COEFFICIENT INVERSE PROBLEM FOR PARABOLIC EQUATION 
IN FREE BOUNDARY DOMAIN 
 
We establish conditions of local existence and uniqueness of the solution to the inverse 
problem for a parabolic equation with unknown minor coefficients in a free boundary 
domain.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 11.02.08 
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ÓÄÊ 517.95+511.72 
 
В. С. Ільків1,2, І. Я. Савка2 
 
НЕЛОКАЛЬНА ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ РІВНЯНЬ ІЗ ЧАСТИННИМИ 
ПОХІДНИМИ ТА ЛІНІЙНО ЗАЛЕЖНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Ó äåêàðòîâîìó äîáóòêó ÷àñîâîãî â³äð³çêà òà ïðîñòîðîâîãî áàãàòîâèì³ðíîãî 
òîðà äîñë³äæåíî çàäà÷ó ç íåëîêàëüíèìè äâîòî÷êîâèìè êðàéîâèìè óìîâàìè çà 
÷àñîì äëÿ áåçòèïíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ ³ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè 
äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ ñòàëèìè ë³í³éíî çàëåæíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Âñòàíîâëåíî 
óìîâè îäíîçíà÷íî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ çàäà÷³ ó øêàë³ ïðîñòîð³â Ñîáîëºâà. Äîâåäå-
íî ìåòðè÷í³ òåîðåìè ïðî îö³íêè çíèçó ìàëèõ çíàìåííèê³â íà ë³í³éíèõ ìíî-
ãîâèäàõ.  

 
НЕЛОКАЛЬНАЯ ДВУХТОЧЕЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ЧАСТНЫМИ 
ПРОИЗВОДНЫМИ И ЛИНЕЙНО ЗАВИСИМЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Â îáëàñòè, ÿâëÿþùåéñÿ äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì ÷àñîâîãî îòðåçêà è ïðîñò-
ðàíñòâåííîãî ìíîãîìåðíîãî òîðà, èññëåäîâàíà çàäà÷à ñ íåëîêàëüíûìè äâóõòî÷å÷-
íûìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïî âðåìåíè äëÿ áåçòèïíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè ëèíåéíî çàâèñèìû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ îäíîçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è â 
øêàëå ïðîñòðàíñòâ Ñîáîëåâà. Äîêàçàíû ìåòðè÷åñêèå òåîðåìû îá îöåíêàõ ñíèçó 
ìàëûõ çíàìåíàòåëåé íà ëèíåéíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ. 
 
NONLOCAL TWO-POINT PROBLEMS FOR PARTIAL DIFFERENTIAL 
EQUATIONS WITH LINEARLY DEPENDENT COEFFICIENTS 
 
The nonlocal two-point problem for typeless partial differential equations of the second 
order with constant and linearly dependent coefficients in the domain, which is Cartesi-
an product of a time interval and a multidimensional torus, is investigated. Conditions 
of existence of unique solution in the Sobolev spaces to the problem are obtained. Met-
ric theorems of estimates from below of small denominators on linear manifolds are 
proved.  
 
1 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â, 

2 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.03.08 
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ÓÄÊ 519.62 
 
Л. Б. Гнатів, М. В. Кутнів, А. І. Чухрай 
 
УЗАГАЛЬНЕНІ ТРИТОЧКОВІ РІЗНИЦЕВІ СХЕМИ 
ВИСОКОГО ПОРЯДКУ ТОЧНОСТІ ДЛЯ НЕЛІНІЙНИХ ЗВИЧАЙНИХ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ 
 

Äëÿ íåë³í³éíèõ çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç ïîõ³ä-
íîþ â ïðàâ³é ÷àñòèí³ òà êðàéîâèìè óìîâàìè ïåðøîãî ðîäó ïîáóäîâàíî òà îá-
´ðóíòîâàíî óçàãàëüíåí³ òðèòî÷êîâ³ ð³çíèöåâ³ ñõåìè âèñîêîãî ïîðÿäêó òî÷-
íîñò³ íà íåð³âíîì³ðí³é ñ³òö³. Äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü ¿õ ðîçâ’ÿçêó, 
îòðèìàíî àïð³îðíó îö³íêó òî÷íîñò³. 

 
ОБОБЩЕННЫЕ ТРЕХТОЧЕЧНЫЕ РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ 
ВЫСОКОГО ПОРЯДКА ТОЧНОСТИ ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫХ ОБЫКНОВЕННЫХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА 
 
Äëÿ íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 
ïðîèçâîäíîé â ïðàâîé ÷àñòè è êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïåðâîãî ðîäà ïîñòðîåíû è 
îáîñíîâàíû îáùèå òðåõòî÷å÷íûå ðàçíîñòíûå ñõåìû âûñîêîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè 
íà íåðàâíîìåðíîé ñåòêå. Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü èõ ðåøåíèÿ, 
ïîëó÷åíà àïðèîðíàÿ îöåíêà òî÷íîñòè. 
 
GENERALIZED THREE-POINT DIFFERENCE SCHEMES 
OF HIGH-ORDER ACCURACY FOR SECOND ORDER NONLINEAR 
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
For the second-order nonlinear ordinary differential equations with derivative in the 
right-hand side and boundary conditions of the first kind, three-point difference sche-
mes of high-order accuracy on the irregular grid are constructed. The existence and 
uniqueness of solution of these schemes are proved and estimate of the accuracy is 
determined. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 24.01.08 
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Э. Л. Гарт 
 

ПРОЕКЦИОННО-ИТЕРАЦИОННЫЙ ВАРИАНТ МЕТОДА 
ПОТОЧЕЧНОЙ РЕЛАКСАЦИИ 
 

Ïðåäëîæåíà ïðîåêöèîííî-èòåðàöèîííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïîòî÷å÷íîé 
ðåëàêñàöèè äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííûõ çàäà÷ ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî 
òâåðäîãî òåëà. Äîêàçàíà ñõîäèìîñòü äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ çàäà÷è óñëîâíîé ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïðîâåäåíî òåîðå-
òè÷åñêîå îáîñíîâàíèå äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèîíàëîâ 
ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 

 
ПРОЕКЦІЙНО-ІТЕРАЦІЙНИЙ ВАРІАНТ МЕТОДУ ПОТОЧКОВОЇ РЕЛАКСАЦІЇ 
 
Çàïðîïîíîâàíî ïðîåêö³éíî-³òåðàö³éíó ìîäèô³êàö³þ ìåòîäó ïîòî÷êîâî¿ ðåëàêñàö³¿ 
äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ âàð³àö³éíèõ çàäà÷ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà. Äîâåäå-
íî çá³æí³ñòü äëÿ çàãàëüíîãî âèïàäêó çàäà÷³ óìîâíî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ôóíêö³îíàë³â ó 
ã³ëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ. Ïðîâåäåíî òåîðåòè÷íå îá´ðóíòóâàííÿ äëÿ çàäà÷³ ì³í³-
ì³çàö³¿ êâàäðàòè÷íèõ ôóíêö³îíàë³â ïðè âèêîðèñòàíí³ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëå-
ìåíò³â. 
 
PROJECTIVE-ITERATIVE VARIANT OF THE RELAXATION POINT-WISE METHOD 
 
Projective-iterative modifications of relaxation method to solve the variation problems 
of solid mechanics are proposed. Convergence for a general case of conditional mini-
mization of functional in the Hilbert space is proved. Theoretical basis for the problem 
of quadratic functional minimization when applying the finite elements method is de-
veloped. 
 
Äíåïðîïåòð. íàö. óí-ò, Äíåïðîïåòðîâñê Ïîëó÷åíî 
 24.03.08 
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П. О. Савенко, Л. П. Процах, М. Д. Ткач 
 
ПРО НАЙКРАЩЕ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ 
ДІЙСНОЇ НЕВІД’ЄМНОЇ ФІНІТНОЇ НЕПЕРЕРВНОЇ ФУНКЦІЇ ВІД ДВОХ 
ЗМІННИХ МОДУЛЕМ ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА ФУР’Є. II 
 

Ïðîäîâæóºòüñÿ ðîçïî÷àòå â [5] äîñë³äæåííÿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ ä³éñíî¿ ô³í³òíî¿ íåâ³ä’ºìíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä 
äâîõ çì³ííèõ ìîäóëåì ïîäâ³éíîãî ³íòåãðàëà Ôóð’º, çàëåæíîãî â³ä äâîõ ïàðà-
ìåòð³â. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ çàäà÷³ çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³é-
íîãî äâîâèì³ðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ òèïó Ãàììåðøòåéíà. Ïîáóäîâàíî 
òà îá´ðóíòîâàíî ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè äëÿ çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ ³ â³ä-
ãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè. 

 
О НАИЛУЧШЕМ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ  
ВЕЩЕСТВЕННОЙ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ФИНИТНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ МОДУЛЕМ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ. II 
 
Ïðîäîëæàåòñÿ íà÷àòîå â [5] èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîé çàäà÷è ñðåäíåêâàäðàòè÷åñ-
êîé àïïðîêñèìàöèè äåéñòâèòåëüíîé ôèíèòíîé íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé 
ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ ìîäóëåì äâîéíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå, çàâèñÿùåãî îò 
äâóõ ïàðàìåòðîâ. Íàõîæäåíèå ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ íåëèíåé-
íîãî äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ãàììåðøòåéíà. Ïîñòðîåíû è 
îáîñíîâàíû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíèé âåòâëåíèÿ è îòâåòâëåí-
íûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.  
 
ON THE BEST MEAN-SQUARE APPROXIMATION OF REAL 
NON-NEGATIVE FINITE FUNCTION WITH RESPECT TO TWO VARIABLES 
BY THE MODULE OF DOUBLE FOURIER INTEGRAL. II 
 
The paper continues started in [5] investigations of the nonlinear problem of mean-
square approximation of a real finite non-negative continuous function with respect to 
two variables by module of double Fourier integral that depends on two parameters. 
Finding the solutions of this problem is reduced to solving the nonlinear two-dimensio-
nal integral equation of Hammerstein type. Numerical algorithms for finding the bran-
ching lines and branched solutions of this equation are constructed and justified. The 
numerical examples are given. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 06.04.07 
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ÓÄÊ 519.6 
 
Б. М. Подлевський1, В. В. Хлобистов2 
 
ПРО ОДИН ПІДХІД ДО ЗНАХОДЖЕННЯ КРИВИХ ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ 
ЛІНІЙНИХ ДВОПАРАМЕТРИЧНИХ СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ êðèâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü 
ë³í³éíî¿ àëãåáðà¿÷íî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³, ÿêèé âèêîðèñ-
òîâóº àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ óñ³õ âëàñíèõ çíà÷åíü ó çàäàí³é îáëàñò³ çì³íè 
ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòð³â, ùî áàçóºòüñÿ íà åôåêòèâí³é ÷èñåëüí³é ïðîöåäóð³ 
îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíèõ äåòåðì³íàíòà ìàòðèö³. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè. 

 
ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К НАХОЖДЕНИЮ КРИВЫХ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 
ЛИНЕЙНЫХ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ  
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ êðèâûõ ñîáñòâåííûõ 
çíà÷åíèé ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, 
êîòîðûé èñïîëüçóåò àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âñåõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàäàí-
íîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ñïåêòðàëüíûõ ïàðàìåòðîâ è êîòîðûé áàçèðóåòñÿ íà ýô-
ôåêòèâíîé ÷èñëåííîé ïðîöåäóðå âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ äåòåðìèíàíòà ìàòðè-
öû. Ïðèâåäåíû ÷èñëîâûå ïðèìåðû. 
 
ABOUT ONE APPROACH TO FINDING EIGENVALUE CURVES OF LINEAR  
TWO-PARAMETER SPECTRAL PROBLEMS 
 
An iterative algorithm to compute the eigenvalue curves of linear algebraic two-
parameter spectral problem which uses the algorithm of determination of all eigenvalues 
in the set region of change of spectral parameters, is considered, that is based on the ef-
ficient numerical procedure of calculation of the derivatives of matrix determinant. 
Numerical examples are given. 
 
1 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 21.04.08 

2 
²í-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â 
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Б. В. Забавський, М. Я. Комарницький 
 
ТЕОРЕМА КОЕНОВОГО ТИПУ ДЛЯ АДЕКВАТНОСТІ 
ТА КІЛЬЦЯ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДІЛЬНИКІВ 
 

Ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ â³äíîñíî àäåêâàòíîãî åëåìåíòà êîìóòàòèâíîãî ê³ëüöÿ, 
ÿêå íå îáîâ’ÿçêîâî º îáëàñòþ, äîñë³äæóþòüñÿ âëàñòèâîñò³ òàêèõ åëåìåíò³â ³ 
íà ö³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî õàðàêòåðèçàö³þ àáñîëþòíî àäåêâàòíèõ åëåìåí-
ò³â. Çîêðåìà, äîâåäåíî, ùî àäåêâàòíå ê³ëüöå Áåçó ìàº ñòàá³ëüíèé ðàíã, íå âè-
ùèé â³ä ÷èñëà 2. ßê íàñë³äîê îòðèìàíî, ùî àäåêâàòíå ê³ëüöå Áåçó º ê³ëüöåì 
åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â.  

 
ТЕОРЕМА КОЭНОВОГО ТИПА ДЛЯ АДЕКВАТНОСТИ И КОЛЬЦА 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ 
 
Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå îòíîñèòåëüíî àäåêâàòíîãî ýëåìåíòà êîììóòàòèâíîãî êîëüöà 
(íå îáÿçàòåëüíî îáëàñòè), èññëåäóþòñÿ ñâîéñòâà òàêèõ ýëåìåíòîâ è ïðåäëîæåíà 
õàðàêòåðèçàöèÿ àáñîëþòíî àäåêâàòíûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî 
àäåêâàòíîå êîëüöî Áåçó îáëàäàåò ñòàáèëüíûì ðàíãîì, íå ïðåâûøàþùèì ÷èñëà 2. 
Êàê ñëåäñòâèå ïîëó÷åíî óòâåðæäåíèå, ÷òî êàæäîå àäåêâàòíîå êîëüöî Áåçó ÿâëÿ-
åòñÿ êîëüöîì ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé.  
 
COHEN TYPE THEOREM FOR ADEQUATENESS AND ELEMENTARY DIVISOR RINGS  
 
In the paper the notion of relatively adequate element of commutative ring which is not 
necessarily an integral domain is introduced. The properties of such elements are inves-
tigated. The characterization of absolutely adequate elements is proposed. In particular, 
it is proved that an adequate Bezout ring has a stable rank not exceeding number 2. As 
a consequence, an adequate Bezout ring is an elementary divisor ring. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 02.04.08 
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М. М. Притула1, А. К. Прикарпатський2,3, М. І. Вовк4 
 
ПРО ПОВНУ ІНТЕГРОВНІСТЬ ТА ЛІНЕАРИЗАЦІЮ НЕЛІНІЙНОГО 
РІВНЯННЯ ТИПУ БЮРГЕРСА – КОРТЕВЕГА – ДЕ ФРІЗА  
 

Íà îñíîâ³ ´ðàä³ºíòíî-ãîëîíîìíîãî àëãîðèòìó Áîãîëþáîâà – Ïðèêàðïàòñüêîãî 
äëÿ äîñë³äæåííÿ ³íòåãðîâíîñò³ íåë³í³éíèõ äèíàì³÷íèõ ñèñòåì íà ôóíêö³î-
íàëüíèõ ìíîãîâèäàõ ó ïðàö³ âñòàíîâëåíî òî÷íó ë³íåàðèçàö³þ íåë³í³éíî¿ äè-
íàì³÷íî¿ ñèñòåìè òèïó Áþðãåðñà – Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà. ßê íàñë³äîê îïè-
ñàíî ë³í³éíó ñòðóêòóðó ïðîñòîðó ðîçâ’ÿçê³â, ïîêàçàíî ¿¿ çâ’ÿçîê ç îïóêë³ñòþ 
ïåâíèõ ôóíêö³îíàëüíèõ ï³äìíîæèí. Âñòàíîâëåíî òàêîæ á³ãàì³ëüòîíîâ³ñòü 
äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè Áþðãåðñà – Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà, ïîáóäîâàíî íåñê³í÷åí-
íó ³ºðàðõ³þ ôóíêö³îíàëüíî íåçàëåæíèõ ³íâàð³àíò³â. 

 
О ПОЛНОЙ ИНТЕГРИРУЕМОСТИ И ЛИНЕАРИЗАЦИИ НЕЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ 
ТИПА БЮРГЕРСА – КОРТЕВЕГА – ДЕ ФРИЗА  
 
Íà îñíîâå ãðàäèåíòíî-ãîëîíîìíîãî àëãîðèòìà Áîãîëþáîâà – Ïðèêàðïàòñêîãî äëÿ 
èññëåäîâàíèÿ èíòåãðèðóåìîñòè íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì íà ôóíêöèî-
íàëüíûõ ìíîãîîáðàçèÿõ â ðàáîòå óñòàíîâëåíà òî÷íàÿ ëèíåàðèçàöèÿ íåëèíåéíîé 
äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû òèïà Áþðãåðñà – Êîðòåâåãà – äå Ôðèçà. Êàê ñëåäñòâèå 
îïèñàíà ëèíåéíàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé, ïîêàçàíà åå ñâÿçü ñ âûïóê-
ëîñòüþ îïðåäåëåííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïîäìíîæåñòâ. Óñòàíîâëåíà òàêæå áèãà-
ìèëüòîíîâîñòü äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû Áþðãåðñà – Êîðòåâåãà – äå Ôðèçà, ïî-
ñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ èåðàðõèÿ ôóíêöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ èíâàðèàíòîâ. 
 
ON COMPLETE ІNTEGRABІLІTY AND LINEARITY  
OF NONLINEAR BURGERS – KORTEWEG – DE VRІES TYPE EQUATION  
 
Based on the Bogolubov – Prykarpatsky gradient-holonomic algorithm devised for stu-
dying the integrability of nonlinear dynamical system on functional manifolds an exact 
linearization of a nonlinear Burgers – Korteweg – de Vries type dynamical system is 
stated in the article. As a corollary, the linear structure of the solution space is descri-
bed, its connection with the convexity of some functional submanifolds is shown. The 
bi-hamiltonicity of the Burgers – Korteweg – de Vries system is also stated. An infinite 
hierarchy of functionally independent invariants is constructed.  
 
1 Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â,  
2 Äðîãîáèöüê. äåðæ. ïåä. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Äðîãîáè÷,  
3 ÀÃÌ, Óí-ò íàóêè òà òåõíîëîã³é, Êðàê³â, Ïîëüùà, Îäåðæàíî 
4 Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â, 11.04.08 
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К. В. Максименко-Шейко 
 

МЕТОД R -ФУНКЦИЙ В КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ 
МАГНИТНОЙ ГИДРОДИНАМИКИ С МАЛЫМ ПАРАМЕТРОМ 
ПРИ СТАРШИХ ПРОИЗВОДНЫХ 
 

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà R -ôóíêöèé ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå è êîì-
ïüþòåðíûå ìîäåëè ìàãíèòîãèäðîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ òè-
ïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé â ýëåêòðîìàãíèòíîì íàñîñå. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå 
ýêñïåðèìåíòû. Çàäàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé èíôîðìàöèè è ôèçè÷åñêèõ êîí-
ñòàíò â âèäå áóêâåííûõ ïàðàìåòðîâ ïîçâîëèëî ïðîâåñòè ìíîãîâàðèàíòíûå 
ðàñ÷åòû è èññëåäîâàòü èõ âëèÿíèå íà êàðòèíó ïîëÿ. 

 

МЕТОД R -ФУНКЦІЙ В КРАЙОВИХ ЗАДАЧАХ МАГНІТНОЇ ГІДРОДИНАМІКИ 
З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ ПРИ СТАРШИХ ПОХІДНИХ 
 
Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó R -ôóíêö³é ïîáóäîâàí³ ìàòåìàòè÷í³ òà êîìï’þòåðí³ 
ìîäåë³ ìàãí³òîã³äðîäèíàì³÷íèõ òå÷³é äëÿ ð³çíèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ â åëåêò-
ðîìàãí³òíîìó íàñîñ³. Ïðîâåäåí³ ÷èñåëüí³ åêñïåðèìåíòè. Çàäàííÿ ãåîìåòðè÷íî¿ ³í-
ôîðìàö³¿ òà ô³çè÷íèõ êîíñòàíò ó âèãëÿä³ ïàðàìåòð³â äîçâîëèëî ïðîâåñòè áàãà-
òîâàð³àíòí³ ðîçðàõóíêè òà äîñë³äèòè ¿õ âïëèâ íà êàðòèíó ïîëÿ. 
 
R -FUNCTIONS METHOD IN BOUNDARY-VALUE PROBLEMS OF MAGNETIC 
HYDRODYNAMICS WITH SMALL PARAMETER AT HIGHER DERIVATIVES 
 
Mathematical and computer models of magnetohydrodynamical currents for various ty-
pes of boundary conditions in the electromagnetic pump are constructed with the help 
of R -functions method. Numerical experiments are carried out. The representation of 
geometric information and physical constants as alphabetic parameters has allowed to 
make multiple calculations and to investigate their influence on the picture of field. 
 
Èí-ò ïðîáëåì ìàøèíîñòðîåíèÿ Ïîëó÷åíî 
èì. À. Í. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðàèíû, Õàðüêîâ 31.01.08 
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А. О. Камінський1 , Л. А. Кіпніс2, М. В. Дудик2, Ю. В. Діхтяренко2  
 

ДОСЛІДЖЕННЯ ЗОНИ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ У КІНЦІ ТРІЩИНИ  
НОРМАЛЬНОГО ВІДРИВУ, ЩО ВИХОДИТЬ НА НЕГЛАДКУ МЕЖУ 
РОЗДІЛУ ПРУЖНИХ СЕРЕДОВИЩ 
 

Ìåòîäîì Â³íåðà – Ãîïôà âèêîíàíî ðîçðàõóíîê ïî÷àòêîâî¿ çîíè ïåðåäðóéíó-
âàííÿ â ê³íö³ òð³ùèíè íîðìàëüíîãî â³äðèâó, ùî âèõîäèòü íà íåãëàäêó ìåæó 
ðîçä³ëó äâîõ ð³çíèõ ïðóæíèõ ñåðåäîâèù â ¿¿ êóòîâ³é òî÷ö³. Çîíà ìîäåëþºòü-
ñÿ ë³í³ºþ ðîçðèâó íîðìàëüíîãî çì³ùåííÿ íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè. Îòðèìàíî 
âèðàçè äëÿ äîâæèíè çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ ³ íàêîïè÷åíî¿ â í³é ïîòåíö³àëüíî¿ 
åíåðã³¿. ¯õ ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ ïîð³âíþþòüñÿ ç â³äïîâ³äíèìè âåëè÷èíàìè äëÿ çî-
íè ïåðåäðóéíóâàííÿ ó ç’ºäíóâàëüíîìó ìàòåð³àë³ íà ìåæ³ ñåðåäîâèù, íà îñíîâ³ 
÷îãî ðîáèòüñÿ âèñíîâîê ïðî éìîâ³ðíèé íàïðÿì ðîçâèòêó çîíè. 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ ЗОНЫ ПРЕДРАЗРУШЕНИЯ В КОНЦЕ ТРЕЩИНЫ НОРМАЛЬНОГО  
ОТРЫВА, ВЫХОДЯЩЕЙ НА НЕГЛАДКУЮ ГРАНИЦУ РАЗДЕЛА УПРУГИХ СРЕД  
 
Ìåòîäîì Âèíåðà – Õîïôà âûïîëíåí ðàñ÷åò íà÷àëüíîé çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ â 
êîíöå òðåùèíû íîðìàëüíîãî îòðûâà, âûõîäÿùåé íà íåãëàäêóþ ãðàíèöó ðàçäåëà 
äâóõ ðàçëè÷íûõ óïðóãèõ ñðåä â åå óãëîâîé òî÷êå. Çîíà ìîäåëèðóåòñÿ ëèíèåé ðàç-
ðûâà íîðìàëüíîãî ñìåùåíèÿ íà ïðîäîëæåíèè òðåùèíû. Ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ 
äëèíû çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ è íàêîïëåííîé â íåé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Èõ ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ ñðàâíèâàþòñÿ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè âåëè÷èíàìè äëÿ çîíû ïðåä-
ðàçðóøåíèÿ â ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå íà ãðàíèöå ñðåä, íà îñíîâå ÷åãî äåëàåòñÿ âû-
âîä î âåðîÿòíîì íàïðàâëåíèè ðàçâèòèÿ çîíû. 
 
STUDY OF PROCESS ZONE AT THE TIP OF NORMALBOND-FAILURE CRACK,  
OUTCOMING ONTO BROKEN INTERFACE OF ELASTIC MEDIA 
 
Calculations of the initial process zone at the tip of normal bond-failure crack, outco-
ming onto broken interface of dissimilar elastic media at the corner point by Wiener – 
Hopf’s method are done. This zone is modeled by the line of normal displacement rup-
ture on the crack prolongation. The expressions for the length of the process zone and 
accumulated potential energy are obtained. Their numerical values are compared with 
the appropriate values for the process zone in the join materials at the interface. On the 
basis of comparison a conclusion about a probable crack movement direction is drawn. 
 
1 ²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà  
 ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Îäåðæàíî 
2 Óìàíñüê. äåðæ. ïåä. óí-ò, Óìàíü 04.03.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Г. С. Кіт 
 
ЗАДАЧІ СТАЦІОНАРНОЇ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ТА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
ТІЛА З ТЕПЛОВИДІЛЕННЯМ НА КРУГОВІЙ ОБЛАСТІ (ТРІЩИНІ) 
 

Íàâåäåíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäàíèõ íà êðóãîâ³é îáëàñò³ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü ç ïîëÿðíèì ³ ã³ïåðñèíãóëÿðíèì ÿäðàìè, ïðàâà ÷àñòèíà ÿêèõ 
º ïîë³íîìîì òðåòüîãî, à â îñåñèìåòðè÷íîìó âèïàäêó – ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ. 
Öèìè ð³âíÿííÿìè îïèñóºòüñÿ ñòàö³îíàðíå òåìïåðàòóðíå ïîëå òà íàïðó-
æåíèé ñòàí ó ò³ë³, êîëè íà êðóãîâ³é îáëàñò³ â ñóö³ëüíîìó ò³ë³ àáî íà òð³-
ùèí³ çàäàí³ òåìïåðàòóðà àáî òåïëîâèé ïîò³ê. Âèçíà÷åíî êîåô³ö³ºíòè ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 

 
ЗАДАЧИ СТАЦИОНАРНОЙ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ И ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛА 
С ТЕПЛОВЫДЕЛЕНИЕМ НА КРУГОВОЙ ОБЛАСТИ (ТРЕЩИНЕ) 
 
Äàíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäàííûõ íà êðóãîâîé îáëàñòè ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ 
óðàâíåíèé ñ ïîëÿðíûì è ãèïåðñèíãóëÿðíûì ÿäðàìè, ïðàâàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëèíîìîì òðåòüåé, à â îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå – ÷åòâåðòîé ñòåïåíè. 
Ýòèìè óðàâíåíèÿìè îïèñûâàþòñÿ ñòàöèîíàðíîå òåìïåðàòóðíîå ïîëå è íàïðÿ-
æåííîå ñîñòîÿíèå â òåëå, êîãäà íà êðóãîâîé îáëàñòè ñïëîøíîãî òåëà ëèáî íà 
òðåùèíå çàäàíû òåìïåðàòóðà èëè òåïëîâîé ïîòîê. Â ñëó÷àå òðåùèíû îïðåäå-
ëåíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé.  
 
STATIONARY HEAT CONDUCTION AND THERMOELASTICITY PROBLEMS FOR A BODY  
WITH HEAT EMISSION ON A CIRCULAR DOMAIN (CRACK) 
 
The exact solution of singular integral equations, given on a circular domain, with polar 
and hypersingular kernels is presented. The right-hand side of equations is a polyno-
mial of the third degree and in an axially symmetric case it is of the fourth degree. 
These equations describe a stationary temperature field and the stress state in a body, 
when temperature or the heat flow are given on the circular domain in the solid or on 
the crack. The stress intensity factors in the crack vicinity are defined. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.08.08 
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Я. Й. Бурак, Г. І. Мороз, З. В. Бойко 
 

МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ТА ОПТИМІЗАЦІЯ ТЕРМОПРУЖНИХ 
СИСТЕМ НА ОСНОВІ ПОЄДНАННЯ ЕНЕРГЕТИЧНОГО ТА 
ТЕРМОДИНАМІЧНОГО ПІДХОДІВ 
 

Çàïðîïîíîâàíî åíåðãåòè÷íèé ³ òåðìîäèíàì³÷íèé ï³äõîäè äî ïîáóäîâè ìàòå-
ìàòè÷íèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñó òåðìîìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó ïðóæíèõ äåôîð-
ì³âíèõ äèñèïàòèâíèõ ñèñòåìàõ. Îòðèìàíî áàçîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ÿê äëÿ îïè-
ñó ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàì³÷íîãî ñòàíó, òàê ³ äëÿ äèñèïàòèâíèõ ïðîöåñ³â. Íà 
ö³é îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî òàêîæ âàð³àíò ïîñòàíîâêè òà ïðèíöèïîâî¿ ñõåìè 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî îïòèì³çàö³þ íàïðóæåíîãî ñòàíó çà çàäà-
íèõ ³íòåãðàëüíèõ îáìåæåíü íà ôóíêö³¿ çîâí³øíüîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ 
ТЕРМОУПРУГИХ СИСТЕМ С ПОМОЩЬЮ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОГО 
И ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО ПОДХОДОВ 
 
Ïðåäëîæåíû ýíåðãåòè÷åñêèé è òåðìîäèíàìè÷åñêèé ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ â óïðóãèõ äå-
ôîðìèðóåìûõ äèññèïàòèâíûõ ñèñòåìàõ. Ïîëó÷åíû áàçîâûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ 
îïèñàíèÿ ëîêàëüíîãî òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ è äèññèïàòèâíûõ ïðîöåññîâ. 
Íà ýòîì îñíîâàíèè ïðåäëîæåí òàêæå âàðèàíò ïîñòàíîâêè è ïðèíöèïèàëüíîé 
ñõåìû ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðè çàäàí-
íûõ èíòåãðàëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ôóíêöèè âíåøíåãî ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ. 
 
MATHEMATICAL MODELING AND OPTIMIZATION 
OF THERMOELASTIC SYSTEMS WITH THE HELP OF ENERGY  
AND THERMODYNAMIC APPROACHES 
 
The energy and thermodynamic approaches are proposed to construct the mathematical 
models describing thermomechanical processes in deformable thermoelastic dissipative 
systems. The constitutive equations to describe the local thermodynamic state and dis-
sipative processes are obtained. On this basis a variant of statement and principal sche-
me of solving the boundary-value problems about optimization of the stress state under 
given integral constraints on the functions of external force loading is proposed. 
 
Öåíòð ìàò. ìîäåëþâàííÿ 
²í-òó ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 01.09.08 
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Г. Т. Сулим1,2, Я. М. Пастернак3 
 
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ГРАНИЧНИХ ЕЛЕМЕНТІВ 
ДО АНАЛІЗУ АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ АНІЗОТРОПНИХ ТІЛ 
ІЗ ТОНКОСТІННИМИ СТРУКТУРАМИ 
 

Ç’ÿñîâàíî ìåæ³ äîö³ëüíîãî çàñòîñóâàííÿ êëàñè÷íîãî ìåòîäó ãðàíè÷íèõ åëå-
ìåíò³â äëÿ àíòèïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïðè äîñë³äæåíí³ ò³ë ³ç 
òîíêîñò³ííèìè åëåìåíòàìè ñòðóêòóðè òà ãåîìåòð³¿. Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä 
äëÿ ðåãóëÿðèçàö³¿ ñèíãóëÿðíèõ ³ êâàç³ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàë³â, ùî íåìèíó÷å 
âèíèêàþòü ïðè àíàë³ç³ òîíêèõ ñòðóêòóð. Ïîäàíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè, ùî çà-
ñâ³ä÷èëè íàä³éí³ñòü òà åôåêòèâí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó. 

 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ГРАНИЧНЫХ ЭЛЕМЕНТОВ К АНАЛИЗУ АНТИПЛОСКОЙ 
ДЕФОРМАЦИИ АНИЗОТРОПНЫХ ТЕЛ С ТОНКОСТЕННЫМИ СТРУКТУРАМИ 
 
Îïðåäåëåíû ïðåäåëû èñïîëüçîâàíèÿ êëàññè÷åñêîãî ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ 
äëÿ àíòèïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè ïðè èññëåäîâàíèè òåë ñ òîíêîñòåí-
íûìè ýëåìåíòàìè ñòðóêòóðû è ãåîìåòðèè. Ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ ðåãóëÿðèçà-
öèè ñèíãóëÿðíûõ è êâàçèñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ÷èñ-
ëåííîì àíàëèçå òîíêîñòåííûõ îáëàñòåé. Íà êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ïîêàçàíà ýô-
ôåêòèâíîñòü ýòîãî ïîäõîäà. 
 
APPLICATION OF BOUNDARY ELEMENT METHOD TO ANALYSIS OF ANTIPLANE SHEAR 
OF ANISOTROPIC SOLIDS CONTAINING THIN SHAPES 
 
This paper concerns the application of boundary element method to the analysis of the 
antiplane shear of solids containing thin shapes. Singular and quasi-singular integrals 
are regularized which considerably improve the accuracy. The numerical examples show 
the efficiency of the proposed approach. 
 
1 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â, 

2 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 

 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, Îäåðæàíî 
3 
Ëóöüê. íàö. òåõí. óí-ò, Ëóöüê 12.07.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. І. Козлов1, Т. В. Карнаухова2, М. В. Пересунько3 
 
ВПЛИВ ТЕМПЕРАТУРИ ДИСИПАТИВНОГО РОЗІГРІВУ НА  
ДЕМПФУВАННЯ ВИМУШЕНИХ РЕЗОНАНСНИХ КОЛИВАНЬ 
ШАРНІРНО ОПЕРТОЇ В’ЯЗКОПРУЖНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ПАНЕЛІ 
ЗА ДОПОМОГОЮ П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ АКТУАТОРІВ  
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî àêòèâíå äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ ðåçîíàíñíèõ êîëè-
âàíü â’ÿçêîïðóæíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ çà äîïîìîãîþ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ àê-
òóàòîð³â. Òîðö³ ïàíåë³ ââàæàþòüñÿ øàðí³ðíî îïåðòèìè ³ òåïëî³çîëüîâàíè-
ìè. Îäåðæàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ åëåêòðîìåõàí³êè. Íà éîãî îñíîâ³ 
ðîçðàõîâàíî äèñèïàòèâíó ôóíêö³þ ³ ðîçâ’ÿçàíî ð³âíÿííÿ åíåðã³¿. Ïðîâåäåíî 
àíàë³ç âïëèâó òåìïåðàòóðè äèñèïàòèâíîãî ðîç³ãð³âó íà åôåêòèâí³ñòü àê-
òèâíîãî äåìïôóâàííÿ âèìóøåíèõ êîëèâàíü öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³. 

 
ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ ДИССИПАТИВНОГО РАЗОГРЕВА НА ДЕМПФИРОВАНИЕ 
ВЫНУЖДЕННЫХ РЕЗОНАНСНЫХ КОЛЕБАНИЙ ШАРНИРНО ОПЕРТОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ПАНЕЛИ ПРИ ПОМОЩИ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ АКТУАТОРОВ  
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá àêòèâíîì äåìïôèðîâàíèè âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êî-
ëåáàíèé âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ïðè ïîìîùè ïüåýîýëåêòðè÷åñêèõ àê-
òóàòîðîâ. Òîðöû ïàíåëè ñ÷èòàþòñÿ øàðíèðíî îïåðòûìè è òåïëîèçîëèðîâàííû-
ìè. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ýëåêòðîìåõàíèêè. Íà åãî îñíîâå ðàñ-
ñ÷èòàíà äèññèïàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è ðåøåíî óðàâíåíèå ýíåðãèè. Ïðîâåäåí àíàëèç 
âëèÿíèÿ òåìïåðàòóðû äèññèïàòèâíîãî ðàçîãðåâà íà ýôôåêòèâíîñòü àêòèâíîãî 
äåìïôèðîâàíèÿ âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè 
 
INFLUENCE OF TEMPERATURE OF DISSIPATIVE HEATING ON DAMPING  
FORCED RESONANT VIBRATIONS OF VISCOELASTIC CYLINDRICAL PANEL 
WITH SIMPLY-SUPPORTED ENDS BY PIEZOELECTRIC ACTUATORS 
 
A problem of active damping of forced resonant vibrations of a viscoelastic cylindrical 
panel with simply-supported and thermally insulated ends by the piezoelectric actuators 
is considered. An analytical solution of the problem of electromechanics is obtained. On 
the basis of the solution a dissipative function is calculated and the equation of energy 
is solved. Analysis of influence of dissipative heating on the effectiveness of active 
damping forced resonant vibrations of cylindrical panel is given.  
 
1 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà  
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, 

2 
Íàö. òåõí. óí-ò Óêðà¿íè «ÊÏ²», Êè¿â, 

3 
Ìèêîëà¿â. äåðæ. óí-ò Îäåðæàíî 
³ì. Â. Î. Ñóõîìëèíñüêîãî, Ìèêîëà¿â  17.03.08 
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О. П. Піддубняк 
 
НАПРУЖЕНИЙ СТАН КРУГОВОГО ПОРОЖНИСТОГО ПОРИСТОГО 
НАСИЧЕНОГО РІДИНОЮ ЦИЛІНДРА, ЩО ОБЕРТАЄТЬСЯ НАВКОЛО 
СВОЄЇ ОСІ ЗІ СТАЛОЮ КУТОВОЮ ШВИДКІСТЮ 
 

Îäåðæàíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïëîñêî¿ çàäà÷³ äëÿ ïîðèñòî¿ òðóáè, ùî îáåðòà-
ºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ íåðóõîìî¿ îñ³ ñèìåòð³¿. Ìàòåð³àë òðóáè íàñè÷åíèé ³äå-
àëüíîþ ñòèñëèâîþ ð³äèíîþ. Ó ìåæàõ òåîð³¿ Áîóåíà ó âèõ³äíèõ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿõ áåðóòüñÿ äî óâàãè âçàºìîçâ’ÿçêè ì³æ òåíçîðàìè íàïðóæåíü, òåíçîðàìè 
äåôîðìàö³é, â³äíîñíîþ ãóñòèíîþ ð³äèííîãî çàïîâíþâà÷à òà çì³ííîþ ïîðèñ-
ò³ñòþ ìàòåð³àëó. Ïîäàíî ôîðìóëè äëÿ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü, êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðóæåíü ³ ãóñòèí ó ñêåëåò³ é ð³äèííîìó çàïîâíþâà÷³, à òàêîæ ïî-
ðèñòîñò³ é ìàñîâî¿ êîíöåíòðàö³¿ ñóì³ø³. Âèêîíàíî ÷èñëîâèé àíàë³ç ðàä³àëü-
íîãî ðîçïîä³ëó öèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñóö³ëüíîãî òà ïîðîæíèñòîãî öèë³íä-
ðà ç ï³ñêîâèêà, íàñè÷åíîãî ãàñîì. Îäåðæàíî êðèòè÷í³ ÷èñëà îáåðò³â òðóá ç 
íàñè÷åíîãî é ñóõîãî ìàòåð³àë³â.  

 
НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ КРУГОВОГО ПОЛОГО ПОРИСТОГО 
НАСЫЩЕННОГО ЖИДКОСТЬЮ ЦИЛИНДРА, ВРАЩАЮЩЕГОСЯ ВОКРУГ 
СВОЕЙ ОСИ С ПОСТОЯННОЙ УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ 
 
Ïîëó÷åíî òî÷íîå ðåøåíèå ïëîñêîé çàäà÷è äëÿ ïîðèñòîé òðóáû, âðàùàþùåéñÿ âîç-
ëå ñâîåé íåïîäâèæíîé îñè ñèììåòðèè. Ìàòåðèàë òðóáû íàñûùåí èäåàëüíîé ñæè-
ìàåìîé æèäêîñòüþ. Â ðàìêàõ òåîðèè Áîóýíà â èñõîäíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ïðèíÿ-
òû âî âíèìàíèå âçàèìîñâÿçè ìåæäó òåíçîðàìè íàïðÿæåíèé, òåíçîðàìè äåôîðìà-
öèé, îòíîñèòåëüíîé ïëîòíîñòüþ æèäêîãî çàïîëíèòåëÿ è ïåðåìåííîé ïîðèñòîñ-
òüþ ìàòåðèàëà. Ïðèâåäåíû ôîðìóëû äëÿ ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé, êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðÿæåíèé è ïëîòíîñòåé â ñêåëåòå è æèäêîñòíîì çàïîëíèòåëå, à òàê-
æå ïîðèñòîñòè è ìàññîâîé êîíöåíòðàöèè ñìåñè. Âûïîëíåí ÷èñëåííûé àíàëèç ðà-
äèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ýòèõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ ñïëîøíîãî è ïîëîãî öèëèíäðà 
èç ïåñ÷àíèêà, íàñûùåííîãî êåðîñèíîì. Ïîëó÷åíû êðèòè÷åñêèå ÷èñëà îáîðîòîâ 
òðóá, èçãîòîâëåííûõ èç íàñûùåííîãî è ñóõîãî ìàòåðèàëîâ. 
 
STRESS STATE OF CIRCULAR POROUS, SATURATED BY LIQUID CYLINDER ROTATING 
AROUND ITS AXIS WITH CONSTANT ANGULAR VELOCITY 
 
In this paper an exact solution of plane problem for the porous tube rotating around its 
fixed axis of symmetry is obtained. The material of the tube is saturated by an ideal 
compressible liquid. Within the framework of R. M. Bowen’s theory the connections bet-
ween stress tensors, strain tensors, liquid filler relative densities and varying porosity 
are taken into consideration. The formulae for radial displacements, stress tensor com-
ponents, densities in skeleton and fluid filler, and also for porosity and mass concen-
tration of mixture are given. The numerical calculations of radial distributions of these 
characteritics for solid or hollow kerosene-saturated sandstone cylinder are carried out. 
The critical values for rotation number of saturated and dry tubes are fined. 
 
Ïîë³òåõí³êà Ëîäçüêà, Ëîäçü, Ïîëüùà Îäåðæàíî 
 16.08.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. В. Мелешко1, А. А. Бондаренко1, А. Н. Трофимчук2, Р. З. Абасов3  
 
УПРУГИЕ ВОЛНОВОДЫ: ИСТОРИЯ И СОВРЕМЕННОСТЬ. II  
 

Â ñòàòüå àíàëèçèðóþòñÿ íîðìàëüíûå ìîäû óïðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíî-
âîäà. Ïðîñëåæåíû êëþ÷åâûå àñïåêòû ïî÷òè 150-ëåòíåé èñòîðèè ýòîé çàäà-
÷è. Ìåòîäîì ñóïåðïîçèöèè ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ÷å-
òûðåõ òèïîâ ñèììåòðèè âîëíîâîãî ïîëÿ. Óñòàíîâëåíû âàæíûå îòëè÷èÿ äèñ-
ïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê íîðìàëüíûõ ìîä â ïðÿìîóãîëüíèêå îò ìîä Ðý-
ëåÿ – Ëýìáà äëÿ ñëîÿ è Ïîõãàììåðà – Êðè äëÿ öèëèíäðà. Ïðîâåäåíà îöåíêà 
ðÿäà ïðèáëèæåííûõ òåîðèé äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî âîëíîâîäà. 

 
ПРУЖНІ ХВИЛЕВОДИ: ІСТОРІЯ І СУЧАСНІСТЬ. II 
 
Íàâåäåíî ñòèñëèé îãëÿä äèñïåðñ³éíèõ âëàñòèâîñòåé ïðóæíèõ õâèëåâîä³â ïîñò³é-
íîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó. Äîñë³äæåíî äåÿê³ àñïåêòè ³ñòîð³¿ ïðîáëåìè. Ìåòîäîì 
ñóïåðïîçèö³¿ îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî íîðìàëüí³ õâèë³ â ïðÿ-
ìîêóòíîìó õâèëåâîä³. Âñòàíîâëåíî âàæëèâ³ â³äì³ííîñò³ íîðìàëüíèõ ìîä ó ïðÿìî-
êóòíèêó òà â øàð³ é öèë³íäð³, ïðîâåäåíî îö³íêó ðÿäó íàáëèæåíèõ òåîð³é äëÿ 
ïðÿìîêóòíîãî õâèëåâîäó. Äàí³ ðîçðàõóíê³â ïðî äèñïåðñ³þ ìîä ïîäàíî ó âèãëÿä³ 
ãðàô³ê³â. 
 
ELASTIC WAVEGUIDES: HISTORY AND THE STATE-OF-ART. II 
 
This paper addresses a brief review of dispersion properties of elastic waveguides with 
constant cross sections. Selected topics in the history of the problem are elucidated. An 
analytical solution of the problem on normal waves in a rectangular waveguide is de-
rived on the basis of the superposition method. Important differences of normal modes 
in a rectangle from those in an infinite plate and a cylinder are established, several 
approximate theories for a rectangular waveguide are estimated. Calculation data about 
dispersion of modes are presented graphically. 
 
1 Êèåâ. íàö. óí-ò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ, 
2 Èí-ò òåëåêîììóíèê. è ãëîáàëüíîãî èíôîðì.  
 ïðîñòðàíñòâà ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, Ïîëó÷åíî 
3 Àçåðáàéäæ. ãîñ. íåôò. Àêàä., Áàêó, Àçåðáàéäæàí 31.05.08 
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UDK 539.3 
 
L. V. Nazarenko 
 
DEFORMATION OF COMPOSITES WITH ARBITRARILY ORIENTED 
ORTHOTROPIC FIBERS UNDER MATRIX MICRODAMAGES 
 

In the present paper a model of nonlinear deformation of stochastic composites 
under microdamaging is developed for the case of composite with orthotropic in-
clusions, when the microdamages are accumulated in the matrix. The composite is 
treated as an isotropic matrix strengthened by three-axes arbitrarily oriented ellip-
soidal inclusions with orthotropic symmetry of elastic properties. It is assumed 
that the loading process leads to accumulation of damages in the matrix. Fractured 
microvolumes are modeled by a system of randomly distributed quasi-spherical 
pores. The porosity balance equation and relations for determining the effective 
elastic modules for the case of orthotropic components are taken as basic relations. 
The fracture criterion is assumed to be given as the limit value of the intensity of 
average shear stresses occurring in the undamaged part of the material. Basing on 
the analytical and numerical approach an algorithm for determination of nonli-
near deformative properties of such a material is constructed. The nonlinearity of 
composite deformations is caused by finiteness of deformations. Using the nume-
rical solution the nonlinear stress-strain diagrams for an orthotropic composite 
for various cases of orientation of inclusions in the matrix are predicted and 
discussed. 

 
ДЕФОРМАЦІЇ КОМПОЗИТІВ З ДОВІЛЬНО ОРІЄНТОВАНИМИ ОРТОТРОПНИМИ 
ВОЛОКНАМИ ПРИ МІКРОПОШКОДЖЕННЯХ МАТРИЦІ 
 
Âèêëàäåíî òåîð³þ ì³êðîïîøêîäæóâàíîñò³ ìàòåð³àë³â íà îñíîâ³ ³çîòðîïíî¿ ìàò-
ðèö³ ç äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíèìè îðòîòðîïíèìè âîëîêíàìè, ÿê³ ìàþòü ôîðìó òðè-
îñíèõ åë³ïñî¿ä³â. Ì³êðîðóéíóâàííÿ ìîäåëþþòüñÿ ïîðîæí³ìè ïîðàìè. Êðèòåð³é 
ðóéíóâàííÿ â ì³êðîîá’ºì³ ïðèéìàºòüñÿ ó ôîðì³ Ãóáåðà – Ì³çåñà, äå ãðàíèöÿ ì³ö-
íîñò³ º âèïàäêîâîþ ôóíêö³ºþ êîîðäèíàò ç³ ñòåïåíåâèì ðîçïîä³ëîì àáî ðîçïîä³ëîì 
Âåéáóëëà. Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òà åôåêòèâí³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó 
âèçíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ ñòîõàñòè÷íèõ ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ìàòåð³àë³â 
íà îñíîâ³ ³çîòðîïíî¿ ìàòðèö³ òà îäíîñïðÿìîâàíèõ òðèîñíèõ åë³ïñî¿ä³â. Çàìèêàí-
íÿ ð³âíÿíü äåôîðìóâàííÿ ³ ì³êðîïîøêîäæóâàíîñò³ çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ ð³âíÿíü 
áàëàíñó ïîðèñòîñò³ êîìïîíåíò³â. Ïîáóäîâàíî íåë³í³éí³ çàëåæíîñò³ ñóì³ñíèõ ïðî-
öåñ³â äåôîðìóâàííÿ òàêèõ ìàòåð³àë³â ïðè ì³êðîïîøêîäæåííÿõ ìàòðèö³ â³ä ìàê-
ðîäåôîðìàö³é äëÿ ð³çíèõ ïàðàìåòð³â, ùî õàðàêòåðèçóþòü ôóíêö³þ ðîçïîä³ëó 
ì³öíîñò³, òà äëÿ ð³çíèõ âèïàäê³â îð³ºíòàö³¿ âîëîêîí ó ìàòðèö³.  
 
ДЕФОРМАЦИИ КОМПОЗИТОВ С ПРОИЗВОЛЬНО ОРИЕНТИРОВАННЫМИ 
ОРТОТРОПНЫМИ ВОЛОКНАМИ ПРИ МИКРОПОВРЕЖДЕНИЯХ МАТРИЦЫ  
 
Èçëîæåíà òåîðèÿ ìèêðîïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå èçîòðîïíîé ìàò-
ðèöû è ïðîèçâîëüíî îðèåíòèðîâàííûõ îðòîòðîïíûõ âîëîêîí â ôîðìå òðåõîñíûõ 
ýëëèïñîèäîâ. Ìèêðîðàçðóøåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ïóñòûìè ïîðàìè. Êðèòåðèé ðàç-
ðóøåíèÿ â ìèêðîîáüåìå ïðèíèìàåòñÿ â ôîðìå Ãóáåðà – Ìèçåñà, ãäå ïðåäåë ïðî÷-
íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò ñî ñòåïåííûì ðàñïðåäåëåíèåì 
èëè ðàñïðåäåëåíèåì Âåéáóëëà. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå è ýôôåê-
òèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ ìèêðîïîâðåæäåíèÿìè â êîìïîíåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ 
íà îñíîâå ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè äëÿ ìàòåðèàëîâ íà îñíîâå 
èçîòðîïíîé ìàòðèöû è îäíîíàïðàâëåííûõ òðåõîñíûõ åëëèïñîèäîâ. Çàìûêàíèå 
óðàâíåíèé äåôîðìèðîâàíèÿ è ïîâðåæäàåìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíîâàíèè óðàâ-
íåíèÿ áàëàíñà ïîâðåæäåííîñòè (ïîðèñòîñòè) êîìïîíåíòîâ. Ïîñòðîåíû íåëèíåéíûå 
çàâèñèìîñòè ñîâìåñòíûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ è ïîâðåæ-
äåíèÿ ìàòðèöû îò ìàêðîäåôîðìàöèé äëÿ ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçó-
þùèõ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçáðîñà ïðî÷íîñòè ìàòåðèàëà ìàòðèöû, è äëÿ ðàç-
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ëè÷íûõ ñëó÷àåâ îðèåíòàöèè âîëîêîí â ìàòðèöå. 
 
Timoshenko Inst. of Mechanics  Received 
of NAS of Ukraine, Kiev  05.12.07 
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ÓÄÊ 621.791.052: 539.8 
 
О. В. Махненко  
 
КОМБИНИРОВАННОЕ ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА 
ТЕРМОПЛАСТИЧНОСТИ И МЕТОДА ФУНКЦИИ УСАДКИ  
ДЛЯ ИЗУЧЕНИЯ ПРОЦЕССА ТЕПЛОВОЙ ПРАВКИ 
СУДОСТРОИТЕЛЬНЫХ ПАНЕЛЕЙ 
 

Èçëîæåí ïîäõîä êîìáèíèðîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ îáùåãî ìåòîäà òåðìîïëàñ-
òè÷íîñòè è ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà ôóíêöèè óñàäêè äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ 
îáùèõ äåôîðìàöèé êðóïíîãàáàðèòíûõ ïðîñòðàíñòâåííûõ êîíñòðóêöèé ïðè 
ñâàðêå èëè òåïëîâîé ïðàâêå. Îñîáåííî ýôôåêòèâåí ïðåäëîæåííûé ïîäõîä â 
ñëó÷àå áîëüøîãî êîëè÷åñòâà â êîíñòðóêöèè ñâàðíûõ øâîâ èëè ëîêàëüíûõ íà-
ãðåâîâ ïðè òåïëîâîé ïðàâêå. Ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ òàêîãî ïîäõîäà 
ïðè èçó÷åíèè ýôôåêòèâíîñòè ïðîöåññà òåïëîâîé ïðàâêè ñóäîñòðîèòåëüíûõ 
ïàíåëåé. 

 
КОМБІНОВАНЕ ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ТЕРМОПЛАСТИЧНОСТІ ТА МЕТОДУ ФУНКЦІЇ 
УСАДКИ ДЛЯ ВИВЧЕННЯ ПРОЦЕСУ ТЕПЛОВОЇ ПРАВКИ СУДНОБУДІВЕЛЬНИХ ПАНЕЛЕЙ 
 
Âèêëàäåíî ï³äõ³ä êîìá³íîâàíîãî çàñòîñóâàííÿ çàãàëüíîãî ìåòîäó òåðìîïëàñòè÷-
íîñò³ òà íàáëèæåíîãî ìåòîäó ôóíêö³¿ óñàäêè äëÿ ïðîãíîçóâàííÿ çàãàëüíèõ äåôîð-
ìàö³é êðóïíîãàáàðèòíèõ ïðîñòîðîâèõ êîíñòðóêö³é ïðè çâàðö³ àáî òåïëîâ³é 
ïðàâö³. Îñîáëèâî åôåêòèâíèé çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä ó âèïàäêó âåëèêî¿ ê³ëüêîñò³ â 
êîíñòðóêö³¿ çâàðíèõ øâ³â àáî ëîêàëüíèõ íàãð³â³â ïðè òåïëîâ³é ïðàâö³. Íàâåäåíî 
ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ òàêîãî ï³äõîäó ïðè âèâ÷åíí³ åôåêòèâíîñò³ ïðîöåñó òåïëî-
âî¿ ïðàâêè ñóäíîáóä³âåëüíèõ ïàíåëåé. 
 
COMBINED APPLICATION OF THERMOPLASTICITY METHOD AND INHERENT STRAIN METHOD 
TO STUDY THERMAL STRAIGHTENING PROCESS OF SHIPBUILDING PANELS 
 
An approach is proposed of combined application of the most general thermoplasticity 
method and approximate inherent strain method to predict general deformations of 
spatial design of overall dimensions at welding or thermal straightening. The approach 
proposed is especially efficient in the case of welds or local heatings at straightening in 
the design. An example of application of such approach to study the efficiency of 
process of thermal straightening of shipbuilding panels is given. 
 
Èí-ò ýëåêòðîñâàðêè  Ïîëó÷åíî 
èì. Å. Î. Ïàòîíà ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 11.03.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
С. А. Калоеров, М. А. Коломиец 
 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВЯЗКОУПРУГОГО СОСТОЯНИЯ АНИЗОТРОПНОЙ  
ПЛАСТИНКИ С ЖЕСТКИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ âÿçêîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ìíîãîñâÿçíûõ àíèçî-
òðîïíûõ ïëàñòèíîê ñ àáñîëþòíî æåñòêèìè âêëþ÷åíèÿìè. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà äàíî ðåøåíèå çàäà÷è âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ ïëàñòèíêè ñ îäíèì ýëëèïòè-
÷åñêèì âêëþ÷åíèåì, êîòîðîå â ÷àñòíîì ñëó÷àå ïåðåõîäèò â ëèíåéíîå. Äëÿ 
ðàñòÿæåíèÿ ïëàñòèíêè îïèñàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ âêëþ-
÷åíèÿ è âðåìåíè ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. 

 
ВИЗНАЧЕННЯ В’ЯЗКОПРУЖНОГО СТАНУ АНІЗОТРОПНОЇ ПЛАСТИНКИ  
З ЖОРСТКИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ â’ÿçêîïðóæíîãî ñòàíó áàãàòîçâ’ÿçíèõ àí³çîò-
ðîïíèõ ïëàñòèíîê ç àáñîëþòíî æîðñòêèìè âêëþ÷åííÿìè. ßê ïðèêëàä íàâåäåíî 
ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ â’ÿçêîïðóæíîñò³ äëÿ ïëàñòèíêè ç îäíèì åë³ïòè÷íèì âêëþ÷åííÿì, 
ÿêå â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó ïåðåõîäèòü ó ë³í³éíå. Äëÿ ðîçòÿãó ïëàñòèíêè îïèñàíî 
ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ äîñë³äæåíü íàïðóæåíîãî ñòàíó çàëåæíî â³ä ãåîìåòðè÷íèõ 
ïàðàìåòð³â âêëþ÷åííÿ ³ ÷àñó ïðèêëàäàííÿ íàâàíòàæåííÿ. 
 
DETERMINATION OF VISCOELASTIC STATE OF ANISOTROPIC  
PLATE WITH RIGID INCLUSIONS 
 
A method on determination of viscoelastic state for multiconnected anisotropic plates 
with rigid inclusions is proposed. As an example there is given the solution of the vis-
coelasticity problem for a plate with one elliptic inclusion which is transformed to the 
linear one in a particular case. The results of numerical investigations of stress state de-
pending on geometric parameters of inclusion and period of applied loading are descri-
bed at the instance of plate stretching. 
 
Äîíåöê. íàö. óí-ò, Äîíåöê Ïîëó÷åíî 
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ВПЛИВ КОНВЕКТИВНОГО ОХОЛОДЖЕННЯ ЗОВНІШНЬОЇ 
ПОВЕРХНІ ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНОГО ШАРУ НА РОЗПОДІЛ 
ТЕМПЕРАТУРИ У ТРИБОСИСТЕМІ ШАР – ОСНОВА  
 

Îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òðè-
áîñèñòåìè, ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç ïëîñêîïàðàëåëüíîãî øàðó, ÿêèé ç³ ñòàëîþ 
øâèäê³ñòþ êîâçàº ïî ïîâåðõí³ ï³âáåçìåæíî¿ îñíîâè. Äëÿ ìàòåð³àë³â ôðèê-
ö³éíî¿ ïàðè àëþì³í³é – ñòàëü äîñë³äæåíî åâîëþö³þ òåìïåðàòóðè òà ¿¿ ðîç-
ïîä³ë â øàð³ òà îñíîâ³ ïî íîðìàë³ äî ïîâåðõí³ òåðòÿ.  

 
ВЛИЯНИЕ КОНВЕКТИВНОГО ОХЛАЖДЕНИЯ ВНЕШНЕЙ ПОВЕРХНОСТИ 
ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОГО СЛОЯ НА РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ 
В ТРИБОСИСТЕМЕ СЛОЙ – ОСНОВАНИЕ  
 
Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òðèáî-
ñèñòåìû, ñîñòîÿùåé èç ïëîñêîïàðàëëåëüíîãî ñëîÿ, ñêîëüçÿùåãî ñ ïîñòîÿííîé ñêî-
ðîñòüþ ïî ïîâåðõíîñòè ïîëóáåñêîíå÷íîãî îñíîâàíèÿ. Äëÿ ìàòåðèàëîâ ôðèêöèîí-
íîé ïàðû àëþìèíèé – ñòàëü èññëåäîâàíà ýâîëþöèÿ òåìïåðàòóðû è åå ðàñïðåäåëå-
íèå â ñëîå è îñíîâàíèè ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òðåíèÿ. 
 
INFLUENCE OF CONVECTIVE COOLING OF EXTERNAL SURFACE 
OF PLANE-PARALLEL STRIP ON DISTRIBUTION OF TEMPERATURE 
IN STRIP – FOUNDATION TRIBOSYSTEM  
 
The analytical solution of the boundary-value heat conduction problem for tribosystem, 
consisting of the plane-parallel strip sliding with constant speed on the surface of a 
semi-infinite foundation is obtained. For materials of a frictional pair aluminum-steel 
evolution of temperature and its distribution in a strip and foundation on a normal to 
the surface of friction are investigated.  
 
1 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 

 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, Îäåðæàíî 
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НЕСТАЦІОНАРНІ НЕОСЕСИМЕТРИЧНІ ТЕМПЕРАТУРНІ ПОЛЯ 
БАГАТОШАРОВИХ ОРТОТРОПНИХ ЦИЛІНДРІВ  
 

Îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê òðèâèì³ðíî¿ íåñòàö³îíàðíî¿ íåîñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ 
òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ïîïåðåäíüî íàãð³òîãî áàãàòîøàðîâîãî íåîáìåæåíîãî 
îðòîòðîïíîãî öèë³íäðà çà ä³¿ äæåðåë òåïëà òà íàÿâíîñò³ êîíâåêòèâíîãî 
òåïëîîáì³íó. Ïðè öüîìó âèêîðèñòàíî ôóíêö³þ ¥ð³íà â³äïîâ³äíî¿ çàäà÷³ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³. ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíóòî íàãð³â öèë³íäðà ðóõîìèì, íîðìàëüíî 
ðîçïîä³ëåíèì ïîòîêîì òåïëà. Äîñë³äæåíî òåìïåðàòóðíå ïîëå ó äâîøàðîâîìó 
öèë³íäð³, çóìîâëåíå ïîòîêîì òåïëà, ùî ðóõàºòüñÿ ïî òâ³ðí³é òà ïî ãâèíòî-
â³é ë³í³¿.  

 
НЕСТАЦИОНАРНЫЕ НЕОСЕСИММЕТРИЧНЫЕ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ ПОЛЯ 
МНОГОСЛОЙНЫХ ОРТОТРОПНЫХ ЦИЛИНДРОВ 
 
Ïîëó÷åíî ðåøåíèå òð¸õìåðíîé íåñòàöèîíàðíîé íåîñåñèììåòðè÷íîé çàäà÷è òåï-
ëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïðåäâàðèòåëüíî íàãðåòîãî ìíîãîñëîéíîãî íåîãðàíè÷åííîãî 
îðòîòðîïíîãî öèëèíäðà ïðè äåéñòâèè èñòî÷íèêîâ òåïëà è íàëè÷èè êîíâåêòèâ-
íîãî òåïëîîáìåíà. Èññëåäîâàíî òåìïåðàòóðíîå ïîëå â äâóõñëîéíîì öèëèíäðå, âû-
çâàííîå íîðìàëüíî ðàñïðåäåë¸ííûì ïîòîêîì òåïëà, äâèæóùèìñÿ ïî îáðàçóþùåé 
è ïî âèíòîâîé ëèíèè. 
 
NON-STATIONARY NON-AXIALLY SYMMETRIC TEMPERATURE FIELDS 
OF MULTILAYER ORTHOTROPIC CYLINDERS 
 
The solution of 3D non-stationary non-axially symmetric heat conduction problem is 
obtained for a pre-heated multilayer unlimited orthotropic cylinder under action of heat 
sources and convective heat exchange. As an example we consider heating of the cylin-
der by a moving normally distributed heat flow. The temperature field in a two-layer 
cylinder caused by heat flow moving along the generatrix and a spiral line is studied.  
 
1 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, Îäåðæàíî 

2 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â 12.03.08 

 


