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ÓÄÊ 517.988 
 
В. Л. Макаров1, І. І. Демків2 
 
ЗВ’ЯЗОК ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ 
З ІНТЕРПОЛЯЦІЙНИМИ ГІЛЛЯСТИМИ ЛАНЦЮГОВИМИ ДРОБАМИ 
 

Áóäóºòüñÿ ³ äîñë³äæóºòüñÿ ³íòåðïîëÿö³éíèé ³íòåãðàëüíèé ëàíöþãîâèé äð³á, 
ÿêèé º ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ³íòåðïîëÿö³éíîãî ëàíöþãîâîãî äðîáó. Âêà-
çàíî îïòèìàëüíèé âèá³ð ïîñë³äîâíîñò³ ³íòåðïîëÿö³éíèõ âóçë³â. 

 
СВЯЗЬ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 
С ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫМИ ВЕТВЯЩИМИСЯ ЦЕПНЫМИ ДРОБЯМИ 
 
Ñòðîÿòñÿ è èññëåäóþòñÿ èíòåðïîëÿöèîííûå èíòåãðàëüíûå öåïíûå äðîáè, êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûìè îáîáùåíèÿìè èíòåðïîëÿöèîííûõ öåïíûõ äðîáåé. 
Óêàçàí îïòèìàëüíûé âûáîð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëîâ. 
 
ON CONNECTION OF INTERPOLATING INTEGRAL CONTINUED FRACTIONS 
WITH INTERPOLATING BRANCHED CONTINUED FRACTIONS 
 
Interpolating integral continued fractions, being the natural generalization of 
interpolating continued fractions, are constructed and investigated. The optimal choice 
of the interpolating knots sequence is indicated.  
 
1 
²í-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, Îäåðæàíî 
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Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â 25.04.08 
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ÓÄÊ 514.822: 530.12 
 
В. О. Пелих 
 
УМОВИ ЕНЕРГОДОМІНАНТНОСТІ І СПЕЦІАЛЬНИЙ 
ОРТОНОРМОВАНИЙ БАЗИС СЕНА – ВІТТЕНА 
 

Îòðèìàíî åôåêòèâí³ ãåîìåòðè÷í³ òà ô³çè÷í³ óìîâè ³ñíóâàííÿ â³äïîâ³äíîñò³ 
ì³æ ñï³íîðíèì ïîëåì Ñåíà – Â³òòåíà ³ ïîëåì ñïåö³àëüíîãî îðòîíîðìîâàíîãî 
ðåïåðà ³ íà ö³é îñíîâ³ äîâåäåíî, ùî òàêà â³äïîâ³äí³ñòü ïðè ïîðóøåíí³ óìîâè 
åíåðãîäîì³íàíòíîñò³ ³ñíóº ó ïðîñòîð³-÷àñ³ íå ñêð³çü.  

 
УСЛОВИЯ ЭНЕРГОДОМИНАНТНОСТИ И СПЕЦИАЛЬНЫЙ 
ОРТОНОРМИРОВАННЫЙ БАЗИС СЕНА – ВИТТЕНА 
 
Ïîëó÷åíû ýôôåêòèâíûå ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ 
ñîîòâåòñòâèÿ ìåæäó ñïèíîðíûì ïîëåì Ñåíà – Âèòòåíà è ïîëåì ñïåöèàëüíîãî 
îðòîíîðìèðîâàííîãî ðåïåðà è íà ýòîì îñíîâàíèè äîêàçàíî, ÷òî òàêîå ñîîòâåò-
ñòâèå ïðè íàðóøåíèè óñëîâèé ýíåðãîäîìèíàíòíîñòè ñóùåñòâóåò â ïðîñòðàí-
ñòâå-âðåìåíè íå âåçäå.  
 
DOMINANT ENERGY CONDITION AND SEN – WITTEN SPECIAL 
ORTHONORMAL FRAME 
 
Efficient geometric and physical conditions for existence of correspondence between the 
Sen – Witten spinor field and special orthonormal frame have been obtained, and on 
this basis it was proved that such correspondence under violation of dominant energy 
condition exists not everywhere in the space-time.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 11.04.08 
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ÓÄÊ 517.2: 517.9 (07) 
 
Ф. П. Григорян 
 
О РАСЩЕПЛЕНИИ ЛИНЕЙНЫХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ СИСТЕМ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 

Ìàòðè÷íûì àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì ðåøàåòñÿ çàäà÷à î ðàñùåïëåíèè 
ëèíåéíûõ íåñòàöèîíàðíûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé n -ãî ïî-
ðÿäêà íà n  íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà â ñëó÷àå, êîãäà ñîáñò-
âåííûå çíà÷åíèÿ ( ) 0iµ τ ≠ , 1, ,i n=  , [0, ]τ ∈  , ìàòðèöû ( )U τ , îïðåäåëÿåìîé 

èñõîäíîé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèé, òîæäåñòâåííî ðàâíû. 
 
ПРО РОЗЩЕПЛЕННЯ ЛІНІЙНИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ СИСТЕМ 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 
Ìàòðè÷íèì àñèìïòîòè÷íèì ìåòîäîì ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî ðîçùåïëåííÿ ë³í³é-
íèõ íåñòàö³îíàðíèõ ñèñòåì äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü n-ãî ïîðÿäêó íà n íåçàëåæ-
íèõ ð³âíÿíü ïåðøîãî ïîðÿäêó ó âèïàäêó, êîëè âëàñí³ çíà÷åííÿ ( ) 0iµ τ ≠ , 1, ,i n=  , 

[0, ]τ ∈   ìàòðèö³ ( )U τ , ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ âèõ³äíîþ ñèñòåìîþ äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü, òîòîæíî ð³âí³. 
 
ON SPLITTING OF LINEAR NON-STATIONARY SYSTEMS 
OF DIFFERENTIAL EQUATIONS  
 
The problem of splitting linear of non-stationary differential n -order equations into n  
independent equations of the first order is solved by the matrix asymptotic method in 
the case when eigenvalues ( ) 0,  [0, ]iµ τ ≠ τ ∈  , of the matrix ( )U τ , which are determi-

ned by the input differential equation, are identically equal. 
 
Åðåâàí. ãîñ. êîëëåäæ  Ïîëó÷åíî 
èíôîðìàòèêè, Åðåâàí, Àðìåíèÿ 20.03.07 
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ÓÄÊ 517.956  
 
С. П. Лавренюк, О. Т. Панат  
 
НЕОБМЕЖЕНІСТЬ РОЗВ’ЯЗКІВ ОДНОГО ГІПЕРБОЛІЧНОГО 
РІВНЯННЯ ТРЕТЬОГО ПОРЯДКУ 
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè, ïðè ÿêèõ ðîçâ’ÿçîê çì³øàíî¿ çàäà÷³ äëÿ äåÿêîãî íåë³í³é-
íîãî ã³ïåðáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ òðåòüîãî ïîðÿäêó ñòàº íåîáìåæåíèì ó ñê³í÷åí-
íèé ìîìåíò ÷àñó.  

 
НЕОГРАНИЧЕННОСТЬ РЕШЕНИЙ ОДНОГО ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА  
 
Íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèå ñìåøàííîé çàäà÷è äëÿ îäíîãî íåëèíåéíîãî 
ãèïåðáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ òðåòüåãî ïîðÿäêà ñòàíîâèòñÿ íåîãðàíè÷åííûì â êî-
íå÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.  
 
UNBOUNDEDNESS OF SOLUTIONS OF ONE HYPERBOLIC 
THIRD ORDER EQUATION  
 
Some conditions are obtained which provide unlimited solution of mixed problem for 
one nonlinear hyperbolic equation of the third order at the finite time. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ìåí³ ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 18.03.08 
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ÓÄÊ 519.6 
 
Б. М. Подлевський 
 
ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ДЕЯКИХ ДВОПАРАМЕТРИЧНИХ  
ЗАДАЧ НА ВЛАСНІ ЗНАЧЕННЯ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ çíà÷åíü àëãåáðà-
¿÷íî¿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³, â ÿêîìó âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìå-
òîä Íüþòîíà òà åôåêòèâíà ÷èñåëüíà ïðîöåäóðà îá÷èñëåííÿ ïîõ³äíî¿ â³ä äå-
òåðì³íàíòà. Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè. 

 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ НЕКОТОРЫХ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé 
àëãåáðàè÷åñêîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîì èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä Íüþòîíà è ýôôåêòèâíàÿ ÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîä-
íîé äåòåðìèíàíòà. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû. 
 
NUMERICAL SOLUTION OF SOME TWO-PARAMETER 
EIGENVALUE PROBLEMS 
 
The iterative algorithm for determination of the eigenvalues of algebraic two-parameter 
spectral problem using Newton’s method and new efficient numerical procedure for 
calculation of the derivative of the determinant is considered. Numerical examples are 
given. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 16.10.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Л. П. Хорошун 
 
ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИЕ И СТАТИСТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 
ТЕОРИИ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКОГО 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ И УПРОЧНЕНИЯ МАТЕРИАЛОВ 
 

Ïðåäëîæåíû òåðìîäèíàìè÷åñêèé è ñòàòèñòè÷åñêèé ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ 
îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è 
óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëîâ. Â îñíîâó òåðìîäèíàìè÷åñêîãî ìåòîäà ïîëîæåíû çà-
êîí ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, óðàâíåíèÿ áàëàíñà ýíòðîïèè è âîçíèêíîâåíèÿ ýí-
òðîïèè ïðè íàëè÷èè ñàìîóðàâíîâåøåííûõ âíóòðåííèõ ìèêðîíàïðÿæåíèé, 
êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñîïðÿæåííûìè ïàðàìåòðàìè óïðî÷íåíèÿ. Çàâè-
ñèìîñòè ìåæäó òåðìîäèíàìè÷åñêèìè ïîòîêàìè è ñèëàìè, êîòîðûå ñëåäóþò 
èç íåîòðèöàòåëüíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ ýíòðîïèè è óäîâëåòâîðÿþò îáîáùåí-
íîìó ïðèíöèïó Îíçàãåðà, à òàêæå ñîîòíîøåíèÿ òåðìîóïðóãîñòè è âûðàæå-
íèå äëÿ ýíòðîïèè, êîòîðûå ñëåäóþò èç çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, ñîñòàâ-
ëÿþò îáùèå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ. Êîíêðåòíûå îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ 
ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ñêîðîñòè ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè â âèäå ñóììû 
äâóõ ñîñòàâëÿþùèõ, êîòîðûå îïèñûâàþò òðàíñëÿöèîííîå è èçîòðîïíîå 
óïðî÷íåíèå è àïïðîêñèìèðóþòñÿ ñòåïåííûìè è ãèïåðáîëè÷åñêè-ñèíóñîè-
äàëüíûìè çàêîíàìè. Èñõîäÿ èç ñòîõàñòè÷åñêèõ ìèêðîñòðóêòóðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèé, îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâà-
íèÿ è óïðî÷íåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ëèíåéíîé ìîäåëè òåðìîóïðóãîñòè è 
íåëèíåéíîé ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñîîòâåòñòâåííî äëÿ øàðîâûõ è äåâèàòîðíûõ 
ñîñòàâëÿþùèõ ìèêðîíàïðÿæåíèé è ìèêðîäåôîðìàöèé. Ðåøåíèå çàäà÷è îá 
ýôôåêòèâíûõ ñâîéñòâàõ è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè òðåõ-
êîìïîíåíòíîãî ìàòåðèàëà, ïîñòðîåííîå ñ ïðèìåíåíèåì êîìáèíèðîâàííîé 
ñõåìû Ôîéõòà – Ðåéññà, ïðèâîäèò ê îïðåäåëÿþùèì óðàâíåíèÿì, êîòîðûå ïî 
ôîðìå ñîâïàäàþò ñ àíàëîãè÷íûìè óðàâíåíèÿìè, ïîñòðîåííûìè òåðìîäèíà-
ìè÷åñêèì ìåòîäîì. 

 
ТЕРМОДИНАМІЧНІ І СТАТИСТИЧНІ ОСНОВИ ТЕОРІЇ 
ПРУЖНОВ’ЯЗКОПЛАСТИЧНОГО ДЕФОРМУВАННЯ І ЗМІЦНЕННЯ МАТЕРІАЛІВ 
 
Çàïðîïîíîâàíî òåðìîäèíàì³÷íèé ³ ñòàòèñòè÷íèé ìåòîäè ïîáóäîâè âèçíà÷àëüíèõ 
ð³âíÿíü ïðóæíîâ’ÿçêîïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ³ çì³öíåííÿ ìàòåð³àë³â. Â îñíîâó 
òåðìîäèíàì³÷íîãî ìåòîäó ïîêëàäåíî çàêîí çáåðåæåííÿ åíåðã³¿, ð³âíÿííÿ áàëàíñó 
åíòðîï³¿ ³ âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿ ïðè íàÿâíîñò³ ñàìîçð³âíîâàæåíèõ âíóòð³øí³õ 
ì³êðîíàïðóæåíü, ùî õàðàêòåðèçóþòüñÿ ñïðÿæåíèìè ïàðàìåòðàìè çì³öíåííÿ. 
Çàëåæíîñò³ ì³æ òåðìîäèíàì³÷íèìè ïîòîêàìè ³ ñèëàìè, ùî ñë³äóþòü ç íåâ³ä’ºì-
íîñò³ âèíèêíåííÿ åíòðîï³¿ ³ çàäîâ³ëüíÿþòü óçàãàëüíåíîìó ïðèíöèïó Îíçàãåðà, à 
òàêîæ ñï³ââ³äíîøåííÿ òåðìîïðóæíîñò³ ³ âèðàç äëÿ åíòðîï³¿, ùî ñë³äóþòü ç çà-
êîíó çáåðåæåííÿ åíåðã³¿, ñêëàäàþòü çàãàëüí³ âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ. Êîíêðåòí³ âè-
çíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ îòðèìàí³ íà îñíîâ³ ïðåäñòàâëåííÿ øâèäêîñò³ ðîçñ³ÿííÿ åíåð-
ã³¿ ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ, ÿê³ îïèñóþòü òðàíñëÿö³éíå ³ ³çîòðîïíå çì³ö-
íåííÿ òà àïðîêñèìóþòüñÿ ñòåïåíåâèìè ³ ã³ïåðáîë³÷íîñèíóñî¿äàëüíèì çàêîíàìè. 
Âèõîäÿ÷è ç ñòîõàñòè÷íèõ ì³êðîñòðóêòóðíèõ óÿâëåíü, âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ 
ïðóæíîâ’ÿçêîïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ ³ çì³öíåííÿ áóäóþòüñÿ íà îñíîâ³ ë³í³éíî¿ 
ìîäåë³ òåðìîïðóæíîñò³ ³ íåë³í³éíî¿ ìîäåë³ Ìàêñâåëëà â³äïîâ³äíî äëÿ øàðîâèõ ³ 
äåâ³àòîðíèõ ñêëàäîâèõ ì³êðîíàïðóæåíü ³ ì³êðîäåôîðìàö³é. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðî 
åôåêòèâí³ âëàñòèâîñò³ ³ íàïðóæåííî-äåôîðì³âíèé ñòàí òðüîõêîìïîíåíòíîãî 
ìàòåð³àëó, ïîáóäîâàíèé ç çàñòîñóâàííÿì êîìá³íîâàíî¿ ñõåìè Ôîéõòà – Ðåéññà, 
ïðèâîäèòü äî âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü, ùî ñï³âïàäàþòü ïî ôîðì³ ç àíàëîã³÷íèìè ð³â-
íÿííÿìè, ïîáóäîâàíèìè òåðìîäèíàì³÷íèì ìåòîäîì. 
 
THERMODYNAMIC AND STATISTICAL PRINCIPLES OF THE 
THEORY OF ELASTOVISCOPLASTIC DEFORMATION AND 
STRENGTHENING OF MATERIALS 



7 

 
The thermodynamic and statistical methods for constructing the constitutive equations of 
elastoviscoplastic deformation and strengthening of materials is proposed. As a basis of 
the thermodynamical method the energy balance law, the equations of entropy balance 
and entropy initiation are assumed in the presence of self-equilibrated internal micro-
stresses, which are characterized by the coupled strengthening parameters. The general 
constitutive equations consist of the relationships between thermodynamical flows and 
forces, which follow from non-negativeness of entropy initiation and met the gene-
ralized Onsager principle, as well as the thermoelasticity relationships and the expres-
sions for entropy, which follow from the energy balance. The concrete constitutive equ-
ations are obtained basing on representation of the energy dissipation rate as a sum of 
two constituents, which describe the translational and isotropic strengthening and are 
approximated by power and hyperbolic sinus laws. Starting with the stochastic micro-
structural conception, the constitutive equations of elastoviscoplastic deformation and 
strengthening are built basing on the linear model of thermoelasticity and the nonlinear 
Maxwell model for spherical and deviator components of microstresses and micro-
strains, respectively. Solution of the problem on effective properties and the stress-strain 
state of three-component material is constructed using the combined Voigt – Reuss 
scheme and leads to the constitutive equations coinciding in the form with analogous 
equations constructed by the thermodynamical method. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî  Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 03.03.08 
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ВИЗНАЧЕННЯ ЕФЕКТИВНИХ ХАРАКТЕРИСТИК В’ЯЗКОПРУЖНОГО 
КОМПОЗИТА, РЕЛАКСАЦІЯ КОМПОНЕНТІВ ЯКОГО ОПИСУЄТЬСЯ 
ЕКСПОНЕНТАМИ РІЗНИХ ДРОБОВИХ ПОРЯДКІВ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî îïòèìàëüíèé îïèñ â’ÿçêîïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé êîì-
ïîçèò³â, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç êîìïîíåíò³â ç â’ÿçêîïðóæíèìè âëàñòèâîñòÿìè. 
Íà îñíîâ³ ìåòîäó ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà – Êàðñîíà òà ðàö³îíàëüíî¿ àïðîêñè-
ìàö³¿ ïîáóäîâàíî àëãîðèòì çâåäåííÿ ôóíêö³é, ùî îïèñóþòü â’ÿçêîïðóæí³ 
âëàñòèâîñò³ ìàòðèö³ òà íàïîâíþâà÷à, äî ôóíêö³é îäíîãî êëàñó. Îòðèìàíà 
ìåòîäèêà ìîæå áóòè âèêîðèñòàíà äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ë³í³éíî¿ 
òåîð³¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³. ßê ïðèêëàä ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî çâåäåííÿ ôóíêö³é 
â’ÿçêîïðóæíîñò³ äî îäíîãî êëàñó â îäíîíàïðÿìëåíî àðìîâàíîìó êîìïîçèò³. 

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭФФЕКТИВНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК ВЯЗКОУПРУГОГО 
КОМПОЗИТА, РЕЛАКСАЦИЯ КОМПОНЕНТ КОТОРОГО ОПИСЫВАЕТСЯ 
ЭКСПОНЕНТАМИ РАЗНЫХ ДРОБНЫХ ПОРЯДКОВ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îá îïòèìàëüíîì îïèñàíèè âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ êîìïîçèòà, 
ñîñòîÿùåãî èç êîìïîíåíò ñ âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè. Íà îñíîâàíèè ìåòîäà 
Ëàïëàñà – Êàðñîíà èëè îïåðàòîðíîãî ìåòîäà è ðàöèîíàëüíîé àïïðîêñèìàöèè 
ïîñòðîåí àëãîðèòì ïðèâåäåíèÿ ôóíêöèé, îïèñûâàþùèõ âÿçêîóïðóãèå ñâîéñòâà 
ìàòðèöû è íàïîëíèòåëÿ, ê ôóíêöèè îäíîãî êëàññà. Ïîëó÷åííàÿ ìåòîäèêà ìîæåò 
áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè. Â 
êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà çàäà÷à î ïðèâåäåíèè ôóíêöèè âÿçêîóïðóãîñòè äëÿ 
îäíîíàïðàâëåííî àðìèðîâàííîãî êîìïîçèòà ê îäíîìó êëàññó.  
 
DETERMINATION OF EFFECTIVE PROPERTIES OF VISCOELASTIC COMPOSITE WITH 
RELAXATION OF COMPONENTS IN A FORM OF DIFFERENT FRACTIONAL EXPONENTS 
 
The problem on viscoelastic properties’ optimal description of viscoelastic components’ 
composite is studied. An algorithm is constructed to reduce viscoelastic functions of 
matrix and reinforcement to the functions of the same class, using the Laplace – Carson 
transform or operator method and rational approximations. This method can be used to 
simplify the solution of viscoelastic problems for composite bodies. As an example the 
problem of viscoelastic function reduction to the same class for unilateral composite is 
given. 
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà  Îäåðæàíî 
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â 21.12.07 
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Е. В. Доля, О. П.Червинко, И. К.Сенченков  
 
ТЕПЛОВАЯ НЕУСТОЙЧИВОСТЬ СЛОИСТОЙ ВЯЗКОУПРУГОЙ  
ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ПРИЗМЫ ПРИ ВЫСОКОЧАСТОТНОМ  
СДВИГОВОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

Â ðàìêàõ ñâÿçàííîé çàäà÷è òåðìîâÿçêîóïðóãîñòè ñ ïîìîùüþ ÷èñåëüíîãî ìî-
äåëèðîâàíèÿ èññëåäîâàíà òåðìè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ïðè äèññèïàòèâíîì 
ðàçîãðåâå ïðÿìîóãîëüíîé ïðèçìû, ñîñòàâëåííîé èç ìåäíûõ è ïîëèýòèëåíîâûõ 
èëè ïîëèìåòèëìåòàêðèëàòîâûõ ñëîåâ. Ïðèçìà ïîääàåòñÿ âûñîêî÷àñòîòíî-
ìó ñèëîâîìó èëè êèíåìàòè÷åñêîìó ñäâèãó. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ 
ïîëèýòèëåíà òåðìè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî â óñëîâèÿõ ñèëîâîãî 
íàãðóæåíèÿ è îòñóòñòâóåò ïðè êèíåìàòè÷åñêîì, à â ñëó÷àå ïîëèìåòèëìå-
òàêðèëàòà íåóñòîé÷èâîñòü èìååò ìåñòî â îáîèõ ñëó÷àÿ íàãðóæåíèÿ. Ýòî 
îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì ó÷àñòêîâ óâåëè÷åíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé ñäâèãîâîé è 
îáúåìíîé ïîäàòëèâîñòåé ïîòåðåé äëÿ êàæäîãî èç ïîëèìåðîâ. Âûÿâëåíî, ÷òî 
êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ òåðìè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ïðèçìû ñ ìåòàëëè÷åñ-
êèìè ñëîÿìè ñóùåñòâåííî âûøå, ÷åì îäíîðîäíîé. Êðîìå òåðìè÷åñêîé íå-
óñòîé÷èâîñòè, âîçìîæíà òåðìîðåçîíàíñíàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, ñâÿçàííàÿ ñî 
ñêà÷êîì ñ íèæíåé íèçêîòåìïåðàòóðíîé âåòêè íà âûñîêîòåìïåðàòóðíóþ.  

 
ТЕРМІЧНА НЕСТІЙКІСТЬ ШАРУВАТОЇ В’ЯЗКОПРУЖНОЇ ПРЯМОКУТНОЇ ПРИЗМИ ПРИ 
ВИСОКОЧАСТОТНОМУ ЗСУВНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 
Â ðàìêàõ çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ òåðìîâ’ÿçêîïðóæíîñò³ çà äîïîìîãîþ ÷èñåëüíîãî ìîäå-
ëþâàííÿ äîñë³äæåíî òåðì³÷íó íåñò³éê³ñòü ïðè äèñèïàòèâíîìó ðîç³ãð³â³ ïðÿìî-
êóòíî¿ ïðèçìè, ñêëàäåíî¿ ç ì³äíèõ ³ ïîë³åòèëåíîâèõ àáî ïîë³ìåòèëìåòàêðèëàòî-
âèõ øàð³â. Ïðèçìà ï³ääàºòüñÿ âèñîêî÷àñòîòíîìó ñèëîâîìó àáî ê³íåìàòè÷íîìó 
çñóâó. Âñòàíîâëåíî, ùî äëÿ âèïàäêó ïîë³åòèëåíó òåðì³÷íà íåñò³éê³ñòü ìàº ì³ñöå 
çà óìîâ ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ ³ â³äñóòíÿ ïðè ê³íåìàòè÷íîìó, à ó âèïàäêó ïîë³-
ìåòèëìåòàêðèëàòó íåñò³éê³ñòü ìàº ì³ñöå â îáîõ âèïàäêàõ íàâàíòàæåííÿ. Öå 
ïîâ’ÿçóºòüñÿ ³ç íàÿâí³ñòþ ä³ëÿíîê çðîñòàííÿ ç òåìïåðàòóðîþ çñóâíî¿ ³ îá’ºìíî¿ 
ïîäàòëèâîñòåé âòðàò äëÿ êîæíîãî ç ïîë³ìåð³â. Âèÿâëåíî, ùî êðèòè÷í³ çíà÷åííÿ 
òåðì³÷íî¿ íåñò³éêîñò³ ïðèçìè ç ìåòàëåâèìè øàðàìè ñóòòºâî âèù³, í³æ äëÿ îä-
íîð³äíî¿. Êð³ì òåðì³÷íî¿ íåñò³éêîñò³, ìîæëèâà òåðìîðåçîíàíñíà íåñò³éê³ñòü, 
ïîâ’ÿçàíà ç³ ñòðèáêîì ç íèæíüî¿ íèçüêîòåìïåðàòóðíî¿ â³òêè íà âèñîêîòåìïåðà-
òóðíó.  
 
THERMAL INSTABILITY OF LAYERED VISCOELASTIC RECTANGULAR 
PRISM SUSTAINING HIGH FREQUENCY SHEAR LOADING 
 
Thermal instability under vibration heating of a cooper – polyethylene layered prism is 
studied within coupled thermoviscoelasticity using the finite element simulation. The 
prism is subjected to the high frequency shear force or cinematic load. It is established 
that in the case of polyethylene the thermal instability occurs under force load and it 
does not take place under cinematic one. But for PMMA layers thermal instability takes 
place for both loads. This effect is associated with the existence of temperature interval 
of growing dependence of shear and volume loss compliance or modules. It is estab-
lished that critical values of thermal instability of layered prism are sufficiently higher 
than the homogenous one. In addition, there is thermal resonance instability caused by 
jump of thermal state from low to high temperature branch of soft type resonance 
characteristic.  
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî  Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 26.11.07 
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ВЛИЯНИЕ ФИЗИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТИ 
НА РЕЗОНАНСНЫЕ КОЛЕБАНИЯ И ДИССИПАТИВНЫЙ 
РАЗОГРЕВ НЕУПРУГИХ ПРЯМОУГОЛЬНЫХ ПЛАСТИН 
 

Íà îñíîâå êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ õàðàêòåðèñòèê äàíà ïîñòàíîâêà íåëèíåé-
íûõ ñîïðÿæåííûõ çàäà÷ î âûíóæäåííûõ ðåçîíàíñíûõ êîëåáàíèÿõ è äèññèïà-
òèâíîì ðàçîãðåâå íåóïðóãèõ ïëàñòèí èç ôèçè÷åñêè íåëèíåéíûõ ìàòåðèàëîâ, 
äëÿ êîòîðûõ äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ìåõàíè÷åñêèõ êîìïëåêñíûõ 
õàðàêòåðèñòèê çàâèñÿò îò àìïëèòóä äåôîðìàöèé. Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííî-
àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ óêàçàííûõ íåëèíåéíûõ çàäà÷. Ïðîâåäåí àíà-
ëèç âëèÿíèÿ ôèçè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè íà àìïëèòóäíî- è òåìïåðàòóðíî÷àñ-
òîòíûå õàðàêòåðèñòèêè è íà êîýôôèöèåíò äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ïëàñòèí. 

 
ВПЛИВ ФІЗИЧНОЇ НЕЛІНІЙНОСТІ НА РЕЗОНАНСНІ КОЛИВАННЯ І ДИСИПАТИВНИЙ 
РОЗІГРІВ НЕПРУЖНИХ ПРЯМОКУТНИХ ПЛАСТИН 
 
Íà îñíîâ³ êîíöåïö³¿ êîìïëåêñíèõ õàðàêòåðèñòèê ïîäàíî ïîñòàíîâêó 
ñïðÿæåíèõ íåë³í³éíèõ çàäà÷ ïðî âèìóøåí³ ðåçîíàíñí³ êîëèâàííÿ ³ äèñèïà-
òèâíèé ðîç³ãð³â íåïðóæíèõ ïðÿìîêóòíèõ ïëàñòèí ç ô³çè÷íî íåë³í³éíèõ 
ìàòåð³àë³â, äëÿ ÿêèõ ä³éñíà òà óÿâíà ÷àñòèíè ìåõàí³÷íèõ êîìïëåêñíèõ 
õàðàêòåðèñòèê çàëåæàòü â³ä àìïë³òóä äåôîðìàö³é. Íàâåäåíî ÷èñåëüíî-
àíàë³òè÷í³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ âêàçàíèõ íåë³í³éíèõ çàäà÷. Ïðîâåäåíî 
àíàë³ç âïëèâó ô³çè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ íà àìïë³òóäíî- òà òåìïåðàòóðíî-
÷àñòîòí³ õàðàêòåðèñòèêè ³ íà êîåô³ö³ºíò äåìïô³ðóâàííÿ êîëèâàíü ïðÿ-
ìîêóòíèõ ïëàñòèí. 
 
INFLUENCE OF PHYSICAL NONLINEARITY ON RESONANT VIBRATIONS AND DISSIPATIVE 
HEATING OF INELASTIC RECTANGULAR PLATES 
 
On the base of conception of complex characteristics the coupled problems on the forced 
resonant vibrations and dissipative heating of inelastic plates of the physical nonlinear 
materials are considered. The real and image parts of complex material depend on the 
amplitudes of deformations. The analytical and numerical methods of solution of the 
nonlinear problems are given. The analysis of influence of physical nonlinearity on the 
amplitude- and temperature-frequency characteristics and damping coefficients of vib-
rations of rectangular plates is given. 
 
1
 Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî  
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, 

2
 Íèêîëàåâ. ãîñ. óí-ò Ïîëó÷åíî 
èì. Â. À. Ñóõîìëèíñêîãî, Íèêîëàåâ  12.03.08 
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ЭВОЛЮЦИОННОЕ УРАВНЕНИЕ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ 
ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН ПРИ НАЛИЧИИ ДОННОГО ВОЗБУЖДЕНИЯ 
 

Âûâåäåíî ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîâåðõ-
íîñòíûõ íåëèíåéíî-äèñïåðãèðóþùèõ âîëí â æèäêîñòè êîíå÷íîé ãëóáèíû ïðè 
âîçáóæäåíèè äîííîé ïîâåðõíîñòè. Âûâîä îñíîâàí íà ìåòîäå ñòåïåííûõ ðÿäîâ 
è àñèìïòîòè÷åñêîì àíàëèçå. Íà ýòîé îñíîâå â ÷àñòíîì ñëó÷àå èññëåäîâàíî 
âëèÿíèå ïîäàòëèâîñòè äíà â âèäå óïðóãîãî îñíîâàíèÿ Âèíêëåðà è áîëåå îáùåãî 
îñíîâàíèÿ Ïàñòåðíàêà íà ïåðåíîñ âîëíîâîé ýíåðãèè. 

 
ЕВОЛЮЦІЙНЕ РІВНЯННЯ ПОШИРЕННЯ ПОВЕРХНЕВИХ ГРАВІТАЦІЙНИХ ХВИЛЬ ЗА 
НАЯВНОСТІ ДОННОГО ЗБУРЕННЯ 
 
Âèâåäåíî åâîëþö³éíå ð³âíÿííÿ, ùî îïèñóº ðîçïîâñþäæåííÿ ïîâåðõíåâèõ íåë³í³éíî-
äèñïåðãóþ÷èõ õâèëü ó ð³äèí³ ñê³í÷åííî¿ ãëèáèíè ïðè çáóðåíí³ äîííî¿ ïîâåðõí³. Ïî-
áóäîâà ´ðóíòóºòüñÿ íà ìåòîä³ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â òà àñèìïòîòè÷íîìó àíàë³ç³. Íà 
ö³é îñíîâ³ â ÷àñòêîâîìó âèïàäêó äîñë³äæåíî âïëèâ ïîäàòëèâîñò³ äíà ó âèãëÿä³ 
ïðóæíî¿ îñíîâè Â³íêëåðà ³ á³ëüø çàãàëüíî¿ îñíîâè Ïàñòåðíàêà íà ïåðåíåñåííÿ õâè-
ëüîâî¿ åíåðã³¿. 
 
EVOLUTION EQUATION OF SURFACE GRAVITY WAVE PROPAGATION 
IN THE PRESENCE OF BOTTOM EXCITATION 
 
The evolution equation describing surface nonlinear-dispersive waves in the fluid of fi-
nite depth under excitation of the bottom surface is derived. Derivation is based on the 
power series method and asymptotic analysis. On this basis the influence of bottom 
compliance in the form of Winkler elastic base and more general Pasternak base on the 
transport of wave energy is investigated. 
 
Èí-ò ãèäðîìåõàíèêè ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ Ïîëó÷åíî 
 14.05.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Н. Д. Вайсфельд, Г. Я. Попов, С. Д. Саленко 
 
ВИЗНАЧЕННЯ ХВИЛЬОВОГО ПОЛЯ УСЕРЕДИНІ ПОРОЖНИСТОГО 
КОНУСА З ВИРІЗОМ УЗДОВЖ ТВІРНОЇ 
 

Ìåòîþ äîñë³äæåííÿ º âèçíà÷åííÿ õâèëüîâîãî ïîëÿ óñåðåäèí³ ÷àñòèíè êîí³÷íî¿ 
îáëàñò³, ÿêà çàïîâíåíà àêóñòè÷íèì ñåðåäîâèùåì, ùî ï³ääàºòüñÿ âïëèâó íå-
ñòàö³îíàðíîãî òèñêó. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàçóºòüñÿ íà äèñêðåòèçàö³¿ çàäà-
÷³ çà ÷àñîì øëÿõîì çàì³íè äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ ð³çíèöåâîþ ñõåìîþ òà âèêîðèñ-
òàíí³ íîâèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà ³íøèìè çì³ííèìè. Îòðèìàíî ðå-
êóðåíòíèé çà ÷àñîì ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òà ïðîâåäåíî îá÷èñëåííÿ õâèëüîâîãî ïî-
ëÿ äëÿ ð³çíèõ ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â îáëàñò³.  

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ ВНУТРИ ПОЛОГО КОНУСА С ВЫРЕЗОМ 
ВДОЛЬ ОБРАЗУЮЩЕЙ 
 
Öåëüþ èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå âîëíîâîãî ïîëÿ âíóòðè ÷àñòè êîíè÷åñ-
êîé îáëàñòè, çàïîëíåííîé àêóñòè÷åñêîé ñðåäîé, íà êîòîðóþ âîçäåéñòâóåò íåñòà-
öèîíàðíîå äàâëåíèå. Ìåòîä ðåøåíèÿ áàçèðóåòñÿ íà äèñêðåòèçàöèè çàäà÷è ïî âðå-
ìåíè ïóòåì çàìåíû âòîðîé ïðîèçâîäíîé ðàçíîñòíîé ñõåìîé è èñïîëüçîâàíèè íî-
âûõ èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïî äðóãèì ïåðåìåííûì. Ïîëó÷åíî ðåêóððåíò-
íîå ïî âðåìåíè ðåøåíèå çàäà÷è, ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âîëíîâîãî ïîëÿ ïðè ðàçíûõ 
ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðàõ êîíóñà. 
 
DETERMINATION OF WAVE FIELD INSIDE HOLLOW CONE WITH CUTOUT 
PARALLEL TO CONE GENERATRIX 
 
The aim of this research is to estimate the wave field inside a part of a hollow cone ful-
filled with the acoustic medium under the nonstationary load influence. The method of 
solution is based on the problem discretization by time with the help of second deriva-
tive change for the difference scheme. New integral transforms are applied by other va-
riables also. The recurrent by time solution of the problem is obtained, and the wave 
field investigation is worked out for various geometric cone parameters. 
 
Îäåñüê. íàö. óí-ò ³ì. ². ². Ìå÷íèêîâà, Îäåñà Îäåðæàíî 
 22.01.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
О. Я. Григоренко1, Т. Л. Єфімова1, І. А. Лоза2 
 
РОЗВ’ЯЗАННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНОЇ ЗАДАЧІ ПРО ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ 
П’ЄЗОКЕРАМІЧНИХ ПОРОЖНИСТИХ ЦИЛІНДРІВ СКІНЧЕННОЇ ДОВЖИНИ 
МЕТОДОМ СПЛАЙН-КОЛОКАЦІЙ  
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ îñåñèìåòðè÷íà çàäà÷à ïðî ïîçäîâæí³ â³ëüí³ êîëèâàííÿ ï’ºçîêå-
ðàì³÷íèõ ïîðîæíèñòèõ öèë³íäð³â äëÿ äåÿêèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ íà òîð-
öÿõ. Áîêîâ³ ïîâåðõí³ öèë³íäðà âêðèò³ òîíêèìè åëåêòðîäàìè, ùî çàêîðî÷åí³. 
Ïîëÿðèçàö³ÿ ï’ºçîêåðàì³êè ñïðÿìîâàíà âçäîâæ îñ³ öèë³íäðà. Ï³ñëÿ çàñòî-
ñóâàííÿ ìåòîäó â³äîêðåìëåííÿ çì³ííèõ ³ ìåòîäó ñïëàéí-êîëîêàö³é ïî äîâæè-
í³ öèë³íäðà çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü, ÿêà ðîçâ’ÿçóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïîêðîêîâîãî ïîøóêó. Íàâåäåíî 
ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü äëÿ ï’ºçîêåðàì³÷íîãî öèë³íäðà ç ï’ºçîêåðàì³êè PZT 4. 

 
РЕШЕНИЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ О СВОБОДНЫХ 
КОЛЕБАНИЯХ ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКИХ ПОЛЫХ ЦИЛИНДРОВ КОНЕЧНОЙ 
ДЛИНЫ МЕТОДОМ СПЛАЙН-КОЛЛОКАЦИЙ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ îñåñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à î ñâîáîäíûõ ïðîäîëüíûõ êîëåáàíèÿõ 
ïîëûõ öèëèíäðîâ ñ øàðíèðíûì îïèðàíèåì ïî òîðöàõ. Áîêîâûå ïîâåðõíîñòè ñâî-
áîäíû îò âíåøíèõ óñèëèé è ïîêðûòû òîíêèìè ýëåêòðîäàìè, êîòîðûå çàêîðî÷å-
íû. Ïîëÿðèçàöèÿ ïüåçîêåðàìèêè íàïðàâëåíà âäîëü îñè öèëèíäðà. Ïîñëå ïðèìåíåíèÿ 
ìåòîäà ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ìåòîäà ñïëàéí-êîëëîêàöèé ïî äëèíå öèëèíäðà 
çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ 
ðåøàåòñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè è ïîøàãîâîãî ïî-
èñêà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äëÿ öèëèíäðà èç ïüåçîêåðà-
ìèêè PZT 4. 
 
SOLUTION OF AXISYMMETRIC PROBLEM ON FREE VIBRATIONS OF PIEZOCERAMIC HOLLOW 
CYLINDERS OF FINITE LENGTH BY SPLINE-COLLOCATION METHOD  
 
In this article the axisymmetric problem on free longitudinal oscillations of hollow pie-
zoceramic cylinders of finite length is considered. The lateral surfaces are free from ex-
ternal loading and are covered by thin electrodes, which are short-circuited. Polarization 
is directed along the cylinder axis. For its solution the effective numerical-analytical 
technique based on representation of the required solution by basic splines and choosing 
(in a certain way) the points of collocation is proposed. By means of this approach the 
initial two-dimensional problem is reduced to a boundary-value problem on eigenvalues 
for a system of ordinary differential equations. The obtained system is solved a stable 
numerical method of discrete orthogonalization and a method of step-by-step search. 
Numerical calculations for the cylinder from piezoceramic PZT 4 in a wide range of 
change of geometric parameters result.  
 
1
 ²í-ò ìåõàí³êè ÍÀÍ Óêðà¿íè  Îäåðæàíî 
³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà, Êè¿â, 14.01.08 

2
 Íàö. òðàíñïîðòíèé óí-ò, Êè¿â 
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В. В. Лобода, Т. В. Ходанен 
 

ЗАДАЧА ТЕРМОЕЛЕКТРОМАГНІТОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 
П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОГО/П’ЄЗОМАГНІТНОГО БІМАТЕРІАЛУ  
З МІЖФАЗНОЮ ТРІЩИНОЮ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ äëÿ ï’ºçîåëåêòðè÷íîãî/ï’ºçîìàãí³òíî-
ãî á³ìàòåð³àëüíîãî ïðîñòîðó ç òð³ùèíîþ â îáëàñò³ ïîä³ëó ìàòåð³àë³â. Íà íå-
ñê³í÷åííîñò³ çàäàíî ðîçòÿãóâàëüí³ òà çñóâí³ íàïðóæåííÿ, à òàêîæ òåïëî-
âèé, åëåêòðè÷íèé ³ ìàãí³òíèé ïîòîêè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ 
âñ³õ ìåõàí³÷íèõ, òåïëîâèõ ³ åëåêòðîìàãí³òíèõ ôàêòîð³â ÷åðåç êóñêîâî-àíà-
ë³òè÷í³ ôóíêö³¿ ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷³ ë³í³éíîãî ñïðÿæåííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü 
ìîäåë³ â³äêðèòî¿ òð³ùèíè, à òàêîæ ìîäåë³, ùî âðàõîâóº çîíó êîíòàêòó â 
îêîë³ âåðøèíè òð³ùèíè. Ïîáóäîâàíî òî÷í³ àíàë³òè÷í³ ðîçâ’ÿçêè çàçíà÷åíèõ 
çàäà÷ ³ âèïèñàíî âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü, åëåêòðè÷íî¿ ³ ìàãí³òíî¿ ³íäóêö³é, 
ñòðèáê³â ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü, åëåêòðè÷íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîòåíö³àë³â 
íà ³íòåðôåéñ³. Íàâåäåíî òàêîæ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ çàçíà÷åíèõ ôàê-
òîð³â. Âèâåäåíî òðàíñöåíäåíòíå ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ðåàëüíî¿ äîâæèíè 
çîíè êîíòàêòó. Äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü ö³º¿ äîâæèíè, à òàêîæ êîåô³ö³ºíò³â 
³íòåíñèâíîñò³ â³ä çàäàíèõ çîâí³øí³õ âïëèâ³â. 

 
ЗАДАЧА ТЕРМОЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОГО/ ПЬЕЗОМАГНИТНОГО 
БИМАТЕРИАЛА С МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНОЙ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ïëîñêîé äåôîðìàöèè äëÿ ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî/ïüåçîìàãíèò-
íîãî áèìàòåðèàëüíîãî ïðîñòðàíñòâà ñ òðåùèíîé â îáëàñòè ðàçäåëà ìàòåðèàëîâ. 
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà áåñêîíå÷íîñòè çàäàíû ðàñòÿãèâàþùèå è ñäâèãàþùèå íà-
ïðÿæåíèÿ, à òàêæå òåïëîâîé, ýëåêòðè÷åñêèé è ìàãíèòíûé ïîòîêè. Ñòðîÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ äëÿ âñåõ ìåõàíè÷åñêèõ, òåïëîâûõ è ýëåêòðîìàãíèòíûõ ôàêòîðîâ ÷å-
ðåç êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, ôîðìóëèðóþòñÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî ñîïðÿæå-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè îòêðûòîé òðåùèíû, à òàêæå ìîäåëè, êîòîðàÿ 
ó÷èòûâàåò çîíó êîíòàêòà â îêðåñòíîñòè âåðøèíû òðåùèíû. Ñòðîÿòñÿ òî÷-
íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ è âûïèñûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ äëÿ 
íàïðÿæåíèé, ýëåêòðè÷åñêîé è ìàãíèòíîé èíäóêöèè, ñêà÷êîâ ïðîèçâîäíûõ îò ïå-
ðåìåùåíèé, ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïîòåíöèàëîâ íà èíòåðôåéñå. Ïðèâî-
äÿòñÿ òàêæå êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè óêàçàííûõ ôàêòîðîâ. Âûâîäèòñÿ 
òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåàëüíîé äëèíû çîíû êîíòàêòà. Èñ-
ñëåäóåòñÿ çàâèñèìîñòü ýòîé äëèíû, à òàêæå êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè îò 
çàäàííûõ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.  
 
PROBLEM OF THERMOELECTROMAGNETOELASTYCITY FOR 
PIEZOELECTRIC/PIEZOMAGNETIC BIMATERIAL WITH INTERFACE CRACK 
 
A plane strain problem for a piezoelectric/piezomagnetic bimaterial space with an inter-
face crack is considered. Tensile-shear stresses, thermal, electrical and magnetic fluxes 
are prescribed at infinity. The problems of linear relationship for an open-crack model 
and for a crack with a contact zone are formulated by use of presentation of mechani-
cal, thermal and electromagnetic factors via sectionally-holomorphic functions. Exact 
analytical solutions of the mentioned problems are presented and the expressions for the 
stresses electrical and magnetic displacements as well as for the derivatives of the me-
chanical displacements, electrical and magnetic potential jumps at the interface are 
written. The intensity factors of the mentioned values are obtained as well. The trans-
cendental equation for determination of the real contact zone length is derived. The de-
pendencies of this length and the intensity coefficients on the prescribed external fac-
tors are investigated. 
 
Äí³ïðîïåòð. íàö. óí-ò, Äí³ïðîïåòðîâñüê Îäåðæàíî 
 25.03.08 
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Л. В. Мольченко, І. І. Лоос 
 
ДЕФОРМАЦІЯ КРУГОВОГО ЦИЛІНДРА ЗМІННОЇ ЖОРСТКОСТІ 
В МАГНІТНОМУ ПОЛІ В ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНІЙ ПОСТАНОВЦІ 
 

Äîñë³äæåíî åëåêòðîìàãí³òí³ åôåêòè ãíó÷êî¿ êðóãîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè 
çì³ííî¿ æîðñòêîñò³ â íåñòàö³îíàðíîìó ìàãí³òíîìó ïîë³. 

 
ДЕФОРМАЦИЯ КРУГОВОГО ЦИЛИНДРА ПЕРЕМЕННОЙ ЖЕСТКОСТИ 
В МАГНИТНОМ ПОЛЕ В ГЕОМЕТРИЧЕСКИ НЕЛИНЕЙНОЙ ПОСТАНОВКЕ 
 
Èññëåäîâàíû ýëåêòðîìàãíèòíûå ýôôåêòû ãèáêîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáî-
ëî÷êè ïåðåìåííîé æåñòêîñòè â íåñòàöèîíàðíîì ìàãíèòíîì ïîëå. 
 
DEFORMATION OF CIRCULAR CYLINDER OF VARIABLE STIFFNESS 
IN MAGNETIC FIELD IN GEOMETRICALLY NONLINEAR FORMULATION 
 
Electromagnetic effects of flexible circular cylindrical shell of variable stiffness in a 
nonstationary magnetic field are analyzed.  
 
Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¿â Îäåðæàíî 
 11.03.08 
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М. О. Шульга 
 
О СООТНОШЕНИЯХ ЭЛЕКТРОМАГНЕТИЗМА В МЕЖДУНАРОДНОЙ 
И ГАУССОВОЙ СИСТЕМАХ ЕДИНИЦ 
 

Âïåðâûå ïðåäëîæåí ñïîñîá íåïîñðåäñòâåííîãî íåôîðìàëüíîãî âçàèìíîãî ïåðå-
õîäà â óðàâíåíèÿõ Ìàêñâåëëà è îñíîâíûõ çàêîíàõ ýëåêòðîìàãíåòèçìà îò 
ìåæäóíàðîäíîé ñèñòåìû åäèíèö SI ê ãàóññîâîé ñèñòåìå åäèíèö SG è íàîáî-
ðîò. 

 
ПРО СПІВВІДНОШЕННЯ ЕЛЕКТРОМАГНЕТИЗМУ В МІЖНАРОДНІЙ 
І ҐАУССОВІЙ СИСТЕМАХ ОДИНИЦЬ 
 
Óïåðøå çàïðîïîíîâàíî ñïîñ³á áåçïîñåðåäíüîãî íåôîðìàëüíîãî âçàºìíîãî ïåðåõîäó â 
ð³âíÿííÿõ Ìàêñâåëëà òà îñíîâíèõ çàêîíàõ åëåêòðîìàãíåòèçìó â³ä ì³æíàðîäíî¿ 
ñèñòåìè îäèíèöü SI äî ´àóññîâî¿ ñèñòåìè îäèíèöü SG ³ íàâïàêè. 
 
ON RELATIONS OF ELECTROMAGNETISM IN INTERNATIONAL 
AND GAUSSIAN SYSTEMS OF UNITS 
 
The method of direct informal mutual transfer in the Maxwell equations and basic laws 
of electromagnetism from the international system (SI) units to the Gaussian system 
(SG) units and vice versa are presented for the first time. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 17.03.08 
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О. В. Максимук, Н. М. Щербина, Р. М. Махніцький, Н. В. Гануліч 
 

НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН І СТІЙКІСТЬ ПОЛІМЕРНИХ  
ТРУБ ЗІ СТІЛЬНИКОВОЮ СТІНКОЮ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, ñò³éêîñò³ 
òà îïòèì³çàö³¿ ñò³ëüíèêîâî¿ ñòðóêòóðè ñò³íêè ïîë³ìåðíèõ òðóá ï³ä ä³ºþ 
ñòàòè÷íîãî ñèëîâîãî íàâàíòàæåííÿ. ßê ïðèéíÿòî â ³íæåíåðí³é ïðàêòèö³, çà 
îñíîâíó ðîçðàõóíêîâó âåëè÷èíó òðóáè ïðèéíÿòî ¿¿ ê³ëüöåâó æîðñòê³ñòü. 
Ñôîðìóëüîâàíî â³äïîâ³äíó çàäà÷ó îïòèì³çàö³¿. Ç óìîâè çàáåçïå÷åííÿ íåîáõ³ä-
íî¿ âåëè÷èíè ê³ëüöåâî¿ æîðñòêîñò³ ñò³ëüíèêîâî¿ ïîë³ìåðíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ 
îáîëîíêè âèçíà÷åíî ãåîìåòðè÷í³, ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ é òåõíîëîã³÷í³ ïàðàìåò-
ðè. Íà îñíîâ³ ïðîâåäåíèõ ðîçðàõóíê³â ïðåäñòàâëåíî îá´ðóíòóâàííÿ îïòè-
ìàëüíî¿ ãåîìåòð³¿ (òîâùèíè ñò³íêè, ä³àìåòðà íàìîòóâàëüíî¿ òðóáêè, ê³ëü-
êîñò³ øàð³â êîíñòðóêö³¿ òðóáè). Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòàòè òà ¿õ àíàë³ç. 

 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ И УСТОЙЧИВОСТЬ 
ПОЛИМЕРНЫХ ТРУБ С СОТОВОЙ СТЕНКОЙ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, 
óñòîé÷èâîñòè è îïòèìèçàöèè ñîòîâîé ñòðóêòóðû ñòåíêè ïîëèìåðíûõ òðóá 
ïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêîé ñèëîâîé íàãðóçêè. Êàê ïðèíÿòî â èíæåíåðíîé ïðàê-
òèêå, â êà÷åñòâå îñíîâíîé ðàñ÷åòíîé âåëè÷èíû òðóáû ïðèíÿòà åå êîëüöåâàÿ 
æåñòêîñòü. Ñôîðìóëèðîâàíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè. Èç óñëîâèÿ 
îáåñïå÷åíèÿ íåîáõîäèìîé âåëè÷èíû êîëüöåâîé æåñòêîñòè ñîòîâîé ïîëèìåðíîé öè-
ëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè îïðåäåëåíû ãåîìåòðè÷åñêèå, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèå è òåõ-
íîëîãè÷åñêèå ïàðàìåòðû. Íà îñíîâå ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ îáîñíîâàíà îïòèìàëü-
íàÿ ãåîìåòðèÿ (òîëùèíà ñòåíêè, äèàìåòð íàìîòî÷íîé òðóáêè, êîëè÷åñòâî ñëîåâ 
êîíñòðóêöèè òðóáû). Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû è èõ àíàëèç. 
 
STRESS-STRAIN STATE AND STABILITY OF POLYMERIC TUBES 
WITH HONEYCOMB WALL 
 
In the given work the problem oò determination of the stress-strain state, stability and 
optimization of honeycomb wall structure of polymeric pipes subjected to static loading 
is considered. As the basic engineering calculated quantity of the tube, its ring rigidity is 
accepted. The corresponding problem of optimization is formulated. From the condition 
of maintenance of necessary value of the ring rigidity of cylindrical shells made of po-
lymeric materials with honeycomb wall, the geometrical, physicomechanical and techno-
logical parameters are obtained. Based on calculations, the substantiation of optimum 
geometry (wall thickness, diameter winding tubes, number of layers) is determined. The 
numerical results are presented and analyzed. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 26.03.08 
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Ю. В. Токовий1, К.-М. Ханг2, Ч.-Ч. Ма3 
 

ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНЬ І ПЕРЕМІЩЕНЬ У ТОНКОМУ КІЛЬЦЕВОМУ 
ДИСКУ ПІД ДІЄЮ ДІАМЕТРАЛЬНОГО СТИСКУ  
 

Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè àíàë³çó ïëîñêîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó òîíêîãî ê³ëüöåâîãî 
äèñêà ï³ä ä³ºþ ð³âíîì³ðíîãî ñòèñêó íà äâîõ ä³àìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ ä³-
ëÿíêàõ çîâí³øíüîãî êðàþ. Ïðîàíàë³çîâàíî îñîáëèâîñò³ ðîçïîä³ë³â íàïðóæåíü 
çà äîïîìîãîþ òåîðåòè÷íî¿ òà åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ìåòîäèê. Âñòàíîâëåíî 
àíàë³òè÷í³ âèðàçè äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü, ùî â³äïîâ³äàþòü íà-
ïðóæåíîìó ñòàíó ê³ëüöÿ ï³ä ä³ºþ ä³àìåòðàëüíîãî ñòèñêó.  

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ В ТОНКОМ КОЛЬЦЕВОМ ДИСКЕ 
ПОД ВОЗДЕЙСТВИЕМ ДИАМЕТРАЛЬНОГО СЖАТИЯ 
 
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîãî êîëü-
öåâîãî äèñêà ïîä âîçäåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîãî äàâëåíèÿ íà äâóõ äèà-
ìåòðàëüíî ïðîòèâîïîëîæíûõ ó÷àñòêàõ åãî âíåøíåé êðîìêè. Ïðè ïîìîùè òåîðå-
òè÷åñêîé è ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåòîäèê èññëåäîâàíû íåêîòîðûå îñîáåííîñòè 
ðàñïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò 
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ êîëüöà ïîä 
âîçäåéñòâèåì äèàìåòðàëüíîãî ñæàòèÿ. 
 
DETERMINATION OF STRESSES AND DISPLACEMENTS IN A THIN ANNULAR DISK 
SUBJECTED TO DIAMETRAL COMPRESSION 
 
The analysis of plane stress state of a thin annular disk subjected to uniform pressure 
at two opposite parts of the rim is presented. Some features of stress distribution are 
investigated by means of both theoretical and experimental techniques. The analytical 
expressions for the displacement-vector components are established within the problem. 
 
1 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  

 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â,  
2 
Òåõíîëîã. ²í-ò Õóà-Øÿ, Òàéáåé, Òàéâàíü, Îäåðæàíî 

3 
Òàéâàíñüê. íàö. óí-ò, Òàéáåé, Òàéâàíü 12.05.08 
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Р. М. Мартиняк, К. А. Чумак  
 
ТЕРМОПРУЖНИЙ КОНТАКТ ПІВПРОСТОРІВ, ЩО МАЮТЬ ОДНАКОВІ 
ТЕРМІЧНІ ДИСТОРТИВНОСТІ, ЗА НАЯВНОСТІ ТЕПЛОПРОНИКНОГО 
МІЖПОВЕРХНЕВОГО ПРОСВІТУ 
 

Ðîçãëÿíóòî âçàºìîä³þ ïðóæíèõ ï³âïðîñòîð³â ç îäíàêîâèìè òåðì³÷íèìè äè-
ñòîðòèâíîñòÿìè çà íàÿâíîñò³ â ì³æêîíòàêòíîìó ïðîñâ³ò³, çóìîâëåíîìó 
âè¿ìêîþ íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç ò³ë, òåïëîïðîíèêíîãî ñåðåäîâèùà. Ïîçà ïðîñâ³-
òîì ì³æ ò³ëàìè â³äáóâàºòüñÿ ³äåàëüíèé òåïëîâèé ³ áåçôðèêö³éíèé ìåõàí³÷-
íèé êîíòàêò. Ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ôóíêö³é ì³æêîíòàêòíèõ çàçîð³â 
ñôîðìóëüîâàíó êîíòàêòíó çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ â³äíîñíî ïîõ³äíî¿ âèñîòè çàçîðó, ÿêå ðîçâ’ÿçàíî àíàë³òè÷íî, òà ñèíãó-
ëÿðíîãî ³íòåãðî-äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ òèïó Ïðàíäòëÿ â³äíîñíî ïåðåïà-
äó òåìïåðàòóðè ïîâåðõîíü íà ä³ëÿíö³ çàçîðó, äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ÿêîãî çàïðî-
ïîíîâàíî àíàë³òè÷íî-÷èñëîâèé ï³äõ³ä. Íà ãðàô³êàõ ïðî³ëþñòðîâàíî âïëèâ íà-
âàíòàæåííÿ ³ êîåô³ö³ºíòà òåïëîïðîâ³äíîñò³ çàïîâíþâà÷à íà ïåðåïàä òåìïå-
ðàòóðè ì³æ áåðåãàìè ïðîñâ³òó, êîíòàêòí³ íàïðóæåííÿ ³ òåïëîâ³ ïîòîêè, à 
òàêîæ ïîçäîâæí³ äåôîðìàö³¿ ìåæ ï³âïëîùèí. 

 
ТЕРМОУПРУГИЙ КОНТАКТ ПОЛУПРОСТРАНСТВ, ИМЕЮЩИХ  
ОДИНАКОВЫЕ ТЕРМИЧЕСКИЕ ДИСТОРТИВНОСТИ, ПРИ НАЛИЧИИ 
ТЕПЛОПРОНИЦАЕМОГО МЕЖПОВЕРХНОСТНОГО ЗАЗОРА 
 
Ðàññìîòðåíî âçàèìîäåéñòâèå óïðóãèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ñ îäèíàêîâûìè òåðìè-
÷åñêèìè äèñòîðòèâíîñòÿìè ïðè íàëè÷èè â ìåæêîíòàêòíîì çàçîðå, îáóñëîâëåí-
íûì âûåìêîé íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç òåë, òåïëîïðîíèöàåìîé ñðåäû. Âíå çàçîðà 
ìåæäó òåëàìè îñóùåñòâëÿåòñÿ èäåàëüíûé òåïëîâîé è áåçôðèêöèîííûé ìåõàíè-
÷åñêèé êîíòàêò. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ôóíêöèé ìåæêîíòàêòíûõ çàçîðîâ, ñôîðìóëè-
ðîâàííàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê ñèíãóëÿðíîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ 
îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé âûñîòû çàçîðà, êîòîðîå ðåøåíî àíàëèòè÷åñêè, è ñèí-
ãóëÿðíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ïðàíäòëÿ îòíîñèòåëüíî 
ñêà÷êà òåìïåðàòóðû ïîâåðõíîñòåé íà ó÷àñòêå çàçîðà, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîãî 
ïðåäëîæåí àíàëèòè÷åñêè-÷èñëîâîé ïîäõîä. Íà ãðàôèêàõ ïðîèëëþñòðèðîâàíî âëèÿ-
íèå íàãðóçêè è êîýôôèöèåíòà òåïëîïðîâîäíîñòè çàïîëíèòåëÿ íà ïåðåïàä òåìïå-
ðàòóðû ìåæäó áåðåãàìè çàçîðà, êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ è òåïëîâûå ïîòîêè, à 
òàêæå ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè ãðàíèö ïîëóïëîñêîñòåé. 
 
IDENTICAL THERMAL DISTORTIVITY HALF-SPACES THERMOELASTIC CONTACT IN 
PRESENCE OF PERMEABLE TO HEAT INTERFACIAL GAP 
 
The interaction of identical thermal distortivity elastic half-spaces if there is a perme-
able to heat medium inside an interfacial gap is considered. The perfect thermal and 
nonfrictional mechanical contact takes place out of the gap between the bodies. The for-
mulated contact problem is reduced to a singular integro-differential equation in a de-
rivative of a height of the gap and a Prandtl singular integro-differential equation in a 
temperature jump between the gap faces. The first equation is solved analytically, and 
an analytic-numerical approach is offered for solving the second equation. The load and 
gap filler heat conduction influence on the temperature jump between the gap faces, 
contact stresses and heat flows, half-planes boundary longitudinal strains is illustrated. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 02.04.08 
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V. L. Bogdanov 
 

INFLUENCE OF INITIAL STRESSES ON FRACTURE OF COMPOSITE 
MATERIALS CONTAINING INTERACTING CRACKS 
 

Considered in this study are the axially-symmetric problems of fracture of compo-
site materials with interacting cracks, which are subjected to initial (residual) 
stresses acting along the cracks planes. An analytical approach within the frame-
work of three-dimensional linearized mechanics of solids is used. Two geometric 
schemes of cracks location are studied: a circular crack is located parallel to the 
surface of a semi-infinite composite with initial stresses and two parallel co-axial 
penny-shaped cracks are contained in an infinite composite material with initial 
stresses. The cracks are assumed to be under a normal or a radial shear load. Ana-
lysis involves reducing the problems to the systems of the second kind Fredholm 
integral equations, where the solutions are identified with harmonic potential func-
tions. The representations of the stress intensity factors near the cracks edges are 
obtained. These stress intensity factors are influenced by the initial stresses. The 
presence of the free boundary and the interaction between cracks has significant 
effect on the stress intensity factors as well. The parameters of fracture for two 
types of composites (a laminar composite made of aluminum/boron/silicate glass 
with epoxymaleinic resin and a carbon/plastic composite with stochastic reinfor-
cement by short ellipsoidal carbon fibers) are analyzed numerically. The depen-
dence of the stress intensity factors on the initial stresses, physical-mechanical pa-
rameters of the composites and the geometric parameters of the problem are inves-
tigated.  

 
ВПЛИВ ПОЧАТКОВИХ НАПРУЖЕНЬ НА РУЙНУВАННЯ КОМПОЗИТНИХ МАТЕРІАЛІВ 
З ВЗАЄМОДІЮЧИМИ ТРІЩИНАМИ  
 
Ó ðàìêàõ òðèâèì³ðíî¿ ë³íåàðèçîâàíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà äî-
ñë³äæåíî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â ³ç âçàºìîä³þ÷èìè òð³ùèíà-
ìè â óìîâàõ íàÿâíîñò³ ïî÷àòêîâèõ (çàëèøêîâèõ) íàïðóæåíü, ñïðÿìîâàíèõ óçäîâæ 
òð³ùèí. Ðîçãëÿíóòî äâ³ ãåîìåòðè÷í³ ñõåìè çàäà÷³: íàï³âîáìåæåíå ò³ëî ç ïðèïî-
âåðõíåâîþ êðóãîâîþ òð³ùèíîþ òà íåîáìåæåíå ò³ëî ç äâîìà ïàðàëåëüíèìè ñï³ââ³ñ-
íèìè êðóãîâèìè òð³ùèíàìè. Áåðåãè òð³ùèí çàâàíòàæåí³ íîðìàëüíèìè òà çñóâ-
íèìè íàâàíòàæåííÿìè. Âèêîíàíî ïîñòàíîâêó îñåñèìåòðè÷íèõ çàäà÷, îòðèìàíî 
ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó òà âèðàçè 
äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â îêîëàõ òð³ùèí. Äëÿ äâîõ òèï³â 
êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â îòðèìàíî ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ 
íàïðóæåíü ³ ïðîàíàë³çîâàíî ¿õ çàëåæí³ñòü â³ä ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü, ô³çèêî-ìå-
õàí³÷íèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àë³â òà ãåîìåòðè÷íèõ ïàðàìåòð³â çàäà÷³. 
 
ВЛИЯНИЕ НАЧАЛЬНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ НА РАЗРУШЕНИЕ КОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛОВ 
С ВЗАИМОДЕЙСТВУЮЩИМИ ТРЕЩИНАМИ  
 
Â ðàìêàõ òðåõìåðíîé ëèíåàðèçèðîâàííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî 
òåëà èññëåäîâàíî ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ñ âçàèìîäåé-
ñòâóþùèìè òðåùèíàìè â óñëîâèÿõ íàëè÷èÿ íà÷àëüíûõ (îñòàòî÷íûõ) íàïðÿæå-
íèé, íàïðàâëåííûõ âäîëü òðåùèí. Ðàññìîòðåíû äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ñõåìû çàäà-
÷è: ïîëóîãðàíè÷åííîå òåëî ñ ïðèïîâåðõíîñòíîé êðóãîâîé òðåùèíîé è íåîãðàíè-
÷åííîå òåëî ñ äâóìÿ ïàðàëëåëüíûìè ñîîñíûìè êðóãîâûìè òðåùèíàìè. Áåðåãà 
òðåùèí çàãðóæåíû íîðìàëüíûìè è ñäâèãîâûìè íàãðóçêàìè. Âûïîëíåíà ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷, ïîëó÷åíû ðàçðåøàþùèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 
âòîðîãî ðîäà è âûðàæåíèÿ äëÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â 
îêðåñòíîñòÿõ òðåùèí. Äëÿ äâóõ òèïîâ êîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ ïîëó÷åíû ÷èñ-
ëîâûå çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è ïðîàíàëèçèðîâàíà 
èõ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé, ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñ-
òèê ìàòåðèàëîâ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è. 
 
S. P. Timoshenko Inst. of Mechanics  Received 
of NAS of Ukraine, Kiev  01.07.08 
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ФРАГМЕНТИ ТЕОРІЇ НАНОТРАНЗИСТОРІВ: ПЕРЕМИКАННЯ ПЛОСКОЇ 
ПОПЕРЕЧНОЇ ГІПЕРЗВУКОВОЇ ХВИЛІ В НЕЛІНІЙНО ПРУЖНИХ 
НАНОКОМПОЗИТНИХ МАТЕРІАЛАХ  
 

Íàâåäåíî ôðàãìåíòè òåîð³¿ íàíîòðàíçèñòîð³â, ùî ñòîñóþòüñÿ çàãàëüíî¿ ³í-
ôîðìàö³¿ ïðî òðàíçèñòîðè, ìîäåëåé íàíîêîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â, åôåêò³â 
íåë³í³éíî¿ âçàºìîä³¿ õâèëü ³ òåîðåòè÷íîãî àíàë³çó âçàºìîä³¿ êóá³÷íî íåë³í³é-
íèõ ïðóæíèõ ïëîñêèõ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü â ìàòåð³àë³, íåë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ 
ÿêîãî îïèñóþòüñÿ ïîòåíö³àëîì Ìåðíà´àíà. Çà ìåòîäîì ïîâ³ëüíî çì³ííèõ àì-
ïë³òóä ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ âçàºìîä³¿ äâîõ ãàðìîí³÷íèõ âåðòèêàëüíî ïîïå-
ðå÷íèõ ïëîñêèõ õâèëü. Îäåðæàíî âêîðî÷åí³ òà åâîëþö³éí³ ð³âíÿííÿ, ñï³ââ³äíî-
øåííÿ Ìåíë³ – Ðîâà. Ïðîàíàë³çîâàíî àíàë³òè÷íî òà ÷èñåëüíî ìåõàí³çì ïåðå-
ïîìïóâàííÿ åíåðã³¿ ïîòóæíî¿ õâèë³ ïîìïóâàííÿ, ùî ïîøèðþºòüñÿ íà ÷àñòî-
ò³ ω  äî ñëàáêî¿ ñèãíàëüíî¿ õâèë³, ùî ïîøèðþºòüñÿ íà ÷àñòîò³ 3ω . Îïèñà-
íèé ìåõàí³çì ïåðåìèêàííÿ ã³ïåðçâóêîâèõ õâèëü â íåë³í³éíî ïðóæíîìó íàíî-
ìàòåð³àë³ ïîä³áíèé äî ìåõàí³çìó ïåðåìèêàííÿ, ùî ñïîñòåð³ãàºòüñÿ â îïòè÷-
íèõ òà ³íøèõ òðàíçèñòîðàõ.  

 
ФРАГМЕНТЫ ТЕОРИИ НАНОТРАНЗИСТОРОВ: САМОПЕРЕКЛЮЧЕНИЕ 
ПЛОСКОЙ ПОПЕРЕЧНОЙ ГИПЕРЗВУКОВОЙ ВОЛНЫ В НЕЛИНЕЙНО УПРУГИХ 
НАНОКОМПОЗИТНЫХ МАТЕРИАЛАХ  
 
Ïðåäñòàâëåíû ôðàãìåíòû òåîðèè íàíîòðàíçèñòîðîâ, îòíîñÿùèåñÿ ê îáùåé èí-
ôîðìàöèè î òðàíçèñòîðàõ, ìîäåëÿõ íàíîêîìïîçèòíûõ ìàòåðèàëîâ, ýôôåêòîâ íå-
ëèíåéíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ âîëí è òåîðåòè÷åñêîãî è ÷èñëîâîãî àíàëèçà âçàèìîäåé-
ñòâèÿ êóáè÷åñêè íåëèíåéíûõ óïðóãèõ ïëîñêèõ ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí, íåëèíåéíûå 
ñâîéñòâà êîòîðûõ îïèñûâàþòñÿ ïîòåíöèàëîì Ìåðíàãàíà. Ñ ïîìîùüþ ìåòîäà 

ìåäëåííî èçìåíÿþùèõñÿ àìïëèòóä ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ 
ãàðìîíè÷åñêèõ âåðòèêàëüíûõ ïîïåðå÷íûõ ïëîñêèõ âîëí. Ïîëó÷åíû óêîðî÷åííûå è 
ýâîëþöèîííûå óðàâíåíèÿ, ñîîòíîøåíèÿ Ìýíëè – Ðîâà. Ïðîàíàëèçîâàí àíàëèòè÷åñ-
êè è ÷èñëåííî ìåõàíèçì ïåðåêà÷êè ýíåðãèè ìîùíîé âîëíû íàêà÷êè, êîòîðàÿ ðàñ-
ïðîñòðàíÿåòñÿ íà ÷àñòîòå ω , ê ñëàáîé ñèãíàëüíîé âîëíå, êîòîðàÿ ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ÷àñòîòå 3ω . Îïèñàííûé ìåõàíèçì ïåðåêëþ÷åíèÿ ãèïåðçâóêîâûõ âîëí â 
íåëèíåéíî óïðóãîì ìàòåðèàëå ïîäîáåí ìåõàíèçìó ïåðåêëþ÷åíèÿ, êîòîðûé íàáëþ-
äàåòñÿ â îïòè÷åñêèõ è èíûõ òðàíçèñòîðàõ.  
 
FRAGMENTS OF THE THEORY OF NANOTRANSISTORS:  
SELF-SWITCHING OF PLANE TRANSVERSE HYPERSOUND WAVE IN 
NONLINEARLY ELASTIC NANOCOMPOSITE MATERIALS 
 
The fragments of the theory of nanotransistors are presented. They consist of the gene-
ral information on transistors, the models of nanocomposite materials, the effects of 
nonlinear interaction of waves, as well as the theoretical and numerical analysis of in-
teraction of cubically nonlinear plane harmonic waves in a material, nonlinear proper-
ties of which are described by Murnaghan’s potential. The interaction between two har-
monic waves is studied by means of the slowly varying amplitudes method. The shorte-
ned and evolution equations, and the Manley – Rowe’s relationships are obtained. Tran-
sition of energy from the powerful pumping wave, which has the frequency ω , to the 
weak signal wave, which has the frequency 3ω , is analyzed analytically and numeri-
cally. Described in the article mechanism of switching of hypersound waves in a non-
linear elastic material is similar to the mechanism of switching observed in optic and 
other transistors.  
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà Îäåðæàíî 
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â 29.05.08 
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B. Y. Datsko, V. V. Gafiychuk  
 
MATHEMATICAL MODELING OF FRACTIONAL REACTION-DIFFUSION 
SYSTEMS WITH DIFFERENT ORDER TIME DERIVATIVES  
 

The linear stability analysis is studied for a two-component fractional reaction-
diffusion system with different derivative indices. Two different cases are 
considered when an activator index is larger than an inhibitor one and when an 
inhibitor variable index is larger than an activator one. General analysis is con-
firmed by computer simulation of the system with cubic nonlinearity. It is shown 
that the systems with a higher activator variable index lead to a much more 
complicated spatio-temporal dynamics.  

 
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ДРОБОВИХ СИСТЕМ РЕАКЦІЇ-ДИФУЗІЇ 
З ЧАСОВИМИ ПОХІДНИМИ РІЗНОГО ПОРЯДКУ 
 
Ïðîâåäåíî ë³í³éíèé àíàë³ç ñò³éêîñò³ äâîêîìïîíåíòíî¿ ñèñòåìè ðåàêö³¿-äèôóç³¿ 
äðîáîâîãî ïîðÿäêó ç ð³çíèìè ³íäåêñàìè ïîõ³äíèõ äëÿ êîæíîãî ç ð³âíÿíü ñèñòåìè. 
Ðîçãëÿíóòî äâà âèïàäêè: êîëè ïîõ³äíà â ð³âíÿíí³ äëÿ àêòèâàòîðà º á³ëüøîþ, í³æ 
â ð³âíÿíí³ äëÿ ³íã³á³òîðà, ³ íàâïàêè, êîëè ïîðÿäîê ïîõ³äíî¿ äëÿ ð³âíÿííÿ ç äîäàò-
íèì çâîðîòíèì çâ’ÿçêîì º ìåíøèì, í³æ äëÿ ð³âíÿííÿ ç â³ä’ºìíèì çâîðîòíèì 
çâ’ÿçêîì. Çàãàëüíèé àíàë³ç ï³äòâåðäæåíî çà äîïîìîãîþ êîìï’þòåðíîãî ìîäåëþâàí-
íÿ ñèñòåìè ç êóá³÷íîþ íåë³í³éí³ñòþ. Ïîêàçàíî, ùî ñèñòåìè ç âèùèì ³íäåêñîì ïî-
õ³äíî¿ â ð³âíÿíí³ äëÿ àêòèâàòîðà ìàþòü ñóòòºâî ñêëàäí³øó ïðîñòîðîâî-÷àñîâó 
äèíàì³êó, í³æ ñèñòåìè ç âèùèì ³íäåêñîì ïîõ³äíî¿ äëÿ ³íã³á³òîðà.  
 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДРОБНЫХ СИСТЕМ РЕАКЦИИ-ДИФФУЗИИ  
С ВРЕМЕННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ РАЗНОГО ПОРЯДКА 
 
Ïðîâåäåíî ëèíåéíîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äâóõêîìïîíåíòíîé ñèñòåìû ðå-
àêöèè-äèôôóçèè äðîáíîãî ïîðÿäêà ñ ðàçëè÷íûìè èíäåêñàìè ïðîèçâîäíûõ äëÿ 
êàæäîãî èç óðàâíåíèé ñèñòåìû. Ðàññìîòðåíû äâà ñëó÷àÿ: êîãäà ïðîèçâîäíàÿ â 
óðàâíåíèè äëÿ àêòèâàòîðà áîëüøå, ÷åì â óðàâíåíèè äëÿ èíãèáèòîðà, è íàîáîðîò, 
êîãäà ïîðÿäîê ïðîèçâîäíîé äëÿ óðàâíåíèÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ 
ìåíüøå, ÷åì äëÿ óðàâíåíèÿ ñ îòðèöàòåëüíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ. Îáùèé àíàëèç 
ïîäòâåðæäåí ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû ñ êóáè÷åñêîé 
íåëèíåéíîñòüþ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèñòåìû, èìåþùèå áîëüøèé èíäåêñ ïðîèçâîäíîé â 
óðàâíåíèè äëÿ èíãèáèòîðà, îáëàäàþò ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîé ïðîñòðàíñò-
âåííî-âðåìåííîé äèíàìèêîé, ÷åì ñèñòåìû ñ âûñøèì èíäåêñîì ïðîèçâîäíîé äëÿ 
èíãèáèòîðà. 
 
Pidstryhach Inst. of Appl. Problems Received 
of Mech. and Math. of NASU, L’viv 07.03.08 
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ДЕЯКІ ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИЧНОГО  
МОДЕЛЮВАННЯ В ТЕРМОМЕХАНІЦІ ТІЛ РІЗНОЇ ПРОЗОРОСТІ 
ЗА ТЕПЛОВОГО ОПРОМІНЕННЯ 
 

Âèêëàäåíî îñîáëèâîñò³ ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåðìîìåõàí³êè äëÿ ò³ë ð³çíî¿ ïðî-
çîðîñò³ â³äíîñíî òåïëîâîãî âèïðîì³íþâàííÿ. Ïðîàíàë³çîâàíî íàáëèæåí³ ï³äõî-
äè äî ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðè â ÷àñòêîâî ïðîçîðèõ ò³ëàõ. Íà ìîäåëüí³é çà-
äà÷³ äëÿ îïðîì³íþâàíîãî øàðó äîñë³äæåíî âïëèâ åôåêò³â âèïðîì³íåííÿ ³ ïåðå-
íîñó òåïëîâî¿ åíåðã³¿ íà òåìïåðàòóðó òà íàïðóæåííÿ ó ÷àñòêîâî ïðîçîðèõ ³ 
íåïðîçîðèõ ò³ëàõ. 

 
НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕМЫ МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ В ТЕРМОМЕХАНИКЕ 
ТЕЛ РАЗЛИЧНОЙ ПРОЗРАЧНОСТИ ПРИ ТЕПЛОВОМ ОБЛУЧЕНИИ 

 
Ðàññìîòðåíû îñîáåííîñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåðìîìåõàíèêè äëÿ òåë ðàçëè÷íîé 
ïðîçðà÷íîñòè äëÿ òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïðèáëèæåííûå ïîäõî-
äû ê ðàñ÷åòó òåìïåðàòóðû â ÷àñòè÷íî ïðîçðà÷íûõ òåëàõ. Íà ïðèìåðå ìîäåëü-
íîé çàäà÷è äëÿ îáëó÷àåìîãî ñëîÿ èññëåäîâàíî âëèÿíèå ýôôåêòîâ èçëó÷åíèÿ è ïåðå-
íîñà òåïëîâîé ýíåðãèè íà òåìïåðàòóðó è íàïðÿæåíèÿ â ÷àñòè÷íî ïðîçðà÷íûõ è 
íåïðîçðà÷íûõ òåëàõ. 
 
SOME PROBLEMS OF MATHEMATICAL MODELING IN THERMOMECHANICS OF SOLIDS OF 
VARIOUS TRANSPARENCY SUBJECTED TO THERMAL RADIATION 
 
Formulation of a problem of thermomechanics for solids of various transparency sub-
jected to thermal radiation is presented. Approximate methods of temperature calcula-
tion in semitransparent solids are investigated and analyzed. An effect of radiation pa-
rameters on the temperature and stress states in the semitransparent and opaque solids 
is investigated in the model case of a layer subjected to radiation. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 15.05.08 
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Ю. И. Няшин1, Е. Ю. Симановская2, В. А. Лохов1, В. М. Тверье1 
 
БИОМЕХАНИКА ЗУБОЧЕЛЮСТНОЙ СИСТЕМЫ ЧЕЛОВЕКА 
 

Îáñóæäàåòñÿ ðîëü áèîìåõàíè÷åñêîãî äàâëåíèÿ â ôóíêöèîíèðîâàíèè îðãàíèçìà 
÷åëîâåêà, â ÷àñòíîñòè, çóáî÷åëþñòíîé ñèñòåìû. Óêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå 
ïðîáëåìû, îòíîñÿùèåñÿ ê äàííîìó âîïðîñó. Íàèáîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâà-
åòñÿ áèîìåõàíè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðè ëå÷åíèè âðîæäåííîé ðàñùåëèíû òâåðäîãî 
íåáà («âîë÷üÿ ïàñòü»). Âàæíûì ýëåìåíòîì ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ó÷åò ðîñòîâûõ 
äåôîðìàöèé æèâîé òêàíè, ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþùåãî îïðåäåëÿþùåãî 
ñîîòíîøåíèÿ íàéäåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî. Ïðèâåäåí àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðå-
øåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ïðè ïîìîùè ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.  

 
БІОМЕХАНІКА ЗУБОЩЕЛЕПНОЇ СИСТЕМИ ЛЮДИНИ 
 
Îáãîâîðþºòüñÿ ðîëü á³îìåõàí³÷íîãî òèñêó ó ôóíêö³îíóâàíí³ îðãàí³çìó ëþäèíè, 
çîêðåìà, çóáîùåëåïíî¿ ñèñòåìè. Âêàçóþòüñÿ äåÿê³ ïðîáëåìè ñòîñîâíî öüîãî ïè-
òàííÿ. Íàéá³ëüø äåòàëüíî ðîçãëÿäàºòüñÿ á³îìåõàí³÷íà ìîäåëü ïðè ë³êóâàíí³ 
âðîäæåíî¿ ðîçù³ëèíè òâåðäîãî íåáà («âîâ÷à ïàùà»). Âàæëèâèì åëåìåíòîì ìîäåë³ º 
âðàõóâàííÿ äåôîðìàö³é ðîñòó æèâî¿ òêàíèíè, ïàðàìåòðè â³äïîâ³äíîãî âèçíà-
÷àëüíîãî ñï³ââ³äíîøåííÿ âñòàíîâëåíî åêñïåðèìåíòàëüíî. Íàâåäåíî àíàë³ç ðåçóëü-
òàò³â ðîçâ’ÿçêó, îòðèìàíîãî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â.  
 
BIOMECHANICS OF THE HUMAN DENTOFACIAL SYSTEM 
 
The role of biomechanical pressure in functioning of the human organism, in particu-
lar, dentofacial system is discussed. Selected problems related to the mentioned topic are 
indicated. A biomechanical model of treatment of congenital cleft of the hard palate is 
discussed in details. The main element of the model is consideration of growth strains 
in living tissue. Parameters of constitutive relation for growth strain have been deter-
mined experimentally. The analysis of numerical solutions obtained by the finite ele-
ment method is presented.  
 
1 
Ïåðìñê. ãîñ. òåõí. óí-ò, Ïåðìü, Ðîññèÿ,  

2 
Ïåðìñê. ãîñ. ìåä. àêàäåìèÿ  Ïîëó÷åíî 
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