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ÓÄÊ 517.43+517.5  
 
М. Л. Горбачук, В. І. Горбачук  
 
ПРО РОЗВ’ЯЗКИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЕЛІПТИЧНОГО ТИПУ 
В БАНАХОВОМУ ПРОСТОРІ НА ПІВОСІ  
 

Äàºòüñÿ îïèñ óñ³õ êëàñè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â àáñòðàêòíîãî m -ãàðìîí³÷íîãî ð³â-
íÿííÿ íà (0, )∞  òà äîñë³äæóþòüñÿ ¿õí³ âëàñòèâîñò³ ÿê óñåðåäèí³ öüîãî ³í-
òåðâàëó, òàê ³ â îêîë³ îñîáëèâî¿ òî÷êè 0. 

 
О РЕШЕНИЯХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО 
ТИПА В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ НА ПОЛУОСИ   
 
Äàåòñÿ îïèñàíèå âñåõ êëàññè÷åñêèõ ðåøåíèé àáñòðàêòíîãî m -ãàðìîíè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ íà (0, )∞  è èññëåäóþòñÿ èõ ñâîéñòâà êàê âíóòðè ýòîãî èíòåðâàëà, òàê 
è â îêðåñòíîñòè îñîáîé òî÷êè 0.  
 
ON SOLUTIONS OF ELLIPTIC TYPE DIFFERENTIAL EQUATIONS 
IN A BANACH SPACE ON SEMIAXIS  
 
There is given the description of all classical solutions for an abstract m -harmonic 
equation on (0, )∞ , and their properties inside of this interval and in the neighborhood 
of the singular point 0 are investigated.  
 
²í-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â  Îäåðæàíî 
 23.04.08 
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ÓÄÊ 519.2 
 
В. С. Королюк  
 
ПРОЦЕСИ НАКОПИЧЕННЯ У СХЕМІ ПУАССОНІВСЬКОЇ АПРОКСИМАЦІЇ 
 

Äèñêðåòí³ ïðîöåñè íàêîïè÷åííÿ, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ñóìàìè âèïàäêîâèõ âå-
ëè÷èí íà ìàðêîâñüêîìó àáî íàï³âìàðêîâñüêîìó ïðîöåñàõ, àïðîêñèìóþòüñÿ 
ñêëàäíèìè ïóàññîí³âñüêèìè ïðîöåñàìè ç íåïåðåðâíèì çñóâîì íà çðîñòàþ÷èõ 
³íòåðâàëàõ ÷àñó. 

 
ПРОЦЕССЫ НАКОПЛЕНИЯ В СХЕМЕ ПУАССОНОВСКОЙ АППРОКСИМАЦИИ 
Äèñêðåòíûå ïðîöåññû íàêîïëåíèÿ, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñóììàìè ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí íà ìàðêîâñêèõ èëè ïîëóìàðêîâñêèõ ïðîöåññàõ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïóàññîíîâ-
ñêèìè ïðîöåññàìè ñ íåïðåðûâíûì ñíîñîì íà âîçðàñòàþùèõ èíòåðâàëàõ âðåìåíè. 
 
STORAGE PROCESSES IN POISSON’S APPROXIMATION SCHEME 
 
Discrete storage processes, given by a sum of random variables on Markov and semi-
Markov processes, are approximated by Poisson’s compound processes on increasing 
time intervals. 
 
²í-ò ìàòåìàòèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â Îäåðæàíî 
 07.03.08 
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ÓÄÊ 517.524 
 
Д. І. Боднар1, Х. Й. Кучмінська2 
 
БАГАТОВИМІРНІ УЗАГАЛЬНЕННЯ g -ДРОБІВ 
 

Çðîáëåíî îãëÿä äîñë³äæåíü, ïðèñâÿ÷åíèõ áàãàòîâèì³ðíèì óçàãàëüíåííÿì íàé-
á³ëüø âèâ÷åíîãî êëàñó ôóíêö³îíàëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â – g-äðîá³â. Ðîçãëÿ-
íóòî ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ g-äðîáè, äâîâèì³ðí³ g-äðîáè ³ g-äðîáè ç íåð³âíîçíà÷-
íèìè çì³ííèìè. 

 
МНОГОМЕРНЫЕ ОБОБЩЕНИЯ g -ДРОБЕЙ 

 Ñäåëàí îáçîð èññëåäîâàíèé ïî ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèÿì íàèáîëåå èçó÷åííîãî êëàñ-
ñà ôóíêöèîíàëüíûõ íåïðåðûâíûõ äðîáåé – g-äðîáåé. Ðàññìîòðåíû âåòâÿùèåñÿ 
öåïíûå g-äðîáè, äâóìåðíûå g-äðîáè è g-äðîáè ñ íåðàâíîçíà÷íûìè ïåðåìåííûìè. 
 
MULTIDIMENSIONAL GENERALIZATIONS OF g - CONTINUED FRACTIONS 

 
A survey of multidimensional generalization of the best-studied class of functional 
continued fractions – g-fractions – has been proposed. Branched continued g-fractions, 
two-dimensional continued g-fractions and g-fractions with unequal variables have been 
considered. 
 
1 Òåðíîï³ëüñüê. íàö. åêîíîì. óí-ò, Òåðíîï³ëü, 
2 ²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  Îäåðæàíî 

³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 11.04.08 
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ÓÄÊ 517.95 
 

Н. І. Білусяк, Б. Й. Пташник  
 

КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ РІВНЯНЬ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ, 
НЕРОЗВ’ЯЗНИХ ВІДНОСНО СТАРШОЇ ПОХІДНОЇ ЗА ЧАСОМ 
 

Ó öèë³íäðè÷í³é îáëàñò³ äîñë³äæåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ’ÿçí³ñòü êðàéîâî¿ çàäà÷³ ç 
äàíèìè íà âñ³é ãðàíèö³ îáëàñò³ äëÿ ïåâíîãî êëàñó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ³ç ÷àñòèí-
íèìè ïîõ³äíèìè âèùîãî ïîðÿäêó, íåðîçâ’ÿçíèõ â³äíîñíî ñòàðøî¿ ïîõ³äíî¿ çà 
÷àñîì, ç³ çì³ííèìè çà ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè êîåô³ö³ºíòàìè. Îòðèìà-
í³ ðåçóëüòàòè ïåðåíåñåíî íà âèïàäîê, êîëè ð³âíÿííÿ çáóðåíî íåë³í³éíèì äî-
äàíêîì â ë³í³éí³é ÷àñòèí³. 

 
КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ 
КОЭФФИЦИЕНТАМИ, НЕРАЗРЕШИМЫХ ОТНОСИТЕЛЬНО 
СТАРШЕЙ ПРОИЗВОДНОЙ ПО ВРЕМЕНИ 
 
Â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè èññëåäîâàíà îäíîçíà÷íàÿ ðàçðåøèìîñòü êðàåâîé çàäà÷è 
ñ óñëîâèÿìè íà âñåé ãðàíèöå îáëàñòè äëÿ íåêîòîðîãî êëàññà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé â 
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âûñøåãî ïîðÿäêà, íåðàçðåøèìûõ îòíîñèòåëüíî ñòàðøåé 
ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè, ñ ïåðåìåííûìè ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì êî-
ýôôèöèåíòàìè. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé óðàâíåíèÿ, âîçìó-
ùåííîãî íåëèíåéíûì ñëàãàåìûì â ëèíåéíîé ÷àñòè.  
 
BOUNDARY-VALUE PROBLEM FOR EQUATIONS WITH  
VARIABLE COEFFICIENTS NOT SOLVED RELATIVE TO THE HIGHEST 
DERIVATIVE WITH RESPECT TO TIME 
 
The conditions of existence of unique solution to the boundary-value problem with data 
on all boundary of cylindrical domain for some class of linear partial equations, not 
solved relative to the highest derivative with respect to time, are established. Obtained 
results are extended to the case of equation, disturbed by nonlinear component at the 
linear part. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 16.04.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. Т. Грінченко 
 
ЗАДАЧІ МАТЕМАТИЧНОЇ ФІЗИКИ З НЕПОВНІСТЮ ВИЗНАЧЕНИМИ 
ГРАНИЧНИМИ УМОВАМИ 
 

Ìîæëèâ³ñòü ïîáóäîâè àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â ãðàíè÷íèõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷-
íî¿ ô³çèêè äëÿ íåêàíîí³÷íèõ îáëàñòåé âàæëèâà ç òî÷êè çîðó ñòâîðåííÿ åôåê-
òèâíèõ àëãîðèòì³â ê³ëüê³ñíî¿ îö³íêè õàðàêòåðèñòèê äîñë³äæóâàíèõ ïîë³â. 
Âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ñóïåðïîçèö³¿ äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçãëÿíóòè øèðîêå êîëî 
êîíêðåòíèõ ïðîáëåì íà îñíîâ³ ââåäåíîãî ïîíÿòòÿ çàãàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó ãðà-
íè÷íî¿ çàäà÷³. Îäíàê ïðè öüîìó ìîæóòü âèíèêàòè òðóäíîù³ ïðè ïîáóäîâ³ 
àëãîðèòì³â ðîçðàõóíê³â, ïîâ’ÿçàí³ ç íåïîâíîþ âèçíà÷åí³ñòþ ãðàíè÷íèõ óìîâ 
íà ïðîì³æêàõ îðòîãîíàëüíîñò³ ôóíêö³é, ùî âõîäÿòü ó çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê. Ó 
ðîáîò³ äàþòüñÿ ïðèêëàäè çàäà÷, ó ÿêèõ òàê³ òðóäíîù³ âèíèêàþòü, äîñë³ä-
æóºòüñÿ ¿õ ïðèðîäà òà ìåòîäè ïîäîëàííÿ. Íàâåäåíî ê³ëüê³ñí³ îö³íêè òî÷-
íîñò³ ïîáóäîâàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. 

 
ЗАДАЧИ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ С НЕПОЛНОСТЬЮ 
ОПРЕДЕЛЕННЫМИ ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ 
 
Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé ãðàíè÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôèçèêè äëÿ íåêàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé âàæíà ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçâèòèÿ ýô-
ôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ êîëè÷åñòâåííîé îöåíêè õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìûõ ïî-
ëåé. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà ñóïåðïîçèöèè äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü øèðî-
êèé êðóã ïðîáëåì ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîãî ïîíÿòèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé 
çàäà÷è. Îäíàêî ïðè ýòîì ìîãóò âîçíèêàòü òðóäíîñòè ïðè ïîñòðîåíèè àëãîðèò-
ìîâ ðàñ÷åòà, ñâÿçàííûå ñ íåïîëíîé îïðåäåëåííîñòüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé íà èí-
òåðâàëàõ îðòîãîíàëüíîñòè ôóíêöèé, âõîäÿùèõ â îáùåå ðåøåíèå. Â ðàáîòå äàíû 
ïðèìåðû çàäà÷, â êîòîðûõ òàêèå òðóäíîñòè âîçíèêàþò, èññëåäóåòñÿ èõ ïðèðîäà 
è ìåòîäû ïðåîäîëåíèÿ. Ïðèâåäåíû êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè òî÷íîñòè ïîñòðîåí-
íûõ ðåøåíèé.  
 
PROBLEMS OF MATHEMATICAL PHYSICS WITH BOUNDARY 
CONDITIONS INCOMPLETELY DEFINED  
 
Possibility of constructing the analytical solutions to the boundary-value problems of 
mathematical physics for non-classical regions is important from the point of view of 
efficient algorithms development to estimate quantitatively the characteristics of the 
fields studied. The use of superposition method permits to analyze a wide class of con-
crete problems applying the introduced notion of general solution to the boundary-value 
problem. However, in so doing the difficulties may arise when constructing the algo-
rithms of calculation, connected with boundary conditions incompletely defined on the 
intervals of functions’ orthogonality contained in the general solution. The examples of 
the problems where such difficulties arise are presented, their nature and methods of 
overcoming are studied. The quantitative estimates of exactness of constructed solutions 
are given.  
 
²í-ò ã³äðîìåõàí³êè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â Îäåðæàíî 
 18.04.07 
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UDK 539.3 
 
V. D. Kubenko1, M. V. Ayzenberg-Stepanenko2 
 
IMPACT INDENTATION OF A RIGID BODY INTO AN ELASTIC LAYER. 
ANALYTICAL AND NUMERICAL APPROACHES* 
 

A plane contact-impact problem is considered for an elastic layer subjected to in-
dentation of a rigid body moving with a given velocity. An exact analytical solu-
tion is obtained in the case of a blunt contour of the indenter shape. Results of the 
solution are presented for stresses developed with time in a layer of a finite thick-
ness. Stress pattern under multiple reflections is analyzed. A numerical solution of 
the problem is obtained on the basis of the simplified model of the elasticity theory 
having a single displacement. The explicit finite difference algorithm is developed 
on the basis of the mesh dispersion minimization technique resulting in precise 
calculations of discontinuities. Calculated stresses and force of resistance to pres-
sing are presented in the cases of irregular shapes of the indenter contour (re-
ctangle, wedge and their combination).  

 
УДАРНЕ ВДАВЛЮВАННЯ ТВЕРДОГО ТІЛА В ПРУЖНИЙ ШАР.  
АНАЛІТИЧНИЙ І ЧИСЕЛЬНИЙ ПІДХОДИ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ ïëîñêà êîíòàêòíà çàäà÷à äëÿ ïðóæíîãî øàðó, ÿêèé ï³ääàºòüñÿ 
óäàðó òâåðäèì ³íäåíòîðîì, ùî ðóõàºòüñÿ ³ç çàäàíîþ øâèäê³ñòþ. Ó âèïàäêó çà-
òóïëåíîãî ³íäåíòîðà îäåðæàíî òî÷íèé àíàë³òè÷íèé  ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³. Ðåçóëüòà-
òè íàâåäåíî äëÿ íàïðóæåííÿ ÿê ôóíêö³¿ ÷àñó äëÿ øàðó ñê³í÷åííî¿ òîâùèíè. Àíà-
ë³çóºòüñÿ çì³íà íàïðóæåííÿ â ðåçóëüòàò³ áàãàòîêðàòíèõ â³äáèòü õâèëü. ×èñåëü-
íèé ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ îòðèìàíî íà áàç³ ñïðîùåíîãî âàð³àíòó òåîð³¿ ïðóæíîñ-
ò³ ç îäíèì ïåðåì³ùåííÿì. Ðîçâèíóòî ñê³í÷åííîð³çíèöåâèé àëãîðèòì ðîçðàõóíê³â 
íà îñíîâ³ òåõí³êè ì³í³ì³çàö³¿ ÷èñåëüíî¿ äèñïåðñ³¿, ùî ï³äâèùóº òî÷í³ñòü îá÷èñ-
ëåíü â îêîë³ ðîçðèâ³â ôóíêö³é. Îá÷èñëåí³ íàïðóæåííÿ ³ ñèëó îïîðó ïðåäñòàâëåíî 
äëÿ ê³ëüêîõ íåðåãóëÿðíèõ ôîðì ³íäåíòîðà (ïðÿìîêóòíèê, êëèí ³ ¿õ êîìá³íàö³¿). 
 
УДАРНОЕ ВДАВЛИВАНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА В УПРУГИЙ СЛОЙ.  
АНАЛИТИЧЕСКИЙ И ЧИСЛЕННЫЙ ПОДХОДЫ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ óïðóãîãî ñëîÿ, ïîäâåðæåííîãî 
óäàðó òâåðäûì, äâèæóùèìñÿ ñ çàäàííîé ñêîðîñòüþ, èíäåíòîðîì. Â ñëó÷àå çà-
òóïëåííîãî èíäåíòîðà ïîëó÷åíî òî÷íîå àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. Ðåçóëüòàòû 
ïðåäñòàâëåíû äëÿ íàïðÿæåíèÿ êàê ôóíêöèè âðåìåíè äëÿ ñëîÿ êîíå÷íîé òîëùèíû. 
Àíàëèçèðóåòñÿ èçìåíåíèå íàïðÿæåíèÿ â ðåçóëüòàòå ìíîãîêðàòíûõ îòðàæåíèé 
âîëí. ×èñëåííîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è ïîëó÷åíî íà îñíîâå óïðîùåííîãî âàðèàíòà 
òåîðèè óïðóãîñòè ñ îäíèì ïåðåìåùåíèåì. Ðàçâèò êîíå÷íîðàçíîñòíûé àëãîðèòì 
ðàñ÷åòîâ, îïèðàþùèéñÿ íà òåõíèêó ìèíèìèçàöèè ÷èñëåííîé äèñïåðñèè, ÷òî 
ïîâûøàåò òî÷íîñòü âû÷èñëåíèé â îêðåñòíîñòè ðàçðûâîâ ôóíêöèé. Âû÷èñëåííûå 
íàïðÿæåíèÿ è ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ ïðåäñòàâëåíû äëÿ íåñêîëüêèõ íåðåãóëÿðíûõ 
ôîðì èíäåíòîðà (ïðÿìîóãîëüíèê, êëèí è èõ êîìáèíàöèè). 
 
1 
Timoshenko Inst. of Mechanics  Received 
of NAS of Ukraine, Kiev,  11.01.08 

2 
Ben-Gurion Univ. of the Negev,  
Be’er-Sheva, Israel 
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Л. В. Курпа 
 
НЕЛИНЕЙНЫЕ СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ  
МНОГОСЛОЙНЫХ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК СИММЕТРИЧНОГО 
СТРОЕНИЯ СО СЛОЖНОЙ ФОРМОЙ ПЛАНА 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñâîáîäíûõ íåëèíåéíûõ êîëåáàíèé ìíîãîñëîé-
íûõ ïîëîãèõ îáîëî÷åê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâ-
êà çàäà÷è âûïîëíåíà â ðàìêàõ óòî÷íåííîé òåîðèè ïåðâîãî ïîðÿäêà òèïà òå-
îðèè Òèìîøåíêî. Îòëè÷èòåëüíîé îñîáåííîñòüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíå-
íèå òåîðèè R -ôóíêöèé è âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåí-
íûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàåìûõ â êà÷åñòâå áàçèñà äëÿ ïîñòðîåíèÿ èñêîìîãî ðå-
øåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è. Âûïîëíåíî òåñòèðîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà è 
ðåøåíû íîâûå çàäà÷è, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïîñòðîåíû àìïëèòóäíî-÷àñ-
òîòíûå çàâèñèìîñòè äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ñî ñëîæíîé ôîðìîé ïëàíà. 

 
НЕЛІНІЙНІ ВІЛЬНІ КОЛИВАННЯ БАГАТОШАРОВИХ ПОЛОГИХ ОБОЛОНОК 
СИМЕТРИЧНОЇ СТРУКТУРИ ЗІ СКЛАДНОЮ ФОРМОЮ ПЛАНУ 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä äîñë³äæåííÿ â³ëüíèõ íåë³í³éíèõ êîëèâàíü áàãàòîøàðîâèõ 
ïîëîãèõ îáîëîíîê ç³ ñêëàäíîþ ôîðìîþ ïëàíó. Ìàòåìàòè÷íó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ 
âèêîíàíî â ðàìêàõ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ ïåðøîãî ïîðÿäêó òèïó òåîð³¿ Òèìîøåíêà. 
Îñîáëèâ³ñòþ ðîáîòè º çàñòîñóâàííÿ òåîð³¿ R -ôóíêö³é ³ âàð³àö³éíèõ ìåòîä³â äëÿ 
çíàõîäæåííÿ âëàñíèõ ôóíêö³é, ÿê³ ïðèéìàþòüñÿ â íåë³í³éí³é çàäà÷³ ÿê áàçèñí³ 
ôóíêö³¿. Çà äîïîìîãîþ ñòâîðåíîãî ïðîãðàìíîãî çàáåçïå÷åííÿ âèêîíàíî òåñòóâàííÿ 
çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó òà ðîçâ’ÿçàíî íîâ³ çàäà÷³, âíàñë³äîê ÿêèõ ïîáóäîâàíî àì-
ïë³òóäíî-÷àñòîòí³ çàëåæíîñò³ äëÿ ñôåðè÷íèõ îáîëîíîê, ÿê³ îïèðàþòüñÿ íà ïëàí 
ñêëàäíî¿ ôîðìè.  
 
NONLINEAR FREE VIBRATIONS OF SYMMETRICALLY LAMINATED 
SHALLOW SHELLS WITH COMPLEX PLAN-FORM 
 
To investigate nonlinear free vibrations of the laminated shallow shells with complex 
plan form a new method is proposed. The mathematical statement is carried out by 
first-order shear deformation theory like Timoshenko theory. The distinctive feature of 
this approach is application of the R -functions theory and variational methods for 
finding eigenfunctions. These functions are used as basis functions for solving a nonli-
near problem. To check the validity of the proposed method some test problems have 
been solved. New numerical results have been obtained for spherical shallow shells with 
complex plan form as the backbone curves.  
 
Íàö. òåõí. óí-ò  Ïîëó÷åíî 
«Õàðüêîâ. ïîëèòåõí. èí-ò», Õàðüêîâ 22.03.08 
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В. В. Мелешко1, А. А. Бондаренко1, С. А. Довгий2,  
А. Н. Трофимчук2, Г. Я. Ф. ван Хейст3 
 
УПРУГИЕ ВОЛНОВОДЫ: ИСТОРИЯ И СОВРЕМЕННОСТЬ. I  
 

Â ñòàòüå äàí êðàòêèé îáçîð äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê íîðìàëüíûõ ìîä â 
óïðóãîì ñëîå è öèëèíäðå. Ïðîñëåæåíû êëþ÷åâûå àñïåêòû 125-ëåòíåé èñòîðèè 
ïðîáëåìû è åå ñîâðåìåííîå îòðàæåíèå â ãëîáàëüíîì èíôîðìàöèîííîì ïðî-
ñòðàíñòâå. 

 
ПРУЖНІ ХВИЛЕВОДИ: ІСТОРІЯ І СУЧАСНІСТЬ. І 
 
Íàâåäåíî ñòèñëèé îãëÿä äèñïåðñ³éíèõ õàðàêòåðèñòèê íîðìàëüíèõ ìîä ïðóæíèõ 
õâèëåâîä³â ïîñò³éíîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåòèíó. Äîñë³äæåíî êëþ÷îâ³ àñïåêòè 125-
ð³÷íî¿ ³ñòîð³¿ ïðîáëåìè ³ ¿¿ ñó÷àñíå â³äîáðàæåííÿ ó ãëîáàëüíîìó ³íôîðìàö³éíîìó 
ïðîñòîð³. 
 
ELASTIC WAVEGUIDES: HISTORY AND THE STATE-OF-ART. I 
 
This paper presents a brief review of dispersion characteristics of normal modes for 
elastic waveguides with constant cross sections. Key topics in the 125 years history of 
the problem and its modern reflection in the global information space are elucidated. 
 
1 Êèåâ. íàö. óí-ò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ, 
2 Èí-ò òåëåêîììóíèê. è ãëîáàëüíîãî èíôîðì. ïðîñòðàíñòâà 
 ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ, Ïîëó÷åíî 
3 Ýéíäõîâåíñêèé òåõíîëîã. óí-ò, Ýéíäõîâåí, Íèäåðëàíäû 08.05.08 
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В. Г. Попов 
 
ВИЗНАЧЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ У ПІВПРОСТОРІ 
В ОКОЛІ ЦИЛІНДРИЧНИХ ДЕФЕКТІВ, ЩО ВИХОДЯТЬ НА 
ПОВЕРХНЮ, ПРИ КРУТИЛЬНИХ КОЛИВАННЯХ 
 

Ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ïðè êðóòèëüíèõ êîëè-
âàííÿõ ï³âïðîñòîðó ç öèë³íäðè÷íèì äåôåêòîì (òð³ùèíîþ àáî òîíêèì 
æîðñòêèì âêëþ÷åííÿì), ÿê³ âèõîäÿòü íà éîãî ïîâåðõíþ. Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ðîçðèâíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü êðóòèëüíèõ 
êîëèâàíü ³ ïîëÿãàº ó çâåäåíí³ âèõ³äíèõ ãðàíè÷íèõ çàäà÷ äî ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü â³äíîñíî íåâ³äîìèõ ñòðèáê³â êóòîâîãî ïåðåì³ùåííÿ àáî äîòè÷íîãî íà-
ïðóæåííÿ.  

 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ 
В ОКРЕСТНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ДЕФЕКТОВ, ВЫХОДЯЩИХ НА ПОВЕРХНОСТЬ, 
ПРИ КРУТИЛЬНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 
 
Ðåøåíà çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîëóïðîñòðàíñòâå ïðè 
êðóòèëüíûõ êîëåáàíèÿõ â îêðåñòíîñòè öèëèíäðè÷åñêîãî äåôåêòà (òðåùèíû èëè 
òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ), âûõîäÿùåãî íà åãî ïîâåðõíîñòü. Ìåòîä ðåøåíèÿ 
îñíîâûâàåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ðàçðûâíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ êðóòèëüíûõ êîëåáà-
íèé è ñîñòîèò â ñâåäåíèè èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì 
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ñêà÷êîâ óãëîâîãî ïåðåìåùåíèÿ èëè êàñàòåëüíîãî íà-
ïðÿæåíèÿ. 
 
DETERMINATION OF STRESS STATE IN HALF-SPACE NEAR 
CYLINDRICAL DEFECTS GOING OUT ON THE SURFACE UNDER TORSION OSCILLATIONS 
 
The problem about determination of the stress state in the half-space under torsion 
oscillations near cylindrical defect (crack or thin rigid inclusion) going out on the sur-
face is solved. The method of solution is based on the use of the discontinuous solutions 
of the equation of torsion oscillations and consists in reduction of the initial boundary-
value problem to the integral equations concerning the unknown jumps of angular dis-
placement or tangent stress. 
 
Îäåñ. íàö. ìîðñüêà àêàä., Îäåñà  Îäåðæàíî 
 24.03.08 
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В. В. Панасюк, М. П. Саврук  
 

ДО ПИТАННЯ ПРО ВИЗНАЧЕННЯ КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ 
У РОЗТЯГНУТІЙ ПЛАСТИНІ З ДВОМА ОТВОРАМИ 
 

Íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä äîñë³äæåíü ïðóæíî¿ âçàºìîä³¿ äâîõ îòâîð³â ó ðîç-
òÿãíóò³é ïëàñòèí³. Îñîáëèâó óâàãó ïðèä³ëåíî âèâ÷åííþ êîíöåíòðàö³¿ íàïðó-
æåíü íà êîíòóðàõ áëèçüêî ðîçì³ùåíèõ îòâîð³â. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè îòðè-
ìàíî ìåòîäîì ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ äâîõ îäíàêîâèõ åë³ï-
òè÷íèõ îòâîð³â. Çà äîïîìîãîþ ãðàíè÷íîãî ïåðåõîäó çíàéäåíî êîåô³ö³ºíòè 
êîíöåíòðàö³¿ íàïðóæåíü ó âåðøèíàõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ ïàðàáîë³÷íèõ âèð³ç³â. 
Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ äàíèõ ç â³äîìèìè àíàë³òè÷íèìè ðîçâ’ÿçêàìè 
äëÿ äâîõ êðóãîâèõ îòâîð³â ³ êîë³íåàðíèõ òð³ùèí. 

 
К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ 
В РАСТЯНУТОЙ ПЛАСТИНЕ С ДВУМЯ ОТВЕРСТИЯМИ 
 
Èçëîæåí êðàòêèé îáçîð èññëåäîâàíèé óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ îòâåðñòèé â 
ðàñòÿíóòîé ïëàñòèíå. Îñîáîå âíèìàíèå óäåëåíî èçó÷åíèþ êîíöåíòðàöèè íàïðÿ-
æåíèé íà êîíòóðàõ áëèçêî ðàçìåùåííûõ îòâåðñòèé. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïî-
ëó÷åíû íà îñíîâå ìåòîäà ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äâóõ îäèíà-
êîâûõ ýëëèïòè÷åñêèõ îòâåðñòèé. Èñïîëüçóÿ ìåòîä ïðåäåëüíîãî ïåðåõîäà, îïðåäå-
ëåíû êîýôôèöèåíòû êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé â âåðøèíàõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ ïà-
ðàáîëè÷åñêèõ âûðåçîâ. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëåííûõ äàííûõ ñ èçâåñòíûìè àíà-
ëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè äëÿ äâóõ êðóãîâûõ îòâåðñòèé è êîëëèíåàðíûõ òðåùèí. 
 
TO QUESTION OF DETERMINATION OF STRESS CONCENTRATION 
IN THE STRETCHED PLATE WITH TWO HOLES 
 
A short review of investigations of elastic interaction of two holes in the stretched plate 
is presented. Special attention is paid to study of stress concentration on the contours of 
closely located holes. Numerical results are obtained by the method of singular integral 
equations for two identical elliptic holes. By passing to the limit, the stress intensity 
factors are found at the vertices of half-infinite parabolic notches. Comparison of nu-
merical data is made with the known analytical solutions for two circular holes and 
collinear cracks. 
 
Ô³ç.-ìåõ. ³í-ò ³ì. Ã. Â. Êàðïåíêà Îäåðæàíî 
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 10.04.08 
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А. Ф. Улітко1, В. І. Острик2 
 
НЕСУПЕРЕЧЛИВИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ПРО ОДНОСТОРОННІЙ 
РОЗТЯГ ПРУЖНОЇ ПЛОЩИНИ З АСТРОЇДАЛЬНИМ ОТВОРОМ 
 

Ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïðóæíî¿ ïëîùèíè ç îòâîðîì ó 
ôîðì³ àñòðî¿äè çà óìîâè îäíîñòîðîííüîãî ðîçòÿãó. Âðàõîâàíî êîíòàêò áå-
ðåã³â îòâîðó ïîáëèçó äâîõ ïðîòèëåæíèõ âåðøèí àñòðî¿äè, çàâäÿêè ÷îìó çíÿ-
òî ñóïåðå÷í³ñòü ó êëàñè÷íîìó ðîçâ’ÿçêó ùîäî âçàºìíîãî ïåðåêðèòòÿ áåðåã³â 
îòâîðó. Çíàéäåíî äîâæèíó îáëàñòåé êîíòàêòíîãî òèñêó òà ðîçïîä³ë êîí-
òàêòíèõ íàïðóæåíü. Äëÿ äâîõ â³ëüíèõ â³ä êîíòàêòó âåðøèí îòâîðó âèçíà-
÷åíî êîåô³ö³ºíò ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü. 

 
НЕПРОТИВОРЕЧИВОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОБ ОДНОСТОРОННЕМ РАСТЯЖЕНИИ 
УПРУГОЙ ПЛОСКОСТИ С АСТРОИДАЛЬНЫМ ОТВЕРСТИЕМ 
 
Ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå óïðóãîé ïëîñêîñòè ñ îò-
âåðñòèåì â ôîðìå àñòðîèäû â óñëîâèÿõ îäíîñòîðîííåãî ðàñòÿæåíèÿ. Ó÷òåí êîí-
òàêò áåðåãîâ îòâåðñòèÿ âáëèçè äâóõ ïðîòèâîïîëîæíûõ âåðøèí àñòðîèäû, áëàãî-
äàðÿ ÷åìó ñíÿòî ïðîòèâîðå÷èå â êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè îòíîñèòåëüíî âçàèìíîãî 
ïåðåêðûòèÿ áåðåãîâ îòâåðñòèÿ. Íàéäåíû äëèíà îáëàñòåé êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ 
è ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé. Äëÿ äâóõ ñâîáîäíûõ îò êîíòàêòà 
âåðøèí îòâåðñòèÿ îïðåäåëåí êîýôôèöèåíò èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé. 
 
CONSISTENT SOLUTION OF PROBLEM ABOUT ONE-SIDED TENSION 
OF ELASTIC PLANE WITH ASTROIDAL OPENING 
 
The stress-strain state of elastic plane with a hole in the form of astroid under one-
sided tension is studied. The hole edges contact near the opposite tips of astroid is 
considered. This permits to remove contradiction in the classical solution as to mutual 
overlapping of the hole edges. The size of the contact domains and the distribution of 
contact stresses are found. The stress intensity factor for two contact-free tips of the 
hole is determined. 
 
1 Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¿â, Îäåðæàíî  
2 ²í-ò ïðèêë. ô³çèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ñóìè 27.12.07 
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В. А. Осадчук, Ю. В. Пороховський, О. О. Іванчук 
 
ДІАГНОСТУВАННЯ ЗАЛИШКОВИХ НАПРУЖЕНЬ І ОЦІНКА ЇХ ВПЛИВУ  
НА СТАТИЧНУ МІЦНІСТЬ ЗВАРНИХ З’ЄДНАНЬ РІЗНОТОВЩИННИХ  
ТРУБ З ДЕФЕКТАМИ ТИПУ ТРІЩИН 
 
 Ó ðàìêàõ çàïðîïîíîâàíîãî ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷åì ³ éîãî ó÷íÿìè ðîçðàõóíêîâî-

åêñïåðèìåíòàëüíîãî ìåòîäó ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äëÿ âèçíà÷åííÿ 
çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó çîí³ ê³ëüöåâèõ çâàðíèõ ç’ºäíàíü ð³çíîòîâùèííèõ 
òðóá. Ïîáóäîâàíî ôóíêö³îíàë äëÿ âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ òåðìîïëàñòè÷íèõ 
äåôîðìàö³é íà îñíîâ³ ðîçðàõóíêîâèõ ñï³ââ³äíîøåíü ³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äà-
íèõ, îòðèìàíèõ íåðóéí³âíèìè (íàï³âðóéí³âíèìè) ìåòîäàìè. Ç âèêîðèñòàí-
íÿì äâîïàðàìåòðè÷íîãî êðèòåð³þ ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ R6 ³ ïîáóäîâàíî¿ íà 
éîãî îñíîâ³ ä³àãðàìè îö³íêè ðóéíóâàííÿ âèçíà÷åíî êîåô³ö³ºíòè çàïàñó ì³öíîñ-
ò³ ð³çíîòîâùèííîãî çâàðíîãî ç’ºäíàííÿ ìàã³ñòðàëüíîãî òðóáîïðîâîäó ï³ä ä³-
ºþ âíóòð³øíüîãî òèñêó ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ ó ñò³íö³ òîíøî¿ òðóáè. 
Îö³íåíî âïëèâ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íà âåëè÷èíó êîåô³ö³ºíò³â çàïàñó ì³ö-
íîñò³. 

 
ДИАГНОСТИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ И ОЦЕНКА  
ИХ ВЛИЯНИЯ НА СТАТИЧЕСКУЮ ПРОЧНОСТЬ СВАРНЫХ СОЕДИНЕНИЙ  
РАЗНОТОЛЩИННЫХ ТРУБ С ДЕФЕКТАМИ ТИПА ТРЕЩИН 
 
Â ðàìêàõ ïðåäëîæåííîãî ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷åì è åãî ó÷åíèêàìè ðàñ÷åòíî-ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîãî ìåòîäà ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòà-
òî÷íûõ íàïðÿæåíèé â çîíå êîëüöåâûõ ñâàðíûõ ñîåäèíåíèé ðàçíîòîëùèííûõ 
òðóá. Ïîñòðîåí ôóíêöèîíàë äëÿ îïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ òåðìîïëàñòè÷åñêèõ 
äåôîðìàöèé íà îñíîâå ðàñ÷åòíûõ ñîîòíîøåíèé è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, 
ïîëó÷åííûõ íåðàçðóøàþùèìè (ïîëóðàçðóøàþùèìè) ìåòîäàìè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì 
äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî êðèòåðèÿ ìåõàíèêè ðàçðóøåíèÿ R6 è ïîñòðîåííîé íà åãî 
îñíîâå äèàãðàììû îöåíêè ðàçðóøåíèÿ îïðåäåëåíû êîýôôèöèåíòû çàïàñà ïðî÷íîñ-
òè ðàçíîòîëùèííîãî ñâàðíîãî ñîåäèíåíèÿ ìàãèñòðàëüíîãî òðóáîïðîâîäà ïîä 
äåéñòâèåì âíóòðåííåãî äàâëåíèÿ ñ ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíîé â ñòåíêå áîëåå òîí-
êîé òðóáû. Îöåíåíî âëèÿíèå îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé íà âåëè÷èíó êîýôôèöèåí-
òîâ çàïàñà ïðî÷íîñòè. 
 
DIAGNOSTICS OF RESIDUAL STRESSES AND ESTIMATION OF THEIR  
INFLUENCE ON STATIC STRENGTH OF WELDED JOINTS OF DIFFERENT-THICKNESS  
PIPES WITH CRACK-TYPE DEFECTS 
 
Within the scope of the calculation-experimental method suggested by Pidstryhach and 
his followers, a mathematical model for definition of residual stresses in the zone of 
circumferential welded joints of different-thickness pipes has been developed. A func-
tional to define the residual thermoplastic strains has been constructed on the basis of 
calculation relations and experimental data, obtained by the non-destructive (semi-dest-
ructive) method. Using the two-parametric criterion R6 of fracture mechanics and the 
graph of fracture estimation, constructed on its basis, the strength reserve coefficients 
of different-thickness welded joint of the main pipeline under internal pressure with a 
surface crack in the wall of a thinner pipe has been defined. The residual stresses vs. 
the value of the strength reserve coefficients have been estimated. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 02.04.08 
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С. А. Амбарцумян, М. В. Белубекян, К. Б.Казарян 
 
К ЗАДАЧЕ ОСЕВОГО РАСТЯЖЕНИЯ КРУГОВОЙ НЕОДНОРОДНОЙ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îñåâîãî ðàñòÿæåíèÿ ïðîäîëüíûìè óñèëèÿìè íåîäíî-
ðîäíîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îïðåäåëåíèå íàïðÿæåííîãî ñîñòî-
ÿíèÿ îáîëî÷êè ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå óòî÷íåííîé òåîðèè. Îáñóæäàþòñÿ 
âîïðîñû âîçìîæíîñòè ïîòåðè ëîêàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ïðè îñåâîì ðàñòÿæå-
íèè. 

 
ДО ЗАДАЧІ ОСЬОВОГО РОЗТЯГУ КРУГОВОЇ НЕОДНОРІДНОЇ  
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî îñüîâèé ðîçòÿã ïîçäîâæí³ìè çóñèëëÿìè íåîäíîð³äíî¿ 
êðóãîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè. Âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó îáîëîíêè ïðîâî-
äèòüñÿ íà îñíîâ³ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿. Îáãîâîðþþòüñÿ ïèòàííÿ ìîæëèâîñò³ âòðàòè 
ëîêàëüíî¿ ñò³éêîñò³ ïðè îñüîâîìó ðîçòÿç³. 
 
ON AXIAL TENSION PROBLEM OF CIRCULAR INHOMOGENEOUS 
TRANSVERSAL ISOTROPIC CYLINDRICAL SHELL  
 
A problem of axial tension is considered for a cylindrical non-homogeneous shell. The 
shell stress state is considered basing on the refined theory. The possibility of local 
stability loss is discussed in the case of axial tension load. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè ÍÀÍ Àðìåíèè, Åðåâàí Ïîëó÷åíî 
 17.03.08 
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Я. М. Григоренко 
 
НЕКОТОРЫЕ ПОДХОДЫ К ИССЛЕДОВАНИЮ 
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ГИБКИХ ОБОЛОЧЕК 
 

Ïðèâåäåíû íåêîòîðûå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåîðèè 
ãèáêèõ îáîëî÷åê, îïèñûâàåìûõ äèôôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèÿìè â îáûêíî-
âåííûõ è ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ îäíîìåðíûå çàäà÷è äëÿ 
ñèñòåìû èç àíèçîòðîïíûõ îáîëî÷åê âðàùåíèÿ â äîêðèòè÷åñêîé è çàêðèòè-
÷åñêîé îáëàñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ è äâóìåðíûå çàäà÷è äëÿ îáîëî÷åê êàíîíè-
÷åñêîé è íåêàíîíè÷åñêîé ôîðìû. Ðåøåíèå íåëèíåéíûõ çàäà÷ ïðîâîäèòñÿ íà 
îñíîâå ÷èñëåííûõ è ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì äèñ-
êðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè è äèñêðåòíûõ ðÿäîâ Ôóðüå. 

 
ДЕЯКІ ПІДХОДИ ДО ДОСЛІДЖЕННЯ ДЕФОРМУВАННЯ ГНУЧКИХ ОБОЛОНОК 
 
Íàâåäåíî äåÿê³ ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåîð³¿ ãíó÷êèõ 
îáîëîíîê, ùî îïèñóþòüñÿ äèôåðåíö³àëüíèìè ð³âíÿííÿìè ó çâè÷àéíèõ ³ ÷àñòèííèõ 
ïîõ³äíèõ. Ðîçãëÿäàþòüñÿ îäíîâèì³ðí³ çàäà÷³ äëÿ ñèñòåìè ç àí³çîòðîïíèõ îáîëî-
íîê îáåðòàííÿ ó äîêðèòè÷í³é ³ çàêðèòè÷í³é îáëàñòÿõ äåôîðìóâàííÿ òà äâîâè-
ì³ðí³ çàäà÷³ äëÿ îáîëîíîê êàíîí³÷íî¿ ³ íåêàíîí³÷íî¿ ôîðì. Ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ 
çàäà÷ ïðîâîäèòüñÿ íà îñíîâ³ ÷èñåëüíèõ ³ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèõ ìåòîä³â ³ç çàñòî-
ñóâàííÿì äèñêðåòíî¿ îðòîãîíàë³çàö³¿ òà äèñêðåòíèõ ðÿä³â Ôóð’º. 
 
SOME APPROACHES TO STUDYING DEFORMATION OF FLEXIBLE SHELLS 
 
Some approaches to solving the nonlinear boundary-value problems for flexible shells, 
which are described by ordinary and partial differential equations, are presented. One-
dimensional problems for a system of anisotropic shells of revolution within subcritical 
and supercritical ranges of deformation and two-dimensional problems for shells of 
canonical and noncanonical shape are considered. The nonlinear problems are solved 
using numerical, numerical-analytical, and discrete-orthogonalization methods, as well 
as discrete Fourier series. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 14.03.08 
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Е. А. Иванова, Н. Ф. Морозов 
 
ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ИЗГИБНОЙ ЖЕСТКОСТИ НАНООБОЛОЧЕК 
 

Â ñâÿçè ñ ðàçâèòèåì íàíîòåõíîëîãèé àêòóàëüíîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëå-
íèÿ ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòîâ íàíîðàçìåðíîãî ìàñøòàáíîãî 
óðîâíÿ. Áîëüøèíñòâî òåîðåòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé îñíîâàíî íà èñïîëüçîâà-
íèè óðàâíåíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. Âìåñòå ñ òåì, ìíîãèìè 
èññëåäîâàòåëÿìè îòìå÷àëîñü ðàçëè÷èå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ìîäóëåé óïðóãîñ-
òè, ïîëó÷åííûìè èç ìèêðî- è ìàêðîýêñïåðèìåíòîâ. Ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà ðàç-
ðàáîòêå òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïðåäåëåíèÿ èçãèáíîé 
æåñòêîñòè íàíîîáîëî÷åê.  

 
ПРО ВИЗНАЧЕННЯ ЗГИННОЇ ЖОРСТКОСТІ НАНООБОЛОНОК 
 
Ó çâ’ÿçêó ç ðîçâèòêîì íàíîòåõíîëîã³é àêòóàëüíîþ º çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ìåõàí³÷-
íèõ õàðàêòåðèñòèê îá’ºêò³â íàíîðîçì³ðíîãî ìàñøòàáíîãî ð³âíÿ. Á³ëüø³ñòü òåî-
ðåòè÷íèõ äîñë³äæåíü áàçóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ð³âíÿíü ìàêðîñêîï³÷íî¿ òåîð³¿ 
ïðóæíîñò³. Ðàçîì ç òèì, áàãàòüìà äîñë³äíèêàìè â³äì³÷àëàñü â³äì³íí³ñòü ì³æ 
çíà÷åííÿìè ìîäóë³â ïðóæíîñò³, îòðèìàíèìè ç ì³êðî- òà ìàêðîåêñïåðèìåíò³â. 
Ñòàòòÿ ïðèñâÿ÷åíà ðîçðîáö³ òåîðåòè÷íèõ îñíîâ åêñïåðèìåíòàëüíîãî âèçíà÷åííÿ 
çãèííî¿ æîðñòêîñò³ íàíîîáîëîíîê. 
 
ON DETEMINATION OF BENDING STIFFNESS OF NANOSHELLS  
 
Advances in high technologies, using nanometer-size structures, require calculation of 
mechanical properties for the objects of the nanosize scale level. Majority of the 
theoretical mechanical models for nanoobjects is based on the macroscopic equations of 
the elasticity theory. However, a lot of researchers have noted inconsistency between the 
values of the elastic moduli obtained from micro- and macroexperiments. A theoretical 
foundation for experimental determination of the bending stiffness of nano-shells is 
carried out in this paper. 
 
Èí-ò ïðîáëåì ìàøèíîâåäåíèÿ  Ïîëó÷åíî 
ÐÀÍ, Ñàíêò-Ïåòåðáóðã, Ðîññèÿ 24.03.08 
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В. С. Саркисян, Э. К. Безоян 
 

ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ИЗУЧЕНИЮ 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ ВЯЗКОУПРУГИХ ОБОЛОЧЕК И ПЛАСТИН 
С УЧЕТОМ ПОПЕРЕЧНОГО СДВИГА 
 

Íà îñíîâå òåîðèè íåëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè ïîñòðîåíà ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà 
äëÿ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêèõ ïîëîãèõ 
îáîëî÷åê è ïëàñòèí ñ ó÷åòîì ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà è íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ. 

 
ПРО ОДИН ПІДХІД ДО ВИВЧЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО 
СТАНУ НЕЛІНІЙНИХ В’ЯЗКОПРУЖНИХ ОБОЛОНОК І ПЛАСТИН 
З УРАХУВАННЯМ ПОПЕРЕЧНОГО ЗСУВУ 
 
Íà îñíîâ³ òåîð³¿ íåë³í³éíî¿ â’ÿçêîïðóæíîñò³ ïîáóäîâàíî ðîçðàõóíêîâó ñõåìó äëÿ 
âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òîíêèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê ³ ïëàñòèí 
ç óðàõóâàííÿì ïîïåðå÷íîãî çñóâó òà íîðìàëüíîãî íàïðóæåííÿ. 
 
ON ONE APPROACH TO ANALYSIS OF STRESS-STRAIN 
STATE OF NONLINEAR VISCOELASTIC SHELLS AND PLATES 
WITH TAKING INTO ACCOUNT SHEAR STRESS 
 
On the base of nonlinear viscoelasticity theory the calculation apparatus for determina-
tion of stress-strain state of thin shells and plates with taking into account shear stress 
and normal stress is constructed. 
 
Åðåâàí. ãîñ. óí-ò, Åðåâàí, Àðìåíèÿ  Ïîëó÷åíî 
 21.03.08 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОСЕСИММЕТРИЧНОГО ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
НЕЛИНЕЙНОГО ТЕРМОВЯЗКОУПРУГОПЛАСТИЧЕСКОГО 
СОСТОЯНИЯ ТОНКИХ СЛОИСТЫХ ОБОЛОЧЕК С УЧЕТОМ 
ПОВРЕЖДАЕМОСТИ МАТЕРИАЛА 
 

Èçëàãàåòñÿ ìåòîäèêà îïðåäåëåíèÿ îñåñèììåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíîãî òåðìîâÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîèñòûõ îáîëî÷åê âðà-
ùåíèÿ ñ ó÷åòîì ïîâðåæäàåìîñòè ìàòåðèàëà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà ãåîìåò-
ðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿõ òåîðèè òîíêèõ îáîëî÷åê, ó÷èòûâàþùèõ 
äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà. Â êà÷åñòâå óðàâíåíèé ñîñòîÿíèÿ èñïîëüçó-
þòñÿ ñîîòíîøåíèÿ òåðìîâÿçêîïëàñòè÷íîñòè, îïèñûâàþùèå äåôîðìèðîâàíèå 
ýëåìåíòà òåëà ïî òðàåêòîðèÿì ìàëîé êðèâèçíû. Âõîäÿùåå â êèíåòè÷åñêèå 
óðàâíåíèÿ ïîâðåæäàåìîñòè è ïîëçó÷åñòè ýêâèâàëåíòíîå íàïðÿæåíèå îïðåäå-
ëÿåòñÿ êðèòåðèåì äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè, ó÷èòûâàþùèì âëèÿíèå âèäà íà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ìåòîäèêà èëëþñòðèðóåòñÿ ÷èñëåííûìè ðåçóëüòà-
òàìè. 

 
ВИЗНАЧЕННЯ ОСЕСИМЕТРИЧНОГО ГЕОМЕТРИЧНО НЕЛІНІЙНОГО 
ТЕРМОВ’ЯЗКОПРУЖНОПЛАСТИЧНОГО СТАНУ ТОНКИХ ШАРУВАТИХ ОБОЛОНОК 
З УРАХУВАННЯМ ПОШКОДЖУВАНОСТІ МАТЕРІАЛУ 
 
Âèêëàäåíî ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ îñåñèìåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷íî íåë³í³éíîãî òåð-
ìîâ’ÿçêîïðóæíîïëàñòè÷íîãî ñòàíó øàðóâàòèõ îáîëîíîê îáåðòàííÿ ç óðàõóâàí-
íÿì ïîøêîäæóâàíîñò³ ìàòåð³àëó. Ìåòîäèêà áàçóºòüñÿ íà ãåîìåòðè÷íî íåë³í³é-
íèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ òåîð³¿ òîíêèõ îáîëîíîê, ùî âðàõîâóþòü äåôîðìàö³¿ ïîïå-
ðå÷íîãî çñóâó. ßê ð³âíÿííÿ ñòàíó âèêîðèñòîâóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ òåðìîâ’ÿçêî-
ïëàñòè÷íîñò³, ùî îïèñóþòü äåôîðìóâàííÿ åëåìåíòà ò³ëà ïî òðàºêòîð³ÿõ ìàëî¿ 
êðèâèíè. Åêâ³âàëåíòíå íàïðóæåííÿ, ùî âõîäèòü äî ê³íåòè÷íèõ ð³âíÿíü ïîøêîä-
æóâàíîñò³ ³ ïîâçó÷îñò³, âèçíà÷àºòüñÿ êðèòåð³ºì äîâãîòðèâàëî¿ ì³öíîñò³, ÿêèé 
âðàõîâóº âïëèâ âèäó íàïðóæåíîãî ñòàíó. Ìåòîäèêà ³ëþñòðóºòüñÿ ÷èñåëüíèìè 
ðåçóëüòàòàìè. 
 
DETERMINATION OF AXISYMMETRIC GEOMETRICALLY NONLINEAR 
THERMOVISCOELASTOPLASTIC STATE OF THIN LAMINATED SHELLS WITH DAMAGE 
OF MATERIAL TAKEN INTO ACCOUNT 
 
A technique for determination of axisymmetric geometrically nonlinear thermovisco-
elastoplastic state of laminated shells of revolution with damage of material taken into 
account is stated. The technique is based on geometrically nonlinear equations of the 
theory of thin shells with transverse-shear deformations taken into account. As the con-
stitutive equations the relations of the theory of deformation processes along the trajec-
tories of small curvature are used. The equivalent stress in the kinetic equations of 
damage and creep is defined by the criterion of long-duration strength with accounting 
for a kind of stress state. The technique is illustrated by numerical results. 
 
Èí-ò ìåõàíèêè èì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêî Ïîëó÷åíî 
ÍÀÍ Óêðàèíû, Êèåâ 05.03.08 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. С. Гудрамович1, А. П. Дзюба2 
 

КОНТАКТНЫЕ ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ И ОПТИМИЗАЦИЯ ОБОЛОЧЕЧНЫХ 
КОНСТРУКЦИЙ ПРИ ЛОКАЛЬНОМ НАГРУЖЕНИИ 
 

Îáîáùåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ýëåìåíòîâ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé ìåæäó ñîáîé è ñî øòàìïàìè ðàçíûõ 
òèïîâ. Ðàññìîòðåíû ñõåìû îïðåäåëåíèÿ ðàçðóøàþùèõ íàãðóçîê ñ èñïîëüçî-
âàíèåì òåîðèè ïðåäåëüíîãî ðàâíîâåñèÿ è êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ëîêàëüíîé 
óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷å÷íûõ ñèñòåì ïðè óêàçàííîì íàãðóæåíèè. Ïðèâåäåíû 
ñõåìû îïòèìèçàöèè ôîðìû ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ïðè ëîêàëüíûõ íàãðóç-
êàõ. Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé. 

 
КОНТАКТНІ ВЗАЄМОДІЇ ТА ОПТИМІЗАЦІЯ ОБОЛОНКОВИХ КОНСТРУКЦІЙ 
ПРИ ЛОКАЛЬНОМУ НАВАНТАЖЕННІ 
 
Óçàãàëüíåíî ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ êîíòàêòíî¿ âçàºìîä³¿ åëåìåíò³â îáîëîí-
êîâèõ êîíñòðóêö³é ì³æ ñîáîþ ³ ç³ øòàìïàìè ð³çíèõ òèï³â. Ðîçãëÿíóòî ñõåìè 
âèçíà÷åííÿ ðóéíóþ÷èõ íàâàíòàæåíü ç âèêîðèñòàííÿì òåîð³¿ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè 
³ êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü ëîêàëüíî¿ ñò³éêîñò³ îáîëîíêîâèõ ñèñòåì ïðè çàäàíîìó 
íàâàíòàæåíí³. Íàâåäåíî ñõåìè îïòèì³çàö³¿ ôîðìè åëåìåíò³â êîíñòðóêö³é ïðè ëî-
êàëüíèõ íàâàíòàæåííÿõ. Ïîäàíî ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòàëüíèõ äîñë³äæåíü. 
 
CONTACT INTERACTION AND OPTIMIZATION OF SHELL  
DESIGNS UNDER LOCAL LOADING 
 
The methods for solving different problems on contact interaction of elements of shell 
designs with one another and with stamps of different types are generalized. Schemes 
for determination of failure loads are considered using the theory of limit equilibrium 
and critical loads of local stability for shell systems under this loading. Schemes of 
shape optimization for elements of designs under local loadings are proposed. The re-
sults of experimental studies are presented. 
 
1 Èí-ò òåõí. ìåõàíèêè  

ÍÀÍ Óêðàèíû è ÍÊÀ Óêðàèíû, Äíåïðîïåòðîâñê, Ïîëó÷åíî 
2 Äíåïðîïåòðîâñ. íàö. óí-ò, Äíåïðîïåòðîâñê 16.03.08 



20 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2008. – 51, ¹ 2. – Ñ. 202-207. – 
Á³áë³îãð.: 5 íàçâ. – Ðîñ. 
 
ÓÄÊ 539.3 
 

Д. В. Тарлаковский, Г. В. Федотенков  
 

АНАЛИТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОСОБЕННОСТЕЙ  
НАПРЯЖЕНИЙ В ПЛОСКИХ НЕСТАЦИОНАРНЫХ КОНТАКТНЫХ 
ЗАДАЧАХ С ПОДВИЖНЫМИ ГРАНИЦАМИ 
 

Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîäèêà àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ îñîáåííîñòåé êîíòàê-
òíûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè íåñòàöèîíàðíî-ïîäâèæíîé ãðàíèöû îáëàñ-
òè êîíòàêòà â ïëîñêèõ íåñòàöèîíàðíûõ êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ ñ ïîäâèæ-
íûìè ãðàíèöàìè, îñíîâàííàÿ íà ñâåäåíèè ãðàíè÷íîãî äâóìåðíîãî ñèíãóëÿðíîãî 
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðàçðåøàþùåãî çàäà÷ó, ê ñèñòåìå äâóõ îäíîìåðíûõ 
ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé. Â êà÷åñòâå èíñòðóìåíòîâ èññëåäîâàíèÿ èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîäèêà ñâåäåíèÿ ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ê ýêâèâàëåí-
òíîé çàäà÷å òèïà Ðèìàíà äëÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé è òåõíèêà 
äðîáíîãî èíòåãðî-äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî íà ïîäâèæíîé ãðàíèöå 
îáëàñòè êîíòàêòà èìååò ìåñòî ñòåïåííàÿ îñîáåííîñòü, ïîðÿäîê êîòîðîé 
çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ãðàíèöû. 

 
АНАЛІТИЧНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ ОСОБЛИВОСТЕЙ НАПРУЖЕНЬ 
У ПЛОСКИХ НЕСТАЦІОНАРНИХ КОНТАКТНИХ ЗАДАЧАХ З РУХОМИМИ ГРАНИЦЯМИ 
 
Ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîäèêà àíàë³òè÷íîãî äîñë³äæåííÿ îñîáëèâîñòåé êîíòàêòíèõ 
íàïðóæåíü â îêîë³ íåñòàö³îíàðíî-ðóõîìî¿ ãðàíèö³ îáëàñò³ êîíòàêòó â ïëîñêèõ 
íåñòàö³îíàðíèõ êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ ç ðóõîìèìè ãðàíèöÿìè, ÿêà áàçóºòüñÿ íà 
çâåäåíí³ ãðàíè÷íîãî äâîâèì³ðíîãî ñèíãóëÿðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ, ÿêå ðîçâ’ÿ-
çóº çàäà÷ó, äî ñèñòåìè äâîõ îäíîâèì³ðíèõ ñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü. ßê ³íñòðóìåíòè 
äîñë³äæåííÿ âèêîðèñòîâóºòüñÿ ìåòîäèêà çâåäåííÿ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü äî åêâ³âàëåíòíî¿ çàäà÷³ òèïó Ð³ìàíà äëÿ êóñêîâî-àíàë³òè÷íèõ ôóíêö³é ³ 
òåõí³êà äðîáîâîãî ³íòåãðî-äèôåðåíö³þâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî íà ðóõîì³é ãðàíèö³ 
îáëàñò³ êîíòàêòó ìàº ì³ñöå ñòåïåíåâà îñîáëèâ³ñòü, ïîðÿäîê ÿêî¿ çàëåæèòü â³ä 
øâèäêîñò³ ðóõó ãðàíèö³.  
 
ANALYTIC INVESTIGATION OF FEATURES OF STRESSES 
IN PLANE NON-STATIONARY CONTACT PROBLEMS WITH MOVING BOUNDARIES 
 
A method for analytic investigation of singularities in the vicinity of transitional mo-
ving boundary of the contact area in the plane non-stationary contact problems is pro-
posed. The method is based on reduction of boundary two-dimensional singular integral 
equation to a system of two one-dimensional singular equations. The means of research 
are: the method of reduction of singular integral equations to equivalent Riemann’s 
piece-wise smooth functions problem and the technique of rational integro-differenti-
ation. It is shown that on the moving contact boundary there is a power singularity and 
the power depends on the velocity of the boundary. 
 
Ìîñê. àâèàö. èí-ò (ãîñ. òåõí. óí-ò), Ìîñêâà, Ðîññèÿ Ïîëó÷åíî 
 31.03.08 
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С. А. Калоеров, А. В. Петренко 
 

ДВУМЕРНАЯ ЗАДАЧА ЭЛЕКТРОМАГНИТОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ МНОГОСВЯЗНЫХ СРЕД 
 

Ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ ñâÿçàííûõ äâóìåðíûõ è ïëîñêèõ çàäà÷ ýëåêòðî-
ìàãíèòîóïðóãîñòè äëÿ ìíîãîñâÿçíûõ îáëàñòåé. Ïîëó÷åíû îñíîâíûå ñîîòíî-
øåíèÿ äâóìåðíîé è ïëîñêîé çàäà÷, ââåäåíû è èññëåäîâàíû îáîáùåííûå êîìï-
ëåêñíûå ïîòåíöèàëû ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîñòè, ïîëó÷åíû ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ äëÿ èõ îïðåäåëåíèÿ, âûðàæåíèÿ ÷åðåç íèõ îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê 
ýëåêòðîìàãíèòîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ (íàïðÿæåíèé, ïåðåìåùåíèé, âåêòîðîâ 
íàïðÿæåííîñòè è èíäóêöèè, ïîòåíöèàëîâ ýëåêòðè÷åñêîãî è ìàãíèòíîãî ïî-
ëåé). Ïðèâåäåíî ðåøåíèå çàäà÷è äëÿ ïëàñòèíêè ñ ýëëèïòè÷åñêèì îòâåðñòèåì 
èëè òðåùèíîé.  

 
ДВОВИМІРНА ЗАДАЧА ЕЛЕКТРОМАГНІТОПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ БАГАТОЗВ’ЯЗНОГО СЕРЕДОВИЩА 
 
Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ðîçâ’ÿçàííÿ çâ’ÿçàíèõ äâîâèì³ðíèõ ³ ïëîñêèõ çàäà÷ åëåêòðî-
ìàãí³òîïðóæíîñò³ äëÿ áàãàòîçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé. Îòðèìàíî îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåí-
íÿ äâîâèì³ðíî¿ òà ïëîñêî¿ çàäà÷, ââåäåíî òà äîñë³äæåíî êîìïëåêñí³ ïîòåíö³àëè 
åëåêòðîìàãí³òîïðóæíîñò³, îòðèìàíî ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ, âèðàçè 
çà ¿õ äîïîìîãîþ ãîëîâíèõ õàðàêòåðèñòèê åëåêòðîìàãí³òîïðóæíîãî ñòàíó (íà-
ïðóæåíü, ïåðåì³ùåíü, âåêòîð³â íàïðóæåíîñò³ òà ³íäóêö³¿, ïîòåíö³àë³â åëåêòðè÷-
íîãî òà ìàãí³òíîãî ïîë³â). Ïîäàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ ïëàñòèíè ç åë³ïòè÷íîþ ïî-
ðîæíèíîþ ÷è òð³ùèíîþ. 
 
TWO-DIMENSIONAL PROBLEM OF MAGNETOELECTROELASTICITY  
FOR A MULTI-CONNECTED BODY 
 
A method for solution of connected two-dimensional and plane magnetoelectroelasticity 
problems for multiply-connected domain is proposed. The basic relationships for com-
plex potentials of two-dimensional magnetoelectroelasticity problem, boundary condi-
tions for its determination, expressions for stresses, displacements, electromagnetic field 
intensity and induction vectors, and potentials of electric and magnetic fields are ob-
tained. A closed solution of the problem is given for the body with one elliptic (circular) 
hole or a crack. 
 
Äîíåöêèé íàö. óí-ò, Äîíåöê Ïîëó÷åíî 
 29.03.08 
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ÓÄÊ 536.21 
 
Ю. В. Немировский, А. П. Янковский 
 
РЕШЕНИЕ СТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
СЛОИСТЫХ АНИЗОТРОПНЫХ НЕОДНОРОДНЫХ  
ПЛАСТИН МЕТОДОМ НАЧАЛЬНЫХ ФУНКЦИЙ 
 

Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à ñòàöèîíàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè ñëîèñòûõ ïëàñòèí 
ïîñòîÿííîé è ïåðåìåííîé òîëùèíû â ïðîñòðàíñòâåííîé ïîñòàíîâêå. Ìåòî-
äîì íà÷àëüíûõ ôóíêöèé òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê äâóìåðíîé. Äëÿ ïëàñ-
òèí ñî ñëîÿìè ïåðåìåííîé òîëùèíû ïîëó÷åíà ñèñòåìà ðàçðåøàþùèõ óðàâ-
íåíèé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîëó÷àþùèåñÿ 
äâóìåðíûå ãðàíè÷íûå çàäà÷è. Äëÿ ïëàñòèí ñ îäíîðîäíûìè ñëîÿìè ïîñòîÿí-
íîé òîëùèíû ïîñòðîåíî ðåøåíèå â àíàëèòè÷åñêîé ôîðìå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòî 
ðåøåíèå ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ïî ìåòîäó ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ. 

 
РОЗВ’ЯЗАННЯ СТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ШАРУВАТИХ АНІЗОТРОПНИХ НЕОДНОРІДНИХ  
ПЛАСТИН МЕТОДОМ ПОЧАТКОВИХ ФУНКЦІЙ 
 
Ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ñòàö³îíàðíî¿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ øàðóâàòèõ ïëàñòèí ñòà-
ëî¿ ³ çì³ííî¿ òîâùèíè â ïðîñòîðîâ³é ïîñòàíîâö³. Ìåòîäîì ïî÷àòêîâèõ ôóíêö³é 
òðèâèì³ðíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèì³ðíî¿. Äëÿ ïëàñòèí ç øàðàìè çì³ííî¿ òîâùè-
íè îòðèìàíî ñèñòåìó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ð³âíÿíü ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè. Ïðî-
àíàë³çîâàíî îòðèìàí³ äâîâèì³ðí³ êðàéîâ³ çàäà÷³. Äëÿ ïëàñòèí ç îäíîð³äíèìè øà-
ðàìè ñòàëî¿ òîâùèíè ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê â àíàë³òè÷í³é ôîðì³. Ïîêàçàíî, ùî 
öåé ðîçâ’ÿçîê ñï³âïàäàº ç ðîçâ’ÿçêîì, îòðèìàíèì çà äîïîìîãîþ ìåòîäó â³äîêðåì-
ëåííÿ çì³ííèõ. 
 
SOLUTION OF STATIONARY PROBLEM OF THERMAL CONDUCTIVITY OF LAYERED 
ANISOTROPIC INHOMOGENEOUS PLATES BY METHOD OF INITIAL FUNCTIONS 
 
The problem of stationary thermal conductivity of layered plates of a constant and va-
riable thickness in the space statement is formulated. The three-dimensional problem is 
reduced by a method of initial functions to the two-dimensional one. For plates with 
layers of variable thickness the system of clearing equations with floating factors is 
obtained. The obtained two-dimensional boundary problems are analyzed. For plates 
with homogeneous layers of constant thickness the solution in an analytic form is built. 
It is shown, that this solution coincides with the solution obtained by the method of 
separation of variables. 
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Y. Z. Povstenko 
 
THERMOELASTICITY WHICH USES FRACTIONAL 
HEAT CONDUCTION EQUATION 
 

A survey of nonlocal generalizations of the Fourier law and heat conduction 
equation is presented. More attention is focused on the heat conduction with time 
and space fractional derivatives and on the theory of thermal stresses based on this 
equation. 

 
ТЕРМОПРУЖНІСТЬ, ЯКА ВИКОРИСТОВУЄ ДРОБОВЕ РІВНЯННЯ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
 
Íàâåäåíî îãëÿä íåëîêàëüíèõ óçàãàëüíåíü çàêîíó Ôóð’º ³ ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñ-
ò³. Ãîëîâíó óâàãó çâåðíåíî íà ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ ç ïîõ³äíèìè çà ÷àñîì ³ 
ïðîñòîðîâèìè êîîðäèíàòàìè äðîáîâîãî ïîðÿäêó òà íà òåîð³þ òåïëîâèõ íàïðó-
æåíü, ÿêà âèêîðèñòîâóº òàêå ð³âíÿííÿ.  
 
ТЕРМОУПРУГОСТЬ, ИСПОЛЬЗУЮЩАЯ ДРОБНОЕ УРАВНЕНИЕ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
 
Ïðèâåäåí îáçîð íåëîêàëüíûõ îáîáùåíèé çàêîíà Ôóðüå è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîä-
íîñòè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ óðàâíåíèþ òåïëîïðîâîäíîñòè ñ ïðîèçâîä-
íûìè ïî âðåìåíè è ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì äðîáíîãî ïîðÿäêà è òåîðèè 
òåïëîâûõ íàïðÿæåíèé, èñïîëüçóþùåé òàêîå óðàâíåíèå.  
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