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ÓÄÊ 517.956.4 
 

Б. І. Копитко, Ж. Я. Цаповська 
 
ПОЧАТКОВО-КРАЙОВА ЗАДАЧА З УМОВОЮ  
СПРЯЖЕННЯ ТИПУ ВЕНТЦЕЛЯ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО 
РІВНЯННЯ З РОЗРИВНИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Âèâ÷àºòüñÿ çàäà÷à ñïðÿæåííÿ äëÿ ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç 
ïàðàáîë³÷íèì îïåðàòîðîì òîãî æ ïîðÿäêó â óìîâ³ ñïðÿæåííÿ ³ ç ãðàíè÷íîþ 
óìîâîþ ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³, çàäàíîþ íà çîâí³øí³é ÷àñòèí³ ìåæ³ îáëàñò³. 
Êëàñè÷íó ðîçâ’ÿçí³ñòü çàäà÷³ â ãåëüäåðîâîìó ïðîñòîð³ ôóíêö³é âñòàíîâëåíî 
ìåòîäîì òåîð³¿ ïîòåíö³àëó. 

 
НАЧАЛЬНО-КРАЕВАЯ ЗАДАЧА С УСЛОВИЕМ СОПРЯЖЕНИЯ ТИПА ВЕНТЦЕЛЯ ДЛЯ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ С РАЗРЫВНЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à ñîïðÿæåíèÿ äëÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ 
ïàðàáîëè÷åñêèì îïåðàòîðîì òîãî æå ïîðÿäêà â óñëîâèè ñîïðÿæåíèÿ è ñ ãðàíè÷-
íûì óñëîâèåì ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è, çàäàííûì íà âíåøíåé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñ-
òè. Êëàññè÷åñêàÿ ðàçðåøèìîñòü çàäà÷è â ãåëüäåðîâîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé óñ-
òàíîâëåíà ìåòîäîì òåîðèè ïîòåíöèàëà. 
 
INITIAL-BOUNDARY-VALUE PROBLEM WITH CONJUGATION CONDITION OF WENTZEL TYPE 
FOR PARABOLIC EQUATION WITH DISCONTINUOUS COEFFICIENTS 
 
We investigate the conjugation problem for the second-order parabolic equation with 
parabolic operator of the same order under the conjugation condition and boundary 
condition of the first boundary-value problem obtained on the exterior part of the do-
main boundary. Using the method of potential theory we prove the theorem on classical 
solvability of the problem in the Hölder function space.  
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 17.10.07 
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ÓÄÊ 517.956.4  
 
В. М. Лучко  
 
ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ ВИЩОГО  
ПОРЯДКУ З ІМПУЛЬСНОЮ ДІЄЮ  
 

Äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ³ âñòàíîâëåíî îö³íêè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ïàðàáîë³÷-
íîãî ð³âíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó çà t  ç ³ìïóëüñíîþ ä³ºþ.  

 
ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ ВЫСШЕГО 
ПОРЯДКА С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ 
 
Äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå è óñòàíîâëåíà îöåíêà ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âûñøåãî ïîðÿäêà ïî t  ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì.  
 
CAUCHY PROBLEM FOR HIGH-ORDER PARABOLIC EQUATION WITH 
IMPULSE ACTION 
 
In the present work the theory of Cauchy problem correctness for parabolic equations of 
higher order with impulse action is formed.  
 
×åðí³â. íàö. óí-ò  Îäåðæàíî 
³ì. Þ. Ôåäüêîâè÷à, ×åðí³âö³ 25.12.06 
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ÓÄÊ 517.95 
 
О. М. Боценюк 
 
ПРО ОЦІНКИ СПАДАННЯ ЗА ЧАСОМ РОЗВ’ЯЗКІВ  
ДРУГОЇ ЗМІШАНОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ОДНОГО  
КВАЗІЛІНІЙНОГО ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
 

Îòðèìàíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ãëîáàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó äðóãî¿ çì³øàíî¿ çàäà÷³ äëÿ 
îäíîãî êâàç³ë³í³éíîãî ïàðàáîë³÷íîãî ð³âíÿííÿ â íåîáìåæåí³é îáëàñò³. Âñòà-
íîâëåíî îö³íêè ñïàäàííÿ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ãåîìåòð³¿ îáëàñò³. 

 
ОБ ОЦЕНКАХ УБЫВАНИЯ РЕШЕНИЙ ПО ВРЕМЕНИ  
ВТОРОЙ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО КВАЗИЛИНЕЙНОГО 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
 
Ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãëîáàëüíîãî ðåøåíèÿ âòîðîé ñìåøàííîé çàäà÷è 
äëÿ îäíîãî êâàçèëèíåéíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ â íåîãðàíè÷åííîé îáëàñòè. 
Óñòàíîâëåíû îöåíêè óáûâàíèÿ ðåøåíèé, êîòîðûå çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè îáëàñ-
òè. 
 
ON TIME DECAY ESTIMATES OF SOLUTIONS TO SECOND 
MIXED PROBLEM FOR ONE 
QUASI-LINEAR PARABOLIC EQUATION  
 
The conditions of existence of global solution to the second mixed problem for one qua-
si-linear parabolic equation in the unbounded domain are obtained. The decay estimates 
of solution which depend on the geometry of domain are established. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 16.02.07 
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ÓÄÊ 517.954 
 
Е. А. Буряченко 
 
РАЗРЕШИМОСТЬ ОДНОРОДНОЙ ЗАДАЧИ ДИРИХЛЕ В КРУГЕ 
ДЛЯ УРАВНЕНИЙ ПОРЯДКА 2m В СЛУЧАЕ КРАТНЫХ ХАРАКТЕРИСТИК, 
ИМЕЮЩИХ УГЛЫ НАКЛОНА 
 

Ïîëó÷åí êðèòåðèé íåòðèâèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè îäíîðîäíîé çàäà÷è Äèðèõ-
ëå â åäèíè÷íîì êðóãå K  äëÿ îáùåãî óðàâíåíèÿ ÷åòíîãî ïîðÿäêà 2m , 2m > , ñ 
ïîñòîÿííûìè êîìïëåêñíûìè êîýôôèöèåíòàìè è îäíîðîäíûì âûðîæäåííûì 
ñèìâîëîì. Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìåæäó çíà÷åíèåì êðàòíîñòè êîðíåé õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ è ñóùåñòâîâàíèåì íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ 

çàäà÷è èç ïðîñòðàíñòâà 2 ( )mC K  â ñëó÷àå êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ, íå ðàâíûõ i± .  

 
РОЗВ’ЯЗНІСТЬ ОДНОРІДНОЇ ЗАДАЧІ ДІРІХЛЕ 
В КРУЗІ ДЛЯ РІВНЯНЬ ПОРЯДКУ 2m У ВИПАДКУ КРАТНИХ  
ХАРАКТЕРИСТИК, ЯКІ МАЮТЬ КУТИ НАХИЛУ 
 
Îäåðæàíî êðèòåð³é íåòðèâ³àëüíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ îäíîð³äíî¿ çàäà÷³ Ä³ð³õëå â îäè-
íè÷íîìó êðóç³ K  äëÿ çàãàëüíîãî ð³âíÿííÿ ïàðíîãî ïîðÿäêó 2 , 2m m > , ç³ ñòàëèìè 

êîìïëåêñíèìè êîåô³ö³ºíòàìè ³ îäíîð³äíèì âèðîäæåíèì ñèìâîëîì. Âñòàíîâëåíî 
çàëåæí³ñòü ì³æ çíà÷åííÿì êðàòíîñò³ êîðåí³â õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ òà 

³ñíóâàííÿì íåòðèâ³àëüíîãî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ç ïðîñòîðó 2 ( )mC K  ó âèïàäêó, êîëè 

êîðåí³ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ð³âíÿííÿ â³äì³íí³ â³ä i± .  

 
SOLVABILITY OF HOMOGENEOUS DIRICHLET PROBLEM  
FOR 2m ORDER EQUATIONS IN THE CASE OF EXISTENCE OF MULTIPLE 
CHARACTERISTICS WITH ANGLES OF INCLINATION 
 
A criterion of nontrivial solvability of the homogeneous Dirichlet problem in a unit disk 
K  for a general equation of even order 2 , 2m m > , with constant complex coefficients 

and homogeneous degenerated symbol is obtained. Dependence between the value of 
multiplicity of roots of characteristic equation and existence of nontrivial solution from 

the space 2 ( )mC K  in the case when characteristic roots are not equal to i±  is estab-
lished. 
 
Äîíåöê. íàö. óí-ò, Äîíåöê Ïîëó÷åíî 
 15.09.07 
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ÓÄÊ 517. 968 
 
А. Г. Щербакова 
 
РАЗРЕШИМОСТЬ И СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ СИСТЕМЫ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ ТИПА СВЕРТКИ СО СТЕПЕННО-РАЗНОСТНЫМИ ЯДРАМИ 
 

Óñòàíàâëèâàþòñÿ óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé 
âòîðîãî ðîäà ñ ïîëèíîìèàëüíî-ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè òèïà ñâåðòêè â íîð-
ìàëüíîì è èñêëþ÷èòåëüíîì ñëó÷àÿõ è èññëåäóþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà èõ 
ðåøåíèé. Â êàæäîì èç ñëó÷àåâ îïðåäåëÿþòñÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûì ýòè 
ðåøåíèÿ ïðèíàäëåæàò.  

 
РОЗВ’ЯЗНІСТЬ І ВЛАСТИВОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ  
СИСТЕМИ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ТИПУ ЗГОРТКИ 
ЗІ СТЕПЕНЕВО-РІЗНИЦЕВИМИ ЯДРАМИ 
 
Âñòàíîâëþþòüñÿ óìîâè ðîçâ’ÿçíîñò³ ñèñòåì ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ðîäó ç 
ïîë³íîì³àëüíî-ð³çíèöåâèìè ÿäðàìè òèïó çãîðòêè â íîðìàëüíîìó ³ âèíÿòêîâîìó 
âèïàäêàõ ³ âèâ÷àþòüñÿ ïåâí³ âëàñòèâîñò³ ¿õ ðîçâ’ÿçê³â. Ó êîæíîìó ç âèïàäê³â âè-
çíà÷àþòüñÿ ïðîñòîðè, äî ÿêèõ ö³ ðîçâ’ÿçêè íàëåæàòü.  
 
SOLVABILITY AND PROPERTIES OF SOLUTIONS 
OF A SYSTEM OF INTEGRAL EQUATIONS OF CONVOLUTION 
TYPE WITH DEGREE-DIFFERENCE KERNELS 
 
The conditions of solvability of systems of the second kind integral equations with 
polynomial difference kernels of the convolution type in the normal and singular cases 
are defined here. Besides some properties of their solutions are studied. The spaces to 
which the solutions belong in every case are defined also. 
 
Ïðèäíåñòð. ãîñ. óí-ò Ïîëó÷åíî 
èì. Ò. Ã. Øåâ÷åíêî, Òèðàñïîëü, Ìîëäîâà 25.11.07 
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П. О. Савенко, Л. П. Процах, М. Д. Ткач 
 
ПРО НАЙКРАЩЕ СЕРЕДНЬОКВАДРАТИЧНЕ НАБЛИЖЕННЯ 
ДІЙСНОЇ НЕВІД’ЄМНОЇ ФІНІТНОЇ НЕПЕРЕРВНОЇ ФУНКЦІЇ ВІД ДВОХ 
ЗМІННИХ МОДУЛЕМ ПОДВІЙНОГО ІНТЕГРАЛА ФУР’Є. I 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ íåë³í³éíà çàäà÷à ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íî¿ àïðîêñèìàö³¿ ä³éñíî¿ 
ô³í³òíî¿ íåâ³ä’ºìíî¿ íåïåðåðâíî¿ ôóíêö³¿ â³ä äâîõ çì³ííèõ ìîäóëåì ïîäâ³éíîãî 
³íòåãðàëà Ôóð’º, çàëåæíîãî â³ä äâîõ ïàðàìåòð³â. Çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ 
çàäà÷³ çâåäåíî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíîãî äâîâèì³ðíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ òèïó Ãàììåðøòåéíà. Ïîáóäîâàíî é îá´ðóíòîâàíî ÷èñåëüí³ àëãîðèòìè 
äëÿ çíàõîäæåííÿ ë³í³é ãàëóæåííÿ òà â³äãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ. 
Íàâåäåíî ÷èñëîâ³ ïðèêëàäè.  

 
О НАИЛУЧШЕМ СРЕДНЕКВАДРАТИЧЕСКОМ ПРИБЛИЖЕНИИ  
ВЕЩЕСТВЕННОЙ НЕОТРИЦАТЕЛЬНОЙ ФИНИТНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ ФУНКЦИИ 
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ МОДУЛЕМ ДВОЙНОГО ИНТЕГРАЛА ФУРЬЕ 
 
Èññëåäóåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàäà÷à ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äåéñòâè-
òåëüíîé ôèíèòíîé íåîòðèöàòåëüíîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îò äâóõ ïåðåìåííûõ 
ìîäóëåì äâîéíîãî èíòåãðàëà Ôóðüå, çàâèñèìîãî îò äâóõ ïàðàìåòðîâ. Íàõîæäåíèå 
ðåøåíèé ýòîé çàäà÷è ñâåäåíî ê ðåøåíèþ íåëèíåéíîãî äâóìåðíîãî èíòåãðàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ òèïà Ãàììåðøòåéíà. Ïîñòðîåíû è îáîñíîâàííû ÷èñëåííûå àëãîðèòìû 
äëÿ íàõîæäåíèÿ ëèíèé âåòâëåíèÿ è îòâåòâëåííûõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ. 
Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.  
 
ON THE BEST MEAN-SQUARE APPROXIMATION OF REAL 
NON-NEGATIVE FINITE FUNCTION WITH RESPECT TO TWO VARIABLES 
BY THE MODULE OF DOUBLE FOURIER INTEGRAL 
 
The nonlinear problem of mean-square approximation of real finite non-negative conti-
nuous function with respect to two variables by module of double Fourier integral that 
depends on two parameters is investigated. Finding the solutions of this problem is re-
duced to solving the nonlinear two-dimensional integral equation of Hammerstein type. 
Numerical algorithms for finding the branching lines and branched solutions of this 
equation are constructed and justified. The numerical examples are given. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 06.04.07 
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ÓÄÊ 519.6 
 
Б. М. Подлевський  
 
ДВОСТОРОННІЙ АНАЛОГ МЕТОДУ НЬЮТОНА ЗНАХОДЖЕННЯ ВЛАСНИХ 
ЗНАЧЕНЬ НЕЛІНІЙНИХ СПЕКТРАЛЬНИХ ЗАДАЧ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ³òåðàö³éíèé àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ äâîñòîðîíí³õ (àëüòåðíó-
þ÷èõ) íàáëèæåíü äî âëàñíèõ çíà÷åíü íåë³í³éíèõ ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷, ó ÿêîìó 
âèêîðèñòàíî äâîñòîðîíí³é àíàëîã ìåòîäó Íüþòîíà òà íîâó åôåêòèâíó ÷è-
ñåëüíó ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ íüþòîí³âñüêî¿ ïîïðàâêè òà ¿¿ ïîõ³äíî¿. 

 
ДВУСТОРОННИЙ АНАЛОГ МЕТОДА НЬЮТОНА НАХОЖДЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ 
ЗНАЧЕНИЙ ОДНОГО КЛАССА НЕЛИНЕЙНЫХ СПЕКТРАЛЬНЫХ ЗАДАЧ 
 
Ïðåäëàãàåòñÿ èòåðàöèîííûé àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ äâóñòîðîííèõ (àëüòåðíèðó-
þùèõ) ïðèáëèæåíèé ê ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íåëèíåéíûõ ñïåêòðàëüíûõ çàäà÷, 
èñïîëüçóþùèé äâóñòîðîííèé àíàëîã ìåòîäà Íüþòîíà è íîâóþ ýôôåêòèâíóþ ÷èñ-
ëåííóþ ïðîöåäóðó îïðåäåëåíèÿ íüþòîíîâñêîé ïîïðàâêè è åå ïðîèçâîäíîé.  
 
BILATERAL ANALOG OF NEWTON’S METHOD FOR DETERMINATION OF  
EIGENVALUES OF ONE CLASS OF NONLINEAR SPECTRAL PROBLEMS 
 
An iterative algorithm for determination of bilateral (alternating) approximations to the 
eigenvalues of nonlinear spectral problems is proposed which uses the bilateral analog 
of Newton’s method and a new efficient numerical procedure for calculation Newton’s 
correction and its derivative.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 05.08.05 
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ÓÄÊ 517.983.54 
 
В. Н. Сущ 
 
СУТТЄВА САМОСПРЯЖЕНІСТЬ ДИСКРЕТНОГО 
МАГНІТНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДІНҐЕРА 
 

Äîâåäåíî ñóòòºâó ñàìîñïðÿæåí³ñòü äëÿ íàï³âîáìåæåíîãî çíèçó äèñêðåòíîãî 
ìàãí³òíîãî îïåðàòîðà Øðåä³í´åðà â ïðîñòîð³, ÿêèé º êîìá³íàòîðíîþ ìîäåë-
ëþ äâîâèì³ðíîãî åâêë³äîâîãî ïðîñòîðó. Ïðè ïîáóäîâ³ äèñêðåòíî¿ ìîäåë³ âèêî-
ðèñòîâóºòüñÿ ñõåìà äèñêðåòèçàö³¿ Äåç³íà.  

 
СУЩЕСТВЕННАЯ САМОСОПРЯЖЕННОСТЬ ДИСКРЕТНОГО 
МАГНИТНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА 
 
Äîêàçàíî ñóùåñòâåííóþ ñàìîñîïðÿæåííîñòü äëÿ ïîëóîãðàíè÷åííîãî ñíèçó äèñ-
êðåòíîãî ìàãíèòíîãî îïåðàòîðà Øð¸äèíãåðà â ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ 
êîìáèíàòîðíîé ìîäåëüþ äâóìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïðè ïîñòðîåíèè 
äèñêðåòíîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ñõåìà äèñêðåòèçàöèè Äåçèíà. 
 
ESSENTIAL SELF-ADJOINTNESS OF DISCRETE MAGNETIC SCHRÖDINGER OPERATOR 
 
We prove the essential self-adjointness for a semi-bounded from below discrete magne-
tic Schrödinger operator in a space which we call a combinatorial model of the two-di-
mensional Euclidean space. The discretization schema of Dezin is used to construct a 
discrete model. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â,  10.04.07 
Ïîë³òåõí³êà Êîøàë³íñüêà, Êîøàë³í, Ïîëüùà 
 



9 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2008. – 51, ¹ 1. – Ñ. 82-87. – 
Á³áë³îãð.: 7 íàçâ. – Ðîñ. 
 
ÓÄÊ 517.928 
 
А. М. Погребицкая 
 
К ВОПРОСУ ЭФФЕКТИВНОСТИ МЕТОДА  
ВКБ–ГАЛЕРКИНА В ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЯХ 
С ПЕРЕМЕННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 

Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ñèíãóëÿðíûõ äèôôåðåíöèàëü-
íûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, îñíîâàí-
íûé íà ìîäåëè ãèáðèäíîãî ìåòîäà ÂÊÁ–Ãàëåðêèíà. Ýôôåêòèâíîñòü ïîäõîäà 
ïðîèëëþñòðèðîâàíà ïðè ðåøåíèè ïðèêëàäíîé çàäà÷è, êîòîðàÿ îïèñûâàåò 
îòâîä òåïëà ÷åðåç èçëó÷àòåëü ïåðåìåííîé ãåîìåòðèè. 

 
ДО ПИТАННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ МЕТОДУ ВКБ–ГАЛЬОРКІНА  
В ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯННЯХ ЗІ ЗМІННИМИ КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 
Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåîäíîð³äíèõ ñèíãóëÿðíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ ð³âíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè, ÿêèé áàçóºòüñÿ íà ìî-
äåë³ ã³áðèäíîãî ìåòîäó ÂÊÁ–Ãàëüîðê³íà. Åôåêòèâí³ñòü ï³äõîäó ïðî³ëþñòðîâàíî 
íà ðîçâ’ÿçàíí³ ïðèêëàäíî¿ çàäà÷³, ÿêà îïèñóº â³äâåäåííÿ òåïëà ÷åðåç âèïðîì³íþâà÷ 
çì³ííî¿ ãåîìåòð³¿. 
 
TO THE QUESTION OF EFFECTIVENESS OF WKB–GALERKIN METHOD 
IN DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH VARIABLE COEFFICIENTS 
 
In this paper an algorithm for solution of the heterogeneous singular second-order 
differential equations with the variable coefficients, based on the model of the hybrid 
WKB–Galerkin method, is proposed. The efficiency of this approach is illustrated on 
solution of the applied problem of the mathematical physics that describes the heat 
removal through the variable geometry emitter.  
 
Çàïîðîæñê. íàö. óí-ò, Çàïîðîæüå Ïîëó÷åíî 
 02.03.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 

В. Ф. Чекурін, Л. І. Постолакі 
 
ВАРІАЦІЙНИЙ МЕТОД РОЗВ’ЯЗУВАННЯ БІГАРМОНІЧНИХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ ПРЯМОКУТНОЇ ОБЛАСТІ 
 

Ðîçâèíåíî âàð³àö³éíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ á³ãàðìîí³÷íèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìî-
êóòíî¿ îáëàñò³, íà îäí³é ïàð³ ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í ÿêî¿ ôóíêö³ÿ ³ ¿¿ íîð-
ìàëüíà ïîõ³äíà íàáóâàþòü íóëüîâèõ çíà÷åíü, à íà ³íø³é ä³þòü íåîäíîð³äí³ 
óìîâè. Ðîçãëÿäàþòüñÿ âèïàäêè ï³âáåçìåæíî¿ òà ñê³í÷åííî¿ îáëàñò³. Ìåòîä 
áàçóºòüñÿ íà ì³í³ì³çàö³¿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêö³îíàëà, ÿêèé çà íîðìîþ 2L  âè-
çíà÷àº â³äõèëåííÿ ðîçâ’ÿçêó â³ä çàäàíèõ íåîäíîð³äíèõ óìîâ. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
ö³º¿ âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³ çàñòîñîâàíî äåùî â³äì³ííå â³ä çàïðîïîíîâàíîãî ðàí³øå 
[8] ðîçâèíåííÿ ðîçâ’ÿçêó çà ñèñòåìàìè êîìïëåêñíèõ á³ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é – 
òàê çâàíèõ îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à, ÿê³ òîòîæíî çàäîâîëüíÿ-
þòü çàäàí³ îäíîð³äí³ óìîâè íà ïàð³ ïðîòèëåæíèõ ñòîð³í ïðÿìîêóòíèêà. 
Ðîçãëÿíóòî äåê³ëüêà âàð³àíò³â íåîäíîð³äíèõ êðàéîâèõ óìîâ, ÿê³ âèíèêàþòü ó 
çàäà÷àõ äâîâèì³ðíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. Íàâåäåíî ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ çà-
ïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ë³â íàïðóæåíü ó ïðÿìîêóòí³é 
îáëàñò³, îäíà ³ç ñòîð³í ÿêî¿ æîðñòêî çàêð³ïëåíà, à äî ïðîòèëåæíî¿ ñòîðîíè 
ïðèêëàäåíî íîðìàëüí³ ñèëè. 

 
ВАРИАЦИОННЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ БИГАРМОНИЧЕСКИХ ЗАДАЧ 
ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
 
Ðàçâèò âàðèàöèîííûé ìåòîä ðåøåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé 
îáëàñòè, íà îäíîé ïàðå ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí êîòîðîé ôóíêöèÿ è åå íîð-
ìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ èìåþò íóëåâûå çíà÷åíèÿ, à íà äðóãîé äåéñòâóþò íåîäíîðîä-
íûå óñëîâèÿ. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïîëóáåñêîíå÷íîé è êîíå÷íîé îáëàñòè. Ìåòîä 
áàçèðóåòñÿ íà ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà, îïðåäåëÿþùåãî ïî íîð-
ìå 2L  îòêëîíåíèå èñêîìîãî ðåøåíèÿ îò çàäàííûõ íåîäíîðîäíûõ óñëîâèé. Äëÿ ðå-
øåíèÿ ýòîé âàðèàöèîííîé çàäà÷è ïðèìåíåíî íåñêîëüêî îòëè÷íîå îò ïðåäëîæåííî-
ãî ðàíåå [8] ðàçëîæåíèå â ðÿä ïî ñèñòåìàì êîìïëåêñíûõ áèãàðìîíè÷åñêèõ ôóíê-
öèé – òàê íàçûâàåìûì îäíîðîäíûì ðåøåíèÿì Ï. Ô. Ïàïêîâè÷à, êîòîðûå òîæ-
äåñòâåííî óäîâëåòâîðÿþò çàäàííûå îäíîðîäíûå óñëîâèÿ íà ïàðå ïðîòèâîïîëîæ-
íûõ ñòîðîí ïðÿìîóãîëüíèêà. Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ íåîäíîðîäíûõ 
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå âîçíèêàþò â çàäà÷àõ äâóõìåðíîé òåîðèè óïðóãîñòè. 
Ïðèâåäåí ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñïðåäå-
ëåíèé êîìïîíåíò íàïðÿæåíèé â ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè, îäíà èç ñòîðîí êîòîðîé 
æåñòêî çàùåìëåíà, à ê ïðîòèâîïîëîæíîé ñòîðîíå ïðèëîæåíû íîðìàëüíûå ñèëû. 
 
VARIATIONAL METHOD FOR SOLVING BIHARMONIC PROBLEMS 
FOR RECTANGULAR AREA 
 
A variational method for solving biharmonic problems for a rectangular area, on one 
pair of opposite sides of which the function and its normal derivative obtain zero values 
and on another pair some inhomogeneous conditions are valid, has been considered in 
the paper. The cases of semi-infinite and finite area have been considered. The method 
is based on minimization of a quadratic functional determining in the 2L  norm the so-
lution declination from the given inhomogeneous boundary conditions. To solve this va-
riational problem a series expansion of the solution by the systems of complex biharmo-
nic functions, known as Papkovich homogeneous solutions, has been applied. Each of 
these functions identically satisfies the given homogeneous boundary conditions on the 
pair of rectangular sides. The used solution representation is different from the former-
ly known one [8]. A series of boundary conditions, applied in problems of 2-D theory of 
elasticity, have been considered. Application of the developed method to determine the 
stress components distributions in the rectangular area, a side of which is rigidly clam-
ped and to the opposite one the normal forces are applied, has been exemplified in the 
paper. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 06.03.08 
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ÓÄÊ 539.30: 512.972 
 
І. Б. Прокопович  
 
ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ ТЕНЗОРНИХ ФУНКЦІЙ СТАНУ ТІЛА 
З УРАХУВАННЯМ ОБЕРТАННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàãàëüíå ïîäàííÿ òåíçîðíî¿ ôóíêö³¿ ñòàíó àí³çîòðîïíèõ ìàòå-
ð³àë³â â åâêë³äîâîìó ïðîñòîð³, êîëè ïàðàìåòðè àí³çîòðîï³¿ º çì³ííèìè 
òåíçîðàìè äîâ³ëüíîãî ðàíãó. Íà îñíîâ³ óçàãàëüíåíü îðòîãîíàëüíîãî òà àí-
òèñèìåòðè÷íîãî òåíçîð³â äëÿ âèùèõ ðàíã³â çàïèñàíî â ïðÿìîìó, áåçêîìïî-
íåíòíîìó âèãëÿä³ ð³âíÿííÿ òåíçîðíî¿ áóäîâè îáåðòîâíî¿ ôóíêö³¿ äîâ³ëüíîãî 
ðàíãó òà ïðàâèëî ¿¿ äèôåðåíö³þâàííÿ. Ö³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà çàñòîñîâó-
âàòè â çàäà÷àõ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî ò³ëà ïðî âïëèâ 
çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü íà çáóðåííÿ äîâ³ëüíî¿ ïðèðîäè â àí³çîòðîïíîìó äå-
ôîðì³âíîìó ò³ë³.  

 
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ФУНКЦИЙ СОСТОЯНИЯ ТЕЛА С УЧЕТОМ ВРАЩЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíî îáùåå ïðåäñòàâëåíèå òåíçîðíîé ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ àíèçîòðîïíîãî 
ìàòåðèàëà â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîãäà ïàðàìåòðû àíèçîòðîïèè ÿâëÿþòñÿ 
ïåðåìåííûìè òåíçîðàìè ïðîèçâîëüíîãî ðàíãà. Íà îñíîâàíèè îáîáùåíèÿ îðòîãî-
íàëüíîãî è àíòèñèììåòðè÷íîãî òåíçîðîâ íà âûñøèå ðàíãè çàïèñàíû â ïðÿìîì, 
áåçêîìïîíåíòíîì âèäå óðàâíåíèå òåíçîðíîãî ñòðîåíèÿ âðàùàåìîé ôóíêöèè ïðî-
èçâîëüíîãî ðàíãà è ïðàâèëî åå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî ïðè-
ìåíÿòü äëÿ çàäà÷ ñóïåðïîçèöèè òåíçîðíûõ è âåêòîðíûõ ñîñòîÿíèé â àíèçîòðîï-
íûõ äåôîðìèðóåìûõ ìàòåðèàëàõ, íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ íàïðÿæåíèé.  
 
DIFFERENTIATION OF TENSOR STATE FUNCTIONS WITH TAKING INTO ACCOUNT ROTATION 
 
The general representation for tensor state function of the anisotropic material is 
considered in the Euclidean space when anisotropy parameters are variable tensors with 
a rank greater than two. Basing on generalization of orthogonal and antisymmetric 
tensors for the ranks greater than two, the constitutive equation and differentiation rule 
are written down for an arbitrary rotational tensor function. These relations can be used 
in the problems of superposition of tensor and vector state fields in anisotropic solids, 
for nondestructive stress control, in particular.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 31.07.07 
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ÓÄÊ 539.37 
 
Р. М. Кушнір, Т. Я. Соляр 
 
НЕУСТАЛЕНІ ТЕМПЕРАТУРНІ НАПРУЖЕННЯ БІЛЯ 
КРИВОЛІНІЙНОГО ОТВОРУ В ПЛАСТИНЦІ З ТЕПЛОВІДДАЧЕЮ 
ПРИ НАГРІВІ ПОТОКОМ ТЕПЛА 
 

Íàâåäåíî àëãîðèòì âèçíà÷åííÿ êâàç³ñòàòè÷íèõ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü 
ó áàãàòîçâ’ÿçíèõ ïëàñòèíêàõ ç òåïëîâ³ääà÷åþ, ÿê³ ñïðè÷èíåí³ çáóðåííÿì 
òåïëîâîãî ïîòîêó á³ëÿ îòâîð³â. Ï³äõ³ä ´ðóíòóºòüñÿ íà ïåðåòâîðåíí³ Ëàïëà-
ñà òà ìîäèô³êîâàí³é ôîðìóë³ éîãî ÷èñëîâîãî îáåðíåííÿ. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðà-
éîâèõ çàäà÷ äëÿ ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëüöà, ç ÿêèõ âèçíà÷àºòüñÿ çîáðàæåííÿ Ëàï-
ëàñà, ïðîâåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
²íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçàíî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð. Íàâåäåíî 
ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â íåñòàö³îíàðíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â ³ ñïðè÷èíå-
íèõ íèìè íàïðóæåíü ó ñìóç³ ç ìàëèìè îòâîðàìè ð³çíèõ ôîðì. 

 
НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ТЕМПЕРАТУРНЫЕ НАПРЯЖЕНИЯ ВОЗЛЕ 
КРИВОЛИНЕЙНОГО ОТВЕРСТИЯ В ПЛАСТИНКЕ С ТЕПЛООТДАЧЕЙ 
ПРИ НАГРЕВЕ ПОТОКОМ ТЕПЛА 
 
Ïðèâåäåí àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ êâàçèñòàòè÷åñêèõ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé 
â ìíîãîñâÿçíûõ ïëàñòèíêàõ ñ òåïëîîòäà÷åé, âûçâàííûõ âîçìóùåíèåì òåïëîâîãî 
ïîòîêà âîçëå îòâåðñòèÿ. Ïîäõîä áàçèðóåòñÿ íà ïðåîáðàçîâàíèè Ëàïëàñà è ìîäè-
ôèöèðîâàííîé ôîðìóëå åãî ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ. Ðåøåíèå êðàåâûõ çàäà÷ äëÿ 
óðàâíåíèÿ Ãåëüìãîëüöà, èç êîòîðûõ îïðåäåëÿåòñÿ èçîáðàæåíèå Ëàïëàñà, ïðîâåäåíî 
ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Èíòåãðàëüíûå 
óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ìåõàíè÷åñêèõ êâàäðàòóð. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû 
ðàñ÷åòîâ íåñòàöèîíàðíûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è âûçâàííûõ èìè íàïðÿæåíèé â 
ïîëîñå ñ ìàëûìè îòâåðñòèÿìè ðàçíûõ ôîðì.  
 
UNSTEADY THERMAL STRESSES IN THE VICINITY OF A CURVILINEAR HOLE 
IN THE PLATE WITH HEAT EMISSION UNDER HEATING BY HEAT FLOW 
 
An algorithm to determine the quasi-static thermal stresses in multi-connected plates 
with heat emission, caused by disturbance of heat flow near a hole, is presented. The 
approach is based on the Laplace transform and modified formula of its numerical 
conversion. The boundary-value problem for the Helmholtz equation, from which the 
Laplace representation is defined, are solved using the boundary integral equation me-
thod. The integral equations are solved by the method of mechanical quadratures. The 
results of calculation of nonstationary temperature fields and stresses caused by them in 
a strip with small holes of different forms are presented.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 20.06.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
О. П. Сушко 
 
ВПЛИВ ЗСУВНИХ ЗУСИЛЬ НА НАПРУЖЕНИЙ СТАН 
ПІВПРОСТОРУ З ТРІЩИНОЮ 
 

Ìåòîäîì ãðàíè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äîñë³äæåíî íàïðóæåíèé ñòàí â 
îêîë³ ïåðïåíäèêóëÿðíî¿ äî ìåæ³ ï³âïðîñòîðó ïëîñêî¿ òð³ùèíè, íà ïîâåðõíÿõ 
ÿêî¿ ä³þòü çñóâí³ çóñèëëÿ. Çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèì³ðíèõ ã³ïåðñèíãóëÿðíèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ó ÿâíîìó âèãëÿä³ çàïèñàíî ¿õ ðåãóëÿðí³ ÿäðà, ÿê³ âðà-
õîâóþòü âçàºìîä³þ òð³ùèíè ç ìåæåþ ï³âïðîñòîðó. Íàâåäåíî çàëåæíîñò³ êî-
åô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â³ä êóòîâî¿ êîîðäèíàòè ïðè ð³çíèõ íà-
âàíòàæåííÿõ òð³ùèíè. 

 
ВЛИЯНИЕ СДВИГОВЫХ УСИЛИЙ НА НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ 
ПОЛУПРОСТРАНСТВА С ТРЕЩИНОЙ  
 
Ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé èññëåäóåòñÿ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿ-
íèå â îêðåñòíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ãðàíèöå ïîëóïðîñòðàíñòâà ïëîñêîé òðå-
ùèíû, íà ïîâåðõíîñòÿõ êîòîðîé äåéñòâóþò ñäâèæíûå óñèëèÿ. Çàäà÷à ñâåäåíà ê 
äâóìåðíûì ãèïåðñèíãóëÿðíûì èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì, â ÿâíîì âèäå çàïèñàíû 
èõ ðåãóëÿðíûå ÿäðà, ó÷èòûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå òðåùèíû ñ ãðàíèöåé ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà. Ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿ-
æåíèé îò óãëîâîé êîîðäèíàòû ïðè ðàçíûõ íàãðóæåíèÿõ òðåùèíû.  
 
EFFECT OF SHEARING FORCES ON THE STRESSED STATE 
OF A HALF-SPACE WITH A CRACK  
 
The stressed state in the vicinity of a plane crack perpendicular to the half-space boun-
dary is investigated by the method of boundary integral equations. The crack is under 
the action of shearing forces. The problem is reduced to the 2D-hypersingular integral 
equations. Their regular kernels considering the interaction of a crack with the half-
space boundary are written in explicit form. The stress intensity factors vs. the angular 
coordinate are presented for different crack loading. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 13.11.07 
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UDK 539.3 
 
L. V. Nazarenko 
 
DEFORMATION OF ORTHOTROPIC COMPOSITES WITH UNIDIRECTIONAL 
ELLIPSOIDAL INCLUSIONS UNDER MATRIX MICRODAMAGES 
 

In the present paper a model of deformation of stochastic composites under 
microdamaging is developed for the case of orthotropic composite, when the mic-
rodamages are accumulated in the matrix. The composite is treated as an isotropic 
matrix strengthened by three-axial ellipsoidal inclusions with orthotropic 
symmetry of elastic properties. It is assumed that the loading process leads to 
accumulation of damages in the matrix. Fractured microvolumes are modelled by a 
system of randomly distributed quasi-spherical pores. The porosity balance 
equation and relations for determining the effective elastic modules for the case of 
the composite with orthotropic components are taken as the basic relations. The 
fracture criterion is assumed to be given as the limit value of the intensity of 
average shear stresses occurring in the undamaged part of the material. Basing on 
the analytical and numerical approach the algorithm for determination of 
nonlinear deformative properties of such a material is constructed. The 
nonlinearity of composite deformations is caused by accumulation of the micro 
damages in the matrix. Using the numerical solution the nonlinear stress-strain 
diagrams for orthotropic composite for the case of biaxial extension are obtained. 

 
ДЕФОРМАЦІЇ ОРТОТРОПНИХ КОМПОЗИТІВ З ОДНОНАПРЯМЛЕНИМИ ЕЛІПСОЇДАЛЬНИМИ 
ВКЛЮЧЕННЯМИ ПРИ МІКРОПОШКОДЖЕННЯХ МАТРИЦІ 
 
Âèêëàäåíî òåîð³þ ì³êðîïîøêîäæåííÿ ìàòåð³àë³â íà îñíîâ³ îðòîòðîïíî¿ ìàòðèö³ 
³ îäíîíàïðÿìëåíî îð³ºíòîâàíèõ âîëîêîí, ÿê³ ìàþòü ôîðìó òðèîñíèõ åë³ïñî¿ä³â. 
Ì³êðîðóéíóâàííÿ ìîäåëþþòüñÿ ïîðîæí³ìè ïîðàìè. Êðèòåð³é ðóéíóâàííÿ â ì³ê-
ðîîá’ºì³ ïðèéìàºòüñÿ ó ôîðì³ Ãóáåðà–Ì³çåñà, äå ãðàíèöÿ ì³öíîñò³ º âèïàäêîâîþ 
ôóíêö³ºþ êîîðäèíàò ³ç ðîçïîä³ëîì Âåéáóëëà. Íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí òà 
åôåêòèâí³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó âèçíà÷àþòüñÿ ç ð³âíÿíü òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ 
ìàòåð³àë³â íà îñíîâ³ îðòîòðîïíî¿ ìàòðèö³ òà îäíîíàïðÿìëåíî îð³ºíòîâàíèõ 
òðèîñíèõ åë³ïñî¿ä³â. Çàìèêàííÿ ð³âíÿíü äåôîðìóâàííÿ ³ ì³êðîïîøêîäæóâàíîñò³ 
çä³éñíþºòüñÿ íà îñíîâ³ ð³âíÿíü áàëàíñó ïîðèñòîñò³. Ïîáóäîâàíî íåë³í³éí³ çàëåæ-
íîñò³ ñóì³ñíèõ ïðîöåñ³â äåôîðìóâàííÿ òàêèõ ìàòåð³àë³â ³ ì³êðîïîøêîäæåííÿ 
ìàòðèö³ â³ä ìàêðîäåôîðìàö³é.  
 
ДЕФОРМАЦИИ ОРТОТРОПНЫХ КОМПОЗИТОВ С ОДНОНАПРАВЛЕННЫМИ 
ЭЛЛИПСОИДАЛЬНЫМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ ПРИ МИКРОПОВРЕЖДЕНИЯХ МАТРИЦЫ  
 
Èçëîæåíî òåîðèþ ìèêðîïîâðåæäàåìîñòè ìåòåðèàëîâ íà îñíîâå îðòîòðîïíîé 
ìàòðèöû è îäíîíàïðàâëåííûõ âîëîêîí â ôîðìå òðåõîñíûõ ýëëèïñîèäîâ. Ìèêðî-
ðàçðóøåíèÿ ìîäåëèðóþòñÿ ïóñòûìè ïîðàìè. Êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ â ìèêðî-
îáúåìå ïðèíèìàåòñÿ â ôîðìå Ãóáåðà – Ìèçåñà, ãäå ïðåäåë ïðî÷íîñòè ÿâëÿåòñÿ ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèåé êîîðäèíàò ñ ðàñïðåäåëåíèåì Âåéáóëëà. Íàïðÿæåííî-äåôîðìèðî-
âàííîå ñîñòîÿíèå è ýôôåêòèâíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà ñ ìèêðîïîâðåæäåíèÿìè â 
êîìïîíåíòàõ îïðåäåëÿþòñÿ èç ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé óïðóãîñòè äëÿ ìàòåðè-
àëîâ íà îñíîâå îðòîòðîïíîé ìàòðèöû è îäíîíàïðàâëåííûõ òðåõîcíûõ ýëëèïñîèäîâ. 
Çàìûêàíèå óðàâíåíèé äåôîðìèðîâàíèÿ è ïîâðåæäàåìîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ íà îñíî-
âàíèè óðàâíåíèÿ áàëàíñà ïîðèñòîñòè. Ïîñòðîåíû íåëèíåéíûå çàâèñèìîñòè ñîâìåñò-
íûõ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ è ïîâðåæäåíèÿ ìàòðèöû îò 
ìàêðîäåôîðìàöèé. 
 
Timoshenko Inst. of Mechanics  Received 
of NAS of Ukraine, Kiev  15.11.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. В. Пороховський 
 
ПЛОСКА ЗАДАЧА ВЗАЄМОДІЇ ПРУЖНОЇ ПОЗДОВЖНЬОЇ ХВИЛІ  
З ЦИЛІНДРИЧНОЮ ОБОЛОНКОЮ З ОСЬОВИМ РОЗРІЗОМ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîäèêó äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó òîíêîñò³ííî¿ êðó-
ãîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ðîçð³çîì óçäîâæ òâ³ðíî¿ ³ ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó 
ïðóæíîìó ïðîñòîð³. Íà îáîëîíêó íàá³ãàº ïîçäîâæíÿ ïðóæíà õâèëÿ. Ìåòîäè-
êà ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ðîçêëàäó Ðåëåÿ çà ïàðö³àëüíèìè õâèëÿìè. 
Îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü ³ êóòà ïîâîðîòó íà 
áåðåãàõ ðîçð³çó îáîëîíêè, ðàä³àëüíî¿ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåííÿ ³ íîð-
ìàëüíîãî çóñèëëÿ â öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ òà íàïðóæåííÿ ³ ïåðåì³ùåííÿ â 
ïðóæíîìó ñåðåäîâèù³. 

 
ПЛОСКАЯ ЗАДАЧА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ УПРУГОЙ ПРОДОЛЬНОЙ ВОЛНЫ  
С ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКОЙ С ОСЕВЫМ РАЗРЕЗОМ 
 
Ïðåäëîæåíà ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ òîíêîñòåííîé êðó-
ãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ðàçðåçîì âäîëü îáðàçóþùåé, íàõîäÿùåéñÿ â óïðó-
ãîì ïðîñòðàíñòâå. Íà îáîëî÷êó íàáåãàåò ïðîäîëüíàÿ óïðóãàÿ âîëíà. Ìåòîäèêà 
áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè ðàçëîæåíèÿ Ðýëåÿ ïî ïàðöèàëüíûì âîëíàì. Ïîëó÷å-
íû ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ ñìåùåíèÿ è óãëà ïîâîðîòà íà áåðåãàõ ðàçðå-
çà îáîëî÷êè, ðàäèàëüíîé êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ è íîðìàëüíîãî óñèëèÿ â 
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, íàïðÿæåíèÿ è ñìåùåíèÿ â óïðóãîé ñðåäå. 
 
PLANE PROBLEM OF INTERACTION BETWEEN ELASTIC LONGITUDINAL  
WAVE AND CYLINDRICAL SHELL WITH AXIAL CUT 
 
A procedure is proposed to investigate the stress state of a thin-walled circular 
cylindrical shell with a cut along the generator in an elastic space. The longitudinal 
elastic wave is incident on the shell. The procedure is based on utilization the Rayleigh 
expansion by the sub-waves. The formulas are obtained to determine the displacement 
jumps and angle of rotation on the shell cut edges, a radial component of displacement 
vector and normal effort in the cylindrical shell, the stresses and strains in elastic 
medium. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 23.11.06 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. І. Острик 
 
ВДАВЛЮВАННЯ НАПІВБЕЗМЕЖНОГО ШТАМПА В ПРУЖНУ СМУГУ 
ЗА НАЯВНОСТІ ТЕРТЯ І ЗЧЕПЛЕННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî êîíòàêòíó âçàºìîä³þ íàï³âáåçìåæíîãî øòàìïà ç 
ïðÿìîë³í³éíîþ îñíîâîþ ³ ïðóæíî¿ ñìóãè, îäíà ãðàíü ÿêî¿ æîðñòêî çàêð³ïëåíà. 
Âðàõîâàíî ñèëè òåðòÿ â îáëàñò³ êîíòàêòó, ÿê³ ïðèâîäÿòü äî ðîçä³ëåííÿ 
îñòàííüî¿ íà çîíè ïðîêîâçóâàííÿ ³ ç÷åïëåííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì ïðîöåäóð ìå-
òîäó Â³íåðà − Ãîïôà ñèñòåìà ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çàäà÷³ çâåäåíà äî íåñê³í-
÷åííî¿ ñèñòåìè àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè îá÷èñëåíü íàïðó-
æåíü ³ ïåðåì³ùåíü ÿê íà ìåæ³, òàê ³ ó âíóòð³øí³õ òî÷êàõ ïðóæíî¿ ñìóãè. 

 
ВДАВЛИВАНИЕ ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО ШТАМПА В УПРУГУЮ ПОЛОСУ 
ПРИ НАЛИЧИИ ТРЕНИЯ И СЦЕПЛЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ïîëóîãðàíè÷åííîãî øòàìïà ñ 
ïðÿìîëèíåéíûì îñíîâàíèåì è óïðóãîé ïîëîñû, îäíà ãðàíü êîòîðîé æåñòêî çà-
êðåïëåíà. Ó÷òåíû ñèëû òðåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòà, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ðàçäå-
ëåíèþ ïîñëåäíåé íà çîíû ïðîñêàëüçûâàíèÿ è ñöåïëåíèÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöå-
äóð ìåòîäà Âèíåðà − Õîïôà ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé çàäà÷è ñâåäåíà ê 
áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëå-
íèé íàïðÿæåíèé è ïåðåìåùåíèé êàê íà ãðàíèöå, òàê è âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ 
óïðóãîé ïîëîñû. 
 
IMPRESSION OF SEMI-INFINITE STAMP IN ELASTIC STRIP 
WITH REGARD FOR FRICTION AND ADHESION 
 
The problem on contact interaction between a half-limited stamp with rectilinear basis 
and elastic strip with fasten verge is studied. Friction forces are taken into account in 
the contact domain. The contact domain is divided into an adhesion and slipping zone. 
With use of Wiener − Hopf method a system of integral equations is reduced to an in-
finite system of algebraic equations. The results of calculations of stresses and strains 
on the boundary and within an elastic strip are presented. 
 
²í-ò ïðèêë. ô³çèêè ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ñóìè Îäåðæàíî  
 02.11.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Р. М. Мартиняк, Б. С. Слободян, В. М. Зеленяк 
 
ТИСК ПРУЖНОГО ПІВПРОСТОРУ НА ЖОРСТКУ 
ОСНОВУ З ПРЯМОКУТНОЮ ВИЇМКОЮ ЗА НАЯВНОСТІ 
МІЖ НИМИ РІДИННОГО МІСТКА 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìîäåëü êîíòàêòó ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó ç æîðñòêîþ îñíî-
âîþ, ùî ìàº ì³ëêó ïîâåðõíåâó âè¿ìêó ïðÿìîêóòíî¿ ôîðìè, êîëè â ñåðåäí³é 
÷àñòèí³ ì³æïîâåðõíåâîãî ïðîñâ³òó ì³ñòèòüñÿ ð³äèííèé ì³ñòîê, à íà êðàÿõ – 
ãàç, ùî ïåðåáóâàº ï³ä ñòàëèì òèñêîì. Ââàæàºòüñÿ, ùî ð³äèíà íåñòèñëèâà ³ 
ïîâí³ñòþ çìî÷óº ïîâåðõí³ ò³ë. Ïîâåðõíåâèé íàòÿã ð³äèíè çóìîâëþº ïåðåïàä 
òèñê³â ó í³é ³ â ãàç³, ÿêèé âèçíà÷àºòüñÿ ôîðìóëîþ Ëàïëàñà. Ñôîðìóëüîâàíà 
íà ö³é îñíîâ³ ïëîñêà êîíòàêòíà çàäà÷à äëÿ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó º ³ñòîòíî 
íåë³í³éíîþ, îñê³ëüêè òèñê ð³äèíè òà äîâæèíà êàï³ëÿðà, ùî ô³ãóðóþòü ó êîí-
òàêòíî-êðàéîâèõ óìîâàõ, çàçäàëåã³äü íåâ³äîì³ ³ çàëåæàòü â³ä çîâí³øíüîãî íà-
âàíòàæåííÿ. Çàäà÷ó çâåäåíî äî ñèñòåìè òðüîõ ð³âíÿíü – ñèíãóëÿðíîãî ³íòåã-
ðàëüíîãî â³äíîñíî ôóíêö³¿ âèñîòè çàçîðó òà äâîõ òðàíñöåíäåíòíèõ â³äíîñíî 
äîâæèíè êàï³ëÿðà ³ âèñîòè ìåí³ñêà, òà çàïðîïîíîâàíî àíàë³òè÷íî-÷èñëîâó 
ïðîöåäóðó ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Íà ãðàô³êàõ ïðî³ëþñòðîâàíî çàëåæíîñò³ äîâæè-
íè êàï³ëÿðà òà ïåðåïàäó òèñê³â ó ð³äèí³ é ãàç³ â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåí-
íÿ, îá’ºìó ð³äèíè òà ¿¿ ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó. 

 
ДАВЛЕНИЕ УПРУГОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА НА ЖЕСТКОЕ ОСНОВАНИЕ 
С ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ВЫЕМКОЙ ПРИ НАЛИЧИИ МЕЖДУ НИМИ ЖИДКОСТНОГО МОСТИКА 
 
Ïðåäëîæåíà ìîäåëü êîíòàêòà óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ æåñòêèì îñíîâàíè-
åì, èìåþùåì ïîâåðõíîñòíóþ âûåìêó ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû, êîãäà â ñðåäíåé ÷àñ-
òè ìåæïîâåðõíîñòíîãî çàçîðà ñîäåðæèòñÿ æèäêîñòíûé êàïèëëÿð, à íà êðàÿõ – 
ãàç, íàõîäÿùèéñÿ ïîä ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî æèäêîñòü íåñæè-
ìàåìàÿ è ïîëíîñòüþ ñìà÷èâàåò ïîâåðõíîñòè òåë. Ïîâåðõíîñòíîå íàòÿæåíèå 
æèäêîñòè îáóñëîâëèâàåò ïåðåïàä äàâëåíèÿ â íåé è ãàçå, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ 
ôîðìóëîé Ëàïëàñà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ íà ýòîì îñíîâàíèè ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ 
çàäà÷à äëÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñóùåñòâåííî íåëèíåéíàÿ, òàê êàê äàâëå-
íèå æèäêîñòè è äëèíà êàïèëëÿðà, êîòîðûå ôèãóðèðóþò â êîíòàêòíî-ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèÿõ, çàðàíåå íåèçâåñòíû è çàâèñÿò îò ïðèëîæåííîé íàãðóçêè. Çàäà÷à ñâåäåíà 
ê ðåøåíèþ òðåõ óðàâíåíèé – ñèíãóëÿðíîãî èíòåãðàëüíîãî îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè 
âûñîòû çàçîðà è äâóõ òðàíñöåíäåíòíûõ îòíîñèòåëüíî äëèíû êàïèëëÿðà è âûñî-
òû ìåíèñêà. Ïðåäëîæåíà àíàëèòè÷åñêè-÷èñëåííàÿ ïðîöåäóðà èõ ðåøåíèÿ. Íà 
ãðàôèêàõ ïðîèëëþñòðèðîâàíû çàâèñèìîñòè äëèíû êàïèëëÿðà è ïåðåïàäà äàâëåíèÿ 
â æèäêîñòè è ãàçå îò âíåøíåé íàãðóçêè, îáúåìà æèäêîñòè è åå ïîâåðõíîñòíîãî 
íàòÿæåíèÿ. 
 
PRESSURE OF ELASTIC HALF-SPACE ON A RIGID BASE  
HAVING A RECTANGULAR GAP WITH LIQUID BRIDGE BETWEEN THEM 
 
A model of contact between an elastic half-space and a rigid base having a rectangular 
gap is proposed. The gap contains incompressible liquid and gas. The liquid forms the 
capillary bridge between the opposite surfaces, occupying the middle part of the gap. 
The rest volume of the gap is filled with gas at constant pressure. The liquid wets sur-
faces of bodies completely. The pressure jump appearing at the liquid-gas interface due 
to the surface tension is governed by the Laplace formula. The corresponding plane con-
tact problem for elastic half-space is essentially nonlinear since the pressure of liquid 
and length of the liquid part of the gap are unknown a priori and depend on external 
load. The solution of the problem is given through the function of height of the gap, 
and for its determination a singular integral equation solved analytically is obtained. A 
set of two transcendent equations is derived for determination of the gap length and 
meniscus height. The analytical-numerical procedure of solving these equations is deve-
loped. The dependence of gap length and pressure jump at the liquid-gas interface on 
load, volume and surface tension of liquid is analyzed. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.11.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Я. О. Жук1, І. К. Сенченков1, О. В. Бойчук2 
 
ЗАЛИШКОВИЙ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН СТАЛЕВОГО ДИСКА 
ПРИ ІМПУЛЬСНОМУ ТЕПЛОВОМУ ОПРОМІНЕННІ 
 

Ó ðàìêàõ äèíàì³÷íî¿ ïîñòàíîâêè çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ òåðìîìåõàí³êè äîñë³äæó-
ºòüñÿ çàëèøêîâèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí äèñêà, ùî âèíèêàº ïðè ä³¿ 
ëàçåðíîãî ³ìïóëüñó àáî åëåêòðîííîãî ïó÷êà. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ çà-
äà÷³ ïðîâîäèòüñÿ ÷èñåëüíî ç âèêîðèñòàííÿì òåðìîäèíàì³÷íî óçãîäæåíî¿ òåî-
ð³¿ íåïðóæíî¿ ïîâåä³íêè ìàòåð³àëó ³ç çàñòîñóâàííÿì ñê³í÷åííî-åëåìåíòíî¿ 
ìåòîäèêè òà âðàõóâàííÿì çàëåæíîñò³ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìà-
òåð³àëó â³ä òåìïåðàòóðè. Âèâ÷àºòüñÿ ðåàêö³ÿ ìàòåð³àëó íà ïðîöåñè òåïëî-
âîãî îïðîì³íåííÿ ³ ïîäàëüøîãî ïîñòóïîâîãî îõîëîäæåííÿ, ðîçãëÿäàºòüñÿ ìîæ-
ëèâ³ñòü ôîðìóâàííÿ ïðîô³ë³â ïîâåðõí³ çà äîïîìîãîþ ëèøå òåïëîâî¿ îáðîáêè. 

 
ОСТАТОЧНОЕ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ СТАЛЬНОГО 
ДИСКА ПРИ ИМПУЛЬСНОМ ТЕПЛОВОМ ОБЛУЧЕНИИ 
 
Â ðàìêàõ äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêè ñâÿçàííîé çàäà÷è òåðìîìåõàíèêè èññëåäóåò-
ñÿ îñòàòî÷íîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðóåìîå ñîñòîÿíèå äèñêà, âîçíèêàþùåå ïîä 
âîçäåéñòâèåì ëàçåðíîãî èìïóëüñà èëè ýëåêòðîííîãî ïó÷êà. Ðåøåíèå îñåñèììåò-
ðè÷íîé çàäà÷è ïðîâîäèòñÿ ÷èñëåííî ñ èñïîëüçîâàíèåì òåðìîäèíàìè÷åñêè ñîãëàñî-
âàííîé òåîðèè íåóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà ñ ïðèâëå÷åíèåì êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîé ìåòîäèêè è ó÷åòîì çàâèñèìîñòè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà 
îò òåìïåðàòóðû. Èçó÷àåòñÿ ðåàêöèÿ ìàòåðèàëà íà ïðîöåññû òåïëîâîãî îáëó÷å-
íèÿ è ïîñëåäóþùåãî ïîñòåïåííîãî îõëàæäåíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ âîçìîæíîñòü 
ôîðìèðîâàíèÿ ïðîôèëåé ïîâåðõíîñòè ñ ïîìîùüþ òîëüêî òåïëîâîé îáðàáîòêè. 
 
RESIDUAL STRESS-STRAIN STATE OF STEEL DISK UNDER 
THERMAL PULSE IRRADIATION 
 
The residual stress-strain state caused by the laser pulse or electron beam is investigated 
within the framework of dynamic statement of the coupled thermomechanics problem. 
The solution of axisymmetric problem is carried out numerically with using the ther-
modynamically consistent theory for inelastic behavior of the material involving finite 
element method and taking into account thermal dependencies of physical and mecha-
nical properties of the material. Response of the material to thermal irradiation and 
further gradual cooling processes is studied, and the possibility of forming the surface 
profiles by applying thermal processing only is considered. 
 
1 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà  
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â, 

2 
Ìèêîëà¿â. äåðæ. óí-ò Îäåðæàíî 
³ì. Â. Î. Ñóõîìëèíñüêîãî, Ìèêîëà¿â 26.11.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. Ф. Кондрат, О. Р. Грицина 
 
РІВНЯННЯ ТЕРМОМЕХАНІКИ ДЕФОРМІВНОГО ТВЕРДОГО ТІЛА  
З УРАХУВАННЯМ НЕОБОРОТНОСТІ ЛОКАЛЬНОГО ЗМІЩЕННЯ МАСИ 
 

Ç âèêîðèñòàííÿì îñíîâíèõ ïðèíöèï³â òåðìîäèíàì³êè íåð³âíîâàæíèõ ïðîöå-
ñ³â ³ ìåõàí³êè ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà îòðèìàíî ïîâíó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ 
îïèñó âçàºìîçâ’ÿçàíèõ òåðìîìåõàí³÷íèõ ïðîöåñ³â ó äåôîðì³âíîìó òâåðäîìó 
ò³ë³ ç óðàõóâàííÿì íåîáîðîòíîñò³ ïðîöåñó ëîêàëüíîãî çì³ùåííÿ ìàñè. Ïðî-
ñòîðîâèé ´ðàä³ºíò π′µ  çâåäåíî¿ âåëè÷èíè åíåðãåòè÷íî¿ ì³ðè âïëèâó çì³-

ùåííÿ ìàñè íà âíóòð³øíþ åíåðã³þ ïîäàíî ñóìîþ îáîðîòíî¿ ³ íåîáîðîòíî¿ 
ñêëàäîâèõ. Öå äîçâîëèëî äëÿ âèçíà÷åííÿ âåêòîðà m  çì³ùåííÿ ìàñè îòðèìà-

òè ³íòåãðàëüíå ñï³ââ³äíîøåííÿ òèïó çãîðòêè ç åêñïîíåíö³éíèì ÿäðîì ðåëàê-
ñàö³¿. Ïðè öüîìó âåêòîð m  âèçíà÷àºòüñÿ ³ñòîð³ºþ íå ëèøå π′µ , à é ´ðàä³-

ºíòà òåìïåðàòóðè T . Êëþ÷îâ³ ð³âíÿííÿ ïîáóäîâàíî¿ ìîäåë³ çàïèñàíî â ë³-
íåàðèçîâàíîìó íàáëèæåíí³ òà ñôîðìóëüîâàíî â³äïîâ³äí³ êðàéîâ³ óìîâè. 

 
УРАВНЕНИЯ ТЕРМОМЕХАНИКИ ДЕФОРМИРУЕМОГО ТВЕРДОГО ТЕЛА  
С УЧЕТОМ НЕОБРАТИМОСТИ ЛОКАЛЬНОГО СМЕЩЕНИЯ МАССЫ 
 
Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäõîäîâ òåðìîäèíàìèêè íåðàâíîâåñíûõ ïðîöåññîâ è ìåõàíèêè 
ñïëîøíîé ñðåäû ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé, îïèñûâàþùàÿ âçàèìîñâÿçàí-
íûå òåðìîìåõàíè÷åñêèå ïðîöåññû â äåôîðìèðóåìîì òâåðäîì òåëå ñ ó÷åòîì íåîá-
ðàòèìîñòè ïðîöåññà ëîêàëüíîãî ñìåùåíèÿ ìàññû. Ïðîñòðàíñòâåííûé ãðàäèåíò 

π′µ  ïðèâåäåííîé âåëè÷èíû ýíåðãåòè÷åñêîé ìåðû âëèÿíèÿ ñìåùåíèÿ ìàññû íà 

âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ñèñòåìû çàïèñàí â âèäå ñóììû îáðàòèìîãî è íåîáðàòèìîãî 
ñëàãàåìûõ. Âñëåäñòâèå ýòîãî äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà m  ñìåùåíèÿ ìàññû ïîëó-

÷åíî èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå òèïà ñâåðòêè ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì ÿäðîì ðåëàê-
ñàöèè. Ïðè ýòîì âåêòîð m  îïðåäåëÿåòñÿ èñòîðèåé íå òîëüêî π′µ , íî è ãðàäè-

åíòà òåìïåðàòóðû T∇ . Êëþ÷åâûå óðàâíåíèÿ ïîñòðîåííîé ìîäåëè çàïèñàíû â ëè-
íåàðèçèðîâàííîì ïðèáëèæåíèè è ñôîðìóëèðîâàíû ñîîòâåòñòâóþùèå êðàåâûå 
óñëîâèÿ. 
 
EQUATIONS OF THERMOMECHANICS OF DEFORMABLE BODIES 
TAKING INTO ACCOUNT IRREVERSIBILITY OF LOCAL MASS DISPLACEMENT  
 
Using the basic principles of thermodynamics of nonequilibrium processes and continu-
um mechanics a complete set of equations for description of coupled thermo-mechanical 
processes in a deformable body taking into account irreversibility of the process of local 
mass displacement is obtained. A space gradient π′µ  of the reduced energy measure of 

the effect of mass displacement on internal energy is presented as a sum of the rever-
sible and irreversible components. It allows one to obtain an integral relation of convolu-
tion with the exponential kernel of relaxation to determine a mass displacement vector 

m . In this case a vector m  is defined not only by the history of π′µ , but also by the 

temperature gradient T∇  history. The key equations of the model are written in a line-
arized approximation and the corresponding boundary conditions are formulated. 
 
Öåíòð ìàò. ìîäåëþâàííÿ 
²í-òó ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 03.05.07 

 



20 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2008. – 51, ¹ 1. – Ñ. 178-184. – 
Á³áë³îãð.: 11 íàçâ. – Óêð. 
 
ÓÄÊ 517.958: 536.2 
 
Є. Я. Чапля1,2, О. Ю. Чернуха1, П. Р. Пелех1 
 
МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСІВ  
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ У ВИПАДКОВО НЕОДНОРІДНИХ ТІЛАХ З 
ВИКОРИСТАННЯМ ДІАГРАМ ФЕЙНМАНА 
 

Ðîáîòà ïðèñâÿ÷åíà ìàòåìàòè÷íîìó ìîäåëþâàííþ ïðîöåñ³â òåïëîïðîâ³äíîñò³ 
â áàãàòîôàçíèõ ò³ëàõ âèïàäêîâî íåîäíîð³äíî¿ ñòðóêòóðè. Íåñòàö³îíàðíó 
êðàéîâó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ ñôîðìóëüîâàíî ç âèêîðèñòàííÿì çàêîíó 
Ôóð’º äëÿ ö³ëîãî ò³ëà. Äëÿ äîñë³äæåííÿ óñåðåäíåíèõ òåìïåðàòóðíèõ ïîë³â 
çàñòîñîâàíî òåõí³êó ä³àãðàì Ôåéíìàíà. Îòðèìàíî ð³âíÿííÿ Äàéñîíà òà íå-
ëîêàëüíå ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ óñåðåäíåíîãî çà àíñàìáëåì êîíô³ãó-
ðàö³é ôàç òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â áàãàòîôàçíèõ âèïàäêîâî íåîäíîð³äíèõ ò³-
ëàõ. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
В СЛУЧАЙНО НЕОДНОРОДНЫХ ТЕЛАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ДИАГРАММ ФЕЙНМАНА 
 
Ðàáîòà ïîñâÿùåíà ìàòåìàòè÷åñêîìó ìîäåëèðîâàíèþ ïðîöåññîâ òåïëîïðîâîäíîñ-
òè â ìíîãîôàçíûõ òåëàõ ñëó÷àéíî íåîäíîðîäíîé ñòðóêòóðû. Íåñòàöèîíàðíàÿ 
çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ñôîðìóëèðîâàíà ïî çàêîíó Ôóðüå äëÿ öåëîãî òåëà. Äëÿ 
èññëåäîâàíèÿ óñðåäíåííûõ òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé ïðèìåíåíà òåõíèêà äèàãðàìì 
Ôåéíìàíà. Ïîëó÷åíî óðàâíåíèå Äàéñîíà è íåëîêàëüíîå óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñ-
òè äëÿ óñðåäíåííîãî ïî àíñàìáëþ êîíôèãóðàöèé ôàç ïîëÿ òåìïåðàòóðû â ìíîãî-
ôàçíûõ ñëó÷àéíî íåîäíîðîäíûõ òåëàõ. 
 
MATHEMATICAL MODELING OF HEAT CONDUCTION PROCESSES IN RANDOMLY 
NONHOMOGENEOUS BODIES USING FEYNMAN DIAGRAMS 
 
The work is devoted to mathematical modeling of heat conduction processes in multi-
phase bodies with randomly nonhomogeneous structure. A nonstationary initial-bounda-
ry-value problem is formulated on the basis of the Fourier law. The technique of Feyn-
man diagrams is applied for investigating the averaged temperature fields. The Dyson 
equation is obtained as well as a nonlocal heat conduction equation for a temperature 
field averaged over the ensemble of phase configurations in multiphase randomly non-
homogenous bodies. 
 
1 Öåíòð ìàò. ìîäåëþâàííÿ 
 ²í-òó ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 
2 ²í-ò ìåõàí³êè ñåðåäîâèùà ³ ïðèêë. ³íôîðìàòèêè Îäåðæàíî 
 óí-òó Êàçèì³ðà Âåëèêîãî â Áèäãîù³, Áèäãîù, Ïîëüùà 13.06.07 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Т. Л. Курницький1, О. Р. Гачкевич1,2 
 
ТЕМПЕРАТУРНЕ ПОЛЕ ШАРУ З ВОЛОКНИСТОГО 
КОМПОЗИТНОГО МАТЕРІАЛУ ЗА УМОВ ДІЇ ЗОВНІШНЬОГО 
ТЕПЛОВОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ  
 

Íà ï³äñòàâ³ âèðàçó äëÿ ³íäèêàòðèñè ðîçñ³ÿííÿ îêðåìîãî âîëîêíà îòðèìàíî 
ñï³ââ³äíîøåííÿ, ùî ìîäåëþþòü ðàä³àö³éí³ âëàñòèâîñò³ âîëîêíèñòèõ êîìïî-
çèò³â. Ðîçðàõîâàíî òåìïåðàòóðíèé ñòàí øàðó ç òàêîãî ìàòåð³àëó çà óìîâ 
ä³¿ òåïëîâîãî âèïðîì³íþâàííÿ. Äîñë³äæåíî çàëåæíîñò³ ðîçïîä³ë³â òåìïåðà-
òóðè â³ä îá’ºìíî¿ ÷àñòêè âîëîêîí ó êîìïîçèò³, ¿õíüî¿ â³äáèâàëüíî¿ çäàòíîñò³ 
òà ðîçì³ðó. 

 
ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ СЛОЯ ИЗ ВОЛОКНИСТОГО КОМПОЗИТНОГО МАТЕРИАЛА 
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ВНЕШНЕГО ТЕПЛОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
 
Èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèÿ äëÿ èíäèêàòðèñû ðàññåÿíèÿ îòäåëüíîãî âîëîêíà, ïîëó÷å-
íû ñîîòíîøåíèÿ, ìîäåëèðóþùèå ðàäèàöèîííûå ñâîéñòâà âîëîêíèñòûõ êîìïîçè-
òîâ. Ðàññ÷èòàíî òåìïåðàòóðíîå ñîñòîÿíèå ñëîÿ èç òàêîãî ìàòåðèàëà ïðè äåé-
ñòâèè íà íåãî âíåøíåãî òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ. Èññëåäîâàíà çàâèñèìîñòü ðàñïðåäå-
ëåíèé òåìïåðàòóðû îò îáúåìíîé êîíöåíòðàöèè âîëîêîí â êîìïîçèòå, èõ îòðà-
æàòåëüíîé ñïîñîáíîñòè è ðàçìåðà.  
 
TEMPERATURE FIELD IN A FIBROUS COMPOSITE LAYER SUBJECTED  
TO THERMAL RADIATION 
 
An expression for a phase function of separate fiber is used for modeling the radiative 
properties of fibrous composites. Temperature field in a fibrous composite layer subjec-
ted to thermal radiation is calculated. The effect of fibers volume fraction, their reflec-
tance and size on the temperature distributions in the fibrous composite layer is inves-
tigated. 
 
1 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàíèêè ³ ìàòåìàòèêè Îòðèìàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 26.03.07 

2 
Ïîë³òåõí³êà Îïîëüñüêà, Îïîëå, Ïîëüùà 



22 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2008. – 51, ¹ 1. – Ñ. 194-196. – 
Á³áë³îãð.: 7 íàçâ. – Àíãë. 
 
UDK 539.3 
 
S. V. Sarkisyan, A. L. Sargsyan  
 
LONGITUDINAL WAVES PROPAGATION IN PLATES IN THE PRESENCE 
OF TRANSVERSAL MAGNETIC FIELD 
 

The problem on longitudinal wave propagation in a plate in the presence of a 
constant transversal magnetic field is studies. The asymptotic behavior of 
tangential displacement of the points of the plate median surface is found. It is 
established that the wave of a given initial shape finally turns into a quasi-
harmonic one. 

 
ПОШИРЕННЯ ПОЗДОВЖНІХ ХВИЛЬ У ПЛАСТИНАХ ПРИ НАЯВНОСТІ 
ПОПЕРЕЧНОГО МАГНІТНОГО ПОЛЯ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ çàäà÷à ïðî ïîøèðåííÿ ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â ïëàñòèí³ ïðè íàÿâíîñ-
ò³ ïîñò³éíîãî ïîïåðå÷íîãî ìàãí³òíîãî ïîëÿ. Çíàéäåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó 
òàíãåíö³àëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ òî÷îê ñåðåäèííî¿ ïëîùèíè ïëàñòèíêè. Âñòàíîâëå-
íî, ùî õâèëÿ ³ç çàäàíîþ ïî÷àòêîâîþ ôîðìîþ â ê³íöåâîìó ðàõóíêó ïåðåòâîðþºòü-
ñÿ â êâàç³ãàðìîí³÷íó õâèëþ. 
 
РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПРОДОЛЬНЫХ ВОЛН В ПЛАСТИНАХ ПРИ НАЛИЧИИ 
ПОПЕРЕЧНОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
 
Èññëåäóåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû â ïëàñòèíå ïðè íàëè÷èè 
ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå 
òàíãåíöèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ïëàñòèíêè. Óñòàíîâ-
ëåíî, ÷òî âîëíà ñ çàäàííîé íà÷àëüíîé ôîðìîé â êîíå÷íîì ñ÷åòå ïðåâðàùàåòñÿ â 
êâàçèãàðìîíè÷åñêóþ âîëíó. 
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А. П. Власюк, П. М. Мартинюк, О. Р. Фурсович 
 
ЧИСЛОВЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ОДНОВИМІРНОЇ ЗАДАЧІ ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ 
КОНСОЛІДАЦІЇ ЗАСОЛЕНИХ ҐРУНТІВ В НЕІЗОТЕРМІЧНОМУ РЕЖИМІ 
 

Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ çàñîëå-
íèõ ´ðóíò³â â íå³çîòåðì³÷íîìó ðåæèì³ ïðè óðàõóâàíí³ íàÿâíîñò³ ñîëåé ó 
ð³äê³é ³ òâåðä³é ôàçàõ. ×èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ îäíîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ 
çàäà÷³ çíàéäåíî ìåòîäîì ñê³í÷åííèõ ð³çíèöü. ßê ïðèêëàä äîñë³äæåíî çàäà÷ó 
ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ìàñèâó ãëèíèñòîãî ´ðóíòó îáìåæåíî¿ òîâùèíè. 
Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ åêñïåðèìåíò³â ³ ¿õ àíàë³ç. 

 
ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНОЙ ЗАДАЧИ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ КОНСОЛИДАЦИИ 
ЗАСОЛЕННЫХ ПОЧВ В НЕИЗОТЕРМИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ 
 
Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè çàñî-
ëåííûõ ïî÷â â íåèçîòåðìè÷åñêîì ðåæèìå ïðè íàëè÷èè ñîëåé â æèäêîé è òâåðäîé 
ôàçàõ. ×èñëåííîå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îäíîìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è íàéäåíî 
ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èññëåäîâàíà çàäà÷à ôèëüòðà-
öèîííîé êîíñîëèäàöèè ìàññèâà ãëèíèñòîé ïî÷âû îãðàíè÷åííîé òîëùèíû. Ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëîâûõ ýêñïåðèìåíòîâ è èõ àíàëèç. 
 
NUMERICAL SOLUTION OF SALINE SOILS ONE-DIMENSIONAL FILTRATION CONSOLIDATION 
PROBLEM UNDER NONISOTHERMAL CONDITIONS 
 
A mathematical model of the saline soil layer filtration consolidation problem taking 
into account the salt dissolution and crystallization under the nonisothermal conditions 
has been formulated. The numerical solution of the corresponding one-dimensional 
boundary-value problem has been found by the finite difference method. As an exam-
ple, the clayey soil layer infinite width filtration consolidation problem has been inves-
tigated. Numerical experiments and their analysis have been carried out. 
 
Íàö. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà  Îäåðæàíî 
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