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ÓÄÊ 512.64 
 
В. М. Петричкович 
 
ПРО КРАТНОСТІ ХАРАКТЕРИСТИЧНИХ КОРЕНІВ, 
СТЕПЕНІ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДІЛЬНИКІВ І ФАКТОРИЗАЦІЮ 
МНОГОЧЛЕННИХ МАТРИЦЬ 
 

Íåõàé ( )A x  – ðåãóëÿðíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m  íàä ê³ëüöåì ìíî-

ãî÷ëåí³â x[ ]P , äå P  – àëãåáðà¿÷íî çàìêíåíå ïîëå, ( ) js
jx − β  – ¿¿ åëåìåíòàðí³ 

ä³ëüíèêè ñòåïåí³â 2,  1, ,js j p> =  , à ðåøòà ¿¿ åëåìåíòàðíèõ ä³ëüíèê³â º 

ñòåïåí³â, íå âèùèõ í³æ 2. Äîâåäåíî, ùî, êîëè 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , òî 

ìàòðèöÿ ( )A x  ðîçêëàäàºòüñÿ íà ìíîæíèêè 1( ) ( ) ( ) ( )t tA x Ex B Ex B C x= − − , 

1t m p s≥ + + − , äå E  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. 

 
О КРАТНОСТЯХ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ КОРНЕЙ, СТЕПЕНЯХ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ДЕЛИТЕЛЕЙ И ФАКТОРИЗАЦИИ МНОГОЧЛЕННЫХ МАТРИЦ 
 
Ïóñòü ( )A x  – ðåãóëÿðíàÿ ìíîãî÷ëåííàÿ ìàòðèöà ñòåïåíè m  íàä êîëüöîì ìíî-

ãî÷ëåíîâ xP [ ] , ãäå P  – àëãåáðàè÷åñêè çàìêíóòîå ïîëå, ( ) js
jx − β  – åå ýëåìåíòàðíûå 

äåëèòåëè ñòåïåíåé 2,  1, ,js j p> =  , à îñòàëüíûå åå ýëåìåíòàðíûå äåëèòåëè èìå-

þò ñòåïåíè, íå áîëüøå 2. Äîêàçàíî, ÷òî, åñëè 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , òî 

ìàòðèöà ( )A x  ðàçëîæèìà íà ìíîæèòåëè 1( ) ( ) ( ) ( ),   t tA x Ex B Ex B C x t= − − ≥  

1m p s≥ + + − , ãäå E  – åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. 
 
ON MULTIPLICITIES OF CHARACTERISTIC ROOTS AND DEGREES 
OF ELEMENTARY DIVISORS AND FACTORIZATION OF POLYNOMIAL MATRICES 
 
Let ( )A x  be a regular polynomial matrix of degree m  over the polynomials ring xP [ ] , 

where P  is an algebraically closed field. Let ( ) js
jx − β  be their elementary divisors of 

degree 2,  1, ,js j p> =  , whose remaining elementary divisors are of degree no more 

than 2. It is proved that if 1 2 ps s s s m p+ + + = ≤ + , then the matrix ( )A x  can be 

factored into factors 1( ) ( ) ( ) ( )t tA x Ex B Ex B C x= − − , 1t m p s≥ + + − , where E  is 

the identity matrix. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 10.06.04 
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ÓÄÊ 512.64 
 
Б. З. Шаваровський 
 
ЗАУВАЖЕННЯ ДО ПОДІБНОСТІ НАБОРІВ МАТРИЦЬ 
 

Äëÿ âèä³ëåíîãî êëàñó ìíîãî÷ëåííèõ ìàòðèöü âêàçàíî êàíîí³÷íó ôîðìó â³äíîñ-
íî íàï³âñêàëÿðíî åêâ³âàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü. Öå äàëî ìîæëèâ³ñòü âñòàíîâè-
òè êàíîí³÷íó ôîðìó ñòîñîâíî îäíî÷àñíîãî ïåðåòâîðåííÿ ïîä³áíîñò³ äëÿ â³ä-
ïîâ³äíîãî êëàñó íàáîð³â ìàòðèöü íàä ïîëåì. 

 
ЗАМЕЧАНИЕ К ПОДОБИЮ НАБОРОВ МАТРИЦ 
 
Äëÿ âûäåëåííîãî êëàññà ìíîãî÷ëåííûõ ìàòðèö óêàçàíà êàíîíè÷åñêàÿ ôîðìà îòíî-
ñèòåëüíî ïîëóñêàëÿðíî ýêâèâàëåíòíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ýòî äàëî âîçìîæíîñòü 
óñòàíîâèòü êàíîíè÷åñêóþ ôîðìó îòíîñèòåëüíî îäíîâðåìåííîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ 
ïîäîáèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà íàáîðîâ ìàòðèö íàä ïîëåì. 
 
NOTE ON SIMILARITY OF COLLECTIONS OF MATRICES 
 
The canonical form is given for a certain class of polynomial matrices relatively to the 
semiscalar-equivalent transformations. It makes it possible to define the canonical form 
relatively to a simultaneous similarity transformation for the corresponding class of set 
of matrices over the field. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 16.04.03 
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ÓÄÊ 517.95 
 
В. М. Поліщук, Б. Й. Пташник 
 
ПЕРІОДИЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ СЛАБКО  
НЕЛІНІЙНИХ ГІПЕРБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ ЗІ ЗМІННИМИ 
В ЛІНІЙНІЙ ЧАСТИНІ ОПЕРАТОРА КОЕФІЦІЄНТАМИ 
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ ïåð³îäè÷íîãî çà îáîìà çì³ííèìè 
ðîçâ’ÿçêó ñëàáêî íåë³í³éíîãî ñòðîãî ã³ïåðáîë³÷íîãî çà Ïåòðîâñüêèì ð³âíÿííÿ 
íà ïëîùèí³, îïåðàòîð ë³í³éíî¿ ÷àñòèíè ÿêîãî ðîçïàäàºòüñÿ íà ìíîæíèêè 
ïåðøîãî ïîðÿäêó ç³ çì³ííèìè çà ÷àñîì êîåô³ö³ºíòàìè. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ïðî-
áëåìè ìàëèõ çíàìåííèê³â, ùî âèíèêàº ïðè äîñë³äæåíí³ çàäà÷³, çàñòîñîâàíî 
ìåòðè÷íèé ï³äõ³ä. 

 
ПЕРИОДИЧЕСКАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СЛАБО  
НЕЛИНЕЙНЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ПЕРЕМЕННЫМИ  
В ЛИНЕЙНОЙ ЧАСТИ ОПЕРАТОРА КОЭФФИЦИЕНТАМИ 
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ïåðèîäè÷åñêîãî ïî îáîèì 
ïåðåìåííûì ðåøåíèÿ ñëàáî íåëèíåéíîãî ñòðîãî ãèïåðáîëè÷åñêîãî çà Ïåòðîâñêèì 
óðàâíåíèÿ íà ïëîñêîñòè, îïåðàòîð ëèíåéíîé ÷àñòè êîòîðîãî ðàçëàãàåòñÿ íà 
ìíîæèòåëè ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííûìè ïî âðåìåíè êîýôôèöèåíòàìè. Äëÿ 
ðàçðåøåíèÿ ïðîáëåìû ìàëûõ çíàìåíàòåëåé, âîçíèêàþùåé ïðè èññëåäîâàíèè çàäà-
÷è, èñïîëüçîâàí ìåòðè÷åñêèé ïîäõîä. 
 
PERIODIC BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR WEAKLY  
NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATIONS WITH VARIABLE  
COEFFICIENTS IN LINEAR PART OF OPERATOR 
 
The conditions of existence and uniqueness of the periodic (for both variables) solution 
to the weakly nonlinear strictly hyperbolic – by Petrovsky – equation on the plane are 
established. The linear part of operator decomposes into the first order factors with time 
varying coefficients. In order to solve the problem of small denominators, that appear at 
investigation, the metric method is used. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 30.12.04 
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ÓÄÊ 517.95 
 
І. Є. Баранська 
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛІЧНОГО РІВНЯННЯ 
В ОБЛАСТІ З ВІЛЬНОЮ МЕЖЕЮ 
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè ³ñíóâàííÿ ³ ºäèíîñò³ ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ âèçíà÷åí-
íÿ íåâ³äîìîãî ñòàðøîãî êîåô³ö³ºíòà, ùî çàëåæèòü â³ä ÷àñó, â ïàðàáîë³÷íîìó 
ð³âíÿíí³ â îáëàñò³ ç â³ëüíîþ ìåæåþ. 

 
ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО 
УРАВНЕНИЯ В ОБЛАСТИ СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ  
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà-
÷è îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíîãî ñòàðøåãî êîýôôèöèåíòà, çàâèñÿùåãî îò âðåìåíè, â 
ïàðàáîëè÷åñêîì óðàâíåíèè â îáëàñòè ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé.  
 
INVERSE PROBLEM FOR EQUATION OF PARABOLIC 
TYPE IN DOMAIN WITH FREE BOUNDARY  
 
We establish the conditions for existence and uniqueness of solution to the inverse 
problem for a parabolic equation with the unknown time-dependent leading coefficient 
in the domain with free boundary.  
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 02.03.04 
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ÓÄÊ 519.642 
 
О. Б. Герасимчук, О. М. Рибицька 
 
НОРМАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 
ПЕРШОГО РОДУ ЗІ СЛАБКОЮ ОСОБЛИВІСТЮ 
 

Íà çàñàäàõ ìåðîìîðôíîãî ñòîñîâíî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿ çîáðàæåííÿ 
ðîçâ’ÿçêó íîðìàë³çîâàíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ òèïó Ôðåäãîëüìà äðóãîãî 
ðîäó ïðîâåäåíî ðåãóëÿðèçàö³þ îáåðíåíîãî îïåðàòîðà Ìóðà – Ïåíðîóçà ç³ ñëàá-
êîþ îñîáëèâ³ñòþ òà îñîáëèâ³ñòþ òèïó íüþòîí³âñüêîãî ïîòåíö³àëó, çàäàíîãî 
íà ìíîãîâèäàõ ³ç êðàºì. 

 
НОРМАЛЬНОЕ РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
РОДА СО СЛАБОЙ ОСОБЕННОСТЬЮ 
 
Íà îñíîâàíèè ìåðîìîðôíîãî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè èçîáðàæå-
íèÿ ðåøåíèÿ íîðìàëèçîâàííîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ òèïà Ôðåäãîëüìà âòîðî-
ãî ðîäà ïðîâåäåíà ðåãóëÿðèçàöèÿ îáðàòíîãî îïåðàòîðà Ìóðà – Ïåíðîóçà ñî ñëàáîé 
îñîáåííîñòüþ, à òàêæå îñîáåííîñòüþ òèïà íüþòîíîâñêîãî ïîòåíöèàëà, çàäàííîãî 
íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñ êðàåì. 
 
NORMAL SOLUTION OF THE FIRST KIND INTEGRAL 
EQUATION WITH WEAK PECULIARITY 
 
On the basis of meromorphic (relative to regularization parameter) solution represen-
tation to the normalized integral second kind Fredholm-type equation, the regularization 
of the Moor – Penrose inverse operator with weak peculiarity and also with peculiarity 
of Newtonian potential type, given on the manifold with an edge, has been carried out.  
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 20.07.04 
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А. Я. Бомба, І. М. Присяжнюк 
 

ЗАДАЧІ ТИПУ «ФІЛЬТРАЦІЯ-КОНВЕКЦІЯ» У ТРИЗВ’ЯЗНИХ  
ОБЛАСТЯХ ІЗ КРАЙОВИМИ УМОВАМИ ОСЕРЕДНЕННЯ 
 

Îäåðæàíî ðîçâ’ÿçêè êëàñó çàäà÷ òèïó «ô³ëüòðàö³ÿ-êîíâåêö³ÿ» ó òðèçâ’ÿçí³é 
îáëàñò³, îáìåæåí³é åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè, ó âèïàäêó, êîëè íà íåâ³äîì³é 
ä³ëÿíö³ âèõîäó òå÷³¿ ç îäíîãî ³ç âíóòð³øí³õ êîíòóð³â – ñêëàäîâèõ ¿¿ ãðàíèö³, 
çàäàºòüñÿ óìîâà îñåðåäíåííÿ. Â îñíîâ³ ¿õ ïîáóäîâè – ³äåÿ «êîíôîðìíîãî 
ïåðåõîäó» â³ä äàíî¿ îáëàñò³ ç ðîçð³çîì âçäîâæ îäí³º¿ ³ç ë³í³é ðîçä³ëó òå÷³¿ äî 
â³äïîâ³äíî¿ îáëàñò³ êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ 
ðîçðàõóíê³â çà îòðèìàíèìè ôîðìóëàìè. 

 

ЗАДАЧИ ТИПА «ФИЛЬТРАЦИЯ-КОНВЕКЦИЯ» В ТРЕХСВЯЗНЫХ 
ОБЛАСТЯХ С КРАЕВЫМИ УСЛОВИЯМИ УСРЕДНЕНИЯ 
 

Ïîëó÷åíû ðåøåíèÿ êëàññà çàäà÷ òèïà «ôèëüòðàöèÿ-êîíâåêöèÿ» â òðåõñâÿçíîé îá-
ëàñòè, îãðàíè÷åííîé ýêâèïîòåíöèàëüíûìè ëèíèÿìè, â ñëó÷àå, êîãäà íà ó÷àñòêå 
âûõîäà òå÷åíèÿ èç îäíîãî èç âíóòðåííèõ êîíòóðîâ – ñîñòàâíûõ åå ãðàíèöû, çàäà-
åòñÿ óñëîâèå óñðåäíåíèÿ. Â îñíîâå èõ ïîñòðîåíèÿ – èäåÿ «êîíôîðìíîãî ïåðåõîäà» 
îò äàííîé îáëàñòè ñ ðàçðåçîì âäîëü îäíîé èç ëèíèé ðàçäåëà òå÷åíèÿ ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåé îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëîâûõ 
ðàñ÷åòîâ ïî ïîëó÷åííûì ôîðìóëàì. 
 

PROBLEMS OF «CONVECTION-FILTRATION» TYPE IN THREE-COHERENT 
DOMAINS WITH BOUNDARY CONDITIONS OF AVERAGING 
 

The solutions to one class of problems of «filtration-convection» type in three-coherent 
domain, bounded by equipotential lines are obtained in the case, when the averaging 
condition is given on the unknown part of the flow output from one of internal 
contours – its compound border. The idea of conform transition from the given domain 
with a cross-section along one of the lines of flow to the appropriate domain of 
complex potential is in the basis of their construction. The results of numerical cal-
culations are given. 
 

Ðiâí. äåðæ. ãóìàíiò. óí-ò, Ðiâíå Îäåðæàíî 
 30.04.04 
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А. П. Власюк, П. М. Мартинюк 
 

ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ СТАБІЛІЗОВАНИМИ СХЕМАМИ МСЕ 
ФІЛЬТРАЦІЙНОЇ КОНСОЛІДАЦІЇ ТІЛА ҐРУНТОВОЇ ГРЕБЛІ 
З УРАХУВАННЯМ ТЕПЛОМАСОПЕРЕНОСУ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äâîâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîí-
ñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³ ç óðàõóâàííÿì ìàñîïåðåíîñó ñîëåé â íå³çîòåð-
ì³÷íîìó ðåæèì³ òà îòðèìàíî ¿¿ ÷èñëîâèé ðîçâ’ÿçîê ç âèêîðèñòàííÿì ñòàá³-
ë³çàö³éíèõ ñõåì ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Íà îñíîâ³ ïðîâåäåíèõ ÷èñëîâèõ 
åêñïåðèìåíò³â ïîêàçàíî âïëèâ ìàñîïåðåíîñó ñîëåé òà íå³çîòåðì³÷íèõ óìîâ íà 
ïðîöåñ ô³ëüòðàö³éíî¿ êîíñîë³äàö³¿ ò³ëà ´ðóíòîâî¿ ãðåáë³. 

 
ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СТАБИЛИЗАЦИОННЫМИ 
СХЕМАМИ МКЭ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ КОНСОЛИДАЦИИ ТЕЛА 
ГРУНТОВОЙ ПЛОТИНЫ С УЧЁТОМ ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОСА 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äâóõìåðíîé çàäà÷è ôèëüòðàöèîííîé 
êîíñîëèäàöèè òåëà ãðóíòîâîé ïëîòèíû ñ ó÷¸òîì ìàññîïåðåíîñà ñîëåé â íåèçî-
òåðìè÷åñêîì ðåæèìå è ïîëó÷åíî å¸ ÷èñëåííîå ðåøåíèå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòàáèëè-
çàöèîííûõ ñõåì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Íà îñíîâàíèè ïðîâåä¸ííûõ ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàíî âëèÿíèå ìàññîïåðåíîñà ñîëåé è íåèçîòåðìè÷åñêèõ 
óñëîâèé íà ïðîöåññ ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè òåëà ãëèíèñòîé ïëîòèíû. 
 
NUMERICAL MODELING OF FILTRATION CONSOLIDATION 
PROBLEM OF THE BODY OF SOIL DAM TAKING INTO ACCOUNT HEAT 
AND MASS TRANSFER BY STABILIZED FINITE ELEMENT METHOD 
 
A mathematical model of filtration consolidation problem of the body of soil dam 
taking into account the salt transfer and non-isothermal conditions has been 
formulated. The numerical solution of the corresponding two-dimensional boundary-
value problem has been found by the stabilized finite element method. The influence of 
the salt transfer and non-isothermal conditions on the filtration consolidation process 
has been investigated by means of the numerical experiment. 
 
Óêð. äåðæ. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà Îäåðæàíî 
òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ð³âíå 11.05.04 
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М. М. Войтович, Ю. П. Тополюк 
 
ШВИДКІСТЬ ЗБІЖНОСТІ ІТЕРАЦІЙНОГО МЕТОДУ ДЛЯ ЗАДАЧІ 
З ВІЛЬНОЮ ФАЗОЮ З ІЗОМЕТРИЧНИМ ОПЕРАТОРОМ 
 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ âàð³àö³éíà çàäà÷à ïðî ïñåâäîðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ ç â³ëüíîþ ôà-
çîþ ïðàâî¿ ÷àñòèíè ó âèïàäêó ³çîìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà â ã³ëüáåðòîâèõ ïðî-
ñòîðàõ. Äîâîäèòüñÿ çá³æí³ñòü ìåòîäó ïðîñòî¿ ³òåðàö³¿, çàñòîñîâàíîãî äî 
ð³âíÿííÿ Åéëåðà çàäà÷³. Âñòàíîâëåíî, ùî ïîçà òî÷êàìè ãàëóæåííÿ ìåòîä 
çá³ãàºòüñÿ ç³ øâèäê³ñòþ ãåîìåòðè÷íî¿ ïðîãðåñ³¿. Îäåðæàíî àïîñòåð³îðí³ 
îö³íêè øâèäêîñò³ çá³æíîñò³. 

 
СКОРОСТЬ СХОДИМОСТИ ИТЕРАЦИОННОГО МЕТОДА  
ДЛЯ ЗАДАЧИ СО СВОБОДНОЙ ФАЗОЙ С ИЗОМЕТРИЧЕСКИМ ОПЕРАТОРОМ  
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ âàðèàöèîííàÿ çàäà÷à î ïñåâäîðåøåíèÿõ óðàâíåíèÿ ñî ñâîáîäíîé 
ôàçîé ïðàâîé ÷àñòè â ñëó÷àå èçîìåòðè÷åñêîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ. Äîêàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà ïðîñòîé èòåðàöèè, ïðèìåíåííîãî 
ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà çàäà÷è. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çà èñêëþ÷åíèåì òî÷åê âåòâëåíèÿ 
ìåòîä ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè. Ïîëó÷åíû àïîñòåðè-
îðíûå îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. 
 
VELOCITY OF CONVERGENCE OF ITERATIVE METHOD 
FOR THE PROBLEM WITH FREE PHASE WITH ISOMETRIC OPERATOR 
 
The variational problem on pseudo-solutions of the equation with free phase in the case 
of isometric operator in Hilbert spaces is considered. The convergence of the simple 
iteration method, applied to the Euler equation of the problem, is proved. The geometric 
progression velocity of convergence of the method – without branching points – is 
established. A posteriori estimation of the convergence velocity is obtained. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 29.04.04 
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ÓÄÊ 539.3 
 
Я. М. Григоренко, Л. С. Рожок 
 
ЗАСТОСУВАННЯ ДИСКРЕТНИХ РЯДІВ ФУР’Є ДО РОЗВ’ЯЗАННЯ 
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ СТАТИКИ ПРУЖНИХ ТІЛ НЕКАНОНІЧНОЇ ФОРМИ 
 

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ äâîâèì³ðíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí ïëàñòèí, 
îáîëîíîê ³ ïðîñòîðîâèõ ò³ë çàïðîïîíîâàíî íåòðàäèö³éíèé ï³äõ³ä, ùî áàçó-
ºòüñÿ íà çâåäåíí³ äâîâèì³ðíèõ çàäà÷ äî îäíîâèì³ðíèõ ³ç çàñòîñóâàííÿì äèñ-
êðåòíèõ ðÿä³â Ôóð’º. Äâîâèì³ðíà êðàéîâà çàäà÷à ì³ñòèòü ÿê ìíîæíèêè ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³ÿõ ãåîìåòðè÷í³ òà ìåõàí³÷í³ ïàðàìåòðè, ùî íå äî-
çâîëÿþòü â³äîêðåìèòè çì³íí³. Ââåäåííÿ äîïîâíÿëüíèõ ôóíêö³é, ÿê³ âêëþ÷à-
þòü â ñåáå ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ³ ¿õí³ ïîõ³äí³ ðàçîì ç âêàçàíèìè ìíîæíè-
êàìè, äîçâîëÿº çà ðàõóíîê ðîçâèíåííÿ óñ³õ ôóíêö³é â ðÿäè Ôóð’º â îäíîìó êî-
îðäèíàòíîìó íàïðÿìêó çâåñòè çàäà÷ó äî îäíîâèì³ðíî¿. Ïðè ³íòåãðóâàíí³ îä-
íîâèì³ðíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ àìïë³òóäí³ çíà÷åííÿ äîïîâíÿëüíèõ ôóíêö³é âè-
çíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ðÿä³â Ôóð’º ôóíêö³é, ùî çàäàí³ íà äèñêðåòí³é ìíî-
æèí³ òî÷îê. Îäíîâèì³ðíó êðàéîâó çàäà÷ó ðîçâ’ÿçóºìî ñò³éêèì ÷èñåëüíèì ìå-
òîäîì äèñêðåòíî¿ îðòîãîíàë³çàö³¿. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ó 
âèãëÿä³ ãðàô³ê³â ³ òàáëèöü. 

 
ПРИМЕНЕНИЕ ДИСКРЕТНЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧ 
СТАТИКИ УПРУГИХ ТЕЛ НЕКАНОНИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 
 
Äëÿ ðåøåíèÿ äâóìåðíûõ êðàåâûõ çàäà÷ î íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè ïëàñòèí, îáî-
ëî÷åê è ïðîñòðàíñòâåííûõ òåë ïðåäëîæåí íåòðàäèöèîííûé ïîäõîä, îñíîâàííûé 
íà ñâåäåíèè äâóìåðíûõ çàäà÷ ê îäíîìåðíûì ñ ïðèìåíåíèåì äèñêðåòíûõ ðÿäîâ 
Ôóðüå. Äâóìåðíàÿ êðàåâàÿ çàäà÷à ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ìíîæèòåëåé ïðè ðàçðåøà-
þùèõ ôóíêöèÿõ ãåîìåòðè÷åñêèå è ìåõàíè÷åñêèå ïàðàìåòðû, êîòîðûå íå ïîçâîëÿ-
þò ðàçäåëèòü ïåðåìåííûå. Ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå âêëþ÷à-
þò â ñåáÿ ðàçðåøàþùèå ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå âìåñòå ñ óêàçàííûìè ìíîæè-
òåëÿìè, ïîçâîëÿåò ïóòåì ðàçëîæåíèÿ âñåõ ôóíêöèé â ðÿäû Ôóðüå â îäíîì êîîð-
äèíàòíîì íàïðàâëåíèè ñâåñòè çàäà÷ó ê îäíîìåðíîé. Ïðè èíòåãðèðîâàíèè îäíî-
ìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è àìïëèòóäíûå çíà÷åíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ôóíêöèé îïðåäå-
ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ðÿäîâ Ôóðüå äëÿ ôóíêöèé, êîòîðûå çàäàíû íà äèñêðåòíîì 
ìíîæåñòâå òî÷åê. Îäíîìåðíóþ êðàåâóþ çàäà÷ó ðåøàåì óñòîé÷èâûì ÷èñëåííûì 
ìåòîäîì äèñêðåòíîé îðòîãîíàëèçàöèè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷ â 
âèäå ãðàôèêîâ è òàáëèö. 
 
APPLICATION OF DISCRETE FOURIER SERIES TO SOLVING BOUNDARY-VALUE 
STATIC PROBLEMS FOR ELASTIC BODIES OF NON-CANONICAL FORM 
 
The paper presents a nontraditional approach to solving two-dimensional boundary-
value problems on the stress state of plates, shells, and spatial bodies. The approach is 
based on the reduction of two-dimensional problem to one-dimensional one using the 
discrete Fourier series. The two-dimensional problem contains the geometric and 
mechanical parameters as the multipliers on solving functions what makes it impossible 
to separate the variables. Introduction of additional functions, which include resolving 
functions, and their derivatives together with indicated multipliers, allows us to reduce 
the problem to one-dimensional one through expansion of all the functions into the 
Fourier series in one coordinate direction. At integrating the one-dimensional boundary-
value problem, the amplitude values of additional functions are determined through the 
Fourier series of functions which are specified at the discrete set of points. The one-
dimensional boundary-value problem is solved by the stable numerical method of 
discrete orthogonalization. The results obtained are presented in the form of plots and 
tables. 
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà Îäåðæàíî 
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â 07.02.05 
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ÓÄÊ 539.3 
 
І. О. Бутрак 
 
АСИМПТОТИКА ДАЛЬНЬОГО ПОЛЯ ПЕРЕМІЩЕНЬ І НАПРУЖЕНЬ 
ВІД ДИНАМІЧНОГО РОЗКРИТТЯ ПРОСТОРОВОЇ ТРІЩИНИ 
 

Ðîçãëÿíóòî òðèâèì³ðíó çàäà÷ó äèôðàêö³¿ ãàðìîí³÷íèõ õâèëü íà ïðîñòîðîâ³é 
òð³ùèí³ â áåçìåæíîìó ïðóæíîìó ò³ë³. Øëÿõîì àïðîêñèìàö³¿ ÿäåð â ³íòåã-
ðàëüíèõ ïîäàííÿõ êîìïîíåíò â³äáèòèõ õâèëü îòðèìàíî ôîðìóëè äëÿ åôåê-
òèâíîãî ðîçðàõóíêó ïåðåì³ùåíü, íàïðóæåíü, à òàêîæ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â 
ðîçñ³ÿííÿ ó äàëüí³é çîí³ ÷åðåç ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ïðîòèëåæíèõ ïîâåðõîíü 
òð³ùèíè. 

 
АСИМПТОТИКА ДАЛЬНЕГО ПОЛЯ ПЕРЕМЕЩЕНИЙ И НАПРЯЖЕНИЙ 
ОТ ДИНАМИЧЕСКОГО РАСКРЫТИЯ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ТРЕЩИНЫ 
 
Ðàññìîòðåíà òðåõìåðíàÿ çàäà÷à äèôðàêöèè ãàðìîíè÷åñêèõ âîëí íà ïðîñòðàíñò-
âåííîé òðåùèíå â áåñêîíå÷íîì óïðóãîì òåëå. Ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ÿäåð â èí-
òåãðàëüíûõ ïðåäñòàâëåíèÿõ êîìïîíåíò îòðàæåííûõ âîëí ïîëó÷åíû ôîðìóëû 
äëÿ ýôôåêòèâíîãî ðàñ÷åòà ïåðåìåùåíèé, íàïðÿæåíèé, à òàêæå ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé ðàññåÿíèÿ â äàëüíåé çîíå ÷åðåç ñêà÷êè ïåðåìåùåíèé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïî-
âåðõíîñòåé òðåùèíû. 
 
ASYMPTOTICS OF FAR-FIELD OF DISPLACEMENTS AND STRESSES 
FROM SPATIAL CRACK DYNAMIC OPENING 
 
Within the three-dimensional statement, the harmonic wave diffraction problem for a 
spatial crack in an infinite elastic body is considered. The formulas for efficient deter-
mination of the far field displacements, stresses and scattering cross-section via displa-
cement jumps across the crack faces are obtained by means of approximation of the 
kernels in the integral representations of the scattered wave components. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 19.02.04 
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В. І. Шваб’юк 1, О. В. Максимович 1, Т. Я. Соляр 2 
 
РОЗРАХУНОК ДИНАМІЧНИХ КОЕФІЦІЄНТІВ ІНТЕНСИВНОСТІ НАПРУЖЕНЬ 
ДЛЯ ТІЛА З КРИВОЛІНІЙНОЮ ТРІЩИНОЮ ЗА АНТИПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Íàâåäåíî ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü á³ëÿ 
êðèâîë³í³éíèõ òð³ùèí äëÿ äèíàì³÷íèõ çàäà÷ çñóâó. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïðî-
âåäåíî ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ëàï-
ëàñà âèêîíàíî çà äîïîìîãîþ ìîäèô³êîâàíî¿ ôîðìóëè Ïðóäí³êîâà. 

 
РАСЧЕТ ДИНАМИЧЕСКИХ КОЭФФИЦИЕНТОВ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ ДЛЯ ТЕЛА 
С КРИВОЛИНЕЙНОЙ ТРЕЩИНОЙ В УСЛОВИЯХ АНТИПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ 
 
Ïðèâåäåíà ìåòîäèêà ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé âîçëå 
êðèâîëèíåéíûõ òðåùèí äëÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ ñäâèãà. Ðåøåíèå çàäà÷è ïðîâåäåíî 
ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Îáðàòíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà 
âûïîëíåíî ñ ïîìîùüþ ìîäèôèöèðîâàííîé ôîðìóëû Ïðóäíèêîâà. 
 
CALCULATION OF DYNAMIC STRESSES NEAR CURVILINEAR CRACKS UNDER 
SHEAR ON THE BASIS OF REFINED FORMULA OF LAPLACE NUMERICAL TRANSFORM 
 
The procedure for calculation of stress intensity factors near the curvilinear cracks for 
dynamic shear problems is presented. The problem is solved utilizing the inverse 
transformation, realized by means of Prudnikov modified formula. 
 
1 Ëóöüê. äåðæ. òåõí. óí-ò, ì. Ëóöüê, 
2 ²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
 ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 27.01.05 
 



12 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 2. – Ñ. 114-120. – 
Á³áë³îãð.: 10 íàçâ. – Óêð. 
 
ÓÄÊ 539.3 
 
В. Б. Говоруха 
 
СКІНЧЕННО-ЕЛЕМЕНТНЕ ДОСЛІДЖЕННЯ МІЖФАЗНОЇ ТРІЩИНИ 
В П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНОМУ МАТЕРІАЛІ З УРАХУВАННЯМ 
ПРИВЕРШИННОЇ АСИМПТОТИКИ НАПРУЖЕНЬ І ПЕРЕМІЩЕНЬ 
 

Ðîçãëÿíóòî íàïðóæåíèé ñòàí äâîõ æîðñòêî ç’ºäíàíèõ ì³æ ñîáîþ ï’ºçî-
åëåêòðè÷íèõ ò³ë, ì³æ ÿêèìè ðîçì³ùåíà åëåêòðîïðîíèêíà òð³ùèíà. Äëÿ 
ìîäåëþâàííÿ åëåêòðîìåõàí³÷íèõ ïîë³â íàâêîëî âåðøèíè òð³ùèíè âèêîðèñ-
òàíî ïîºäíàííÿ àñèìïòîòè÷íîãî òà ñê³í÷åííî-åëåìåíòíîãî ðîçâ’ÿçê³â. Çíàé-
äåíî êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ³ äëÿ îêðåìîãî âèïàäêó òð³ùèíè, 
äîâæèíà ÿêî¿ ìàëà ïîð³âíÿíî ç ðîçì³ðîì ò³ëà, ïðîâåäåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç 
ç òî÷íèì àíàë³òè÷íèì ðîçâ’ÿçêîì äëÿ íåñê³í÷åííî¿ îáëàñò³. 

 
КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ МЕЖФАЗНОЙ ТРЕЩИНЫ 
В ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКОМ МАТЕРИАЛЕ С УЧЕТОМ  
ПРИВЕРШИННОЙ АСИМПТОТИКИ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИЙ 
 
Ðàññìîòðåíî íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå äâóõ æåñòêî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé ïüå-
çîýëåêòðè÷åñêèõ òåë, íà ãðàíèöå ðàçäåëà êîòîðûõ íàõîäèòñÿ ýëåêòðîïðîâîäÿ-
ùàÿ òðåùèíà. Äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé â îêðåñòíîñòè 
âåðøèíû òðåùèíû èñïîëüçóåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêîãî è êîíå÷íî-
ýëåìåíòíîãî ðåøåíèé. Íàéäåíû êîýôôèöèåíòû èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé è äëÿ 
÷àñòíîãî ñëó÷àÿ òðåùèíû, äëèíà êîòîðîé ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè òåëà, 
ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñ òî÷íûì àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì äëÿ áåñêî-
íå÷íîé îáëàñòè. 
 
FINITE ELEMENT INVESTIGATION OF INTERFACE CRACK IN PIEZOELECTRIC MATERIAL 
WITH REGARD FOR NEAR-TIP ASYMPTOTICS OF STRESSES AND DISPLACEMENTS 
 
An electrically permeable interface crack in piezoelectric biomaterial is studied. An 
asymptotic solution in connection with the finite element method is derived. For 
electromechanical loads, the complex stress intensity factor for an interface crack is 
obtained. For a particular case the numerical results are compared with the exact 
analytical solutions, obtained for a piezoelectric biomaterial plane with an interface 
crack. 
 
Äí³ïðîïåòð. íàö. óí-ò, Äí³ïðîïåòðîâñüê Îäåðæàíî 
 25.08.04 
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К. М. Довбня, М. О. Чернишенко 
 
ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНОГО СТАНУ В ІЗОТРОПНИХ ОБОЛОНКАХ 
ДОВІЛЬНОЇ КРИВИНИ З ПОВЕРХНЕВИМИ ТРІЩИНАМИ 
 

Ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ³çîòðîï-
íî¿ îáîëîíêè äîâ³ëüíî¿ êðèâèíè ç ïîâåðõíåâîþ òð³ùèíîþ. Íàâåäåíî ðåçóëüòà-
òè ðîçðàõóíêó êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü ó öåíòðàëüí³é òî÷ö³ 
ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè â îáîëîíêàõ ïðè ð³çíèõ ñï³ââ³äíîøåííÿõ ãåîìåòðè÷íèõ 
ïàðàìåòð³â (òîâùèíè òà ãîëîâíèõ êðèâèí îáîëîíêè, ãëèáèíè é äîâæèíè òð³-
ùèíè). 

 
ИССЛЕДОВАНИЕ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ В ИЗОТРОПНЫХ ОБОЛОЧКАХ 
ПРОИЗВОЛЬНОЙ КРИВИЗНЫ С ПОВЕРХНОСТНЫМИ ТРЕЩИНАМИ 
 
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ èçî-
òðîïíîé îáîëî÷êè ïðîèçâîëüíîé êðèâèçíû ñ ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíîé. Ïðèâåäåíû 
ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé â öåíòðàëüíîé 
òî÷êå ïîâåðõíîñòíîé òðåùèíû â îáîëî÷êàõ ïðè ðàçíûõ ñîîòíîøåíèÿõ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ (òîëùèíû è ãëàâíûõ êðèâèçí îáîëî÷êè, ãëóáèíû è äëèíû 
òðåùèíû). 
 
INVESTIGATION OF STRESS STATE IN ISOTROPIC SHELLS OF ARBITRARY 
CURVATURE WITH SURFACE CRACKS  
 
The problem on determination of stressed-stained state of isotropic shell of arbitrary 
curvature with a surface crack is studied. The calculation result are presented for stress 
intensity factors at the central point of the surface crack for different relations of 
geometric parameters (the value of the shell main curvature, depth and length of the 
crack). 
 
Äîíåö. íàö. óí-ò, Äîíåöüê  Îäåðæàíî 
 14.12.04 
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В. С. Попович, Б. М. Калиняк 
 
ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ТЕРМОЧУТЛИВОГО ЦИЛІНДРА 
ПРИ КОНВЕКТИВНОМУ НАГРІВАННІ 
 

Âèçíà÷åíî òåìïåðàòóðíå ïîëå òà çóìîâëåíèé íèì íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé 
ñòàí êðóãîâîãî òåðìî÷óòëèâîãî öèë³íäðà, ïîâåðõíÿ ÿêîãî çàçíàº ñòàëîãî 
òèñêó ³ ÷åðåç íå¿ çä³éñíþºòüñÿ éîãî íàãð³âàííÿ øëÿõîì êîíâåêòèâíîãî òåï-
ëîîáì³íó ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì, òåìïåðàòóðà ÿêîãî ë³í³éíî çàëåæèòü â³ä 
÷àñó. Íåë³í³éíà çàäà÷à òåïëîïðîâ³äíîñò³ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ìåòîäîì ë³íåàðèçóþ-
÷èõ ïàðàìåòð³â ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà. Êâàç³ñòàòè÷íà 
çàäà÷à òåðìîïðóæíîñò³ çâåäåíà äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Âîëüòåððà äðó-
ãîãî ðîäó, ðîçâ’ÿçîê ÿêîãî ïîáóäîâàíî ìåòîäîì ïðîñòèõ ³òåðàö³é. 

 
ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО 
ЦИЛИНДРА ПРИ КОНВЕКТИВНОМ НАГРЕВЕ 
 
Îïðåäåëåíî òåìïåðàòóðíîå ïîëå è âûçâàííîå èì íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñî-
ñòîÿíèå êðóãîâîãî òåðìî÷óâñòâèòåëüíîãî öèëèíäðà, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî íàõî-
äèòñÿ ïîä ïîñòîÿííûì äàâëåíèåì è ÷åðåç íåå îñóùåñòâëÿåòñÿ íàãðåâ ïóò¸ì êîí-
âåêòèâíîãî òåïëîîîáìåíà ñ âíåøíåé ñðåäîé, òåìïåðàòóðà êîòîðîé ëèíåéíî çàâè-
ñèò îò âðåìåíè. Íåëèíåéíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè ðåøåíà ìåòîäîì ëèíåàðè-
çóþùèõ ïàðàìåòðîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Êâàçèñòàòè÷åñ-
êàÿ çàäà÷à òåðìîóðóãîñòè ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Âîëüòåððà âòîðî-
ãî ðîäà. Ðåøåíèå ïîñëåäíåãî ïîñòðîåíî ìåòîäîì ïðîñòûõ èòåðàöèé. 
 
THERMO-STRESSED STATE OF THERMOSENSITIVE CYLINDER 
UNDER CONVECTIVE HEATING  
 
The temperature field and stress-strained state in a circular thermosensitive cylinder 
induced by it is determined. The surface of the cylinder is subjected to constant loading 
and through this surface the cylinder is heated by the convective heat exchange with the 
environment, the temperature of which is time-dependent. The nonlinear heat 
conduction problem is solved using the method of linearizing parameters and the 
integral Laplace transformation. The quasi-static thermoelasticity problem is reduced to 
solving the integral Volterra second-kind equation. The last one is solved using the 
direct iteration procedure. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 28.12.04 
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Л. А. Фильштинский, Ю. В. Сиренко, Л. Л. Фильштинская 
 

СВЯЗАННЫЕ ТЕРМОУПРУГИЕ ПОЛЯ  
В СЛОЕ ПРИ СОСРЕДОТОЧЕННЫХ ВОЗБУЖДЕНИЯХ 
 

Ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ñâÿçàííîé çàäà÷è 

òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñëîÿ â 3  ñ ó÷åòîì êîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ òåïëà. Ñ ó÷åòîì ñòðóêòóðû îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíà ìàòðèöà 
ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äåéñòâèþ â ñëîå ãàðìîíè÷åñ-
êèõ âî âðåìåíè ñîñðåäîòî÷åííûõ óñèëèé è òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Ðàññìîòðå-
íû ïðèìåðû ñîñðåäîòî÷åííûõ ãàðìîíè÷åñêèõ è èìïóëüñíûõ âîçáóæäåíèé 
ñëîÿ. 

 
ЗВ’ЯЗАНІ ТЕРМОПРУЖНІ ПОЛЯ В ШАРІ ПРИ  
ЗОСЕРЕДЖЕНИХ ЗБУРЕННЯХ 
 
Ïîáóäîâàíî ïîâíó ñèñòåìó îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü çâ’ÿçàíî¿ çàäà÷³ òåðìî-

ïðóæíîñò³ äëÿ øàðó â 3  ç óðàõóâàííÿì ñê³í÷åííî¿ øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ òåï-
ëà. Ç óðàõóâàííÿì ñòðóêòóðè îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â îòðèìàíî ìàòðèöþ ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ùî â³äïîâ³äàº ä³þ÷èì ó øàð³ ãàðìîí³÷íèì çà ÷àñîì çîñå-
ðåäæåíèì çóñèëëÿì ³ òåïëîâèì äæåðåëàì. Ðîçãëÿíóòî ïðèêëàäè çîñåðåäæåíèõ 
ãàðìîí³÷íèõ òà ³ìïóëüñíèõ çáóðåíü øàðó. 
 
COUPLED THERMOELASTIC FIELDS IN THE LAYER  
IN THE CASE OF CONCENTRATED PERTURBATIONS 
 

The full system of coupled thermoelasticity homogeneous solutions for the layer in 3  
has been obtained in the case of finite heat distribution velocity. The matrix of the 
fundamental solutions has been obtained with the help of homogeneous solutions, 
according to the time harmonic concentrated forces and thermal sources, acting in the 
layer. The examples of the concentrated harmonic and impulse layer perturbations have 
been studied. 
 
Ñóì. ãîñ. óí-ò, Ñóìû Ïîëó÷åíî 
 14.04.04 
 
 
 



16 

ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2005. – 48, ¹ 2. – Ñ. 147-156. – 
Á³áë³îãð.: 20 íàçâ. – Óêð. 
 
ÓÄÊ 539.3 
 

О. Б. Гуменчук 
 

ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ЧАСТКОВО ПРОЗОРОГО ШАРУ 
ЗА УМОВ ДІЇ ТЕПЛОВОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ òåðìîíàïðóæåíîãî ñòà-
íó ÷àñòêîâî ïðîçîðîãî øàðó çà óìîâ ä³¿ òåïëîâîãî âèïðîì³íþâàííÿ, ñòâîðþ-
âàíîãî âèïðîì³íþâàëüíîþ ñèñòåìîþ, ùî ì³ñòèòü â³äáèâàëüí³ åëåìåíòè. Äî-
ñë³äæåíî âïëèâ ñïåêòðàëüíèõ çàëåæíîñòåé ðàä³àö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ìà-
òåð³àë³â øàðó, äæåðåë âèïðîì³íþâàííÿ ³ â³äáèâà÷à íà òåïëîâèä³ëåííÿ, 
òåìïåðàòóðó òà íàïðóæåííÿ ó øàð³. 

 
ТЕРМОНАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ ЧАСТИЧНО ПРОЗРАЧНОГО СЛОЯ 
ПРИ ВОЗДЕЙСТВИИ ТЕПЛОВОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíû è ðåøåíû çàäà÷è îá îïðåäåëåíèè òåðìîóïðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ÷àñ-
òè÷íî ïðîçðà÷íîãî ñëîÿ ïðè âîçäåéñòâèè òåïëîâîãî èçëó÷åíèÿ, ñîçäàâàåìîãî èçëó-
÷àþùåé ñèñòåìîé, ñîäåðæàùåé îòðàæàòåëüíûå ýëåìåíòû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå 
ñïåêòðàëüíûõ çàâèñèìîñòåé ðàäèàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëîâ ñëîÿ, 
èçëó÷àòåëÿ è îòðàæàòåëÿ íà òåïëîâûäåëåíèÿ, òåìïåðàòóðó è íàïðÿæåíèÿ â 
ñëîå. 
 
THERMO-STRESSED STATE OF PARTLY TRANSPARENT LAYER 
UNDER CONDITIONS OF HEAT RADIATION  
 
The problem on definition of thermostressed state of a partly transparent layer under 
the conditions of heat radiation, caused by real sources of radiation (including the re-
flecting elements) is formulated. The effect of spectral dependence of characteristics of 
the layer material, radiation sources, and reflector on the heat sources, temperature, and 
stresses in the layer is studied. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 16.11.04 
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Ю. В. Немировский, А. П. Янковский 
 
УТОЧНЕНИЕ АСИМПТОТИЧЕСКИХ РАЗЛОЖЕНИЙ РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ АНИЗОТРОПНЫХ ПЛАСТИН 
 

Ïîñòðîåíû âíåøíèå àñèìïòîòè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ðåøåíèé çàäà÷è ñòàöèî-
íàðíîé òåïëîïðîâîäíîñòè àíèçîòðîïíûõ ïëàñòèí ïðè ðàçëè÷íûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèÿõ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ïîëó÷àþùèåñÿ 
äâóìåðíûå ðàçðåøàþùèå óðàâíåíèÿ è èññëåäîâàíû àñèìïòîòè÷åñêèå ñâîéñò-
âà ðåøåíèé çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè. Ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè, ñ êîòî-
ðîé òåìïåðàòóðó â ïëàñòèíå çà ïðåäåëàìè ïîãðàíñëîÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ëè-
íåéíî èëè êâàäðàòè÷íî ðàñïðåäåëåííîé ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè. Ïðîâåäåíî 
ñðàâíåíèå ñ àñèìïòîòèêîé, ïîñòðîåííîé ðàíåå äðóãèìè àâòîðàìè. 

 
УТОЧНЕННЯ АСИМПТОТИЧНИХ РОЗВИНЕНЬ РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧІ 
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ АНІЗОТРОПНИХ ПЛАСТИН 
 
Ïîáóäîâàíî çîâí³øí³ àñèìïòîòè÷í³ ðîçêëàäè ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ñòàö³îíàðíî¿ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ àí³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ïðè ð³çíèõ ãðàíè÷íèõ óìîâàõ íà ëèöüîâèõ 
ïîâåðõíÿõ. Ïðîàíàë³çîâàíî îòðèìàí³ äâîâèì³ðí³ ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ð³âíÿííÿ ³ äîñë³ä-
æåíî àñèìïòîòè÷í³ âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³. Îòðèìàíî 
îö³íêè òî÷íîñò³, ç ÿêîþ òåìïåðàòóðó â ïëàñòèí³ ïîçà ïðèìåæîâèì øàðîì ìîæ-
íà ââàæàòè ë³í³éíî àáî êâàäðàòè÷íî ðîçïîä³ëåíîþ ïî òîâùèí³ êîíñòðóêö³¿. Âè-
êîíàíî ïîð³âíÿííÿ ç àñèìïòîòèêîþ, ïîáóäîâàíîþ ðàí³øå ³íøèìè àâòîðàìè. 
 
REVISION OF ASYMPTOTIC EXPANSIONS OF SOLUTIONS TO THE PROBLEM 
ON HEAT CONDUCTION OF ANISOTROPIC PLATES 
 
The external asymptotic expansion of solutions to the problem on stationary heat 
conduction of anisotropic plates under various boundary conditions on the facial 
surfaces are constructed. The obtained bidimensional resolving equations are analyzed 
and the asymptotic properties of solutions to the problem of heat conduction are 
studied. Estimations of accuracy, with which the temperature in the plate outside the 
boundary layer can be considered linearly or quadratically distributed through the 
thickness, are obtained. Comparison with asymptotic integrations, constructed earlier by 
other authors, is carried out. 
 
Èí-ò òåîðåò. è ïðèêë. ìåõàíèêè  Ïîëó÷åíî 
ÑÎ ÐÀÍ, Íîâîñèáèðñê, Ðîññèÿ 22.03.04 
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UDK 539.3 
 
S. J. Matysiak 

1, A. A. Yevtushenko 
2,3  

 
TRANSIENT HEAT CONDUCTION PROBLEM 
FOR A COMPOSITE LAYER ON A HOMOGENEOUS SUBSTRATE 
 

The paper deals with the transient heat conduction problems of a periodic 
composite layer joined with a homogeneous half-space. The layer is composed of 
periodically repeated cells with rectangular cross-sections. The composite solid is 
heated on its boundary by a normal heat flux with uniform intensity. From the 
results, some solutions of the heat conduction problems for the particular cases of 
the composite structure are also derived. The influence of thermal and geometric 
properties of the composite components on the temperature distributions is 
presented in the form of graphs. 

 
НЕСТАЦІОНАРНА ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ДЛЯ КОМПОЗИТНОЇ СМУГИ НА ОДНОРІДНІЙ ОСНОВІ 
 
Ðîçãëÿíóòî íåñòàö³îíàðíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ ñìóãè, íàíåñåíî¿ íà îäíî-
ð³äíó îñíîâó. Ñìóãà ñêëàäàºòüñÿ ³ç ïåð³îäè÷íî¿ ñèñòåìè êîì³ðîê ïðÿìîêóòíîãî 
ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó. Òàêå êóñêîâî-îäíîð³äíå íàï³âáåçìåæíå ò³ëî íàãð³âàºòüñÿ íà 
â³ëüí³é ïîâåðõí³ òåïëîâèì ïîòîêîì ñòàëî¿ ³íòåíñèâíîñò³. ×èñëîâ³ ðîçðàõóíêè 
ïðîâåäåíî äëÿ äåÿêèõ ÷àñòêîâèõ ôîðì êîìïîçèòó. Âïëèâ òåïëîô³çè÷íèõ ³ ãåîìåò-
ðè÷íèõ ïàðàìåòð³â çàäà÷³ íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ïîäàíî ó âèãëÿä³ ãðàô³ê³â. 
 
НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ 
КОМПОЗИЦИОННОЙ ПОЛОСЫ НА ОДНОРОДНОМ ОСНОВАНИИ 
 
Ðàññìîòðåíà íåñòàöèîíàðíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ïîëîñû, íàíåñåííîé 
íà îäíîðîäíîå îñíîâàíèå. Ïîëîñà ñîñòîèò èç ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû ÿ÷ååê ïðÿìî-
óãîëüíîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ. Íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè ñîñòàâíîå òåëî íàãðåâà-
åòñÿ òåïëîâûì ïîòîêîì ïîñòîÿííîé èíòåíñèâíîñòè. ×èñëîâûå ðàñ÷åòû ïðåä-
ñòàâëåíû äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ ôîðìû êîìïîçèòà. Âëèÿíèå òåïëîôè-
çè÷åñêèõ è ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ çàäà÷è íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû 
ïîêàçàíî â âèäå ãðàôèêîâ. 
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Б. Є. Монастирський 
 
МЕТОД ОЦІНКИ КОНТАКТНОГО ТЕРМІЧНОГО ОПОРУ КОНТАКТНОЇ  
ПАРИ ЗА НАЯВНОСТІ СИСТЕМИ ПОВЕРХНЕВИХ КРУГОВИХ ВИЇМОК 
 

Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðì³÷íîãî îïîðó äëÿ âèïàä-
êó âçàºìîä³¿ äâîõ íàï³âáåçìåæíèõ ò³ë çà íàÿâíîñò³ ñèñòåìè êðóãîâèõ âè¿ìîê 
ìàëî¿ âèñîòè íà ïîâåðõí³ îäíîãî ç ò³ë. Ïîáóäîâàíî îñåñèìåòðè÷íó ìîäåëü 
òàêîãî êîíòàêòó, ÿêà âðàõîâóº ñóêóïíèé âïëèâ êîíãëîìåðàòó íåîäíîð³äíîñ-
òåé íà ëîêàëüíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ â îêîë³ îêðåìî âçÿòîãî äå-
ôåêòó. Íà ö³é ï³äñòàâ³ ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî îñåñèìåòðè÷íó êîíòàê-
òíó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³, ÿêà ìåòîäîì ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çâå-
äåíà äî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ Àáåëÿ. Âèçíà÷åííÿ êîíòàêòíîãî òåðìîîïîðó 
ïîâåðõí³ ñïðÿæåííÿ ðåàë³çóºòüñÿ øëÿõîì óñåðåäíåííÿ ðåàëüíîãî ñòðèáêà 
òåìïåðàòóðè íà îêðåì³é âè¿ìö³. Çä³éñíåíî ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç ðåçóëüòàò³â, 
îòðèìàíèõ íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó, ç â³äîìèìè â ë³òåðàòóð³. 

 
МЕТОД ОЦЕНКИ КОНТАКТНОГО ТЕРМИЧЕСКОГО СОПРОТИВЛЕНИЯ КОНТАКТНОЙ ПАРЫ 
ПРИ НАЛИЧИИ СИСТЕМЫ ПОВЕРХНОСТНЫХ КРУГОВЫХ ВЫЕМОК 
 
Ïðåäëîæåí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî òåðìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ â ñëó-
÷àå âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ïîëóáåñêîíå÷íûõ òåë ïðè íàëè÷èè ñèñòåìû êðóãîâûõ 
âûåìîê íà ïîâåðõíîñòè îäíîãî èç íèõ. Ïîñòðîåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ ìîäåëü òàêî-
ãî êîíòàêòà, êîòîðàÿ ó÷èòûâàåò ñóììàðíîå âëèÿíèå êîíãëîìåðàòà íåîäíîðîä-
íîñòåé íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû â îêðåñòíîñòè ïðîèçâîëüíî âûáðàííîãî 
äåôåêòà. Íà ýòîì îñíîâàíèè ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà îñåñèììåòðè÷íàÿ êîí-
òàêòíàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè, êîòîðàÿ ìåòîäîì èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé ñâåäåíà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ Àáåëÿ. Îïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî òåð-
ìè÷åñêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ðåàëèçîâàíî ïóòåì óñðåäíåíèÿ ðåàëüíîãî ñêà÷êà òåìïå-
ðàòóðû íà îòäåëüíîé âûåìêå. Âûïîëíåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, 
ïîëó÷åííûõ íà îñíîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà, ñ èçâåñòíûìè â ëèòåðàòóðå.  
 
METHOD FOR EVALUATION OF CONTACT THERMAL RESISTANCE OF CONTACT PAIR 
IN THE PRESENCE OF A SET OF SURFACE PENNY-SHAPED RECESSES 
 
The paper presents a method for evaluation of contact thermal resistance in the case of 
interaction between two semi-infinite solids in the presence of a set of uniformly dis-
tributed surface penny-shaped recesses. The axially symmetric model of such thermal 
contact is constructed. It takes into account the total influence of the conglomerate of 
defects in the vicinity of arbitrary selected one. The corresponding axially symmetric 
problem is reduced to the integral Abel’s equation. The procedure for determination of 
the contact thermal resistance is based on averaging a real temperature jump on the 
surface of defect. Comparison of the results obtained with that known in the literature 
is carried out. 
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