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ПРО ОДНУ КОНСТРУКЦІЮ СКІНЧЕННОВИМІРНИХ 
РЕДУКЦІЙ НА ФУНКЦІОНАЛЬНИХ МНОГОВИДАХ  
 

Ñôîðìóëüîâàíî îñíîâí³ çàñàäè ñõåìè ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é ó òåðì³íàõ 
ñó÷àñíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîâè ç âèêîðèñòàííÿì ìàòåìàòè÷íèõ îá’ºêò³â 
äæåò-àíàë³çó, âñòàíîâëåíî îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ñõåìè òà ïðî³ëþñòðî-
âàíî ¿¿ íà ïðèêëàä³ êîíêðåòíèõ çàñòîñóâàíü. 

 
ОБ ОДНОЙ КОНСТРУКЦИИ КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕДУКЦИЙ 
НА ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ МНОГООБРАЗИЯХ  
 
Ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâû ñõåìû êîíå÷íîìåðíûõ ðåäóêöèé â òåðìèíîëîãèè ñîâðå-
ìåííîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ÿçûêà ñ èñïîëüçîâàíèåì îáúåêòîâ äæåò-àíàëèçà, óñòà-
íîâëåíû îñíîâíûå ñâîéñòâà ñõåìû, ïðîèëëþñòðèðîâàííûå íà ïðèìåðå.  
 
CONSTRUCTION OF FINITE-DIMENSIONAL REDUCTIONS 
ON FUNCTIONAL MANIFOLDS 
 
In this paper we state the basics of the finite reductions scheme in terms of modern 
mathematical language using the objects of jet analysis. We list the main properties of 
the scheme and illustrate it on the concrete applications.  
 
1 ²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè 
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ÓÄÊ 513.88 
 
Г. М. Піпа 
 
ПPO PЕЗОЛЬВЕНТУ ЗБУРЕННЯ, ЯКЕ ЗМІНЮЄ ОБЛАСТЬ ВИЗНАЧЕННЯ 
ВЛАСНОГО РОЗШИРЕННЯ ДОДАТНО ВИЗНАЧЕНОГО ОПЕРАТОРА 
 

Âñòàíîâëåíî çâ’ÿçîê ì³æ ðåçîëüâåíòàìè äåÿêîãî âëàñíîãî ðîçøèðåííÿ äàíîãî 
äîäàòíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà â ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ (öå ðîçøèðåííÿ 
ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê íåçáóðåíèé îïåðàòîð) ³ äåÿêèì ³íøèì îïåðàòîðîì, ÿêèé 
ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê çáóðåíèé. Ïðè öüîìó çãàäàí³ îïåðàòîðè ìàþòü ð³çí³ îáëàñ-
ò³ âèçíà÷åííÿ. 

 
О РЕЗОЛЬВЕНТЕ ВОЗМУЩЕНИЯ, ИЗМЕНЯЮЩЕГО ОБЛАСТЬ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
СОБСТВЕННОГО РАСШИРЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 
 
Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó ðåçîëüâåíòàìè íåêîòîðîãî ñîáñòâåííîãî ðàñøèðåíèÿ 
çàäàííîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå 
(ýòî ðàñøèðåíèå ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íåâîçìóùåííûé îïåðàòîð) è íåêîòîðûì 
äðóãèì îïåðàòîðîì, ðàññìàòðèâàåìûì êàê âîçìóùåííûé. Ïðè ýòîì îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ óïîìÿíóòûõ îïåðàòîðîâ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé. 
 
ON RESOLVENT OF PERTURBATION CHANGING THE DOMAIN OF DEFINITION 
OF PROPER EXTENSION OF POSITIVELY DEFINED OPERATOR 
 
The connection between the resolvents of proper extension of the given positively 
defined operator in the Hilbert space (this extension is interpreted as an unperturbated 
operator) and some other operator, which is interpreted as the perturbated one, is 
established. It should be noted that the mentioned operators have distinct domains of 
definition. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 25.02.04 
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ÓÄÊ 519.1 
 

Н. М. Дяків, Р. А. Заторський  
 

ДО F -ПАРАВИЗНАЧНИКІВ І F -ПАРАПЕРМАНЕНТІВ 
ТРИКУТНИХ МАТРИЦЬ 
 

Äîâåäåíî, ùî F -ïàðàâèçíà÷íèêè òà F -ïàðàïåðìàíåíòè º ÷àñòêîâèì âèïàä-
êîì â³äïîâ³äíî ïàðàâèçíà÷íèê³â ³ ïàðàïåðìàíåíò³â [2]. Âñòàíîâëåíî äåÿê³ 
òâåðäæåííÿ äëÿ F -ïàðàïåðìàíåíò³â, àíàëîã³÷í³ äî òâåðäæåíü ïðî F -ïà-
ðàâèçíà÷íèêè, ðîçãëÿíóòèõ â [1], à òàêîæ òâåðäæåííÿ ïðî âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ 
âåðõí³ìè òà íèæí³ìè F -ïàðàâèçíà÷íèêàìè òà âåðõí³ìè é íèæí³ìè F -
ïàðàïåðìàíåíòàìè. 

 
К F - ПАРАОПРЕДЕЛИТЕЛЯМ И F -ПАРАПЕРМАНЕНТАМ ТРЕУГОЛЬНЫХ МАТРИЦ 
 
Äîêàçàíî, ÷òî F -ïàðàîïðåäåëèòåëè è F -ïàðàïåðìàíåíòû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì 
ñëó÷àåì ïàðàîïðåäåëèòåëåé è ïàðàïåðìàíåíòîâ. Óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âåðõ-
íèìè è íèæíèìè F -ïàðàîïðåäåëèòåëÿìè è âåðõíèìè è íèæíèìè F -ïàðàïåðìà-
íåíòàìè, à òàêæå äîêàçàíû íåêîòîðûå âàæíûå óòâåðæäåíèÿ î F -ïàðàïåðìàíåí-
òàõ, àíàëîãè÷íûå èçâåñòíûì óòâåðæäåíèÿì î F -ïàðàîïðåäåëèòåëÿõ.  
 
ON F -PARADETERMINANTS AND F -PARAPERMANENTS OF TRIANGULAR MATRICES 
 
It is proved that F -paradeterminants and F -parapermanents are particular cases of 
paradeterminants and parapermanents. The relation between the upper and lover F -
paradeterminants and upper and lover F -parapermanents is established. Certain im-
portant statements on F -parapermanents, being counterparts of the known facts about 
F - parapermanents, are proved. 
 
Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Ò. Øåâ÷åíêà, Êè¿â,  Îäåðæàíî 
Ïðèêàðïàò. óí-ò 21.03.03 
³ì. Â. Ñòåôàíèêà, ²âàíî-Ôðàíê³âñüê 
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С. М. Ментинський 
 

ДВОСТОРОННІ НАБЛИЖЕННЯ ДО ПЕРІОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ 
СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Ïîáóäîâàíî òà äîñë³äæåíî íîâèé äâîñòîðîíí³é àíàëîã ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íîãî 
ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü À. Ì. Ñàìîéëåíêà äëÿ âèçíà÷åííÿ ïåð³îäè÷íèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Êîíñòðóêö³ÿ ïîñë³äîâ-
íèõ íàáëèæåíü òà óìîâè ¿õ çá³æíîñò³ äî ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ´ðóíòóþòüñÿ íà 
âëàñòèâîñò³ B -ìîíîòîííîñò³ (çà Þ. Â. Ïîêîðíèì) ïðàâèõ ÷àñòèí â³äïîâ³ä-
íèõ ð³âíÿíü. 

 
ДВУСТОРОННИЕ ПРИБЛИЖЕНИЯ К ПЕРИОДИЧЕСКИМ РЕШЕНИЯМ СИСТЕМ 
ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Ïîñòðîåí è èññëåäîâàí íîâûé äâóñòîðîííèé àíàëîã ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñîãî ìåòî-
äà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé À. Ì. Ñàìîéëåíêà â ïðèìåíåíèè ê îòûñêàíèþ 
ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. 
Êîíñòðóêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé è óñëîâèÿ èõ ñõîäèìîñòè ê ðåøå-
íèþ çàäà÷è áàçèðóþòñÿ íà ñâîéñòâå B -ìîíîòîííîñòè (ïî Þ. Â. Ïîêîðíîìó) ïðà-
âûõ ÷àñòåé ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé. 
 
BILATERAL APPROXIMATION TO PERIODIC SOLUTIONS OF SYSTEMS 
OF ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 
A new bilateral analogue of Samojlenko’s numerical-analytical method of consecutive 
approaches for determining the periodic solutions of systems of ordinary differential 
equations is constructed and investigated. The consecutive approaches construction and 
conditions of their convergence to solutions of the problem are based on the property of 
B -monotonicity (by J. V. Pokorny) of the right parts of the respective equations. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 16.07.03 
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ÓÄÊ 519.614 
 
Б. М. Подлевський 
 
ВАРІАЦІЙНИЙ ПІДХІД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ  
ДВОПАРАМЕТРИЧНИХ ЗАДАЧ НА ВЛАСНІ ЗНАЧЕННЯ 
 

Äëÿ äâîïàðàìåòðè÷íî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ â ñê³í÷åííîâèì³ðíîìó ä³éñíîìó 
ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³ íà îñíîâ³ ãðàä³ºíòíî¿ ïðîöåäóðè çàïðîïîíîâàíî ÷è-
ñåëüíèé ìåòîä çíàõîäæåííÿ ¿¿ âëàñíèõ çíà÷åíü ³ âëàñíèõ âåêòîð³â. 

 
ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ДВУХПАРАМЕТРИЧЕСКИХ 
ЗАДАЧ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
 
Äëÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è â êîíå÷íîìåðíîì äåéñòâèòåëü-
íîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå íà áàçå ãðàäèåíòíîé ïðîöåäóðû ïðåäëîæåí 
÷èñëåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ åå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ. 
 
VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTION OF TWO-PARAMETER 
EIGENVALUE PROBLEMS 
 
On the basis of gradient procedure for two-parameter eigenvalue problem in the finite-
dimensional real Hilbert space, the numerical method for determination of its eigenva-
lues and eigenvectors is proposed. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 07.05.03 
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І. Д. Пукальський 
 
ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ СИНГУЛЯРНИХ ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Ó ïðîñòîðàõ êëàñè÷íèõ ôóíêö³é ç³ ñòåïåíåâîþ âàãîþ äîâåäåíî ³ñíóâàííÿ ³ 
ºäèí³ñòü ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ñèíãóëÿðíèõ ïàðàáîë³÷íèõ ð³âíÿíü áåç 
îáìåæåíü íà ñòåïåíåâèé ïîðÿäîê âèðîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â. Âñòàíîâëåíî 
îö³íêè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ó â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîðàõ. 

 
ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНЫХ ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 
Â ïðîñòðàíñòâàõ êëàññè÷åñêèõ ôóíêöèé ñî ñòåïåííûì âåñîì äîêàçàíû ñóùåñòâî-
âàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèíãóëÿðíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé áåç îãðàíè÷åíèé íà ñòåïåííîé ïîðÿäîê âûðîæäåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ. 
Óñòàíîâëåíû îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ. 
 
CAUCHY PROBLEM FOR SINGULAR PARABOLIC EQUATIONS 
 
The existence and uniqueness of solution to the Cauchy problem for singular parabolic 
equations without limitation on the power order of the coefficient degeneration, are 
proved in the spaces of classic functions with the power weight. Estimation of solutions 
to the problem in the corresponding spaces is determined. 
 
×åðí³â. óí-ò ³ì. Þ. Ôåäüêîâè÷à, ×åðí³âö³ Îäåðæàíî 
 07.04.03 
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ÓÄÊ 517. 95 
 
М. М. Симотюк 
 
ДВОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Ââåäåíî ïîíÿòòÿ ( , )+∞ +∞ - ³ ( , ; , )α β   -êîðåêòíîñò³ äâîòî÷êîâî¿ çàäà÷³ äëÿ 

ïñåâäîäèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü. Âñòàíîâëåíî êðèòåð³é ( , )+∞ +∞ - êîðåêòíîñ-

ò³ çàäà÷³ ³ äëÿ ( , )+∞ +∞ -êîðåêòíî¿ çàäà÷³ ïîáóäîâàíî ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèé îïå-

ðàòîð. Âñòàíîâëåíî çâ’ÿçîê ì³æ ( , ; , )α β   -êîðåêòí³ñòþ çàäà÷³ òà ³ñíóâàí-
íÿì íåïåðåðâíîãî çàìèêàííÿ ¿¿ ðîçâ’ÿçóâàëüíîãî îïåðàòîðà. Çíàéäåíî óìîâè, 
ïðè ÿêèõ ðîçâ’ÿçóâàëüíèé îïåðàòîð ( , )+∞ +∞ -êîðåêòíî¿ çàäà÷³ äîïóñêàº íåïå-
ðåðâíå çàìèêàííÿ. Äîâåäåíî ìåòðè÷íi òåîðåìè ïðî âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ 
äëÿ ìàéæå âñ³õ (ñòîñîâíî ì³ðè Ëåáåãà) çíà÷åíü âóçë³â ³íòåðïîëÿö³¿ çàäà÷³.  

 
ДВУХТОЧЕЧНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПСЕВДОДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ( , )+∞ +∞ - è ( , ; , )α β   -êîððåêòíîñòè äâóõòî÷å÷íîé çàäà÷è äëÿ 

ïñåâäîäèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Óñòàíîâëåí êðèòåðèé ( , )+∞ +∞ -êîððåêòíî-

ñòè çàäà÷è è äëÿ ( , )+∞ +∞ -êîððåêòíîé çàäà÷è ïîñòðîåí åå ðàçðåøàþùèé îïåðà-

òîð. Íàéäåíà ñâÿçü ìåæäó ( , ; , )α β   -êîððåêòíîñòüþ çàäà÷è è ñóùåñòâîâàíèåì 
íåïðåðûâíîãî çàìûêàíèÿ åå ðàçðåøàþùåãî îïåðàòîðà. Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè 
êîòîðûõ ðàçðåøàþùèé îïåðàòîð ( , )+∞ +∞ -êîððåêòíîé çàäà÷è äîïóñêàåò íåïðå-
ðûâíîå çàìûêàíèå. Äîêàçàíû ìåòðè÷åñêèå òåîðåìû î âûïîëíèìîñòè òàêèõ óñëî-
âèé äëÿ ïî÷òè âñåõ (â ñìûñëå ìåðû Ëåáåãà) óçëîâ èíòåðïîëÿöèè çàäà÷è. 
 
TWO-POINT PROBLEM FOR PSEUDO-DIFFERENTIAL EQUATIONS  
 
The notions of ( , )+∞ +∞ - and ( , ; , )α β   -correctness of the two-point problem for 

pseudo-differential equations are introduced. The criterion of ( , )+∞ +∞ -correctness of 

this problem is proved. For the ( , )+∞ +∞ -correct problem the solving operator is con-

structed. The relation between ( , ; , )α β   -correctness of the problem and existence of 
continuous closure of its solving operator is obtained. The conditions of existence of 
continuous closure of its solving operator are established. The metric theorems about 
fulfilling theses conditions are proved.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 09.07.04 
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О. Д. Поліщук  
 
РОЗВ’ЯЗАННЯ ДВОСТОРОННІХ ЗАДАЧ ДІРІХЛЕ – НЕЙМАНА 
ДЛЯ РІВНЯННЯ ЛАПЛАСА В 3  МЕТОДАМИ ТЕОРІЇ ПОТЕНЦІАЛУ 
 

Âñòàíîâëåíî óìîâè êîðåêòíî¿ ðîçâ’ÿçíîñò³ äâîñòîðîíí³õ çàäà÷ Ä³ð³õëå – 

Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà â 3  òà åêâ³âàëåíòíèõ ¿ì ñèñòåì ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü äëÿ ñóìè ïîòåíö³àë³â ïðîñòîãî ³ ïîäâ³éíîãî øàðó â ã³ëüáåðòîâèõ 
ïðîñòîðàõ ôóíêö³é, ÿê³, ÿê ³ ¿õí³ íîðìàëüí³ ïîõ³äí³, ìàþòü ñòðèáîê ïðè 
ïåðåõîä³ ÷åðåç ãðàíèöþ îáëàñò³. 

 
РЕШЕНИЕ ДВУСТОРОННИХ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ – НЕЙМАНА 
ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ЛАПЛАСА В 3  МЕТОДАМИ ТЕОРИИ ПОТЕНЦИАЛА 
 
Óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ êîððåêòíîé ðàçðåøèìîñòè äâóñòîðîííèõ çàäà÷ Äèðèõëå – 

Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ëàïëàñà â 3  è ýêâèâàëåíòíûõ èì ñèñòåì èíòåãðàëüíûõ 
óðàâíåíèé äëÿ ñóììû ïîòåíöèàëîâ ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ â ãèëüáåðòîâûõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ ôóíêöèé, êîòîðûå, êàê è èõ íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå, èìåþò ñêà÷îê 
ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç ãðàíèöó îáëàñòè. 
 
SOLUTION OF BILATERAL DIRICHLET – NEUMANN PROBLEMS 
FOR THE LAPLACIAN IN 3  BY POTENTIAL THEORY METHODS 
 
The conditions of correct solvability of bilateral Dirichlet –Neumann problems for the 

Laplacian in 3  and equivalent to them integral equation systems for simple and 
double potentials sum are determined in the Hilbert spaces, the elements of which, as 
well as their normal derivatives, have a jump through the boundary surface. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 14.07.04 
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МЕТОД ПОЛІНОМІВ ЛАҐЕРРА РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧІ ЛЕМБА 
 

Çàïðîïîíîâàíî äâà ï³äõîäè äî ðîçâ’ÿçàííÿ êëàñè÷íî¿ çàäà÷³ Ëåìáà ïðî ä³þ 
çîñåðåäæåíî¿ ñèëè íà ãðàíèöþ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó: çà äîïîìîãîþ ³íòåã-
ðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ëàïëàñà òà ìåòîäó ïîë³íîì³â Ëà´åððà, ïðè÷îìó â 
ïåðøîìó âèïàäêó âäàëîñÿ îòðèìàòè àíàë³òè÷íèé âèðàç âåðòèêàëüíîãî ïåðå-
ì³ùåííÿ ãðàíèö³ ïðóæíîãî ï³âïðîñòîðó. Äîâåäåíî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñóâàí-
íÿ äðóãîãî ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³. 

 
МЕТОД ПОЛИНОМОВ ЛАГЕРРА РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛЕМБА 
 
Ïðåäëîæåíû äâà ïîäõîäà ê ðåøåíèþ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è Ëåìáà î äåéñòâèè ñîñðå-
äîòî÷åííîé ñèëû íà ãðàíèöó óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà: ñ ïîìîùüþ èíòåãðàëü-
íîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ìåòîäà ïîëèíîìîâ Ëàãåððà. Â ïåðâîì ñëó÷àå óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå âåðòèêàëüíîãî äâèæåíèÿ ãðàíèöû óïðó-
ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Äîêàçàíà ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ âòîðîãî ïîäõîäà ê 
ðåøåíèþ çàäà÷è. 
 
METHOD OF LAGUERRE POLYNOMIALS FOR SOLUTION OF LAMB PROBLEM 
 
Two methods for solution of classical Lamb problem are proposed: the Laplace integral 
transformation and the method of Laguerre polynomials. In the first case it was pos-
sible to obtain the analytical expression for vertical displacement of elastic half-space. 
The effectiveness of using the second method is also proved. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 26.03.03 
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Б. В. Процюк 
 

ФУНКЦІЇ ҐРІНА ЗАДАЧ СТАТИКИ ДЛЯ ШАРУВАТИХ ТІЛ  
ІЗ ПЛОСКОПАРАЛЕЛЬНИМИ МЕЖАМИ ПОДІЛУ 
 

Ïîáóäîâàíî ç âèä³ëåíèìè îñîáëèâîñòÿìè ôóíêö³¿ ¥ð³íà äâîâèì³ðíèõ îñåñè-
ìåòðè÷íèõ ³ òðèâèì³ðíèõ ñòàòè÷íèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ äëÿ ³çîòðîïíèõ 
øàðóâàòèõ ï³âïðîñòîðó òà øàðó çà ÷îòèðüîõ îñíîâíèõ âàð³àíò³â ãðàíè÷-
íèõ óìîâ ³ øàðóâàòîãî ïðîñòîðó, ÿê³ äëÿ çàçíà÷åíèõ îáëàñòåé äëÿ â³äïîâ³ä-
íèõ çàäà÷ âèçíà÷àþòüñÿ íà îñíîâ³ îäíèõ ³ òèõ ñàìèõ êëþ÷îâèõ ñï³ââ³äíî-
øåíü. Ðåãóëÿðí³ äîäàíêè ïîäàíî ó âèãëÿä³ íåâëàñíèõ ³íòåãðàë³â â³ä åêñïîíåí-
ö³àëüíî ñïàäíèõ ôóíêö³é. 

 
ФУНКЦИИ ГРИНА ЗАДАЧ СТАТИКИ ДЛЯ СЛОИСТЫХ ТЕЛ 
С ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНЫМИ ГРАНИЦАМИ РАЗДЕЛА 
 
Ïîñòðîåíû ñ âûäåëåííûìè îñîáåííîñòÿìè ôóíêöèè Ãðèíà äâóõìåðíûõ îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ è òðåõìåðíûõ ñòàòè÷åñêèõ çàäà÷ óïðóãîñòè äëÿ èçîòðîïíûõ ñëîèñ-
òûõ ïîëóïðîñòðàíñòâà è ñëîÿ ïðè ÷åòûðåõ îñíîâíûõ âàðèàíòàõ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé è ñëîèñòîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûå äëÿ óêàçàííûõ îáëàñòåé äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ çàäà÷ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâàíèè îäíèõ è òåõ æå êëþ÷åâûõ ñîîò-
íîøåíèé. Ðåãóëÿðíûå ñëàãàåìûå ïðåäñòàâëåíû â âèäå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ 
îò ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùèõ ôóíêöèé.  
 
GREEN’S FUNCTIONS OF PROBLEMS OF STATICS FOR LAYERED 
BODIES WITH PLANE-PARALLEL INTERFACES  
 
Green’s functions – with marked properties – for 2D axisymmetric and 3D static 
elasticity problems are constructed for an isotropic layered half-space and a layer under 
four main versions of boundary conditions and for a layered space, which (for the 
given regions of the corresponding problems) are defined on the basis of the same key 
relations. The regular summands are presented in the form of improper integrals from 
the exponentially decaying functions. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 01.11.04 
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М. М. Кундрат 

1, Г. Т. Сулим 2 
 
КОМПОЗИЦІЯ З ВКЛЮЧЕННЯМ ЗА РОЗТЯГУ 
ЗОСЕРЕДЖЕНИМИ СИЛАМИ  
 

Çà óìîâ ïëîñêî¿ çàäà÷³ äîñë³äæóºòüñÿ ãðàíè÷íà ð³âíîâàãà êîìïîçèö³¿ ç 
æîðñòêèì ë³í³éíèì âêëþ÷åííÿì ï³ä ÷àñ ðîçòÿãó ïëàñòèíè çîñåðåäæåíèìè 
ñèëàìè. Ëîêàë³çîâàí³ çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ (îñëàáëåíîãî êîíòàêòó) ðîçâèâà-
þòüñÿ óçäîâæ ìåæ³ ïëàñòèíà – âêëþ÷åííÿ, ïðîñóâàþ÷èñü â³ä ê³íö³â äî öåíò-
ðàëüíî¿ ÷àñòèíè âêëþ÷åííÿ. Àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ îòðèìàíî çà äîïî-
ìîãîþ êîìïëåêñíèõ ïîòåíö³àë³â çâåäåííÿì äî çàäà÷³ ñïðÿæåííÿ. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ íàâàíòàæåííÿ íà ðîçâèòîê ñìóã ïåðåäðóéíóâàííÿ, ðîçïîä³ëè êîíòàêò-
íèõ íàïðóæåíü òà îñüîâèõ çóñèëü ó âêëþ÷åíí³. ²ç âèêîðèñòàííÿì äåôîðìà-
ö³éíîãî êðèòåð³þ ðóéíóâàííÿ ç’ÿñîâàíî ãðàíè÷í³ íàâàíòàæåííÿ ìîæëèâîãî 
â³äøàðóâàííÿ âêëþ÷åííÿ ÷è éîãî ðîçðèâó. 

 
КОМПОЗИЦИЯ С ВКЛЮЧЕНИЕМ ПРИ РАСТЯЖЕНИИ СОСРЕДОТОЧЕННЫМИ СИЛАМИ 
 
Â óñëîâèÿõ ïëîñêîé çàäà÷è èññëåäóåòñÿ ïðåäåëüíîå ðàâíîâåñèå êîìïîçèöèè ñ æåñò-
êèì ëèíåéíûì âêëþ÷åíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè ïëàñòèíû ñîñðåäîòî÷åííûìè ñèëà-
ìè. Ëîêàëèçîâàííûå çîíû ïðåäðàçðóøåíèÿ (îñëàáëåííîãî êîíòàêòà) ðàçâèâàþòñÿ 
âäîëü ãðàíèöû ïëàñòèíà – âêëþ÷åíèå, ïðîäâèãàÿñü îò åãî òîðöîâ ê öåíòðàëüíîé 
÷àñòè. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è ïîëó÷åíî ñ ïîìîùüþ êîìïëåêñíûõ ïîòåí-
öèàëîâ ñâåäåíèåì ê çàäà÷å ñîïðÿæåíèÿ. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå íàãðóçêè íà ðàçâèòèå 
çîí ïðåäðàçðóøåíèÿ, ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé è îñåâûõ óñèëèé âî 
âêëþ÷åíèè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì äåôîðìàöèîííîãî êðèòåðèÿ ðàçðóøåíèÿ óñòàíîâëå-
íû ïðåäåëüíûå íàãðóçêè âîçìîæíîãî îòñëîåíèÿ âêëþ÷åíèÿ èëè åãî ðàçðûâà. 
 
COMPOSITION WITH INCLUSION AT TENSION BY СОNCENTRATED FORCES 
 
Limit equilibrium of composition with a rigid fiber inclusion at tension by concentrated 
forces under conditions of plane problem is studied. The localized zones of prefracture 
(weakened contact) develop along the plate-inclusion boundary from its ends to the 
central part. Analytical solution of the problem by means of complex potentials is obta-
ined. The influence of load on development of prefracture zones, distribution of contact 
stresses, and axial forces in the inclusion is analyzed. Limiting loads of possible separa-
tion of the inclusion or its rupture are found using the strain criterion of rupture.  
 
1 
Óêð. äåðæ. óí-ò âîäíîãî ãîñï-âà Îäåðæàíî 

 òà ïðèðîäîêîðèñòóâàííÿ, Ð³âíå, 19.04.04 
2 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â 
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І. В. Харун, С. В. Козінов 
 
ВЗАЄМОДІЯ МІЖФАЗНИХ ТРІЩИН ІЗ ЗОНАМИ КОНТАКТУ В 
АНІЗОТРОПНОМУ БІМАТЕРІАЛІ У ПОЛІ РОЗТЯГУ ТА ЗСУВУ 
 

Ìåòîäàìè òåîð³¿ ôóíêö³é êîìïëåêñíî¿ çì³ííî¿ ïîáóäîâàíî çàìêíåíèé ðîçâ’ÿ-
çîê ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ äëÿ íåñê³í÷åííî¿ àí³çîòðîïíî¿ á³ìàòåð³àëüíî¿ 
ïëîùèíè àáî ïðîñòîðó ³ç ñèñòåìîþ ì³æôàçíèõ òð³ùèí ïðè íàÿâíîñò³ ìà-
ëèõ çîí ãëàäêîãî êîíòàêòó áåðåã³â á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí. Íà îñíîâ³ ÷èñëîâîãî 
àíàë³çó îäåðæàíîãî ðîçâ’ÿçêó, ïðîâåäåíîãî äëÿ âèïàäêó äâîõ òð³ùèí, äîñë³ä-
æåíî çàëåæíîñò³ âåëè÷èí çîí êîíòàêòó òà êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íà-
ïðóæåíü â³ä ðîçì³ð³â òð³ùèí ³ â³äñòàí³ ì³æ íèìè. 

 
ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ МЕЖФАЗНЫХ ТРЕЩИН С ЗОНАМИ КОНТАКТА В АНИЗОТРОПНОМ 
БИМАТЕРИАЛЕ В ПОЛЕ РАСТЯЖЕНИЯ И СДВИГА  
 

Ìåòîäàìè òåîðèè ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî ïîñòðîåíî çàìêíóòîå ðå-
øåíèå ïëîñêîé çàäà÷è óïðóãîñòè äëÿ áåñêîíå÷íîé àíèçîòðîïíîé áèìàòåðèàëüíîé 
ïëîñêîñòè èëè ïðîñòðàíñòâà ñ ñèñòåìîé ìåæôàçíûõ òðåùèí ïðè íàëè÷èè ìà-
ëûõ çîí ãëàäêîãî êîíòàêòà áåðåãîâ âáëèçè âåðøèí òðåùèí. Â ðåçóëüòàòå ÷èñëåí-
íîãî àíàëèçà ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ, ïðîâåäåííîãî äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ òðåùèí, èññëåäî-
âàíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èí çîí êîíòàêòà è êîýôôèöèåíòîâ èíòåíñèâíîñòè íà-
ïðÿæåíèé îò ðàçìåðîâ òðåùèí è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó íèìè.  
 
INTERACTION BETWEEN INTERFACE CRACKS AND CONTACT ZONES 
IN ANISOTROPIC BIMATERIAL IN TENSION-SHEAR FIELD  
 
A closed-form solution to the plane elasticity problem for an infinite anisotropic bima-
terial plane or space with a set of interface cracks in the presence of small frictionless 
contact zones near the crack tips by means of the complex function theory methods is 
obtained. As a result of numerical analysis of the derived solution, carried out for the 
case of two cracks, the dependence of magnitudes of contact zones and stress intensity 
factors on the crack lengths and the distance between them are investigated. 
 
Äí³ïðîïåòð. íàö. óí-ò, Äí³ïðîïåòðîâñüê Îäåðæàíî 
 29.05.04 
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B. Rogowski 
 
ON STRESS INTENSITY FACTORS FOR TRANSIENT THERMAL  
LOADING IN ORTHOTROPIC THIN PLATE WITH CRACK 
 

The paper deals with the transient thermal stress problem in an orthotropic plate, 
containing Griffith crack, perpendicular to the surfaces of the plate. It is assumed 
that transient thermal stress is caused by application of heat flow to the crack 
faces and the heat flow due to convection from the plate surfaces. The problem is 
formulated in terms of displacement potentials and the analytical solution is found 
for the stress intensity factor. Numerical results illustrate the dependence of stress 
intensity factor on thermal and elastic constants of orthotropic material. 

 
ПРО КОЕФІЦІЄНТИ ІНТЕНСИВНОСТІ НАПРУЖЕНЬ ПРИ НЕУСТАЛЕНОМУ ТЕПЛОВОМУ 
НАВАНТАЖЕННІ В ТОНКІЙ ОРТОТРОПНІЙ ПЛАСТИНЦІ З ТРІЩИНОЮ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à ïðî íåóñòàëåí³ òåïëîâ³ íàïðóæåííÿ â îðòîòðîïí³é ïëàñ-
òèíö³ ç òð³ùèíîþ Ãð³ôô³òñà, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ïîâåðõîíü ïëàñòèíêè. Ïðè-
ïóñêàºòüñÿ, ùî òåïëîâ³ íàïðóæåííÿ çóìîâëåí³ ïîòîêîì òåïëà íà áåðåãàõ òð³ùè-
íè òà ïîòîêîì òåïëà âíàñë³äîê êîíâåêö³¿ íà ïîâåðõíÿõ ïëàñòèíêè. Çàäà÷à ôîð-
ìóëþºòüñÿ ó òåðì³íàõ ïîòåíö³àë³â ïåðåì³ùåííÿ, äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ 
íàïðóæåíü îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê. ×èñëîâ³ ðåçóëüòàòè ³ëþñòðóþòü 
çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü â³ä òåïëîâèõ ³ ïðóæíèõ ïàðà-
ìåòð³â îðòîòðîïíîãî ìàòåð³àëó. 
 
О КОЭФФИЦИЕНТАХ ИНТЕНСИВНОСТИ НАПРЯЖЕНИЙ ПРИ НЕУСТАНОВИВШЕЙСЯ 
ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКЕ В ТОНКОЙ ОРТОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКЕ С ТРЕЩИНОЙ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íåóñòàíîâèâøèõñÿ òåïëîâûõ íàïðÿæåíèÿõ â îðòî-
òðîïíîé ïëàñòèíêå ñ òðåùèíîé Ãðèôôèòñà, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïîâåðõíîñòè 
ïëàñòèíêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òåïëîâûå íàïðÿæåíèÿ îáóñëîâëåíû ïîòîêîì 
òåïëà íà áåðåãàõ òðåùèíû è ïîòîêîì òåïëà âñëåäñòâèå êîíâåêöèè íà ïîâåðõíîñ-
òÿõ ïëàñòèíêè. Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïîòåíöèàëîâ ïåðåìåùåíèÿ, 
äëÿ êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå. 
×èñëåííûå ðåçóëüòàòû èëëþñòðèðóþò çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâ-
íîñòè íàïðÿæåíèé îò òåïëîâûõ è óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ îðòîòðîïíîãî ìàòå-
ðèàëà. 
 
Techn. Univ. of Lodź, Lodź, Poland Received 
 16.04.03 
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ÓÄÊ 539.3 
 

В. Л. Богданов 
 

ЛІНЕАРИЗОВАНА ЗАДАЧА ПРО РУЙНУВАННЯ 
НАПІВСКІНЧЕННОГО ПРУЖНОГО МАТЕРІАЛУ З ПОТЕНЦІАЛОМ 
ГАРМОНІЧНОГО ТИПУ 
 

Ó ðàìêàõ òðèâèì³ðíî¿ ë³íåàðèçîâàíî¿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà 
çä³éñíåíî àíàë³ç äâîõ íåêëàñè÷íèõ ìåõàí³çì³â ðóéíóâàííÿ – ðóéíóâàííÿ ìà-
òåð³àëó ïðè ñòèñíåíí³ âçäîâæ òð³ùèíè òà ðóéíóâàííÿ ò³ëà ç ïî÷àòêîâèìè 
íàïðóæåííÿìè – äëÿ âèïàäêó ïðèïîâåðõíåâî¿ êðóãîâî¿ òð³ùèíè â íàï³âñê³í-
÷åííîìó ò³ë³. Äëÿ ìàòåð³àëó ç ïðóæíèì ïîòåíö³àëîì ãàðìîí³÷íîãî òèïó 
îòðèìàíî êðèòè÷í³ ïàðàìåòðè ñòèñêó, ùî â³äïîâ³äàþòü ëîêàëüí³é âòðàò³ 
ñò³éêîñò³ ìàòåð³àëó â îêîë³ òð³ùèíè, à òàêîæ âèðàçè êîåô³ö³ºíò³â ³íòåí-
ñèâíîñò³ íàïðóæåíü äëÿ âèïàäêó òð³ùèíè ðàä³àëüíîãî çñóâó (Mode II) òà 
äîñë³äæåíî ¿õ çàëåæí³ñòü â³ä ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü.  

 
ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ ЗАДАЧА О РАЗРУШЕНИИ ПОЛУБЕСКОНЕЧНОГО УПРУГОГО 
МАТЕРИАЛА С ПОТЕНЦИАЛОМ ГАРМОНИЧЕСКОГО ТИПА 
 
Â ðàìêàõ òðåõìåðíîé ëèíåàðèçèðîâàííîé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî 
òåëà âûïîëíåí àíàëèç äâóõ íåêëàññè÷åñêèõ ìåõàíèçìîâ ðàçðóøåíèÿ – ðàçðóøåíèÿ 
ìàòåðèàëà ïðè ñæàòèè âäîëü òðåùèíû è ðàçðóøåíèÿ òåëà ñ íà÷àëüíûìè íàïðÿ-
æåíèÿìè – äëÿ ñëó÷àÿ ïðèïîâåðõíîñòíîé êðóãîâîé òðåùèíû â ïîëóáåñêîíå÷íîì 
òåëå. Äëÿ ìàòåðèàëà ñ óïðóãèì ïîòåíöèàëîì ãàðìîíè÷åñêîãî òèïà ïîëó÷åíû 
êðèòè÷åñêèå ïàðàìåòðû ñæàòèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ëîêàëüíîé ïîòåðå óñòîé÷è-
âîñòè ìàòåðèàëà â îêðåñòíîñòè òðåùèíû, à òàêæå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 
èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé äëÿ ñëó÷àÿ òðåùèíû ðàäèàëüíîãî ñäâèãà (Mode II) è 
èññëåäîâàíà èõ çàâèñèìîñòü îò íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé.  
 
LINEARIZED PROBLEM ON FRACTURE OF SEMI-INFINITE 
ELASTIC MATERIAL WITH HARMONIC-TYPE POTENTIAL 
 
In this paper, the problem for a near-the-surface circular crack in a semi-infinite elas-
tic solid is considered within the framework of the three-dimensional linearized mecha-
nics of deformable bodies. The analysis involves two non-classical mechanisms of frac-
ture, namely, fracture of materials under compression along the cracks and fracture of 
solids with initial stresses. The critical parameters of compression corresponding to the 
local stability loss are obtained for material with harmonic-type elastic potential. For a 
crack under radial shear (Mode II) the representations of the stress intensity factors are 
obtained. The dependences of these stress intensity factors on the initial stresses are 
investigated.  
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà Îäåðæàíî 
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â 21.01.05 
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UDK 539.3 
 

Y. Z. Povstenko 
1,2, I. Kubik 

2 
 

CONCENTRATED LOADING IN TWO-DIMENSIONAL  
NONLOCAL ELASTIC MEDIUM 
 

According to the nonlocal elasticity theory, the stress at a reference point in the 
body depends not only on the strains at this point but also on the strains at all 
other points of the solid. Using the fundamental solution of the Helmholtz equation 
as an appropriate nonlocal modulus (the weight function in the integral relation 
between stresses and strains), the stress distribution in a two-dimensional nonlocal 
elastic medium has been found under the concentrated loading. The nonlocal stress 
does not contain nonphysical singularities, in contrast to the solution obtained 
within the frame-work of classical elasticity. 

 
ЗОСЕРЕДЖЕНЕ НАВАНТАЖЕННЯ У ДВОВИМІРНОМУ  
НЕЛОКАЛЬНО ПРУЖНОМУ СЕРЕДОВИЩІ  
 
Ó íåëîêàëüí³é òåîð³¿ ïðóæíîñò³ íàïðóæåííÿ ó â³äë³êîâ³é òî÷ö³ ò³ëà çàëåæàòü íå 
ò³ëüêè â³ä äåôîðìàö³¿ ó ö³é òî÷ö³, àëå òàêîæ â³ä äåôîðìàö³¿ ó âñ³õ ³íøèõ òî÷êàõ 
òâåðäîãî ò³ëà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ Ãåëüìãîëü-
öà ÿê â³äïîâ³äíèé ìîäóëü íåëîêàëüíîñò³ (âàãîâó ôóíêö³þ â ³íòåãðàëüíîìó ñï³ââ³ä-
íîøåíí³ ì³æ íàïðóæåííÿìè òà äåôîðìàö³ÿìè), âèçíà÷åíî ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ó 
äâîâèì³ðíîìó íåëîêàëüíî ïðóæíîìó ñåðåäîâèù³ ï³ä ä³ºþ çîñåðåäæåíîãî íàâàíòà-
æåííÿ. Íåëîêàëüí³ íàïðóæåííÿ íå ì³ñòÿòü íåô³çè÷íèõ ñèíãóëÿðíîñòåé, íà â³äì³-
íó â³ä ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàíèõ ó ðàìêàõ êëàñè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³. 
 
СОСРЕДОТОЧЕННАЯ НАГРУЗКА В ДВУМЕРНОЙ НЕЛОКАЛЬНО УПРУГОЙ СРЕДЕ 
 
Â íåëîêàëüíîé òåîðèè óïðóãîñòè íàïðÿæåíèÿ â îòñ÷åòíîé òî÷êå òåëà çàâèñÿò 
íå òîëüêî îò äåôîðìàöèè â ýòîé òî÷êå, íî òàêæå îò äåôîðìàöèè âî âñåõ 
îñòàëüíûõ òî÷êàõ òâåðäîãî òåëà. Èñïîëüçóÿ ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ Ãåëüìãîëüöà â êà÷åñòâå ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäóëÿ íåëîêàëüíîñòè (âåñîâîé 
ôóíêöèè â èíòåãðàëüíîì ñîîòíîøåíèè ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè), 
îïðåäåëåíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé â äâóìåðíîé íåëîêàëüíî óïðóãîé ñðåäå ïîä 
äåéñòâèåì ñîñðåäîòî÷åííîé íàãðóçêè. Íåëîêàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íå ñîäåðæàò 
íåôèçè÷åñêèõ ñèíãóëÿðíîñòåé, â îòëè÷èå îò ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ â ðàìêàõ 
êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè. 
 
1 
Pidstryhach Inst. of Appl. Problems 

 of Mech. and Math. NASU, L’viv, 
2 
Inst. of Math. and Comput. Sci.,  Received 

 Pedagog. Univ. of Czestochowa, Poland 23.02.04 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. А. Осадчук, І. Б. Прокопович, Л. М. Сеньків, В. Ф. Чекурін 
 
ДИСЛОКАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ КОНЦЕНТРАЦІЇ 
ЗВАРНИХ ЗАЛИШКОВИХ НАПРУЖЕНЬ У ТОНКОСТІННИХ 
ЕЛЕМЕНТАХ КОНСТРУКЦІЙ 
 

Çàïðîïîíîâàíî ï³äõ³ä äî äèñëîêàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ äâîâ³ñíîãî ðîçïîä³ëó 
çâàðíèõ íàïðóæåíü â îêîë³ îáìåæåíèõ øâ³â ó òîíêîñò³ííèõ åëåìåíòàõ êîí-
ñòðóêö³é ³ ¿õíüîãî ðîçðàõóíêó ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäèêè òåîð³¿ òð³ùèí. 
ßê ïðèêëàä âèêîíàíî ðîçðàõóíîê òàêèõ íàïðóæåíü íàâêîëî ïîïåðå÷íîãî øâà 
â öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³. 

 
ДИСЛОКАЦИОННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ КОНЦЕНТРАЦИИ СВАРНЫХ ОСТАТОЧНЫХ 
НАПРЯЖЕНИЙ В ТОНКОСТЕННЫХ ЭЛЕМЕНТАХ КОНСТРУКЦИЙ 
 
Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê äèñëîêàöèîííîìó ìîäåëèðîâàíèþ äâóîñíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
ñâàðî÷íûõ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè îãðàíè÷åííûõ øâîâ â òîíêîñòåííûõ ýëå-
ìåíòàõ êîíñòðóêöèé è èõ ðàñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäèêè òåîðèè òðåùèí. 
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðîâåäåí ðàñ÷åò òàêèõ íàïðÿæåíèé âîêðóã ïîïåðå÷íîãî øâà â 
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå. 
 
DISLOCATION MODELLING OF CONCENTRATION OF WELDING 
RESIDUAL STRESSES IN THIN-WALLED ELEMENTS OF DESIGN 
 
An approach is proposed to dislocation modelling the bi-axial distribution of weld 
stresses in the vicinity of bounded welds in thin-walled elements of design and to their 
calculation using the procedure of crack theory. As an example the calculation of the 
above stresses around a circumferential weld in a cylindrical shell is made. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 31.01.04 
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В. Г. Карнаухов, В. І. Козлов, Ю. В. Ревенко 
 

ДИСИПАТИВНИЙ РОЗІГРІВ В’ЯЗКОПРУЖНИХ ЦИЛІНДРА  
ТА ШАРУ, ЗУМОВЛЕНИЙ УСТАЛЕНИМ РУХОМ ДОВІЛЬНОГО  
НАВАНТАЖЕННЯ ПО ЇХНІХ ПОВЕРХНЯХ 
 

Ðîçãëÿíóòî ïëîñêó êâàç³ñòàòè÷íó çàäà÷ó ïðî ñòàö³îíàðí³ êîëèâàííÿ ³ äèñè-
ïàòèâíèé ðîç³ãð³â â’ÿçêîïðóæíèõ öèë³íäðà òà øàðó ïðè ïîë³ãàðìîí³÷íîìó 
äåôîðìóâàíí³, çóìîâëåíîìó óñòàëåíèì ðóõîì äîâ³ëüíîãî íàâàíòàæåííÿ ïî ¿õ-
í³õ ïîâåðõíÿõ. Îòðèìàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ â ðàìêàõ ë³í³éíî¿ 
òåîð³¿, êîëè âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó íå çàëåæàòü â³ä òåìïåðàòóðè, à êîåô³-
ö³ºíò Ïóàññîíà ïðèéíÿòî ñòàëîþ ä³éñíîþ âåëè÷èíîþ. Íà îñíîâ³ ÷èñëîâèõ ðå-
çóëüòàò³â äîñë³äæåíî âïëèâ ãîëîâíèõ ôàêòîð³â (ãåîìåòðè÷íèõ õàðàêòåðèñ-
òèê, óìîâ íàâàíòàæåííÿ, òåïëîâèõ ãðàíè÷íèõ óìîâ) íà òåðìîìåõàí³÷íèé 
ñòàí äîñë³äæóâàíèõ ò³ë. Ïðîâåäåíî ïîð³âíÿííÿ ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â, îòðè-
ìàíèõ ó çàäà÷³ äëÿ öèë³íäðà, ç àíàëîã³÷íèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ øàðó. 

 
ДИССИПАТИВНЫЙ РАЗОГРЕВ ВЯЗКОУПРУГИХ ЦИЛИНДРА И СЛОЯ, ВЫЗВАННЫЙ 
УСТАНОВИВШИМСЯ ДВИЖЕНИЕМ ПРОИЗВОЛЬНОЙ НАГРУЗКИ ПО ИХ ПОВЕРХНОСТЯМ 
 
Ðàññìîòðåíà ïëîñêàÿ êâàçèñòàòè÷åñêàÿ çàäà÷à î ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèÿõ è 
äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå âÿçêîóïðóãèõ öèëèíäðà è ñëîÿ ïðè ïîëèãàðìîíè÷åñêîì 
äåôîðìèðîâàíèè, âûçâàííîì óñòàíîâèâøèìñÿ äâèæåíèåì ïðîèçâîëüíîé íàãðóçêè 
ïî èõ ïîâåðõíîñòÿì. Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è â ðàìêàõ ëèíåéíîé 
òåîðèè, êîãäà ñâîéñòâà ìàòåðèàëà íå çàâèñÿò îò òåìïåðàòóðû, à êîýôôèöèåíò 
Ïóàññîíà ïðèíÿò ïîñòîÿííîé äåéñòâèòåëüíîé âåëè÷èíîé. Íà îñíîâàíèè ÷èñëîâûõ 
ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíî âëèÿíèå îñíîâíûõ ôàêòîðîâ (ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê, óñëîâèé íàãðóæåíèÿ, òåïëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé) íà òåðìîìåõàíè÷åñ-
êîå ñîñòîÿíèå óêàçàííûõ òåë. Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ, ïîëó-
÷åííûõ â çàäà÷å äëÿ öèëèíäðà, ñ àíàëîãè÷íûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ ñëîÿ. 
 
DISSIPATIVE HEATING OF VISCOELASTIC CYLINDER AND LAYER, CAUSED 
BY STEADY-STATE MOTION OF ARBITRARY SURFACE LOADINGS 
 
The plane quasi-static problem about stationary oscillations and dissipative heating of 
viscoelastic cylinder and layer under polyharmonic deformation, caused by steady-state 
motion of arbitrary surface loadings, has been considered. Analytic solution of the 
problem has been obtained under the assumption that the material is linearly viscoelas-
tic, its characteristics don’t depend on temperature, and Poisson’s ratio is real. Basing 
on the numerical results, influence of the main factors, such as body sizes, width of 
loading area, heat boundary conditions on thermomechanical behavior of the bodies has 
been investigated. Numerical results for the cylinder and layer have been compared. 
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà Îäåðæàíî  
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â  22.03.04 
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ÓÄÊ 539.3 
 
В. С. Попович, Г. Ю. Гарматій 
 
НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНИЙ СТАН ТЕРМОЧУТЛИВОЇ ПОРОЖНИСТОЇ 
КУЛІ ЗА УМОВ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ З ДОВКІЛЛЯМ 
 

Ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òåðìî÷óòëèâî¿ ïîðîæíèñ-
òî¿ êóë³, ÿêà êîíâåêòèâíî îáì³íþºòüñÿ òåïëîì ³ç ñåðåäîâèùàìè ë³í³éíî 
çì³ííî¿ ó ÷àñ³ òåìïåðàòóðè. Äîñë³äæåíî âïëèâ òåìïåðàòóðíî¿ çàëåæíîñò³ 
õàðàêòåðèñòèê ìàòåð³àëó êóë³ íà âåëè÷èíó òà õàðàêòåð ðîçïîä³ëó êîìïî-
íåíò³â íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó. 

 
НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОЕ СОСТОЯНИЕ ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОГО ПОЛОГО 
ШАРА ПРИ УСЛОВИЯХ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА С ОКРУЖАЮЩЕЙ СРЕДОЙ 
 
Ïîñòðîåíî ðåøåíèå çàäà÷è òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíîãî ïîëîãî 
øàðà, êîòîðûé êîíâåêòèâíî îáìåíèâàåòñÿ òåïëîì ñî ñðåäàìè ëèíåéíî èçìåíÿ-
þùåéñÿ âî âðåìåíè òåìïåðàòóðû. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåìïåðàòóðíîé çàâèñè-
ìîñòè õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà øàðà íà âåëè÷èíó è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ 
êîìïîíåíòîâ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. 
 
STRESS-STRAIN STATE OF THERMOSENSITIVE SHALLOW SPHERE 
UNDER CONVECTIVE HEAT EXCHANGE WITH ENVIRONMENT 
 
The solution to the heat conduction problem for a thermosensitive shallow sphere, where 
the convective heat exchange with environment (of linearly time-varying temperature) 
take place, is constructed. The influence of temperature dependence of sphere material 
characteristics on the value and character of distribution of stressed-strained state 
components is studied.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.01.05 
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ÓÄÊ 539.3 
 

А. В. Ясінський 
 

ІДЕНТИФІКАЦІЯ ТЕПЛОВОГО НАВАНТАЖЕННЯ І ТЕРМОНАПРУЖЕНОГО 
СТАНУ ШАРУ ЗА ПОВЕРХНЕВИМИ ДЕФОРМАЦІЯМИ 
 

Ñôîðìóëüîâàíî òà ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó ³äåíòèô³êàö³¿ çàêîíó çì³íè â ÷àñ³ òåì-
ïåðàòóðè îäí³º¿ ç ãðàíè÷íèõ ïîâåðõîíü øàðó, éîãî òåïëîâîãî òà òåðìîíà-
ïðóæåíîãî ñòàí³â çà òåìïåðàòóðîþ òà òåìïåðàòóðíèìè äåôîðìàö³ÿìè, 
â³äîìèìè íà ³íø³é ãðàíè÷í³é ïîâåðõí³. Äîñë³äæåíî êîðåêòí³ñòü îáåðíåíî¿ 
çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³, äî ÿêî¿ çâåäåíî âèõ³äíó çàäà÷ó. Ç âèêîðèñòàííÿì 
ðîçâ’ÿçêó ïðÿìî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ äëÿ øàðó ïðîâåäåíî ÷èñåëüíó àïðî-
áàö³þ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ ³äåíòèô³êàö³¿. 

 
ИДЕНТИФИКАЦИЯ ТЕПЛОВОЙ НАГРУЗКИ И ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ СЛОЯ ПО ПОВЕРХНОСТНЫМ ДЕФОРМАЦИЯМ 
 
Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè 
òåìïåðàòóðû îäíîé èç ãðàíè÷íûõ ïîâåðõíîñòåé ñëîÿ, åãî òåïëîâîãî è òåðìîíà-
ïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèé ïî èçâåñòíûì íà äðóãîé ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè òåìïåðà-
òóðå è òåìïåðàòóðíûì äåôîðìàöèÿì. Èññëåäîâàíà êîððåêòíîñòü îáðàòíîé çà-
äà÷è òåðìîóïðóãîñòè, ê êîòîðîé ñâåäåíà èñõîäíàÿ çàäà÷à. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ðå-
øåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñëîÿ ïðîâåäåíà ÷èñëåííàÿ àïðîáàöèÿ 
ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè. 
 
IDENTIFICATION OF THERMAL LOADING AND THERMAL STRESS STATE 
OF LAYER ACCORDING TO SURFACE STRAINS 
 
The problem of identification of the non-stationary one-dimensional temperature field 
as well as thermal stress state of a layer according to the temperature and thermal 
strains of one of the outer boundary surfaces is formulated and solved. It is shown that 
determination of the unknown temperature on the other boundary surface is reduced to 
the solution of inverse thermoelasticity problem. The well-posedness of the inverse 
problem is investigated. On the basis of solution to the direct thermoelasticity problem, 
the numerical verification of the proposed method of solution to the inverse problem is 
carried out. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 24.12.04 
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К. В. Максименко-Шейко, Т. И. Шейко  
 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ДВИЖЕНИЯ 
НЕСЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОЙ ЖИДКОСТИ ПО ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ТРУБАМ 
С ПРИСТЕНОЧНЫМИ ВИНТОВЫМИ ВСТАВКАМИ МЕТОДОМ R-ФУНКЦИЙ 
 

Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñ-
òè ïî öèëèíäðè÷åñêèì òðóáàì ñ âèíòîâûìè âñòàâêàìè, ðàñïîëîæåííûìè ïî 
ïåðèìåòðó êàíàëà. Äëÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ òðåõìåðíàÿ çàäà÷à ñâåäåíà ê 
äâóõìåðíîé è èññëåäîâàíî âëèÿíèå ïàðàìåòðà çàêðóòêè íà ôîðìèðîâàíèå 
ïðîôèëÿ ñêîðîñòè. 

 
МАТЕМАТИЧНЕ ТА КОМП’ЮТЕРНЕ МОДЕЛЮВАННЯ РУХУ НЕСТИСЛИВОЇ 
В’ЯЗКОЇ РІДИНИ В ЦИЛІНДРИЧНИХ ТРУБАХ  
ІЗ ПРИСТІНКОВИМИ ГВИНТОВИМИ ВСТАВКАМИ МЕТОДОМ R-ФУНКЦІЙ 
 
Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ðóõó â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â öèë³íäðè÷íèõ 
òðóáàõ ç ãâèíòîâèìè âñòàâêàìè, ÿê³ ðîçì³ùåí³ ïî ïåðèìåòðó êàíàëó. Äëÿ 
ëàì³íàðíî¿ òå÷³¿ òðèâèì³ðíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèì³ðíî¿ òà äîñë³äæåíî âïëèâ 
ïàðàìåòðà çàêðóòêè íà ôîðìóâàííÿ ïðîô³ëþ øâèäêîñò³. 
 
MATHEMATICAL MODELLING AND SIMULATION OF INCOMPRESSIBLE  
VISCOUS LIQUID MOTION IN CYLINDRICAL TUBES  
HAVING PERIMETER HELICAL INSERTS BY THE R-FUNCTION METHOD 
 
In the paper the mathematical models of incompressible viscous liquid motion in the 
cylindrical tubes having perimeter helical inserts are developed. For laminar motion the 
3D problem is reduced to 2D. The influence of twisting parameter on the velocity 
profile formation is investigated. 
 
Èí-ò ïðîáëåì ìàøèíîñòðîåíèÿ Ïîëó÷åíî 
èì. À. Í. Ïîäãîðíîãî ÍÀÍ Óêðàèíû, Õàðüêîâ 25.03.04 
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ÓÄÊ 621.3.019: 51.001.57 
 
O. Ю. Лозинський, С. В. Щербовських 
 
КЛАСИФІКАЦІЯ, СИНТЕЗ ТА АНАЛІЗ ВЛАСТИВОСТЕЙ ПРОСТИХ 
ФАЗОВИХ ЗАКОНІВ РОЗПОДІЛУ 
 

Çàïðîïîíîâàíî êëàñèô³êàö³éíó ñõåìó ôàçîâèõ çàêîí³â ðîçïîä³ëó, çã³äíî ç ÿêîþ 
âèêîíàíî ñèíòåç àíàë³òè÷íèõ âèðàç³â òàêèõ çàêîí³â ðîçïîä³ëó «äî òðüîõ ïå-
ðåõîä³â – äî òðüîõ ôàç» âêëþ÷íî. Øëÿõîì àíàë³çó îòðèìàíèõ âèðàç³â âñòà-
íîâëåíî íåâ³äîìó âëàñòèâ³ñòü ôàçîâèõ çàêîí³â ðîçïîä³ëó – âëàñòèâ³ñòü îáî-
ðîòíîñò³. 

 
КЛАССИФИКАЦИЯ, СИНТЕЗ И АНАЛИЗ СВОЙСТВ ПРОСТЫХ 
ФАЗОВЫХ ЗАКОНОВ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 
 
Ïðåäëîæåíà êëàññèôèêàöèîííàÿ ñõåìà ôàçîâûõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîãëàñíî 
êîòîðîé âûïîëíåí ñèíòåç àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé òàêèõ çàêîíîâ ðàñïðåäåëå-
íèÿ «äî òðåõ ïåðåõîäîâ – äî òðåõ ôàç» âêëþ÷èòåëüíî. Â ðåçóëüòàòå àíàëèçà 
ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé óñòàíîâëåíî íåèçâåñòíîå ðàíåå ñâîéñòâî ôàçîâûõ çàêîíîâ 
ðàñïðåäåëåíèÿ – ñâîéñòâî îáîðîòíîñòè. 
 
CLASSIFICATION, SYNTHESIS AND PROPERTY ANALYSIS 
OF SIMPLE PHASE-TYPE DISTRIBUTIONS 
 
In this paper the phase-type distributions laws classification system is proposed. Accor-
ding to this classification, the synthesis is made for analytical expressions of such dis-
tribution laws «up to three transitions – up to three phases», including. The property of 
convertibility is found by means of synthesized phase-type distribution expressions 
analysis. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 13.04.04 
 


