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П. О. Савенко, Л. П. Процах 
 
ВАРІАЦІЙНИЙ ПІДХІД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧІ НА ВЛАСНІ 
ЗНАЧЕННЯ З НЕЛІНІЙНИМ ВЕКТОРНИМ СПЕКТРАЛЬНИМ ПАРАМЕТРОМ 
 

Íàâåäåíî âàð³àö³éíèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ óçàãàëüíåíî¿ çàäà÷³ íà âëàñí³ 
çíà÷åííÿ ç íåë³í³éíèì âõîäæåííÿì âåêòîðíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. 
Äîâåäåíî åêâ³âàëåíòí³ñòü ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ òà ïîñòàâëåíî¿ ¿é ó â³äïîâ³ä-
í³ñòü âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³. Â îñíîâó ïîáóäîâè ÷èñåëüíîãî àëãîðèòìó ì³í³ì³çàö³¿ 
ôóíêö³îíàëà, ÿêèé ñòàíîâèòü ñîáîþ êâàäðàò íîðìè íåâ’ÿçêè îäíîð³äíîãî îïå-
ðàòîðíîãî ð³âíÿííÿ, ïîêëàäåíî ³äåþ ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêó. Äîâåäåíî ðåëàê-
ñàö³éí³ âëàñòèâîñò³ ïîáóäîâàíîãî ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó. 

 
ВАРИАЦИОННЫЙ ПОДХОД К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ НА СОБСТВЕННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
С НЕЛИНЕЙНЫМ ВЕКТОРНЫМ СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ 
 
Èçëàãàåòñÿ âàðèàöèîííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáîáùåííîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ ñ íåëèíåéíûì âõîæäåíèåì âåêòîðíîãî ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà. Äîêà-
çàíà ýêâèâàëåíòíîñòü ñïåêòðàëüíîé çàäà÷è è ñîîòâåòñòâóþùåé åé âàðèàöèîííîé 
çàäà÷è. Â îñíîâó ïîñòðîåíèÿ ÷èñëåííîãî àëãîðèòìà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, 
êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êâàäðàò íîðìû íåâÿçêè îäíîðîäíîãî îïåðàòîðíîãî 
óðàâíåíèÿ, ïîëîæåíà èäåÿ ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà. Äîêàçàíû ðåëàêñàöèîííûå 
ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà. 
 
VARIATIONAL APPROACH TO SOLUTION OF THE PROBLEM ON EIGENVALUES 
WITH NONLINEAR VECTOR SPECTRAL PARAMETER  
 
A variational approach to solution of generalized problem on eigenvalues with nonlinear 
degeneration of vector spectral parameter, is proposed. Equivalence of the spectral 
problem and the variational problem, put in correspondence to it, is proved. The idea of 
coordinate-wise descent makes the basis for construction of numerical algorithm for 
minimization of the functional, representing the square of discrepancy norm of homo-
geneous operator equation. The relaxation properties of iteration process constructed are 
proved.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 24.04.03 
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РОЗВИНЕННЯ ЗА ВЛАСНИМИ ВЕКТОР-ФУНКЦІЯМИ 
У ВИПАДКУ ПРОСТИХ ВЛАСНИХ ЗНАЧЕНЬ СИНГУЛЯРНОГО 
КВАЗІДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
 

Àñèìïòîòè÷í³ ôîðìóëè ïðè âåëèêèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà äëÿ ðîçâ’ÿçê³â 
ñèíãóëÿðíîãî êâàç³äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ äîçâîëÿþòü îö³íèòè ôóíêö³þ 
¥ð³íà êðàéîâî¿ çàäà÷³. Çà äîïîìîãîþ ö³º¿ îö³íêè ïîáóäîâàíî ðîçâèíåííÿ çà 
âëàñíèìè âåêòîð-ôóíêö³ÿìè ñèíãóëÿðíîãî êâàç³äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà ó 
âèïàäêó ïðîñòèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. 

 
РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СОБСТВЕННЫМ ВЕКТОР-ФУНКЦИЯМ В СЛУЧАЕ ПРОСТЫХ 
СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ СИНГУЛЯРНОГО КВАЗИДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
 
Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äëÿ ðåøåíèé ñèí-
ãóëÿðíîãî êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îöåíèòü ôóíêöèþ Ãðèíà 
êðàåâîé çàäà÷è. Ñ ïîìîùüþ ýòîé îöåíêè ïîñòðîåíî ðàçëîæåíèå ïî ñîáñòâåííûì 
âåêòîð-ôóíêöèÿì ñèíãóëÿðíîãî êâàçèäèôôåðåíöèàëüíîãî îïåðàòîðà â ñëó÷àå ïðîñ-
òûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. 
 
EXPANSION BY EIGENVECTORS IN CASE OF SIMPLE EIGENVALUES 
OF SINGULAR QUASI-DIFFERENTIAL OPERATOR 
 
The asymptotic formulas with large values of parameter for solutions of singular quasi-
differential equation allow us to estimate Green’s function of the boundary-value prob-
lem. With the help of this estimation the expansion of singular quasi-differential 
operator by eigenvectors in the case of simple eigenvalues is constructed. 
 
1
Ïðèêàðïàò. óí-ò ³ì. Â. Ñòåôàíèêà, ²â.-Ôðàíê³âñüê, 

2
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â,  Îäåðæàíî 

3
Àêàä. Áèä´îñüêà ³ì. Êàç³ìºæà Âåëèêîãî, Áèä´îù, Ïîëüùà 26.09.02 
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С. М. Возна 
 
ЗБІЖНІСТЬ ДВОВИМІРНОГО НЕПЕРЕРВНОГО g -ДРОБУ 
 

Ââåäåíî äâîâèì³ðíèé íåïåðåðâíèé g -äð³á, ÿêèé º óçàãàëüíåííÿì îäíîâèì³ðíî-
ãî âèïàäêó. Ç âèêîðèñòàííÿì îçíàê çá³æíîñò³ äëÿ äâîâèì³ðíèõ íåïåðåðâíèõ 
äðîá³â ³ áàãàòîâèì³ðíîãî àíàëîãà òåîðåìè Ñò³ëòüºñà – Â³òàë³ äîñë³äæåíî 

çá³æí³ñòü òàêîãî äðîáó â äåÿê³é îáëàñò³ ïðîñòîðó 2 . 
 
СХОДИМОСТЬ ДВУМЕРНОЙ НЕПРЕРЫВНОЙ g -ДРОБИ 
 
Ïðåäëîæåíà äâóìåðíàÿ íåïðåðûâíàÿ g -äðîáü, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì îä-
íîìåðíîãî ñëó÷àÿ. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèçíàêîâ ñõîäèìîñòè äëÿ äâóìåðíûõ íåïðå-
ðûâíûõ äðîáåé è ìíîãîìåðíîãî àíàëîãà òåîðåìû Ñòèëòüåñà – Âèòàëè èññëåäî-

âàíà ñõîäèìîñòü òàêîé äðîáè â íåêîòîðîé îáëàñòè ïðîñòðàíñòâà 2 . 
 
CONVERGENCE OF TWO-DIMENSIONAL CONTINUED g -FRACTION 
 
In this paper we propose a two-dimensional continued g -fraction, which is generaliza-
tion of one-dimensional case. We also investigate the convergence of such fraction in 

some region of the space 2 , using the multi-dimensional analogy of the Stieltjes – 
Vitali theorem and convergence criteria for two-dimensional continued fractions. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 20.02.04 
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ДВОСТОРОННІ АЛГОРИТМИ ДЛЯ АПРОКСИМАЦІЇ 
РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧІ ВАЛЛЕ ПУССЕНА 
 

Çàïðîïîíîâàíî òà äîñë³äæåíî äâîñòîðîíí³é àëãîðèòì íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ Âàëëå Ïóññåíà äëÿ îäíîãî êëàñó çâè÷àéíèõ äèôåðåíö³-
àëüíèõ ð³âíÿíü, ÿêèé ìàº íàäë³í³éíèé õàðàêòåð çá³æíîñò³ ³òåðàö³é. Äîñë³ä-
æåííÿ âðàõîâóº ñïåöèô³êó çàäà÷³, çóìîâëåíó ïîòðåáîþ êîíñòðóþâàííÿ îïå-
ðàòîð³â â³äïîâ³äíî¿ ñòðóêòóðè â ë³íåàðèçîâàí³é ÷àñòèí³ àëãîðèòìó. Äëÿ 
öüîãî âèêîðèñòàíî, çîêðåìà, êîíñòðóêö³¿ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íîãî ìåòîäó 
À. Ì. Ñàìîéëåíêà. 

 
ДВУХСТОРОННИЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ АППРОКСИМАЦИИ 
РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ ВАЛЛЕ ПУССЕНА 
 
Ïðåäëîæåí è èññëåäîâàí äâóõñòîðîííèé àëãîðèòì ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ êðàå-
âîé çàäà÷è Âàëëå Ïóññåíà äëÿ îäíîãî êëàññà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ 
óðàâíåíèé, èìåþùèé ñâåðõëèíåéíûé õàðàêòåð ñõîäèìîñòè èòåðàöèé. Èññëåäîâà-
íèå ó÷èòûâàåò ñïåöèôèêó çàäà÷è, îáóñëîâëåííóþ íåîáõîäèìîñòüþ êîíñòðóèðîâà-
íèÿ îïåðàòîðîâ ñîîòâåòñòâåííîé ñòðóêòóðû â ëèíåàðèçîâàíîé ÷àñòè àëãîðèò-
ìà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàíû, â ÷àñòíîñòè, êîíñòðóêöèè ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî 
ìåòîäà À. Ì. Ñàìîéëåíêà. 
 
BILATERAL ALGORITHMS FOR APPROXIMATION OF SOLUTIONS 
TO LA VALLEE POUSSIN PROBLEM 
 
A bilateral algorithm of approximate solution to La Vallee Poussin problem for one 
class of ordinary differential equations with overlinear character of inertia convergence 
is presented and analyzed. The investigation considers the specific character of the 
problem, which is caused by the need to construct the operators of corresponding struc-
ture in the linearized part of algorithm. To this end the constructions of A. M. Samoj-
enko numerical-analytic method are used, in particular. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 02.10.02 
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МАТЕМАТИЧНА МОДЕЛЬ АКУСТИЧНОЇ ВЗАЄМОДІЇ  
ОБОЛОНКИ З РІДИНОЮ.  
II. ПРОЕКЦІЙНО-СІТКОВІ АПРОКСИМАЦІЇ ТА ЇХ ЗБІЖНІСТЬ 
 

Ïîáóäîâàíî ïðîåêö³éíî-ñ³òêîâó ñõåìó ðîçâ’ÿçóâàííÿ âàð³àö³éíî¿ çàäà÷³ àêóñ-
òè÷íî¿ âçàºìîä³¿ îáîëîíêè ç ð³äèíîþ, ó ÿê³é âèêîðèñòàíî íàï³âäèñêðåòèçà-
ö³þ Ãàëüîðê³íà ³ç çàëó÷åííÿì àïðîêñèìàö³é ìåòîäó ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â çà 
ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè òà îäíîêðîêîâó ðåêóðåíòíó ñõåìó ³íòåãðóâàííÿ çà 
÷àñîì. Îòðèìàíî îö³íêè øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ íàï³âäèñêðåòíèõ àïðîêñèìà-
ö³é Ãàëüîðê³íà, âñòàíîâëåíî óìîâè ñò³éêîñò³ òà çá³æíîñò³ îäíîêðîêîâî¿ ðå-
êóðåíòíî¿ ñõåìè ³íòåãðóâàííÿ çà ÷àñîì. Ìîæëèâîñò³ çàïðîïîíîâàíî¿ ñõåìè 
ïðî³ëþñòðîâàíî àíàë³çîì ìîäåëüíî¿ çàäà÷³. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ АКУСТИЧЕСКОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ОБОЛОЧКИ 
С ЖИДКОСТЬЮ. ІІ. ПРОЕКЦИОННО-СЕТОЧНЫЕ АППРОКСИМАЦИИ И ИХ СХОДИМОСТЬ  
 
Ïîñòðîåíà ïðîåêöèîííî-ñåòî÷íàÿ ñõåìà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è àêóñ-
òè÷åñêîãî âçàèìîäåéñòâèÿ îáîëî÷êè âðàùåíèÿ ñ æèäêîñòüþ, â êîòîðîé ïðèìåíÿ-
åòñÿ ïîëóäèñêðåòèçàöèÿ Ãàëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì àïïðîêñèìàöèé ìåòîäà êî-
íå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì è îäíîøàãîâóþ ðåêóððåíò-
íóþ ñõåìó èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè 
ïîëóäèñêðåòíûõ àïïðîêñèìàöèé Ãàëåðêèíà, óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ óñòîé÷èâîñòè 
è ñõîäèìîñòè îäíîøàãîâîé ðåêóððåíòíîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ âî âðåìåíè. 
Ïðèâåäåí àíàëèç ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ìîäåëüíîé çàäà÷è. 
 
MATHEMATICAL MODEL OF ACOUSTIC SHELL-FLUID INTERACTION.  
ІІ. PROJECTION-MESH APPROXIMATIONS AND THEIR CONVERGENCE  
 
For solution of variational problem of acoustic interaction of a shell with fluid the 
projection-mesh scheme, which contains the spatial Galerkin semidiscretization in FEM 
form and one-step recurrent time integration scheme, has been constructed. The estima-
tions of Galerkin semidiscretization convergence are obtained, the stability conditions 
and one-step recurrent time integration scheme convergence are established. The ana-
lysis of numerical solutions has been made. 
 
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 23.06.03 
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В. В. Мелешко 
 

БИГАРМОНИЧЕСКАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНИКА: 
ИСТОРИЯ И СОВРЕМЕННОСТЬ 
 

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ äâóìåðíàÿ áèãàðìîíè÷åñêàÿ çàäà÷à 
äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ïðîñëåæåíû íåêîòîðûå àñïåêòû èñòîðèè ïðîá-
ëåìû. Ìåòîä ñóïåðïîçèöèè îêàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 
ïðèêëàäíîé ìåõàíèêè, ñâÿçàííûõ ñ èçãèáîì æåñòêî çàùåìëåííûõ óïðóãèõ 
èçîòðîïíûõ ïëàñòèí è ðàâíîâåñèÿ óïðóãîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. Ìåòîä èëëþñò-
ðèðóåòñÿ íåñêîëüêèìè ïðèìåðàìè. 

 
БІГАРМОНІЧНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПРЯМОКУТНИКА: ІСТОРІЯ І СУЧАСНІСТЬ 
 
Ó ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ êëàñè÷íà äâîâèì³ðíà á³ãàðìîí³÷íà çàäà÷à äëÿ ïðÿìîêóò-
íî¿ îáëàñò³. Ïðîñòåæåíî äåÿê³ àñïåêòè ³ñòîð³¿ ïðîáëåìè. Ìåòîä ñóïåðïîçèö³¿ âè-
ÿâëÿºòüñÿ åôåêòèâíèì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ïðèêëàäíî¿ ìåõàí³êè, ùî â³äíîñÿòü-
ñÿ äî çãèíó òîíêèõ æîðñòêî çàêð³ïëåíèõ ïðóæíèõ ³çîòðîïíèõ ïëàñòèí ³ ð³âíî-
âàãè ïðóæíîãî ïðÿìîêóòíèêà. Ìåòîä ³ëþñòðóºòüñÿ äåê³ëüêîìà ïðèêëàäàìè. 
 
BIHARMONIC PROBLEM FOR A RECTANGLE: HISTORY AND THE STATE-OF-ART 
 
This paper addresses the classical two-dimensional biharmonic problem for a rectangu-
lar domain. Selected topics in the history of the problem are elucidated. The method of 
superposition is effective for solving mechanical problems concerning bending of a thin 
clamped rectangular elastic plate and equilibrium of an elastic rectangle. The method is 
illustrated by several examples. 
 
Êèåâ íàö. óí-ò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ Ïîëó÷åíî 
 14.07.04 
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Г. М. Зражевський, В. І. Острик 
 
АСИМПТОТИКА КАНОНІЧНИХ ДОБУТКІВ 
 

Äëÿ êàíîí³÷íîãî äîáóòêó ïåðøîãî ðîäó çà êîðåíÿìè ns  ç àñèìïòîòèêîþ 

/ ln (1),  ns a n b n c o n= + + + → ∞ , âñòàíîâëåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåä³íêó íà 

íåñê³í÷åííîñò³. Öåé ðåçóëüòàò âèêîðèñòàíî äëÿ îòðèìàííÿ àñèìïòîòè÷-
íèõ îö³íîê íåñê³í÷åííèõ äîáóòê³â, ÿê³ âèíèêàþòü ïðè ôàêòîðèçàö³¿ ìåðî-
ìîðôíèõ ôóíêö³é ó ìåòîä³ Â³íåðà – Ãîïôà. 

 
АСИМПТОТИКА КАНОНИЧЕСКИХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ 
 
Äëÿ êàíîíè÷åñêîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïåðâîãî ðîäà ïî êîðíÿì ns  ñ àñèìïòîòèêîé 

/ ln (1),  ns a n b n c o n= + + + → ∞ , íàéäåíî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå íà áåñêî-

íå÷íîñòè. Ýòîò ðåçóëüòàò èñïîëüçîâàí äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ îöåíîê 
áåñêîíå÷íûõ ïðîèçâåäåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè ôàêòîðèçàöèè ìåðîìîðôíûõ ôóíê-
öèé â ìåòîäå Âèíåðà – Õîïôà. 
 
ASYMPTOTIC FORM OF CANONICAL PRODUCTS 
 
The asymptotic behavior at infinity of the first-kind canonical product with respect to 
the roots ns  with asymptotic form / ln (1),  ns a n b n c o n= + + + → ∞ , has been found. 

This result is used for asymptotic estimations of infinite products, arising at factoriza-
tion of meromorphic functions in the Wiener – Hopf method. 
 
Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¿â Îäåðæàíî 
 07.04.04 
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ПРО ДВА ВАРІАНТИ ВАРІАЦІЙНОГО ФОРМУЛЮВАННЯ 
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ НЕЛІНІЙНОЇ МЕХАНІКИ ПРУЖНИХ СИСТЕМ 
 

Çàïðîïîíîâàíî âàð³àö³éí³ ôîðìóëþâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé íåë³í³éíî¿ 
ìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ ïðóæíèõ ñèñòåì íà îñíîâ³ ïîâíèõ åíåðãåòè÷íèõ 
ôóíêö³îíàë³â ³ â³äïîâ³äí³ ¿ì âàð³àö³éí³ ïîñòàíîâêè êðàéîâèõ çàäà÷ ó ïåðåì³-
ùåííÿõ ³ íàïðóæåííÿõ. Ñôîðìóëüîâàíî óìîâè îïóêëîñò³ ôóíêö³îíàë³â. 

 
О ДВУХ ВАРИАНТАХ ВАРИАЦИОННОГО ФОРМУЛИРОВАНИЯ 
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ НЕЛИНЕЙНОЙ МЕХАНИКИ УПРУГИХ СИСТЕМ 
 
Ïðåäëîæåíà âàðèàöèîííàÿ ôîðìóëèðîâêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé íåëèíåéíîé 
ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ óïðóãèõ ñèñòåì íà îñíîâàíèè ïîëíûõ ýíåðãåòè÷åñêèõ 
ôóíêöèîíàëîâ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì âàðèàöèîííûå ïîñòàíîâêè êðàåâûõ çàäà÷ â 
ïåðåìåùåíèÿõ è íàïðÿæåíèÿõ. Ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèîíà-
ëîâ. 
 
ON TWO VARIANTS OF VARIATIONAL FORMULATION FOR BOUNDARY-VALUE 
PROBLEMS OF NONLINEAR MECHANICS FOR ELASTIC SYSTEMS 
 
On the basis of complete energy functionals, the variational formulations of mathemati-
cal models for nonlinear mechanics of deformable elastic systems and corresponding 
variational statements of the boundary-value problems in terms of displacements and 
stresses are proposed. The conditions of convexity for functionals are formulated. 
 
Öåíòð ìàò. ìîäåëþâàííÿ 
²í-òó ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè  Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 29.03.04 
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ÓÄÊ 539.30 
 
І. Б. Прокопович 
 
ЗАГАЛЬНІ ВЛАСТИВОСТІ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
ВІЛЬНОЇ ВІД НАПРУЖЕНЬ ДЕФОРМАЦІЇ 
 

Äîñë³äæåíî çàãàëüí³ âëàñòèâîñò³ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü äåôîðìàö³¿ â³ëüíîãî 
â³ä íàïðóæåíü ò³ëà, çàïèñàíèõ ó òåðì³íàõ ïàðàìåòð³â âåëèêî¿ äåôîðìàö³¿ – 
òåíçîðà äèñòîðñ³¿ ³ ì³ð äåôîðìàö³¿ ¥ð³íà òà Àëüìàíç³. 

 
ОБЩИЕ СВОЙСТВА НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ СВОБОДНОЙ 
ОТ НАПРЯЖЕНИЙ ДЕФОРМАЦИИ 
 
Èññëåäîâàíû îáùèå ñâîéñòâà îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé äåôîðìàöèè ñâîáîäíîãî îò 
íàïðÿæåíèé òåëà, çàïèñàííûõ â òåðìèíàõ ïàðàìåòðîâ áîëüøîé äåôîðìàöèè – 
òåíçîðà äèñòîðñèè è ìåð äåôîðìàöèè Ãðèíà è Àëüìàíçè.  
 
COMMON PROPERTIES OF NONLINEAR EQUATIONS OF STRESS-FREE STRAIN  
 
Common properties of basic equations of strain for the stress-free body, written in 
terms of parameters of large strain – distortion tensor or Green and Almansi strain 
measures – have been investigated. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 24.02.03 
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Б. В. Процюк 
 
ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ ФУНКЦІЙ ҐРІНА ДО ВИЗНАЧЕННЯ 
ТЕРМОПРУЖНОГО СТАНУ ШАРУВАТИХ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИХ СФЕРИЧНИХ ТІЛ 
 

Âèêëàäåíî ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ îäíîâèì³ðíèõ êâàç³ñòàòè÷íèõ çàäà÷ òåð-
ìîïðóæíîñò³ äëÿ øàðóâàòèõ òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïíèõ ò³ë ç ñôåðè÷íèìè 
ïîâåðõíÿìè ïîä³ëó, ÿêà ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ ïîáóäîâàíî¿ ôóíêö³¿ 
¥ð³íà êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ çâè÷àéíîãî ÷àñòêîâî âèðîäæåíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî 
ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó ç ðîçðèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè. 

 
ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА ФУНКЦИЙ ГРИНА К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ТЕРМОНАПРЯЖЕННОГО 
СОСТОЯНИЯ СЛОИСТЫХ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНЫХ СФЕРИЧЕСКИХ ТЕЛ 
 
Èçëîæåíà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ îäíîìåðíûõ êâàçèñòàòè÷åñèõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñ-
òè äëÿ ñëîèñòûõ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûõ òåë ñî ñôåðè÷åñêèìè ïîâåðõíîñ-
òÿìè ðàçäåëà. Ìåòîäèêà îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè ïîñòðîåííîé ôóíêöèè Ãðèíà 
êðàåâîé çàäà÷è äëÿ îáûêíîâåííîãî ÷àñòè÷íî âûðîæäåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî 
óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàçðûâíûìè êîýôôèöèåíòàìè. 
 
APPLICATION OF METHOD OF GREEN’S FUNCTIONS FOR DETERMINATION 
OF THERMOELASTIC STATE OF LAYER TRANSVERSALLY-ISOTROPIC SPHERICAL BODIES 
 
The procedure for solution of one-dimensional quasi-static thermoelasticity problems 
for layer transversally-isotropic bodies with spherical interfaces is presented. The pro-
cedure is based on application of constructed Green’s function of boundary-value prob-
lem for ordinary partially degenerated differential second-order equation with discon-
tinuous coefficients.  
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 09.02.04 
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Г. Т. Сулим

1
, Й. З. Піскозуб

2
  

 
УМОВИ КОНТАКТНОЇ ВЗАЄМОДІЇ ТІЛ (ОГЛЯД) 
 

Çðîáëåíî îãëÿä çàñòîñóâàííÿ âñ³õ ìîæëèâèõ êðàéîâèõ óìîâ ó ð³çíîìàí³òíèõ 
êîíòàêòíèõ çàäà÷àõ, ùî çóñòð³÷àþòüñÿ ïðè ìîäåëþâàíí³ òà ðîçðàõóíêó 
ñêëàäíèõ òåõí³÷íèõ ³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â. 

 
УСЛОВИЯ КОНТАКТНОГО ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ТЕЛ (ОБЗОР) 
 
Ñäåëàí îáçîð ïðèìåíåíèÿ âñåõ âîçìîæíûõ êðàåâûõ óñëîâèé â ðàçíîîáðàçíûõ 
êîíòàêòíûõ çàäà÷àõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè è ðàñ÷åòå 
ñëîæíûõ òåõíè÷åñêèõ è òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ. 
 
CONDITIONS OF CONTACT INTERACTION (A SURVEY)  
 
A survey of using all possible boundary conditions in different contact problems, met at 
modeling and solving the complicated technical and technological processes, is made. 
 
1
Óêð. àêàä. äðóêàðñòâà, Ëüâ³â, Îäåðæàíî 

2
Ëüâ³â. íàö. óí-ò ³ì. ²âàíà Ôðàíêà, Ëüâ³â 04.02.04 
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А. В. Ловейкін 
 
ПРО ОСОБЛИВІСТЬ ПОЛЯ НАПРУЖЕНЬ У НЕСТИСЛИВОМУ 
ПІВПРОСТОРІ З КЛИНОПОДІБНИМ ПРИПОВЕРХНЕВИМ РОЗРІЗОМ 
ПРИ ВЕЛИКИХ КУТАХ ЗАНУРЕННЯ РЕБРА 
 

Ïîáóäîâàíî òî÷íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïðî ð³âíîâàãó íåñòèñ-
ëèâîãî ï³âïðîñòîðó, ïîñëàáëåíîãî ïðèïîâåðõíåâèì êëèíîïîä³áíèì ðîçð³çîì. 
Ïðîàíàë³çîâàíî õàðàêòåð ïîâåä³íêè íàïðóæåíü â îêîë³ òî÷êè âèõîäó ðåáðà 
ðîçð³çó íà ïîâåðõíþ ï³âïðîñòîðó. 

 
ОБ ОСОБЕННОСТИ ПОЛЯ НАПРЯЖЕНИЙ В НЕСЖИМАЕМОМ 
ПОЛУПРОСТРАНСТВЕ С КЛИНОВИДНЫМ ПРИПОВЕРХНОСТНЫМ 
РАЗРЕЗОМ ПРИ БОЛЬШИХ УГЛАХ ПОГРУЖЕНИЯ РЕБРА 
 
Ïîñòðîåíî òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè î ðàâíîâåñèè íåñæèìàåìîãî 
ïîëóïðîñòðàíñòâà, îñëàáëåííîãî ïðèïîâåðõíîñòíûì êëèíîâèäíûì ðàçðåçîì. Ïðî-
àíàëèçèðîâàí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè òî÷êè âûõîäà ðåá-
ðà ðàçðåçà íà ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà. 
 
ON PECULIARITY OF ELASTIC FIELD IN INCOMPRESSIBLE HALF-SPACE 
WITH V-SHAPED INTERFACE CUT AT BIG ANGLES OF RIB PENETRATION 
 
Exact solution of the problem on equilibrium of incompressible half-space with V-sha-
ped interface cut is constructed. Using this solution, the character of stress behavior 
near the intersection point of the cut rib with the half-space surface is analyzed. 
 
Êè¿â. íàö. óí-ò ³ì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, Êè¿â Îäåðæàíî 
 14.04.04 
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ÓÄÊ 539.375 
 

Н. Д. Вайсфельд 
 

НЕСТАЦИОНАРНАЯ ЗАДАЧА КОНЦЕНТРАЦИИ 
НАПРЯЖЕНИЙ ВБЛИЗИ СФЕРИЧЕСКОЙ ТРЕЩИНЫ, 
РАСПОЛОЖЕННОЙ ВНУТРИ УСЕЧЕННОГО КОНУСА 
 

Ïîñòðîåíî ðåøåíèå äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è êðó÷åíèÿ óñå÷åííîãî óïðóãîãî êîíó-
ñà, îñëàáëåííîãî ñôåðè÷åñêîé òðåùèíîé, ê îñòðèþ êîòîðîãî ïðèëîæåí öåíòð 
âðàùåíèÿ. Ðåøåíèå áàçèðóåòñÿ íà ïðèìåíåíèè ðàçíîñòíîé àïïðîêñèìàöèè 
âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè è îáîáùåííîãî ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ïî ïåðåìåííîé, ãäå èìååòñÿ ðàçðûâ. Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå 
ñèíãóëÿðíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îðòîãîíàëü-
íûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ðàññ÷èòàíà çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà èíòåíñèâíîñòè 
íàïðÿæåíèé ó êðàÿ òðåùèíû îò âðåìåíè è ðàññòîÿíèÿ òðåùèíû äî 
îñòðèÿ. 

 
НЕСТАЦІОНАРНА ЗАДАЧА КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ БІЛЯ СФЕРИЧНОЇ 
ТРІЩИНИ, РОЗМІЩЕНОЇ УСЕРЕДИНІ ЗРІЗАНОГО КОНУСА 
 
Ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê äèíàì³÷íî¿ çàäà÷³ ñêðóòó çð³çàíîãî ïðóæíîãî êîíóñà, ïîñëàá-
ëåíîãî ñôåðè÷íîþ òð³ùèíîþ, äî â³ñòðÿ ÿêîãî ïðèêëàäåíî öåíòð îáåðòàííÿ. Ðîç-
â’ÿçóâàííÿ áàçóºòüñÿ íà çàñòîñóâàíí³ ð³çíèöåâî¿ àïðîêñèìàö³¿ äðóãî¿ ïîõ³äíî¿ çà 
÷àñîì ³ óçàãàëüíåíîãî ìåòîäó ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü çà çì³ííîþ, äå º ðîçðèâ. 
Çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ð³âíÿíü, ùî ðîçâ’ÿçóþòüñÿ çà äîïîìî-
ãîþ ìåòîäó îðòîãîíàëüíèõ ìíîãî÷ëåí³â. Ðîçðàõîâàíî çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ³í-
òåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü á³ëÿ êðàþ òð³ùèíè â³ä ÷àñó òà â³äñòàí³ òð³ùèíè äî 
â³ñòðÿ. 
 
NONSTATIONARY PROBLEM OF STRESS CONCENTRATION NEAR 
A SPHERICAL CRACK, SITUATED INSIDE A TRUNCATED CONE 
 
Solution to the dynamic torsion problem for a truncated elastic cone, weakened by a 
spherical crack, to which tip the rotation center is applied, is constructed. Solution is 
based on the application of difference approximation of the second time derivative and 
the generalized method of integral transforms by the variable, where there is a discon-
tinuity. The problem is reduced to a system of singular equations, which are solved with 
the help of the orthogonal polynomial method. Dependence of the stress intensity factor 
on time and the crack distance to the tip is calculated.  
 
Îäåñ. íàö. óí-ò èì. È. È. Ìå÷íèêîâà, Îäåññà Ïîëó÷åíî 
 29.06.04 
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ÓÄÊ 539.3 
 

Я. І. Кунець 
 

ПРУЖНА РІВНОВАГА ТІЛА З ТОНКИМ ГОСТРОКІНЦЕВИМ М’ЯКИМ 
ВКЛЮЧЕННЯМ В УМОВАХ ПОЗДОВЖНЬОГО ЗСУВУ 
 

Ïîÿñíþºòüñÿ ÿâèùå ð³çêî¿ çì³íè ïîâåä³íêè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó 
â îêîë³ ì’ÿêîãî ãîñòðîê³íöåâîãî òîíêîñò³ííîãî âêëþ÷åííÿ, êîëè éîãî ìîäóëü 
çñóâó ïðÿìóº äî íóëÿ. Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ öüîãî ÿâèùà (ïîáóäîâè â³äïîâ³äíèõ 
ïðèìåæîâèõ øàð³â) âèêîðèñòàíî ìåòîä çðîùóâàííÿ àñèìïòîòè÷íèõ ðîç-
âèíåíü, ìåòîä ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ³ ìåòîä ìåõàí³÷íèõ êâàä-
ðàòóð. 

 
УПРУГОЕ РАВНОВЕСИЕ ТЕЛА С ТОНКИМ ПИКООБРАЗНЫМ МЯГКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 
В УСЛОВИЯХ АНТИПЛОСКОГО СДВИГА 
 
Îáúÿñíÿåòñÿ ðåçêîå èçìåíåíèå ïîâåäåíèÿ íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ â îêðåñòíîñòè ìÿãêîãî ïèêîîáðàçíîãî òîíêîãî âêëþ÷åíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè åãî 
ìîäóëÿ ñäâèãà ê íóëþ. Ïðè îáîñíîâàíèè ýòîãî ÿâëåíèÿ è ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñò-
âóþùèõ ïîãðàíè÷íûõ øàðîâ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ 
ðàçëîæåíèé, ìåòîä ñèíãóëÿðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé, ìåòîä ìåõàíè÷åñêèõ 
êâàäðàòóð. 
 
LIMIT EQUILIBRIUM OF A BODY WITH THIN POINTED ELASTIC 
INCLUSION UNDER ANTIPLANE SHEAR 
 
The phenomenon of abrupt change of behavior of the stress-strain state in the vicinity 
of pointed thin elastic inclusions with large or small rigidity, when their moduli tend to 
zero or infinity, is explained. The method of asymptotic expansion agreement is utilized 
to explain this phenomenon. The method of singular integral equation and method of 
mechanical quadratures are used to construct the corresponding boundary layers. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.06.04 
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ÓÄÊ 539.3 
 
И. А. Улитко, В. Н. Никитенко 
 
ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ ТОНКОЙ 
ПЬЕЗОКЕРАМИЧЕСКОЙ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПРИ БЫСТРОМ ВРАЩАТЕЛЬНОМ ДВИЖЕНИ 
 

Â çàäà÷å îá èçãèáíûõ êîëåáàíèÿõ òîíêîé äëèííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïüåçîêåðà-
ìè÷åñêîé îáîëî÷êè, áûñòðî âðàùàþùåéñÿ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè, ïîëó÷åíî 
ðåøåíèå â âèäå áåãóùèõ â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè ïðÿìîé è îáðàòíîé âîëí. Ñ 
ó÷åòîì êîíå÷íîé äîáðîòíîñòè ìàòåðèàëà îáîëî÷êè èçó÷åíû åå ðåçîíàíñíûå 
êîëåáàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî âëèÿíèå áûñòðîãî âðàùåíèÿ îáîëî÷êè âûðàæàåòñÿ 
â ïîäàâëåíèè àìïëèòóä êàê ïðÿìîé, òàê è îáðàòíîé áåãóùèõ âîëí äåôîðìà-
öèè, ïðè÷åì àìïëèòóäà ïðÿìîé âîëíû îñòàåòñÿ áîëüøåé, ÷åì àìïëèòóäà 
îáðàòíîé âîëíû. 

 
ВИМУШЕНІ КОЛИВАННЯ ТОНКОЇ П’ЄЗОКЕРАМІЧНОЇ ЦИЛІНДРИЧНОЇ 
ОБОЛОНКИ ПРИ ШВИДКОМУ ОБЕРТОВОМУ РУСІ 
 
Â çàäà÷³ ïðî çãèíí³ êîëèâàííÿ òîíêî¿ äîâãî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè, ÿêà øâèäêî 
îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî âëàñíî¿ îñ³, îòðèìàíî ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ á³æó÷èõ ó êîëîâî-
ìó íàïðÿìêó ïðÿìî¿ òà çâîðîòíî¿ õâèëü. Ç óðàõóâàííÿì ñê³í÷åíî¿ äîáðîòíîñò³ 
ìàòåð³àëó îáîëîíêè âèâ÷åíî ¿¿ ðåçîíàíñí³ êîëèâàííÿ. Ïîêàçàíî, ùî âïëèâ øâèäêîãî 
îáåðòàííÿ îáîëîíêè âèðàæàºòüñÿ ó ïðèãí³÷åíí³ àìïë³òóä ÿê ïðÿìî¿, òàê ³ çâî-
ðîòíî¿ á³æó÷èõ õâèëü äåôîðìàö³¿, ïðè÷îìó àìïë³òóäà ïðÿìî¿ õâèë³ çàëèøàºòüñÿ 
á³ëüøîþ, í³æ àìïë³òóäà çâîðîòíî¿ õâèë³. 
 
FORCED VIBRATIONS OF THE THIN PIEZOCERAMIC CYLINDRICAL 
SHELL UNDER FAST ROTATION  
 
Solution of the problem of bending vibrations of fast rotating thin piezoceramic cylind-
rical shell has been obtained in the form of forward and backward circumferential tra-
veling waves. Resonance vibrations have been studied with the account of finite mecha-
nical quality factor of the shell. It is shown that influence of fast rotation is expressed 
in the suppression of amplitudes of the both forward and backward traveling waves. 
The amplitude of forward wave remains greater than that of backward wave. 
 
Êèåâ íàö. óí-ò èì. Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Êèåâ Ïîëó÷åíî 
 14.07.04 
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1, М. І. Сорокатий 
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ДО ОЦІНКИ ТОЧНОСТІ РОЗВ’ЯЗКІВ ЧАСТОТНИХ  
РІВНЯНЬ У ЗАДАЧАХ ДИНАМІКИ ПРУЖНИХ СИСТЕМ 
З КУСКОВО-ЗМІННИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ 
 

Ïîáóäîâàíî çàãàëüí³ ÷àñòîòí³ ð³âíÿííÿ ïðóæíîãî îäíîñòóï³í÷àñòîãî ñòåðæ-
íÿ çì³ííîãî ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ïðè ïîçäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷íèõ êîëèâàííÿõ. 
Âêàçàí³ ð³âíÿííÿ âèâåäåíî ìåòîäîì ôóíêö³¿ âïëèâó äëÿ êîíñîëåé ³ ñòåðæí³â 
³ç çàùåìëåíèìè ê³íöÿìè. Íàâåäåíî ïðèêëàäè òî÷íîãî âèçíà÷åííÿ ÷àñòîòíèõ 
ñïåêòð³â. 

 
К ОЦЕНКЕ ТОЧНОСТИ РЕШЕНИЙ ЧАСТОТНЫХ УРАВНЕНИЙ В ЗАДАЧАХ ДИНАМИКИ 
УПРУГИХ СИСТЕМ С КУСОЧНО-ПЕРЕМЕННЫМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ  
 
Ïîñòðîåíû îáùèå ÷àñòîòíûå óðàâíåíèÿ óïðóãîãî îäíîñòóïåí÷àòîãî ñòåðæíÿ ïå-
ðåìåííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïðè ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèÿõ. Óðàâíå-
íèÿ âûâåäåíû ìåòîäîì ôóíêöèè âëèÿíèÿ äëÿ êîíñîëåé è áàëîê ñ çàùåìëåííûìè 
êîíöàìè. Ïðèâåäåíû ïðèìåðû òî÷íîãî îïðåäåëåíèÿ ÷àñòîòíûõ ñïåêòðîâ. 
 
ON ESTIMATION OF EXACTNESS OF FREQUENCY EQUATIONS SOLUTIONS IN DYNAMIC 
PROBLEMS OF ELASTIC SYSTEMS WITH PIECEWISE-VARIABLE CHARACTERISTICS 
 
The paper presents general frequency equations of elastic one-step rod with variable 
cross-section, exposed to longitudinal and transverse vibrations. The equations are 
derived by the method of influence function for cantilevers and rods with the clamped 
ends. The examples of exact determination of frequency spectra are given. 
 
1
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 21.06.04 
2
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â 
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НЕЛІНІЙНА МОДЕЛЬ ПОШИРЕННЯ ПРУЖНИХ ЗБУРЕНЬ 
У ПРУЖНО-ДЕФОРМОВАНОМУ КОНТИНУУМІ 
 

Ðîçãëÿíóòî ãåîìåòðè÷íî òà ô³çè÷íî íåë³í³éíó ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü äèíà-
ì³÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ïî÷àòêîâî íàïðóæåíèõ ò³ë, ÿê³ ï³ääàþòüñÿ äîäàò-
êîâîìó ìåõàí³÷íîìó çáóðåííþ. Ó ö³é ìîäåë³ âèêîðèñòîâóþòüñÿ òåíçîðí³ 
ïàðàìåòðè ëîêàëüíîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó, ââåäåí³ ñòîñîâíî àê-
òóàëüíî¿ íåçáóðåíî¿ êîíô³ãóðàö³¿ ò³ëà. Îòðèìàíà ë³íåàðèçîâàíà ñèñòåìà 
äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü îïèñóº ïîøèðåííÿ ìàëèõ ïðóæíèõ çáóðåíü ó íåîä-
íîð³äíî äåôîðìîâàíîìó ò³ë³. 

 
НЕЛИНЕЙНАЯ МОДЕЛЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ УПРУГИХ ВОЗМУЩЕНИЙ  
В УПРУГО-ДЕФОРМИРОВАННОМ КОНТИНУУМЕ 
 
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè íà÷àëüíî-íàïðÿæåííûõ òåë, êîòîðûå ïîä-
âåðãàþòñÿ äîïîëíèòåëüíîìó ìåõàíè÷åñêîìó âîçìóùåíèþ. Â ýòîé ìîäåëè èñïîëü-
çóþòñÿ òåíçîðíûå ïàðàìåòðû ëîêàëüíîãî íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿ-
íèÿ, ââåäåííûå îòíîñèòåëüíî àêòóàëüíîé íåâîçìóùåííîé êîíôèãóðàöèè òåëà. Â 
ðàìêàõ ìîäåëè ïîëó÷åíà ëèíåàðèçîâàííàÿ ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, 
îïèñûâàþùàÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ìàëûõ óïðóãèõ âîçìóùåíèé â íåîäíîðîäíî äåôîð-
ìèðîâàííîì òåëå. 
 
NON-LINEAR MODEL OF ELASTIC DISTURBANCE PROPAGATION  
IN ELASTICO-STRAINED CONTINUUM 
 
Geometrically and physically non-linear model of dynamic elasticity theory for initially 
strained solids, that are subjected to additional mechanical disturbance, is considered. In 
the model the tensor parameters of local stress-strain state, introduced relative to the 
actual undisturbed configuration, are used. In the frame of this model a linearized sys-
tem of differential equations, that describe small elastic disturbance propagation in the 
non-uniformly strained solids, is obtained. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.06.04 
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ КРУГЛОЇ ПЛАСТИНКИ,  
ЗАКРІПЛЕНОЇ ПО КОНТУРУ ВІД КУТА ПОВОРОТУ  
 

Ðîçãëÿíóòî ïîñòàíîâêó òà ïîáóäîâó ðîçâ’ÿçêó îáåðíåíî¿ çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ 
íåñòàö³îíàðíîãî îñåñèìåòðè÷íîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ òåðìîíàïðóæåíîãî 
ñòàíó çàêð³ïëåíî¿ ïî êîíòóðó â³ä êóòà ïîâîðîòó êðóãëî¿ ïëàñòèíêè çà 
ðîçïîä³ëîì ïðîãèíó òà âåëè÷èíîþ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³ùåíü êîíòóðó. 

 
ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ КРУГЛОЙ ПЛАСТИНКИ,  
ЗАЩЕМЛЕННОЙ ПО КОНТУРУ ОТ УГЛА ПОВОРОТА  
 
Ðàññìîòðåíà ïîñòàíîâêà è ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ 
íåñòàöèîíàðíîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ è òåðìîíàïðÿæåííîãî 
ñîñòîÿíèÿ çàùåìëåííîé ïî êîíòóðó îò óãëà ïîâîðîòà êðóãëîé ïëàñòèíêè ïî 
ðàñïðåäåëåíèþ ïðîãèáà è âåëè÷èíå ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé êîíòóðà. 
 
INVERSE THERMOELASTICITY PROBLEM FOR A CIRCULAR PLATE FIXED  
ALONG ITS EDGE FROM ANGLE OF ROTATION  
 
Statement and construction of solution to the inverse problem on determining the non-
stationary axially symmetric temperature field and thermostressed state of a circular 
plate, fixed along its edge from the angle of rotation, according to bending distribution 
and the value of edge radial displacements, are considered. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 04.03.02 
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РОЗІГРІВ НЕСТИСЛИВОГО В’ЯЗКОПРУЖНОГО ЦИЛІНДРА ПРИ ЙОГО 
СТАЦІОНАРНОМУ КОЧЕННІ ПО ЖОРСТКІЙ ОСНОВІ 
 

Îäåðæàíî àíàë³òè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ïëîñêî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ ïðî ñòàö³î-
íàðíi ïîë³ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ³ äèñèïàòèâíèé ðîç³ãð³â â’ÿçêîïðóæíîãî íå-
ñòèñëèâîãî öèë³íäðà, ùî êîòèòüñÿ ïî æîðñòê³é îñíîâ³. Âðàõîâóºòüñÿ òåï-
ëîóòâîðåííÿ çà ðàõóíîê ã³ñòåðåçèñíèõ âòðàò ó ìàòåð³àë³ öèë³íäðà òà çîâ-
í³øíüîãî òåðòÿ âíàñë³äîê êîâçàííÿ öèë³íäðà ïî æîðñòê³é îñíîâ³. Ïðîâåäåíî 
ïîð³âíÿííÿ òåìïåðàòóð ðîç³ãð³âó, çóìîâëåíèõ öèìè ôàêòîðàìè. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ òîâùèíè öèë³íäðà íà éîãî òåìïåðàòóðíå ïîëå. 

 
РАЗОГРЕВ НЕСЖИМАЕМОГО ВЯЗКОУПРУГОГО ЦИЛИНДРА ПРИ ЕГО 
СТАЦИОНАРНОМ КАЧЕНИИ ПО ЖЕСТКОМУ ОСНОВАНИЮ 
 
Ïîëó÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ïëîñêîé êâàçèñòàòè÷åñêîé çàäà÷è î ñòàöèîíàð-
íûõ ïîëèãàðìîíè÷åñêèõ êîëåáàíèÿõ è äèññèïàòèâíîì ðàçîãðåâå âÿçêîóïðóãîãî íå-
ñæèìàåìîãî öèëèíäðà, êàòÿùåãîñÿ ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ. Ó÷èòûâàåòñÿ òåïëî-
îáðàçîâàíèå çà ñ÷åò ãèñòåðåçèñíûõ ïîòåðü â ìàòåðèàëå öèëèíäðà è âíåøíåãî 
òðåíèÿ âñëåäñòâèå ñêîëüæåíèÿ öèëèíäðà ïî æåñòêîìó îñíîâàíèþ. Ïðîâåäåíî 
ñðàâíåíèå òåìïåðàòóð ðàçîãðåâà, âûçâàííîãî ýòèìè ôàêòîðàìè. Èññëåäîâàíî âëè-
ÿíèå òîëùèíû öèëèíäðà íà åãî òåìïåðàòóðíîå ïîëå.  
 
HEATING OF VISCOELASTIC INCOMPRESSIBLE CYLINDER AT IT STATIONARY 
ROLLING ON A RIGID FOUNDATION 
 
The plane quasi-static problem about stationary polyharmonic oscillations and dissipa-
tive heating of viscoelastic incompressible cylinder, caused by rolling contact of the 
cylinder with a rigid foundation, has been solved analytically. The temperature field of 
the rolling cylinder, caused by outside friction, has been obtained and compared with 
the one, caused by dissipative heating. Influence of the cylinder thickness on the cylin-
der temperature has been investigated. 
 
²í-ò ìåõàí³êè ³ì. Ñ. Ï. Òèìîøåíêà Îäåðæàíî  
ÍÀÍ Óêðà¿íè, Êè¿â  22.03.04 
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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ І ДОСЛІДЖЕННЯ 
НАПРУЖЕНОГО СТАНУ ТІЛ У ПРОЦЕСІ ОХОЛОДЖЕННЯ ПРИ 
ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНОМУ ВІДПАЛІ 
 

Çàïðîïîíîâàíî âàð³àíò ìåòîäèêè äîñë³äæåííÿ òåðìîìåõàí³÷íî¿ ïîâåä³íêè 
ò³ë ïðè îõîëîäæåíí³ ï³ñëÿ âèòðèìêè â ïðîöåñ³ âèñîêîòåìïåðàòóðíîãî ëî-
êàëüíîãî â³äïàëó, ùî áàçóºòüñÿ íà ìåòîä³ ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Âðàõîâàíî 
íàÿâí³ñòü ïî÷àòêîâèõ ðîçïîä³ë³â òåìïåðàòóðè òà íàïðóæåíü, òåðìî÷óòëè-
â³ñòü ìàòåð³àëó, à òàêîæ ìîæëèâ³ñòü éîãî çì³öíåííÿ. ßê ïðèêëàä âèâ÷åíî 
âïëèâ öèõ ôàêòîð³â íà íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ïîðîæíèñòîãî öèë³íä-
ðà ïðè îõîëîäæåíí³ çà ð³çíèõ óìîâ òåïëîîáì³íó ç çîâí³øí³ì ñåðåäîâèùåì. 

 
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ИССЛЕДОВАНИЕ 
НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ТЕЛ ПРИ ОХЛАЖДЕНИИ В ПРОЦЕССЕ 
ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО ОТЖИГА 
 
Ïðåäëîæåí áàçèðóþùèéñÿ íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ âàðèàíò ìåòîäèêè èñ-
ñëåäîâàíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ òåë ïðè îõëàæäåíèè ïîñëå âûäåðæêè â 
ïðîöåññå âûñîêîòåìïåðàòóðíîãî ëîêàëüíîãî îòæèãà, â êîòîðîì ó÷èòûâàåòñÿ íà-
ëè÷èå íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé òåìïåðàòóðû è íàïðÿæåíèé, òåðìî÷óâñòâè-
òåëüíîñòü ìàòåðèàëà è âîçìîæíîñòü åãî óïðî÷íåíèÿ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èçó÷å-
íî âëèÿíèå ýòèõ ôàêòîðîâ íà íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå ïîëîãî öè-
ëèíäðà ïðè îõëàæäåíèè ïðè ðàçëè÷íûõ óñëîâèÿõ òåïëîîáìåíà ñ âíåøíåé ñðåäîé. 
 
MATHEMATICAL MODELING AND INVESTIGATION OF STRESS STATE OF SOLIDS 
UNDER THEIR COOLING IN THE PROCESS OF HIGH-TEMPERATURE ANNEALING  
 
A variant of method, based on the finite element one, is proposed for investigation of 
thermomechanical behavior of solids during cooling after endurance in the process of 
high-temperature local annealing. The initial temperature and stresses distributions, 
thermal sensitivity and possibility of material hardening are taken into account. As an 
example, the influence of these factors on the stress-strain state of a shallow cylinder 
during cooling either under conditions of convective heat transfer with the environment 
or in some three-layer cylindrical system is studied. 
 
1
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â, 12.02.04 
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Ïîë³òåõí³êà Îïîëüñüêà, Îïîëå, Ïîëüùà 
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АНАЛІТИКО-ЧИСЛОВИЙ РОЗВ’ЯЗОК ЗАДАЧІ ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ 
ТЕРМОЧУТЛИВОЇ СТІНКИ ЗА УМОВ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ 
 

Îòðèìàíî òà ïîð³âíÿíî àíàë³òèêî-÷èñëîâèé ³ òî÷íèé ðîçâ’ÿçêè çàäà÷ òåï-
ëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ òåðìî÷óòëèâî¿ ïëîñêî¿, öèë³íäðè÷íî¿ òà ñôåðè÷íî¿ ñò³íîê 
çà óìîâ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáì³íó ÷åðåç îáìåæóþ÷³ ïîâåðõí³. Äîñë³äæåíî 
âïëèâ òåðìî÷óòëèâîñò³ ìàòåð³àëó íà âåëè÷èíó òà õàðàêòåð ðîçïîä³ëó òåì-
ïåðàòóðè. Âñòàíîâëåíî, çà ÿêèõ ðàä³óñ³â ³ òîâùèí öèë³íäðè÷íî¿ ³ ñôåðè÷íî¿ 
ñò³íîê ¿õ òåìïåðàòóðó ç ïîõèáêîþ äî 1% ìîæíà îá÷èñëþâàòè çà ôîðìóëîþ 
äëÿ òåìïåðàòóðè ó âèïàäêó ïëîñêî¿ ñò³íêè. 

 
АНАЛИТИКО-ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 
ТЕРМОЧУВСТВИТЕЛЬНОЙ СТЕНКИ ПРИ УСЛОВИЯХ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА 
 
Ïîëó÷åíî è ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå àíàëèòèêî-÷èñëåííîãî è òî÷íîãî ðåøåíèé çàäà÷ 
òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òåðìî÷óâñòâèòåëüíîé ïëîñêîé, öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè-
÷åñêîé ñòåíîê ïðè óñëîâèÿõ êîíâåêòèâíîãî òåïëîîáìåíà ÷åðåç îãðàíè÷èâàþùèå 
ïîâåðõíîñòè. Èññëåäîâàíî âëèÿíèå òåðìî÷óâñòâèòåëüíîñòè ìàòåðèàëà íà âåëè-
÷èíó è õàðàêòåð ðàñïðåäåëåíèÿ òåìïåðàòóðû. Óñòàíîâëåíî, ïðè êàêèõ ðàäèóñå è 
òîëùèíå öèëèíäðè÷åñêîé è ñôåðè÷åñêîé ñòåíîê èõ òåìïåðàòóðó ñ ïîãðåøíîñ-
òüþ, ìåíüøåé 1%, ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå òåìïåðàòóðû äëÿ ïëîñêîé 
ñòåíêè. 
 
ANALYTIC-NUMERICAL SOLUTION OF HEAT CONDUCTION PROBLEM 
FOR THERMOSENSITIVE WALL UNDER CONDITIONS OF CONVECTIVE HEAT TRANSFER 
 
Analytic-numerical and exact solutions of heat conduction problem for thermosensitive 
plane, cylindrical and spherical walls under conditions of convective heat transfer at 
bounding surfaces are obtained and compared. The influence of thermosensitivity of the 
material on a grade and a character of the temperature distribution is investigated. The 
radius and the thickness of cylindrical and spherical walls, for which their temperatu-
res can be calculated using the formula for the plane wall temperature with an error 
less than 1%, are determined. 
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