
РЕЦЕНЗІЯ 
на дисертаційну роботу Соляр Ольги Ігорівни 

"Контактні задачі з невідомими областями взаємодії за врахування тертя", 
подану на здобуття наукового ступеня доктора філософії  

з галузі знань 11 – Математика та статистика  
за спеціальністю 113 – Прикладна математика 

 

За результатами вивчення дисертаційної роботи О.І. Соляр, яка є науковою 
роботою, що подана у вигляді рукопису і складається з анотації, вступу, чотирьох 
розділів, висновків, списку використаної літератури та додатків, а також 
ознайомлення з опублікованими роботами здобувачки за темою дисертації, слід 
відзначити наступне: 

Актуальність теми дисертації та зв'язок з науково-технічними 
програмами. 

Дисертаційна робота Соляр О. І. спрямована на розв’язання актуального 
науково-прикладного завдання, що полягає у розробленні підходу до 
розв’язування дво- та тривимірних фрикційних контактних задач із невідомими 
областями взаємодії та дослідженні на цій основі впливу тертя на розподіл 
контактних тисків під штампами складної геометрії і напружень у прилеглих 
зонах. 

Контактна взаємодія є одним із основних механізмів передавання 
навантаження до елементів конструкцій і деталей машин. При цьому 
концентрація напружень у зоні контакту може спричиняти локальне 
пошкодження матеріалу та, як наслідок, зниження надійності й довговічності 
конструкцій. Під час дослідження взаємодії штампів і тіл складної форми області 
контакту, як правило, є наперед невідомими, що зумовлює складність відповідних 
задач та їх належність до класу некласичних контактних задач. Додаткові 
труднощі виникають за наявності тертя, а також у випадках, коли область 
контакту складається з кількох окремих ділянок. 

У зв’язку з цим розроблення чисельно-аналітичних методів і підходів до 
визначення областей контакту та аналізу напружено-деформованого стану в зоні 
контактної взаємодії для дво- та тривимірних фрикційних контактних задач із 
невідомими областями контакту є актуальним науковим завданням. 

Дослідження за темою дисертації виконано в Інституті прикладних проблем 
механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України у межах науково-
дослідних тем відділу термомеханіки Інституту, зокрема державних бюджетних 
тем ВБ 19-13/456 (2020–2024 рр.) «Моделювання та оптимізація термомеханічних 
процесів у шаруватих тілах, зокрема оболонках та пластинах, при 
термомеханічних навантаженнях за врахування теплопереносу випромінюванням, 
термочутливості та дефектності елементів структури» та ВБ 13-19/492 (2025–2029 
рр.) «Математичні моделі і методи для аналізу та оптимізації термомеханічної 
поведінки структурно-неоднорідних тіл за комплексних навантажень». 
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Новизна презентованих теоретичних та/або експериментальних 
результатів проведених здобувачкою досліджень.  

У процесі виконання поставленого в дисертації завдання здобувачкою 
отримано низку нових наукових і практичних результатів. До основних 
результатів, що визначають наукову новизну роботи, належать запропонований 
підхід до розв’язування складних фрикційних просторових контактних задач із 
невідомими областями взаємодії, який ґрунтується на методі інтегральних 
рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з подальшим зведенням задачі до задачі 
квадратичного програмування, а також підхід до визначення й дослідження 
напружень біля штампа та тріщин в анізотропній смузі із жорстко закріпленою 
основою, що ґрунтується на методі інтегральних рівнянь.  

Здобувачкою: 
 розроблено методику розв’язування осесиметричної контактної задачі про 
взаємодію пружного півпростору та простору зі сферичною порожниною зі 
штампом складної форми. Визначено та досліджено розподіл контактного 
тиску для штампів різної форми, зокрема із синусоїдальною поверхнею, за 
контакту на окремих невідомих ділянках;  

 розглянуто фрикційну осесиметричну контактну задачу про взаємодію штампа 
з пружним півпростором з урахуванням тертя. Досліджено зношування 
залежно від форми штампа та часу із застосуванням крокового методу;  

 досліджено осесиметричну задачу зношування пружного півпростору за дії 
штампа з локальними хвилястостями. Встановлено зменшення контактних 
тисків в околі хвилястостей у процесі зношування та їх наближення за 
достатньо великих значень часу до розподілу, характерного для гладкого 
штампа; 

 розроблено методику визначення контактних напружень під штампом, який 
втискається у сферичну порожнину в пружному просторі, та досліджено 
розподіл контактного тиску для сфероїдальних штампів різної форми;  

 побудовано чисельно-аналітичний алгоритм розв’язування фрикційної 
просторової контактної задачі про взаємодію двох тіл. Дослідження проведено 
для параболічних форм тіл за різних значень взаємного зближення, 
коефіцієнтів тертя та коефіцієнта Пуассона;  

 розглянуто фрикційну контактну задачу про взаємодію шару зі штампами 
складної форми та розроблено алгоритм визначення фундаментального 
розв’язку для шару. Проведено розрахунки контактних тисків для різних форм 
штампів, значень заглиблення та коефіцієнта тертя. Показано можливість 
розв’язування таких задач із заданою точністю;  

 розроблено підхід до розв’язування плоскої фрикційної контактної задачі для 
анізотропного шару із закріпленою основою. Досліджено взаємодію одного і 
двох параболічних штампів та штампів із плоскою основою за вертикального 
переміщення і можливого повороту. Встановлено вплив напрямків 
армувальних елементів композиту на контактні напруження та наявність 
значних розтягувальних напружень біля штампа, співмірних із максимальним 
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контактним тиском, що свідчить про можливість виникнення крайових 
тріщин;  

 побудовано алгоритм розв’язування задачі теорії пружності для анізотропної 
смуги із закріпленою основою, послабленої тріщинами. Досліджено 
напруження біля крайових тріщин в областях розтягувальних напружень та 
показано істотний вплив анізотропії матеріалу на контактні тиски і 
напруження біля штампа;  

 створено та верифіковано програмне забезпечення для реалізації розроблених 
обчислювальних алгоритмів. Верифікацію проведено на модельних задачах із 
відомими аналітичними розв’язками, шляхом порівняння з результатами, 
наведеними в літературі та отриманими іншими методами, а також із 
результатами, отриманими за допомогою програмного комплексу ANSYS. 
Результати тестування підтверджують достовірність отриманих результатів. 
Наукова обґрунтованість і відповідність темі дисертації отриманих 

результатів та їх достовірність. 
У дисертаційній роботі на основі аналізу літературних джерел 

охарактеризовано сучасний стан досліджуваної проблеми та чітко сформульовано 
завдання дослідження. Основні наукові положення, висновки та рекомендації 
роботи є достатньо обґрунтованими. Їх достовірність забезпечується коректністю 
використаних наукових положень, обґрунтованістю постановки задач і 
застосованих методів їх розв’язування, узгодженістю отриманих результатів із 
відомими аналітичними розв’язками та результатами, наведеними в літературі й 
отриманими іншими методами, а також проведеною верифікацією розроблених 
обчислювальних алгоритмів, зокрема шляхом порівняння з результатами, 
отриманими за допомогою програмного комплексу ANSYS. 

Практичне та теоретичне значення отриманих результатів. 
У дисертаційній роботі запропоновано підхід, що ґрунтується на методі 

інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з подальшим зведенням задачі до 
задачі квадратичного програмування, та розроблено методики дослідження дво- і 
тривимірних фрикційних контактних задач із невідомими областями взаємодії. 
Розглянуто просторові задачі для пружного півпростору та шару за дії штампів 
різної форми, осесиметричні задачі для півпростору та простору зі сферичною 
порожниною, а також плоскі контактні задачі для анізотропних півпростору та 
шару із використанням методів Лехніцького та інтегральних рівнянь. 

Розроблений підхід дає змогу досліджувати широкий клас контактних задач 
із невідомими областями взаємодії, зокрема з урахуванням сил тертя та 
зношування, із контрольованою точністю. Розроблене програмне забезпечення 
забезпечує можливість визначення та дослідження напружено-деформованого 
стану в умовах контактної взаємодії та може бути використане для аналізу й 
удосконалення конструктивних рішень. 
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Рівень виконання поставленого завдання та оволодіння здобувачем 
методологією наукової діяльності.  

Поставлені в дисертаційній роботі наукові завдання здобувачка виконала на 
належному науково-методичному рівні. Нею самостійно розроблено методики 
дослідження дво- та тривимірних фрикційних контактних задач із невідомими 
областями взаємодії та відповідне програмне забезпечення, за допомогою якого 
проведено чисельні дослідження. Отримані результати демонструють можливість 
застосування розробленого підходу, що ґрунтується на методі інтегральних 
рівнянь-нерівностей та зведенні задачі до задачі квадратичного програмування, до 
широкого класу контактних задач із невідомими областями взаємодії, зокрема з 
урахуванням сил тертя та зношування. 

Також розроблено підхід до розв’язування плоских фрикційних контактних 
задач для анізотропного шару із закріпленою основою та алгоритм розв’язування 
задачі пружності для анізотропної смуги з тріщинами. Досліджено вплив 
анізотропії матеріалу на контактні тиски та напруження біля штампа. 

Зазначене свідчить про належний рівень оволодіння здобувачкою 
методологією наукової діяльності та набуття нею необхідних знань, умінь, 
навичок і загальних та спеціальних компетентностей, необхідних для самостійної 
наукової роботи за спеціальністю 113 «Прикладна математика». 

Особистий внесок здобувача в отриманні наукових результатів. 
Основні результати, що становлять зміст дисертації, отримані здобувачкою 

самостійно. У роботах, опублікованих у співавторстві, здобувачці належать аналіз 
літературних джерел за напрямом досліджень, розроблення та обґрунтування 
математичних і числових моделей, створення відповідного програмного 
забезпечення, проведення числових експериментів, дослідження точності 
отриманих розв’язків, інтерпретація результатів, а також формулювання 
висновків і рекомендацій, які увійшли до дисертації. Дві статті опубліковано 
здобувачкою одноосібно. 

Кількість та зміст опублікованих праць відповідають установленим вимогам 
до публікацій за результатами дисертаційних досліджень. Дослідження виконано 
в межах планів науково-дослідних робіт Інституту прикладних проблем механіки 
і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України та відповідно до програми 
підготовки здобувачки ступеня доктора філософії за галуззю знань 11 
«Математика та статистика», спеціальністю 113 «Прикладна математика». 

 
Зауваження до дисертаційної роботи: 

1. На рис. 2.14 а) криві 1–4 перетинаються у двох точках, однак фізичний зміст 
цих точок перетину та їх зв’язок із параметрами задачі в тексті не пояснено. 
Доцільно було б надати відповідне фізичне обґрунтування. 

2. При аналізі результатів, наведених на рис. 2.15–2.18, переважно описується 
характер отриманих залежностей, тоді як фізичне пояснення причин 
установлених закономірностей наведено недостатньо. 

3. У роботі не для всіх чисельних результатів наведено кількісну оцінку 
похибки та збіжності отриманих розв’язків. З огляду на використання 
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