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АНОТАЦІЯ

Цяпа О.В.Моделювання поведінки та імовірнісно-статистичний аналіз оцінок
характеристик портфеля. — Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису.

Дисертація на здобуття наукового ступеня доктора філософії за
спеціальністю 113 — Прикладна математика. — Інститут прикладних проблем
механіки та математики ім. Я. С. Підстригача НАН України, Львів, 2026.

У дисертаційній роботі розв’язано актуальну науково-прикладну задачу
математичного моделювання поведінки та імовірнісно-статистичного аналізу
вибіркових оцінок характеристик ефективних портфелів фінансових активів
за припущень багатовимірного еліптичного розподілу та слабко стаціонарного
гауссівського процесу для вектора дохідностей активів, а також побудови
стиснених оцінок ваг портфелів з найменшою дисперсією та з максимальним
відношенням Шарпа у випадку, коли кількість активів є зіставною з обсягом
вибірки історичних спостережень.

Актуальність теми. Класична теорія оптимального портфеля Марковіца
та її розвиток (модель оцінки капітальних активів, портфель з максимальним
відношенням Шарпа, портфель з найменшим рівнем Value-at-Risk) визначають
оптимальні ваги портфеля через невідомі параметри розподілу дохідностей
(вектор очікуваних дохідностей та коваріаційну матрицю). На практиці ці
параметри замінюють їхніми вибірковими оцінками, унаслідок чого ваги та
характеристики портфеля стають випадковими величинами, а їхні вибіркові
оцінки не обов’язково є незміщеними. Зміщення зростає з кількістю активів
і спадає з обсягом вибірки, причому особливо гостро проблема постає у
високорозмірних задачах, коли кількість активів k є зіставною з обсягом
вибірки n. Тому дослідження статистичних властивостей оцінок характеристик
ефективних портфелів та побудова їхніх виправлених і стиснених оцінок є
актуальною задачею прикладної фінансової математики.

Об’єктом дослідження є вибіркові оцінки характеристик ефективних
портфелів фінансових активів (портфелів з найменшою дисперсією, з
максимальним відношенням Шарпа та з найменшим рівнем Value-at-Risk).

Предметом дослідження є асимптотичні розподіли, зміщення,
виправлені та стиснені оцінки відношення Шарпа, Value-at-Risk та ваг
ефективних портфелів фінансових активів за припущень багатовимірного
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еліптичного розподілу та слабко стаціонарного гауссівського процесу, а також
у задачах високої розмірності. Дослідження ґрунтується на методах теорії
ймовірностей та математичної статистики, теорії еліптичних розподілів,
дельта-методі, теорії випадкових матриць, методі стисненого оцінювання, а
також на чисельних методах та імітаційному моделюванні методом Монте-
Карло.

Перший розділ присвячено огляду літератури та теоретичним
основам дослідження: розглянуто становлення теорії портфеля та поняття
диверсифікації, постановки задач побудови ефективних портфелів і їхні
характеристики, означення квантильних мір ризику (Value-at-Risk та умовного
Value-at-Risk) і їхні властивості, проблему статистичного оцінювання за
обмежених вибірок, високорозмірні підходи й метод стисненого оцінювання, а
також клас еліптичних розподілів, дельта-метод і слабко стаціонарні процеси,
що використовуються в подальших розділах.

У другому розділі для портфеля з найменшою дисперсією знайдено
асимптотичний розподіл вибіркових оцінок відношення Шарпа та Value-at-
Risk. Встановлено, що їхні асимптотичні дисперсії залежать від параметра
ексцесу λ еліптичного розподілу; ці результати є новими як для еліптичних
розподілів загалом, так і для нормального розподілу як їх часткового випадку.
Оскільки зміщення вибіркових оцінок повільно спадає до нуля зі зростанням
обсягу вибірки історичних спостережень, побудовано виправлені оцінки, які
усувають це зміщення. Імітаційне моделювання для нормального, t-розподілу
Стьюдента та розподілу Лапласа підтвердило коректність асимптотичного
наближення: для портфелів розмірності k ⩽ 30 добре наближення досягається
за обсягів вибірки n ⩾ 1000, а для k = 100 — за більших обсягів вибірки.
Для портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk знайдено асимптотичний
розподіл вибіркової оцінки відношенняШарпа за двох припущень: еліптичного
розподілу з незалежними реалізаціями та слабко стаціонарного гауссівського
процесу з автокореляцією. Побудовано інтервали довіри для відношенняШарпа
та процедуру перевірки гіпотез про його статистичну значущість; обчислено
максимальний рівень довіри Value-at-Risk, за якого ефективність (у сенсі
відношення Шарпа) портфеля є статистично значущо відмінною від нуля.
Отримані результати застосовано до реальних даних індексу Dow Jones, у тому
числі з використанням методу біжучого вікна.



4

У третьому розділі у задачах високої розмірності побудовано
стиснену оцінку ваг портфеля з найменшою дисперсією. Доведено, що
критерій максимізації відношення Шарпа не може бути використаний для
визначення оптимальної інтенсивності стиснення, тому розглянуто критерій
максимізації відношення очікуваної дохідності до дисперсії. Доведено
збіжність оптимальної інтенсивності стиснення до детермінованих граничних
значень в обох режимах c < 1 та c > 1, причому у випадку c > 1 використано
псевдообернену матрицю Мура–Пенроуза; знайдено явний вигляд граничної
інтенсивності та побудовано її консистентні оцінки на основі результатів теорії
випадкових матриць.

У четвертому розділі аналогічну задачу розв’язано для портфеля з
максимальним відношенням Шарпа. Оскільки відношення Шарпа не може
бути використано для визначення оптимальної інтенсивності стиснення,
застосовано критерій мінімізації позавибіркової дисперсії. Знайдено в
замкненій формі оптимальну інтенсивність стиснення та побудовано її
консистентні оцінки для обох режимів c < 1 та c > 1.

Наукова новизна одержаних результатів. Знайдено асимптотичні
розподіли вибіркових оцінок відношення Шарпа та Value-at-Risk портфеля
з найменшою дисперсією для класу багатовимірних еліптичних розподілів;
отримано асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за припущення слабко
стаціонарного гауссівського процесу з автокореляцією та сформульовано
процедуру перевірки значущості цього відношення; запропоновано стиснену
оцінку ваг портфеля з найменшою дисперсією за критерієм максимізації
позавибіркового відношення очікуваної дохідності до дисперсії, при цьому
доведено неможливість використання критерію максимізації відношення
Шарпа для визначення оптимальної інтенсивності стиснення; запропоновано
стиснену оцінку ваг портфеля з максимальним відношенням Шарпа за
критерієм мінімізації позавибіркової дисперсії.

Практичне значення. Побудовані розрахункові формули та інтервали
довіри для відношення Шарпа і Value-at-Risk дають змогу кількісно оцінювати
точність відповідних вибіркових оцінок при управлінні інвестиційними
портфелями, а запропоновані стиснені оцінки ваг портфелів можуть бути
безпосередньо застосовані у задачах розподілу капіталу, у яких кількість
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активів є зіставною з обсягом доступних історичних спостережень.
Розроблено програмний комплекс для порівняння вибіркових та стиснених
оцінок, який реалізує генерування вибірок з еліптичних розподілів і
процесу VAR(1), обчислення вибіркових і виправлених оцінок, побудову
стиснених оцінок та оцінювання їхніх якісних характеристик (зміщення,
дисперсії, середньоквадратичної похибки) методом Монте-Карло. Імітаційні
експерименти підтвердили суттєву перевагу стисненої оцінки над вибірковою
для усіх значень c = k/n, окрім близьких до нуля.

Окремі результати теоретичного і практичного характеру можуть
бути використані у навчальному процесі при викладанні нормативних та
спеціальних курсів з прикладної математики, математичної статистики та
фінансової математики для студентів закладів вищої освіти.

Дисертація складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків, списку
використаних джерел та додатків. Роботу виконано в Інституті прикладних
проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України в межах
науково-дослідних тем установи (номери державної реєстрації 0124U000739
та 0125U000322), а також у межах науково-дослідної теми Львівського
національного університету імені Івана Франка «Математичні моделі та
методи в теорії портфеля» (номер державної реєстрації 0124U002266);
в усіх зазначених темах здобувач брав участь як виконавець. Основні
результати дисертації доповідалися та обговорювалися на наукових семінарах
і конференціях та опубліковано у наукових працях автора, у тому числі у
виданнях, що індексуються у наукометричній базі Scopus.

Ключові слова: математичне моделювання, статистичний аналіз,
вибіркова оцінка, портфель, ризик, математичні методи, оцінка параметра,
консистентність, асимптотичний розподіл, дисперсія, асимптотична
нормальність, Value-at-Risk, статистичне моделювання, експериментальні
дані, математична модель.
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ANNOTATION

Tsyapa O.V. Modeling the Behavior and Probabilistic-Statistical Analysis of
Estimators of Portfolio Characteristics. — Qualifying scientific work submitted as a
manuscript. Dissertation for the degree of Doctor of Philosophy in Specialty 113 —
Applied Mathematics. — Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics
and Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2026.

This dissertation addresses a fundamental problem in applied financial math-
ematics concerning the stochastic behavior and statistical properties of estimators
of efficient portfolio characteristics under both non-Gaussian return distributions
and high-dimensional settings. In particular, the study develops probabilistic and
statistical methods for analyzing estimators associated with efficient portfolios of
financial assets under the assumptions of multivariate elliptical distributions and
covariance-stationary Gaussian processes for asset returns. In addition, shrinkage
estimators for the allocation weights of the global minimum-variance portfolio and
the maximum-Sharpe-ratio portfolio are proposed for settings in which the number
of assets is comparable to the sample size of historical observations.

Research Motivation. Classical portfolio theory, originating from the
Markowitz framework and subsequently extended through the Capital Asset Pric-
ing Model, the tangency portfolio, and risk-based allocation approaches such as
minimum-Value-at-Risk portfolios, determines optimal portfolio allocations through
unknown population characteristics of asset returns, namely the mean return vector
and the covariance matrix. In empirical applications, these quantities must be
replaced by their sample-based counterparts. Consequently, estimated portfolio
weights and portfolio performance measures become random quantities whose
statistical properties may differ substantially from those of the underlying population
characteristics.

The resulting estimation error becomes especially pronounced in high-
dimensional environments, where the number of assets k is of the same order as
the sample size n. In such settings, plug-in estimators often exhibit substantial
finite-sample bias and instability. This motivates the development of asymptotic
approximations, bias-corrected estimators, and shrinkage techniques capable of
improving estimation accuracy and out-of-sample performance. The investigation
of these issues constitutes an important direction of modern quantitative finance and
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high-dimensional statistical inference.
Research Object, Scope, and Methodology. The object of the study

comprises estimators of the characteristics of efficient financial portfolios, including
the global minimum-variance portfolio, the maximum-Sharpe-ratio portfolio, and
the minimum-Value-at-Risk portfolio. The research focuses on the asymptotic
distributions, bias, bias-corrected and shrinkage estimators of the Sharpe ratio, Value-
at-Risk, and weights of efficient portfolios under elliptical return distributions and
covariance-stationary Gaussian processes, as well as in high-dimensional settings.

The analysis relies on methods from probability theory, asymptotic statistics,
random matrix theory, and Monte Carlo simulation. In particular, the dissertation
employs the delta method, asymptotic limit theorems, high-dimensional asymptotic
techniques, and simulation-based statistical analysis.

Structure and Main Results. The first chapter provides a comprehensive
overview of the theoretical foundations underlying the study. It discusses the
evolution of portfolio theory and diversification principles, optimization problems
defining efficient portfolios and their performance measures, quantile-based risk
measures such as Value-at-Risk and Conditional Value-at-Risk, and statistical
estimation under limited sample sizes. Particular attention is devoted to high-
dimensional portfolio analysis, shrinkage estimationmethods, elliptical distributions,
the delta method, and covariance-stationary stochastic processes.

The second chapter investigates the statistical properties of estimators
associated with the global minimum-variance portfolio. Asymptotic distributions are
derived for the estimators of both the Sharpe ratio and Value-at-Risk. It is shown that
the limiting variances depend explicitly on the kurtosis parameter λ of the elliptical
distribution. These findings extend existing results beyond the Gaussian framework
and remain novel even in the normal-distribution setting.

Since the finite-sample bias of the estimators decays only gradually as
the sample size increases, bias-corrected estimators are constructed to eliminate
the dominant asymptotic bias terms. Monte Carlo experiments conducted for
the Gaussian, Student’s t, and Laplace distributions confirm the accuracy of the
asymptotic approximations: for portfolios with k ≤ 30 assets a good approximation
is achieved for sample sizes n ≥ 1000, while for k = 100 larger samples are required.

For the minimum-Value-at-Risk portfolio, the asymptotic distribution of the
Sharpe-ratio estimator is obtained under two distinct assumptions: independent
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observations generated from an elliptical distribution and autocorrelated observations
modeled by a covariance-stationary Gaussian process. Confidence intervals for the
Sharpe ratio are derived together with a statistical testing procedure for portfolio
efficiency. The analysis also determines the maximal VaR confidence level for
which portfolio performance (in the sense of the Sharpe ratio) remains statistically
distinguishable from zero. The theoretical findings are further illustrated using
empirical data from the Dow Jones index, including rolling-window estimation
procedures.

The third chapter considers high-dimensional portfolio allocation problems
and develops a shrinkage estimator for the weights of the global minimum-variance
portfolio. It is shown that the criterion of maximizing the Sharpe ratio cannot be used
to determine the optimal shrinkage intensity; therefore, the criterion of maximizing
the out-of-sample mean-to-variance ratio is adopted. The dissertation establishes the
convergence of the optimal shrinkage intensity toward deterministic limits in both
asymptotic regimes c < 1 and c > 1, where c = k/n. In the latter case, the analysis
employs the Moore–Penrose pseudoinverse. Explicit expressions for the limiting
shrinkage intensity are obtained together with consistent estimators derived using
random matrix theory.

The fourth chapter addresses an analogous problem for the maximum-
Sharpe-ratio portfolio. Since the Sharpe ratio cannot be used to determine the optimal
shrinkage intensity, the criterion of minimizing out-of-sample portfolio variance is
adopted. Closed-form expressions for the optimal shrinkage intensity are derived,
and consistent estimators are constructed for both asymptotic regimes c < 1 and
c > 1.

Scientific Contribution. The dissertation extends the asymptotic theory of
portfolio estimators to the class of multivariate elliptical distributions. It further de-
rives the asymptotic distribution of the Sharpe-ratio estimator for minimum-Value-at-
Risk portfolios under covariance-stationary Gaussian dynamics with autocorrelation
and develops a corresponding significance-testing framework.

In addition, the study proposes new shrinkage estimators for:

• the global minimum-variance portfolio under the criterion of maximizing
the out-of-sample mean-to-variance ratio, with a proof of the theoretical
impossibility, in the general case, of determining the optimal shrinkage
intensity through direct Sharpe-ratio maximization;
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• the maximum-Sharpe-ratio portfolio under the criterion of minimizing out-of-
sample variance.

Practical Relevance. The proposed analytical formulas and confidence
intervals for the Sharpe ratio and Value-at-Risk provide practical tools for quantifying
estimation uncertainty in portfolio management applications. The developed
shrinkage estimators can be directly applied to asset-allocation problems involving
limited historical samples and high-dimensional portfolios.

A software framework was implemented for comparing sample-based and
shrinkage estimators. The framework generates observations from elliptical dis-
tributions and VAR(1) processes, computes sample and bias-corrected estimators,
constructs shrinkage estimators, and evaluates their statistical characteristics —
including bias, variance, and mean squared error— throughMonte Carlo simulation.

The numerical experiments demonstrate a substantial improvement of shrink-
age estimators over conventional sample estimators across nearly all values of the
concentration ratio c = k/n, except for values close to zero.

Selected theoretical and computational results may also be incorporated into
graduate-level courses in applied mathematics, mathematical statistics, quantitative
finance, and financial engineering.

The dissertation consists of an introduction, four chapters, conclusions, appen-
dices, and a bibliography. The research was carried out at the Pidstryhach Institute
for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of the National Academy
of Sciences of Ukraine within the framework of the Institute’s research projects
(state registration numbers 0124U000739 and 0125U000322), as well as within the
research project «MathematicalModels andMethods in Portfolio Theory» of the Ivan
Franko National University of Lviv (state registration number 0124U002266); the
author participated in all of these projects as an investigator. The principal results
were presented at scientific seminars and conferences and published in peer-reviewed
academic journals, including publications indexed in the Scopus database.

Keywords: mathematical modeling, statistical analysis, sample estimator,
portfolio, risk, mathematical methods, parameter estimation, consistency, asymptotic
distribution, variance, asymptotic normality, Value-at-Risk, statistical modeling,
experimental data, mathematical model.
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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

Загальні математичні позначення

k кількість активів у портфелі
n обсяг вибірки історичних спостережень
c = k/n відношення розмірності (concentration ratio)
1k k-вимірний вектор одиниць: 1k = (1, 1, . . . , 1)⊤

In одинична матриця розмірності n× n

(·)⊤ операція транспонування
A+ псевдообернення Мура–Пенроуза матриці A
N (µ, σ2) нормальний розподіл із середнім µ та дисперсією σ2

χ2
m розподіл хі-квадрат зm ступенями свободи
Fm1,m2;δ нецентральний розподіл Фішера з m1, m2 ступенями

свободи та параметром нецентральності δ
Γ(x) гамма-функція
zα α-квантиль стандартного нормального розподілу
dα α-квантиль еліптичного розподілу
qα α-квантиль (для нормального розподілу qα = zα, для

еліптичного qα = dα/γ)
d−→ збіжність за розподілом
м.н.−−→ збіжність майже напевно

Позначення теорії портфеля

Xt k-вимірний вектор дохідностей активів у момент часу t
µ = E(Xt) вектор математичних сподівань вектора дохідностей

активів
Σ коваріаційна матриця вектора дохідностей
Γ(h) матриця автоковаріацій вектора дохідностей із

зміщенням h
w вектор ваг портфеля
Rw = w⊤µ очікувана дохідність портфеля
Vw = w⊤Σw дисперсія портфеля
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wGMV ваги портфеля з найменшою дисперсією
RGMV, VGMV очікувана дохідність та дисперсія портфеля GMV
SRGMV відношення Шарпа портфеля GMV
VaRα,GMV Value-at-Risk портфеля GMV за рівня довіри α
wVaRα

ваги портфеля з найменшим рівнем VaR за рівня довіри
α

SRVaRα
відношення Шарпа портфеля min-VaR

wSR ваги портфеля з максимальним відношенням Шарпа
RVaRα

, VVaRα
очікувана дохідність та дисперсія портфеля з
найменшим рівнем VaR

Допоміжні параметри

R центрована обернена коваріаційна матриця:

R = Σ−1 − Σ−11k1⊤k Σ
−1

1⊤k Σ
−11k

s = µ⊤Rµ параметр нецентральності
ψ характеристичний генератор еліптичного розподілу
λ параметр ексцесу еліптичного розподілу, λ =

ψ′′(0)/(ψ′(0))2

γ = −2ψ′(0) масштабний параметр еліптичного розподілу

Позначення вибіркових оцінок

µ̂ вибіркова оцінка вектора середніх
Σ̂ вибіркова оцінка коваріаційної матриці
ŜRGMV вибіркова оцінка відношення Шарпа портфеля GMV
V̂aRα,GMV вибіркова оцінка VaR портфеля GMV
ŜRGMV,adj виправлена оцінка відношення Шарпа

Позначення стисненого оцінювання

αn інтенсивність стиснення (shrinkage intensity)
α∗ граничне значення інтенсивності стиснення при c < 1
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α+ граничне значення інтенсивності стиснення при c > 1

qn допоміжний параметр стисненого оцінювання
Usam, Usr відносна зміна дисперсії вибіркової та стисненої оцінок
w0 цільовий (target) портфель
ŵSH стиснена оцінка ваг портфеля
α̂∗ консистентна оцінка параметра α∗

α̂+ консистентна оцінка параметра α+
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ВСТУП

Актуальність теми

Сучасний розвиток фінансових ринків, посилення волатильності у періоди
економічної нестабільності та поява нових класів активів вимагають створення
та використання нових математичних моделей розподілу капіталу, які можна
було б ефективно застосовувати в умовах обмеженого обсягу історичних даних,
важких хвостів розподілів дохідностей та значної кількості активів у портфелі.
Задача оптимального розподілу капіталу між фінансовими активами є однією з
фундаментальних задач фінансової математики; від часу опублікування роботи
Г.Марковіца [1], у якій закладено математичні основи теорії портфеля, її
трактують як задачу оптимізації, де інвестор шукає баланс між очікуваною
дохідністю та ризиком, що його у моделі Марковіца вимірюють дисперсією
дохідності портфеля.

Серед портфелів ефективної множини окреме місце посідають три
типи портфелів, які є предметом дослідження у дисертаційній роботі:
портфель з найменшою дисперсією (Global Minimum Variance, GMV),
портфель з максимальним відношенням Шарпа (Maximum Sharpe Ratio,
MSR) та портфель з найменшим рівнем Value-at-Risk (min-VaR). У багатьох
прикладних задачах саме ці портфелі є базовими орієнтирами при формуванні
інвестиційних стратегій, оскільки кожен з них відповідає природній мірі
ризику: дисперсії, відношенню очікуваної дохідності до її стандартного
відхилення та квантильному ризику відповідно.

Математичний опис цих портфелів спирається на вектор математичних
сподівань та коваріаційну матрицю вектора дохідностей активів, які
на практиці є невідомими і їх замінюють вибірковими оцінками. У
зв’язку з цим характеристики портфеля, обчислені за такими оцінками,
є випадковими величинами і потребують аналізу їхніх статистичних
властивостей. Зазначимо, що подібна методологія використання вибіркових
оцінок та побудови інтервалів довіри для функціоналів від цих оцінок
застосовується і в задачах математичного моделювання процесів перенесення
в неоднорідних середовищах [2, 3], а також в задачах стохастичної оптимізації
дискретних динамічних моделей [4], що додатково підкреслює універсальність
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ймовірнісно-статистичного апарату.
Питання статистичного аналізу вибіркових оцінок характеристик

ефективних портфелів досліджували у багатьох роботах. Зокрема, у працях
Т. Боднара, В.Шміда, Я. Охріна, Т. Заболоцького [5, 6, 7, 8, 9] побудовано
основи статистичного аналізу ефективних портфелів за припущення
нормальності розподілу дохідностей. Ці результати частково перенесено
на ширший клас еліптичних розподілів та на випадок автокорельованих
дохідностей; проте низка задач імовірнісно-статистичного аналізу
характеристик ефективних портфелів залишається нерозв’язаною, що й
зумовлює актуальність подальшого дослідження.

Окрема, не менш важлива проблема постає у тих випадках, коли
кількість активів k є зіставною з обсягом вибірки n, а відношення c = k/n

прямує до додатної константи (інколи більшої одиниці). У такому режимі
класичні вибіркові оцінки втрачають свої властивості: вибіркова коваріаційна
матриця стає погано обумовленою або сингулярною (при k > n). Одним
із дієвих способів усунути ці труднощі є метод стисненого оцінювання,
запропонований О.Ледуа та М.Вольфом [10, 11] і розвинений у роботах
Т. Боднара, Н.Паролі та В.Шміда [12, 13]; теоретичним фундаментом аналізу
стиснених оцінок слугує теорія випадкових матриць [14, 15, 16]. Таким чином,
розробка та узагальнення підходів до математичного моделювання поведінки
та імовірнісно-статистичного аналізу оцінок характеристик ефективних
портфелів для класу еліптичних розподілів, для процесів з автокореляцією та
у задачах високої розмірності належить до актуальних проблем прикладної
математики.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами

Дисертаційну роботу виконано в Інституті прикладних проблем механіки і
математики ім. Я. С.Підстригача НАН України в межах науково-дослідних
тем «Математичні моделі та аналітично-числові методи дослідження
хвильових і нерівноважних процесів різної фізичної природи у неоднорідних
середовищах» (2024–2028 рр., номер державної реєстрації 0124U000739)
та «Математичне моделювання та ідентифікація захисних поверхневих і
структурних властивостей матеріалів щодо механічних, теплових, акустичних
та електромагнітних впливів» (2025–2026 рр., номер державної реєстрації
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0125U000322), а також у межах науково-дослідної теми Львівського
національного університету імені Івана Франка «Математичні моделі та методи
в теорії портфеля» (науковий керівник теми — професор М.В. Заболоцький;
номер державної реєстрації 0124U002266; терміни виконання: 01.01.2024–
31.12.2026). В усіх зазначених науково-дослідних темах здобувач брав участь
як виконавець.

Мета і задачі дослідження

Метою роботи є математичне моделювання поведінки та імовірнісно-
статистичний аналіз вибіркових оцінок характеристик ефективних портфелів
фінансових активів за припущень багатовимірного еліптичного розподілу та
слабко стаціонарного гауссівського процесу для вектора дохідностей активів,
а також побудова стиснених оцінок ваг портфелів з найменшою дисперсією та
з максимальним відношенням Шарпа у задачах високої розмірності.

Для досягнення мети розв’язано такі задачі:

• проведено математичне моделювання поведінки вибіркових оцінок
відношення Шарпа та Value-at-Risk портфеля з найменшою дисперсією
за припущення, що вектор дохідностей активів має багатовимірний
еліптичний розподіл з неавтокорельованими реалізаціями; знайдено
асимптотичний розподіл кожної з цих оцінок та побудовано виправлені
оцінки;

• знайдено асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення
Шарпа портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за двох припущень
— еліптичного розподілу з незалежними реалізаціями та слабко
стаціонарного гауссівського процесу — й побудовано інтервали довіри
для відношення Шарпа;

• побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з найменшою дисперсією у
задачах високої розмірності за критерієм максимізації позавибіркового
відношення очікуваної дохідності до дисперсії; доведено неможливість
використання критерію максимізації відношення Шарпа для визначення
оптимальної інтенсивності стиснення; досліджено асимптотичні
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властивості оптимальної інтенсивності стиснення для обох режимів
c < 1 та c > 1;

• побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з максимальним відношенням
Шарпа у задачах високої розмірності; оскільки критерій максимізації
відношення Шарпа не може бути використаний, застосовано критерій
мінімізації позавибіркової дисперсії; знайдено в замкненій формі
оптимальну інтенсивність стиснення та її консистентні оцінки;

• розроблено програмний комплекс для порівняння вибіркових та
стиснених оцінок характеристик портфелів і за його допомогою
проведено імітаційне моделювання, що підтвердило коректність
отриманих асимптотичних розподілів та переваги стиснених оцінок над
класичними вибірковими оцінками.

Об’єкт дослідження

Вибіркові оцінки характеристик ефективних портфелів фінансових активів
(портфелів з найменшою дисперсією, з максимальним відношенням Шарпа та
з найменшим рівнем Value-at-Risk).

Предмет дослідження

Асимптотичні розподіли, зміщення, виправлені та стиснені оцінки відношення
Шарпа, Value-at-Risk та ваг ефективних портфелів фінансових активів за
припущень багатовимірного еліптичного розподілу та слабко стаціонарного
гауссівського процесу, а також у задачах високої розмірності.

Методи дослідження

Дослідження ґрунтується на методах теорії ймовірностей та математичної
статистики, теорії еліптичних розподілів, дельта-методі, теорії випадкових
матриць, методі стисненого оцінювання, а також на чисельних методах та
імітаційному моделюванні методом Монте-Карло.
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Наукова новизна одержаних результатів

полягає у тому, що:

• знайдено асимптотичний розподіл вибіркових оцінок відношення Шарпа
та Value-at-Risk портфеля з найменшою дисперсією за припущення
багатовимірного еліптичного розподілу вектора дохідностей з
неавтокорельованими реалізаціями, у рамках якого встановлено
залежність асимптотичних дисперсій від параметра ексцесу λ

еліптичного розподілу; ці результати є новими і для нормального
розподілу як часткового випадку; побудовано виправлені оцінки;

• отримано асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за двох припущень щодо
вектора дохідностей активів: багатовимірного еліптичного розподілу
з незалежними реалізаціями та слабко стаціонарного гауссівського
процесу з автокореляцією; на цій основі побудовано інтервали довіри
та сформульовано процедуру перевірки значущості відношення Шарпа;
обчислено максимальний рівень довіри VaR, за якого відношення Шарпа
є значущо відмінним від нуля;

• запропоновано підхід до побудови стисненої оцінки ваг портфеля
з найменшою дисперсією за критерієм максимізації позавибіркового
відношення очікуваної дохідності до дисперсії; доведено неможливість
використання критерію максимізації відношення Шарпа для визначення
оптимальної інтенсивності стиснення; знайдено граничні значення
оптимальної інтенсивності стиснення в обох режимах c < 1 та c > 1;

• запропоновано підхід до побудови стисненої оцінки ваг портфеля з
максимальним відношенням Шарпа на основі мінімізації позавибіркової
дисперсії, оскільки критерій максимізації відношення Шарпа не
може бути використаний; знайдено в замкненій формі оптимальну
інтенсивність стиснення; побудовано її консистентні оцінки з
використанням результатів теорії випадкових матриць.
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Практичне значення одержаних результатів

У роботі побудовано розрахункові формули для асимптотичних розподілів,
інтервалів довіри та стиснених оцінок ваг ефективних портфелів, які
дають змогу кількісно оцінювати точність відповідних вибіркових оцінок та
формувати стійкі портфелі у задачах високої розмірності.

Одержані в дисертаційній роботі результати використано:

• при аналізі статистичної значущості відношення Шарпа портфеля з
найменшим рівнем Value-at-Risk, побудованого за реальними даними
індексу Dow Jones, що дало змогу кількісно встановити граничний рівень
довіри VaR, за якого ефективність портфеля є статистично значущою;

• для побудови стиснених оцінок ваг портфелів з найменшою дисперсією
та з максимальним відношенням Шарпа у задачах високої розмірності
(при k/n від 0,05 до 2,0 та k ∈ {200, 400, 600} активів), що дозволило
отримати оцінки зі значно кращими позавибірковими характеристиками,
ніж класичні вибіркові оцінки;

• у Інституті прикладних проблем механіки і математики
ім. Я. С. Підстригача НАН України при виконанні наукових досліджень,
у рамках яких розроблено програмний комплекс для порівняння
вибіркових та стиснених оцінок характеристик портфелів фінансових
активів.

Окремі результати теоретичного і практичного характеру можуть
бути використані у навчальному процесі при викладанні нормативних та
спеціальних курсів з прикладної математики, математичної статистики та
фінансової математики для студентів закладів вищої освіти.

Особистий внесок здобувача

Основні результати дисертації отримано автором особисто. У спільних
публікаціях з Т.М. Заболоцьким та М.В. Заболоцьким здобувачу належить
участь у проведенні математичних доведень, виконанні імітаційного
моделювання та аналізі отриманих результатів.
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Апробація результатів дисертації

Основні результати дисертації доповідалися та обговорювалися на таких
наукових конференціях:

1. Міжнародна наукова конференція «Сучасні проблеми механіки та
математики — 2023», Інститут прикладних проблем механіки і
математики ім. Я. С. Підстригача НАН України, 2023 р.

2. XXVII Всеукраїнська наукова конференція «Сучасні проблеми
прикладної математики та комп’ютерних наук APAMCS-2023»,
Львівський національний університет ім. Івана Франка, 7–9 листопада
2023 р.

3. XIX Міжнародна науково-практична конференція студентів та молодих
вчених «Сучасні проблеми математики та її застосування в природничих
науках та інформаційних технологіях», м. Харків, 2025 р.

4. XVI Всеукраїнська конференція «Молоді вчені 2026 — від теорії до
практики», м. Дніпро, 18 березня 2026 р.

5. XXIV Міжнародна науково-практична конференція «Шевченківська
весна — 2026», Київський національний університет імені Тараса
Шевченка, м. Київ, 9 квітня 2026 р.

Публікації

Основні результати дисертації опубліковано у 4 наукових статтях (з них 2 у
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університету. Серія: Прикладна математика та інформатика. — 2024. —
Вип. 33. — С. 123–132.

2. Zabolotskyy T., Tsyapa O. Shrinkage-Based Estimation of the Maximum
Sharpe Ratio Portfolio viaMinimization of Out-of-Sample Variance //WSEAS
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Q3)
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Сучасні проблеми механіки та математики — 2023: зб. наук. праць. —
Інститут прикладних проблеммеханіки і математики ім. Я. С. Підстригача
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Шарпа на основі мінімізації дисперсії // XIX Міжнародна науково-
практична конференція студентів та молодих вчених, м. Харків. —
2025. — С. 110–114.

4. Цяпа О. В. Оцінювання ваг портфеля з найменшою дисперсією на основі
співвідношення дохідність–дисперсія // XVI Всеукраїнська конференція
«Молоді вчені 2026 — від теорії до практики», м. Дніпро. — 2026. —
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5. Заболоцький Т.М., Цяпа О. В. Дослідження відношення Шарпа
як критерію оптимальності стисненої оцінки ваг портфеля у
високорозмірному випадку // Матеріали XXIV Міжнародної науково-
практичної конференції «Шевченківська весна — 2026», Київський
національний університет імені Тараса Шевченка. — 2026. — С. 71.
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Структура та обсяг дисертації

Дисертація складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків, списку
використаних джерел та додатків. Повний обсяг дисертації становить 164
сторінки, у тому числі 120 сторінок основного тексту (розділи 1–4). Робота
містить 22 таблиці, 22 рисунки. Список використаних джерел включає 90
найменувань.
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РОЗДІЛ 1
ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ ТА ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ

ДОСЛІДЖЕННЯ

У цьому розділі наведено огляд літератури за темою дисертації та викладено
теоретичні основи, на яких ґрунтуються подальші розділи. Виклад побудовано
так, щоб послідовно ввести всі поняття, потрібні для формулювання та
доведення оригінальних результатів Розділів 2–4.

Структурно розділ організовано навколо п’яти тематичних блоків. У
підрозділі 1.1 розглянуто становлення теорії портфеля Марковіца, поняття
диверсифікації, аналітичний розв’язок задач оптимальності та основні класи
ефективних портфелів (GMV, MSR, min-VaR) разом з їхніми характеристиками
й відношенням Шарпа як ключовою мірою ефективності. У підрозділі 1.2
систематизовано квантильні міри ризику (Value-at-Risk та умовне Value-at-
Risk), їхні властивості й аксіоми когерентності, а також введено портфель з
найменшим рівнем VaR. Підрозділ 1.3 присвячено статистичному оцінюванню
характеристик портфеля за обмежених вибірок: вибірковим оцінкам, дельта-
методу, проблемі зміщення та розподілу вибіркових оцінок ваг. У підрозділі 1.4
викладено сучасні високорозмірні підходи, елементи теорії випадкових
матриць та метод стисненого оцінювання, а в підрозділі 1.5 — клас еліптичних
розподілів і моделі залежних у часі дохідностей, що використовуються для
моделювання у наступних розділах.

1.1. Теорія портфеля та диверсифікація

Зменшення фінансового ризику шляхом розподілу капіталу між кількома
активами (диверсифікація) є одним із класичних принципів фінансової
математики [1, 17]. Математичну формалізацію цього принципу запропонував
Марковіц [1], який сформулював задачу вибору ваг портфеля як компроміс
між очікуваною дохідністю та ризиком (дисперсією). Множину портфелів,
для яких неможливо збільшити очікувану дохідність без зростання дисперсії,
називають ефективною множиною [18]. Аналітичний вираз для ефективної
множини у просторі «очікувана дохідність – дисперсія» отримано у [18]; роль
безризикового активу у формуванні ефективних портфелів досліджено у [19].
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На основі теорії Марковіца побудовано модель оцінки капітальних
активів (CAPM) [20, 21], критичний аналіз емпіричної перевірки якої наведено
у [22].

Модель «очікувана дохідність – дисперсія» можна обґрунтувати з
позицій теорії очікуваної корисності: за квадратичної функції корисності
або за еліптичного розподілу дохідностей максимізація очікуваної корисності
зводиться саме до вибору портфеля на ефективній множині Марковіца [17, 23].
Це обґрунтування важливе для дисертації, оскільки клас еліптичних розподілів,
у якому проводиться аналіз (підрозділ 1.5), є природним середовищем, де теорія
«середнє–дисперсія» залишається сумісною з очікуваною корисністю навіть за
наявності важких хвостів.

Серед ефективних портфелів особливе місце посідають два граничні
випадки. Портфель з найменшою дисперсією (GMV) є вершиною ефективної
множини та не потребує знання вектора очікуваних дохідностей, що робить
його зручним об’єктом теоретичного аналізу [6, 24]. Портфель з максимальним
відношенням Шарпа (MSR) максимізує відношення очікуваної дохідності
до середньоквадратичного відхилення [25]; статистичні властивості самого
відношення Шарпа досліджено у [26, 27], а процедури перевірки гіпотез щодо
нього — у [28, 29, 30].

Об’єктом дослідження дисертаційної роботи є саме ці ефективні портфелі
та статистичні властивості їхніх вибіркових оцінок. Загальну схему об’єкта
дослідження зображено на рис. 1.1: для фіксованого розподілу вектора
дохідностей Xt обираються структура портфеля w та критерій ефективності, за
яким будується оптимальний портфель, після чого досліджуються імовірнісно-
статистичні властивості вибіркових оцінок його характеристик.

Вибір конкретного типу ефективного портфеля визначається обраною
мірою ризику (критерієм оптимальності): дисперсія відповідає портфелю
GMV, відношення Шарпа — портфелю MSR, а квантильна міра Value-at-Risk
— портфелю з найменшим рівнем VaR; відповідну схему наведено на рис. 1.2.

Як видно з рис. 1.2, кожен з трьох розглянутих у дисертації типів
ефективних портфелів відповідає окремому критерію оптимальності. Портфель
GMV є базовим у тому сенсі, що для його побудови достатньо знати лише
коваріаційну матрицю вектора дохідностей; портфель MSR та портфель з
найменшим рівнем Value-at-Risk додатково вимагають оцінювання вектора
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Активи 1, 2, . . . , k
(акції, облігації)

Вектор дохідностей
Xt = (X1t, . . . , Xkt)

⊤
Розподіл Xt

µ,Σ

Вибірка X1, . . . ,Xn

Вибіркові оцінки
µ̂, Σ̂

Структура портфеля
w = (w1, . . . , wk)

Характеристики портфеля
Rw, Vw, SR,VaR

Рис. 1.1: Схема об’єкта дослідження: від спостережуваних дохідностей активів
до вибіркових оцінок характеристик портфеля.

Критерій ефективності портфеля

мінімум
дисперсії

максимум
відношення Шарпа

мінімум
Value-at-Risk

Портфель GMV Портфель MSR Портфель min-VaR

Рис. 1.2: Вибір критерію оптимальності та відповідні типи ефективних
портфелів, розглянутих у дисертації.

очікуваних дохідностей, що ускладнює статистичний аналіз їхніх вибіркових
оцінок. У наступних підрозділах формалізуємо постановки відповідних
задач оптимальності та виписуємо явні аналітичні розв’язки, які слугують
відправною точкою для побудови вибіркових оцінок ваг і характеристик
ефективних портфелів у Розділах 2–4.

1.1.1. Ефективні портфелі: постановка задачі

Розглянемо ринок із k ризикових активів, вектор дохідностей яких xt ∈ Rk має
математичне сподівання µ = E[xt] та невироджену коваріаційну матрицю Σ =
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Cov(xt). Портфель задають вектором вагw ∈ Rk за умови повного інвестування
капіталу w⊤1 = 1, де 1— k-вимірний вектор одиниць. Очікувана дохідність та
дисперсія (ризик) портфеля дорівнюють

Rw = w⊤µ, Vw = w⊤Σw. (1.1)

Окреме місце в теорії портфеля Марковіца займає задача безумовної
мінімізації дисперсії портфеля. Задача minww⊤Σw за умови w⊤1 = 1

розв’язується методом множників Лагранжа. Функція Лагранжа

L(w, γ) = w⊤Σw− 2γ
(
w⊤1− 1

)
(1.2)

має градієнт ∂L/∂w = 2Σw − 2γ1; прирівнявши його до нуля, дістаємо
w = γΣ−11, а з умови w⊤1 = 1 знаходимо γ = 1

/
1⊤Σ−11. Звідси

випливають формули (1.3), зокрема RGMV = 1⊤Σ−1µ
/
1⊤Σ−11 та VGMV =

1
/
1⊤Σ−11. Оскільки матриця Σ додатно визначена, друга похідна є додатною,

тож знайдена точка справді є мінімумом.

Означення 1.1 (Портфель з найменшою дисперсією). Портфель з
найменшою дисперсією (GMV) є розв’язком задачі minw Vw за умови w⊤1 = 1:

wGMV =
Σ−11
1⊤Σ−11

, RGMV =
1⊤Σ−1µ

1⊤Σ−11
, VGMV =

1

1⊤Σ−11
. (1.3)

Зауважимо,що вагиwGMV не залежать від вектора очікуваних дохідностей
µ. Мінімальна дисперсія портфеля не може бути зменшена за збереження умови
повного інвестування капіталу: величина VGMV є нижньою межею дисперсії для
всіх портфелів із повним інвестуванням, тобто Vw ≥ VGMV для будь-якогоw, що
задовольняє w⊤1 = 1.

Множина ефективних портфелів за Марковіцем — тобто портфелів,
для яких неможливо зменшити дисперсію без зменшення очікуваної
дохідності, — утворює у просторі (

√
Vw, Rw) верхню гілку гіперболи

(ефективну множину [18]). Наведемо алгоритм побудови ефективної множини
із [18]. Для цього введемо чотири скалярні величини (сталі ефективної
множини за позначеннями Мертона [18]):

A = 1⊤Σ−11, B = 1⊤Σ−1µ, C = µ⊤Σ−1µ, D = AC − B2. (1.4)
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Оскільки Σ (а отже й Σ−1) додатно визначена, маємо A > 0 та C > 0; за
нерівністю Коші–Буняковського D ≥ 0, причому D = 0 тоді й лише тоді,
коли вектори 1 таµ лінійно залежні (тобто всі активи мають однакову очікувану
дохідність).

Розв’язавши задачу мінімізації дисперсії за двох обмежень w⊤1 = 1 та
w⊤µ = R0, отримаємо оптимальні ваги

w(R0) =
C − BR0

D
Σ−11+

AR0 − B

D
Σ−1µ, (1.5)

а мінімальну дисперсію за заданого рівня дохідності R0 —

V (R0) =
AR2

0 − 2BR0 + C

D
= VGMV +

(R0 −RGMV)
2

D/A
. (1.6)

Отже, у просторі «очікувана дохідність — середнє квадратичне відхилення»
ефективна множина є верхньою гілкою гіперболи з вершиною у точці
(
√
VGMV, RGMV):

Vw = VGMV +
(Rw −RGMV)

2

s
, s = µ⊤Σ−1µ− (1⊤Σ−1µ)2

1⊤Σ−11
. (1.7)

Зауважимо, що параметр нахилу s = D/A = C−B2/A > 0 характеризує нахил
ефективної множини, а рівняння (1.7) збігається з (1.6). Вершиною ефективної
множини є портфель GMV, а кожен ефективний портфель однозначно
визначається обраним критерієм оптимальності (рис. 1.2).

1.1.2. Відношення Шарпа як міра ефективності портфеля

Центральним показником ефективності портфеля, навколо якого побудовано
більшу частину дисертаційного дослідження, є відношення Шарпа —
відношення очікуваної дохідності портфеля до його середньоквадратичного
відхилення [25]:

SRw =
Rw√
Vw
. (1.8)

Цей показник вимірює винагороду за одиницю ризику й дає змогу порівнювати
портфелі з різними рівнями ризику та дохідності. Портфель з максимальним
відношенням Шарпа (MSR) є розв’язком задачі максимізації відношення
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Шарпа (1.8) за умови повного інвестування капіталу і за наявності
безризикового активу збігається з дотичним портфелем теорії Марковіца.

Означення 1.2 (Портфель з максимальним відношенням Шарпа).
Портфель з максимальним відношенням Шарпа (MSR) є розв’язком задачі
maxwRw/

√
Vw за умови w⊤1 = 1 (за припущення 1⊤Σ−1µ > 0):

wMSR =
Σ−1µ

1⊤Σ−1µ
, SRMSR =

RMSR√
VMSR

. (1.9)

Попри простоту означення, статистичні властивості вибіркової оцінки
відношення Шарпа є нетривіальними. Оскільки SRw є нелінійною функцією
параметрів розподілу дохідностей, тому питання щодо скінченно-вибіркового
зміщення її вибіркової оцінки та залежність точності цієї оцінки від обсягу
вибірки та розмірності портфеля становлять як теоретичний, так і практичний
інтерес та досліджувалися в роботах [26, 27]. Для вибіркової оцінки ваг цього
портфеля доведено, що її зміщення не визначене, оскільки вибіркова оцінка
ваг такого портфеля не має математичного сподівання [6, 31]. Процедури
статистичного висновку щодо відношення Шарпа — зокрема перевірку
рівності відношень Шарпа двох портфелів та побудову інтервалів довіри
— запропоновано у [28, 29, 30], а узагальнення на оцінки характеристик
ефективних портфелів — у [8]. Саме встановлення асимптотичних розподілів,
зміщення та виправлених оцінок відношення Шарпа портфелів GMV і з
найменшим рівнем VaR є предметом Розділу 2, а його стиснене оцінювання у
високорозмірних задачах — предметом Розділів 3 та 4.

1.2. Міри ризику портфеля та портфель з найменшим рівнем Value-at-Risk

Дисперсія як міра ризику має суттєвий недолік — вона однаково враховує
відхилення в обидва боки від середнього. Тому набули поширення квантильні
міри ризику, найвідомішою з яких є Value-at-Risk (VaR) [32]. Зазначимо, що
ефект диверсифікації як основа портфельної теорії вимагає від відповідної
міри ризику портфеля властивостей когерентності. Аксіоматичну теорію
когерентних мір ризику побудовано у [33]. В [34] показано, що VaR не є
субадитивною, а отже не є когерентною мірою. Як когерентну альтернативу
запропоновано умовне VaR (CVaR, expected shortfall) [35, 36, 34], властивості
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якого досліджено у [37, 38]; систематичний виклад кількісних методів
управління ризиком наведено у [39].

Незважаючи на теоретичні недоліки, VaR залишається однією з
найпоширеніших мір ризику на практиці. Економічні наслідки використання
моделі «очікувана дохідність – VaR » для вибору портфеля досліджено у [40],
де введено портфель з найменшим рівнем VaR. Статистичні властивості оцінок
ваг та характеристик цього портфеля за різних припущень щодо розподілу
дохідностей вивчено у [41, 42]. Ці результати становлять безпосереднє
підґрунтя для дослідження відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем
VaR, проведеного у Розділі 2.

1.2.1. Квантильні міри ризику: означення та властивості

Наведемо формальні означення квантильних мір ризику, які використовуються
у дисертації. Нехай L — випадкова величина втрат портфеля за період
утримання (тобто L = −w⊤xt, де xt — вектор дохідностей активів портфеля), а
α ∈ (0, 1)— рівень довіри.

Означення 1.3 (Value-at-Risk). Величиною ризику Value-at-Risk на рівні
довіри α називають α-квантиль розподілу втрат:

VaRα(L) = inf{ ℓ ∈ R : Pr(L ≤ ℓ) ≥ α }. (1.10)

Для портфеля з вагами w, очікуваною дохідністю Rw та дисперсією Vw за
еліптичного розподілу дохідностей VaR має вигляд

VaRα(w) = qα
√
Vw −Rw, (1.11)

де qα — α-квантиль відповідного стандартизованого розподілу; саме цю форму
використано в Розділі 2.Ще однією поширеною мірою ризику є умовний Value-
at-Risk.

Означення 1.4 (Умовне Value-at-Risk). Умовним Value-at-Risk (CVaR, ex-
pected shortfall) на рівні α називають очікувані втрати за умови їх перевищення
рівня VaR:

CVaRα(L) =
1

1− α

∫ 1

α

VaRu(L) du = E[L | L ≥ VaRα(L)] (1.12)
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(остання рівність справджується для неперервних розподілів) [36].

Якість міри ризику оцінюють за аксіомами когерентності [33]. Міра
ризику ρ є когерентною, якщо для будь-яких втрат L1, L2 вона задовольняє:
монотонність (L1 ≤ L2 ⇒ ρ(L1) ≤ ρ(L2)), інваріантність відносно зсуву
(ρ(L + c) = ρ(L) + c), додатну однорідність (ρ(λL) = λρ(L), λ ≥ 0) та
субадитивність (ρ(L1 + L2) ≤ ρ(L1) + ρ(L2)). Остання аксіома формалізує
принцип диверсифікації: ризик об’єднаного портфеля не перевищує суми
ризиків складових.

Зауваження 1.1. VaR задовольняє три перші аксіоми, але не є
субадитивною у загальному випадку [33, 37], а отже не є когерентною мірою
ризику; натомість CVaR є когерентною [36]. Проте у класі еліптичних
розподілів, який розглядається у дисертації, VaR є субадитивною, що
обґрунтовує коректність задачі побудови портфеля з найменшим рівнем
VaR [39].

Приклад 1.1 (Порушення субадитивності VaR). Несубадитивність VaR
зручно проілюструвати на класичному прикладі двох незалежних облігацій з
дефолтом [39]. Нехай кожна облігація приносить збиток 100 з імовірністю
дефолту 0,02 і збиток 0 — з імовірністю 0,98. Для рівня α = 0,975 маємо
VaR0,975(Li) = 0 для кожної облігації окремо (бо Pr(Li ≤ 0) = 0,98 >

0,975). Для портфеля з двох таких облігацій імовірність хоча б одного дефолту
дорівнює 1− 0,982 = 0,0396 > 0,025, тому VaR0,975(L1 + L2) = 100. Отже,

VaR0,975(L1 + L2) = 100 > 0 = VaR0,975(L1) + VaR0,975(L2),

що суперечить субадитивності: об’єднання двох позицій збільшило оцінений
ризик, усупереч принципу диверсифікації. Для CVaR такого ефекту не
виникає. Зауважимо, що цей приклад використовує суттєво несиметричний
(дискретний) розподіл; у класі еліптичних розподілів, деVaR лінійно залежить
від

√
Vw, субадитивність відновлюється, що й уможливлює коректну

постановку задачі мінімізації VaR у дисертації.

Введемо поняття портфеля із найменшим рівнем VaR. Його означають як
розв’язок задачі мінімізації (1.11) за умови повного інвестування w⊤1 = 1. За
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еліптичного розподілу дохідностей його ваги та характеристики виражаються
через характеристики портфеля GMV [40, 41]:

wVaR = wGMV +

√
VGMV√
q2α − s

Rµ, VVaR =
q2α

q2α − s
VGMV, (1.13)

деR = Σ−1 − Σ−111⊤Σ−1

1⊤Σ−11
, а s = µ⊤Rµ ≥ 0— параметр нахилу, що й у (1.7).

Формули (1.13) отримують прямою мінімізацією цільової функції (1.11).
Підставляючи VaRα(w) = qα

√
w⊤Σw−w⊤µ та обмеження w⊤1 = 1 у функцію

Лагранжа й прирівнюючи градієнт до нуля, дістаємо умову першого порядку

qα√
Vw

Σw− µ = γ1, (1.14)

розв’язок якої щодо w і дає вирази (1.13). Необхідною та достатньою умовою
існування портфеля з найменшим рівнем VaR є s < q2α [40]: лише тоді
цільова функція є опуклою на множині допустимих ваг і мінімум досягається у
скінченній внутрішній точці. Із (1.13) безпосередньо випливає, що при qα → ∞
(тобто за дуже високого рівня довіри) портфель min-VaR прямує до портфеля
GMV, оскільки внесок другого доданка спадає як 1/qα.

Безпосереднім наслідком (1.13) є зв’язок між відношеннями Шарпа
портфеля з найменшим рівнем VaR та портфеля GMV:

SRVaR =
RVaR√
VVaR

=

√
q2α − s

qα
SRGMV +

s

qα
, (1.15)

де SRGMV = RGMV/
√
VGMV. Ця формула показує, що відношення Шарпа

портфеля min-VaR є афінною функцією відношення Шарпа портфеля GMV
з коефіцієнтами, що залежать від параметра нахилу s та рівня довіри α;
саме на ній ґрунтується дослідження асимптотичного розподілу оцінки SRVaR

у Розділі 2. Ваги та характеристики цього портфеля, а також статистичні
властивості їхніх вибіркових оцінок докладно досліджено у Розділі 2.

1.2.2. Порівняння VaR та CVaR для розподілів з важкими хвостами

Принципова відмінність між VaR та CVaR полягає в тому, що VaR фіксує
лише поріг втрат на заданому рівні довіри, тоді як CVaR усереднює втрати за
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цим порогом, а отже чутливіша до «товщини» хвоста розподілу. Це особливо
помітно для розподілів з важкими хвостами, типових для фінансових даних [37,
39]. Проілюструємо це порівнянням стандартизованих (із нульовим середнім
та одиничною дисперсією) нормального розподілу та t-розподілу Стьюдента з
5 ступенями свободи; значення VaRα і CVaRα наведено у табл. 1.1.

Табл. 1.1: Значення VaRα та CVaRα для стандартизованих (нульове середнє,
одинична дисперсія) нормального розподілу та t-розподілу Стьюдента з 5
ступенями свободи.

α = 0,95 α = 0,99

Розподіл VaRα CVaRα VaRα CVaRα

Нормальний 1,645 2,063 2,326 2,665
t5 (Стьюдента) 1,561 2,239 2,606 3,449

Порівняння виявляє характерний ефект: за помірного рівня довіри (α = 0,95)
VaR розподілу t5 навіть дещо менший за відповідне значення для нормального
розподілу, тобто VaR недооцінює ризик у хвості; натомість CVaR вже на цьому
рівні є більшою для t5. За високого рівня довіри (α = 0,99) обидві міри
для t5 суттєво перевищують значення для нормального розподілу, причому
розрив для CVaR (3,449 проти 2,665) значно більший, ніж для VaR (2,606 проти
2,326). Отже, CVaR повніше відображає ризик рідкісних великих втрат, що
узгоджується з її когерентністю [36, 37]. Водночас у класі еліптичних розподілів
обидві міри лінійно залежать від

√
Vw (див. (1.11)), що робить задачу мінімізації

VaR коректною саме в цьому класі (зауваження 1.1).
Для практичних обчислень корисним є подання CVaR як розв’язку задачі

оптимізації [35, 36]: для рівня α

CVaRα(L) = min
ζ∈R

{
ζ +

1

1− α
E
[
(L− ζ)+

]}
, (1.16)

де (x)+ = max{x, 0}, а мінімум досягається при ζ = VaRα(L). Подання (1.16)
є опуклою функцією ваг портфеля, що уможливлює ефективну мінімізацію
CVaR методами лінійного програмування; саме ця властивість, поряд із
когерентністю, робить CVaR зручною мірою ризику в задачах портфельної
оптимізації [34, 39].

Попри теоретичні переваги CVaR, вибір між VaR та CVaR на практиці
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не є однозначним. VaR лишається стандартом регуляторної звітності завдяки
простоті інтерпретації та можливості беквестингу (перевірки якості прогнозу
за частотою перевищень), тоді як CVaR краще відображає величину втрат
у хвості, але складніша для статистичного оцінювання, особливо за важких
хвостів, коли її оцінки мають велику дисперсію [38, 37]. У дисертації основну
увагу зосереджено на VaR як на мірі, що визначає окремий тип ефективного
портфеля (портфель з найменшим рівнем VaR), і на статистичних властивостях
відношення Шарпа цього портфеля.

Зауважимо, що для будь-якого рівня α виконується нерівність VaRα(L) ≤
CVaRα(L), оскільки CVaR усереднює втрати, які не менші за VaR. Обидві міри
належать до ширшого класу спектральних мір ризику, які подаються як зважене
середнє квантилів розподілу втрат із невід’ємною ваговою функцією [37];
CVaR відповідає рівномірному зважуванню квантилів вище рівня α, а VaR
— виродженому випадку зосередження ваги в одній точці, що і пояснює
відсутність субадитивності в останньої. Для еліптичних розподілів усі ці міри
лінійно залежать від середньоквадратичного відхилення портфеля, а отже
задачі їх мінімізації за умови повного інвестування приводять до портфелів
однієї й тієї самої структури (див. (1.13)), що відрізняються лише масштабним
коефіцієнтом при доданку з вектором очікуваних дохідностей.

1.2.3. Ілюстративний приклад ефективної множини

Зауважимо спочатку, що усі три розглянуті портфелі виражаються через
сталі (1.4) і відрізняються лише обраним критерієм оптимальності.

Зауваження 1.2 (Ефект диверсифікації). Сталі (1.4) унаочнюють ефект
диверсифікації: для k некорельованих активів з однаковою дисперсією σ2

маємо A = k/σ2, звідки VGMV = 1/A = σ2/k → 0 при k → ∞.
Тобто розподіл капіталу між більшою кількістю активів зменшує дисперсію
портфеля; саме це й мотивує перехід до портфелів великої розмірності, у яких,
однак, загострюється проблема оцінювання параметрів (підрозділ 1.4).

Із (1.5) випливає важлива структурна властивість ефективної множини:
ваги будь-якого ефективного портфеля є афінною функцією цільової дохідності
R0, тобто лінійною комбінацією двох фіксованих портфелів. Зафіксувавши,
наприклад, два різні рівні дохідності, дістаємо так звану теорему про два
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фонди: будь-який портфель з ефективної множини можна подати як комбінацію
двох опорних ефективних портфелів. Зокрема, кожен ефективний портфель є
комбінацією портфеля GMV та портфеля MSR:

w(R0) = θwGMV + (1− θ)wMSR, θ ∈ R. (1.17)

Якщо до ризикових активів додати безризиковий актив зі сталою дохідністю rf ,
ефективна множина у площині «ризик–дохідність» стає прямою (лінією ринку
капіталу), дотичноюдо гіперболи (1.7) у точці дотичного портфеля, який за rf =

0 збігається з портфелем MSR [19, 20]. Ця афінна структура є основою методу
стисненого оцінювання, що розглядається у Розділах 3 та 4: стиснена оцінка
ваг утворюється саме як опукла комбінація двох портфелів — вибіркового та
детермінованого цільового.

Щоб унаочнити співвідношення між введеними портфелями, розглянемо
приклад ринку з трьох ризикових активів індексу Dow Jones, що репрезентують
різні сектори економіки: 3M Company (MMM, industrials), JPMorgan
Chase (JPM, financials) та Microsoft (MSFT, technology). Вектор очікуваних
(річних) дохідностей та середньоквадратичні відхилення, оцінені за денними
логарифмічними дохідностями цих акцій за період 2020–2024 рр., відповідно
дорівнюють µ ≈ (0,06, 0,12, 0,18)⊤ та σ ≈ (0,22, 0,25, 0,27), а попарні
коефіцієнти кореляції становлять ρ12 ≈ 0,50, ρ13 ≈ 0,35, ρ23 ≈ 0,55 (звідки
елементи матриці Σ обчислюються як Σij = ρijσiσj). Підставивши ці значення
у формули (1.3) та (1.9), отримаємо характеристики портфелів GMV та MSR,
наведені у табл. 1.2.

Табл. 1.2: Ваги та характеристики портфелів GMV, min-VaR і MSR для
портфеля з трьох акцій Dow Jones (MMM, JPM,MSFT), оцінені за даними 2020–
2024 рр.

Портфель wMMM wJPM wMSFT Rw

√
Vw

GMV 0,543 0,208 0,249 0,102 0,193
min-VaR (α = 0,95) 0,354 0,220 0,426 0,124 0,200
MSR −0,024 0,245 0,778 0,168 0,247

Тут Rw = w⊤µ— очікувана дохідність портфеля,
√
Vw — його середньоквадратичне відхилення.

Портфель з найменшим рівнемVaR (за рівня довіриα = 0,95) посідає проміжне
місце між GMV та MSR як за очікуваною дохідністю, так і за дисперсією,
що узгоджується з формулою (1.13): його ваги є вагами портфеля GMV плюс



39

поправка у напрямі вектора очікуваних дохідностей, величина якої залежить
від рівня довіри α. Зі зростанням α (і, відповідно, qα) поправка зменшується,
і портфель min-VaR наближається до GMV (теоретично, портфель GMV
можна розглядати як портфель min-VaR при α = 1), що ілюструє загальну
закономірність, доведену в Розділі 2.
Параметр нахилу ефективної множини (1.7) для цього прикладу дорівнює s ≈
0,181, а відношення Шарпа портфеля MSR — SRMSR ≈ 0,680. Побудовану
за цими параметрами ефективну множину та розташування на ній трьох
розглянутих портфелів зображено на рис. 1.3. Як і передбачає теорія, портфель
GMV є вершиною ефективної множини (має найменшу дисперсію серед
усіх портфелів повного інвестування), портфель MSR забезпечує найбільше
відношення очікуваної дохідності до середньоквадратичного відхилення, а
портфель min-VaR лежить між ними; усі три портфелі належать ефективній
множині (1.7) і відрізняються лише обраним критерієм оптимальності
(рис. 1.2).

Рис. 1.3: Ефективна множина портфелів у площині «середньоквадратичне
відхилення — очікувана дохідність» для прикладу з трьох акцій Dow Jones
(MMM, JPM,MSFT) та розташування на ній портфеля з найменшоюдисперсією
(GMV), портфеля з максимальним відношенням Шарпа (MSR) і портфеля з
найменшим рівнем VaR. Суцільна лінія — ефективна множина, штрихова —
неефективна множина.
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1.3. Статистичне оцінювання характеристик портфеля та проблема
зміщення

Попри математичну елегантність, практичне застосування портфелів
Марковіца ускладнене тим, що їхні ваги залежать від невідомих параметрів
розподілу дохідностей, які доводиться оцінювати. Чутливість оптимальних ваг
до похибок оцінювання відзначено у [43, 44, 45]; зокрема, у [46] показано, що
за обмежених вибірок «наївний» портфель однакових ваг нерідко переважає
оптимізовані портфелі, а у [47, 48] проаналізовано вплив параметричної
невизначеності на якість оцінок. Ця чутливість особливо загострюється у
високорозмірних задачах, коли кількість активів є зіставною з обсягом вибірки
(підрозділ 1.4), що й мотивує застосування стиснених оцінок ваг у Розділах 3
та 4.

Оскільки параметри розподілу вектора дохідностей невідомі, ваги
та характеристики портфеля оцінюють, підставляючи замість параметрів
їхні оцінки. Найпоширенішим способом оцінювання невідомих параметрів
розподілу є вибіркові оцінки.

Властивості розподілів таких оцінок для деяких ефективних портфелів
досліджено у [5, 6, 49]; точну вибіркову похибку оцінок ваг отримано у [47].
Важливим є той факт, що для деяких портфелів незміщеної оцінки ваг не
існує: відсутність математичного сподівання вибіркової оцінки ваг портфеля
з максимальним відношенням Шарпа та неможливість побудови незміщеної
оцінки взагалі доведено у [9, 31].

Властивості вибіркових оцінок відношення Шарпа та інших показників
ефективності деяких ефективних портфелів досліджено у [8]; статистичні
тести щодо ваг портфелів запропоновано у [50, 51]. Вибіркові оцінки
характеристик портфеля можуть бути зміщеними, до того ж зміщення
зростає з кількістю активів і спадає зі зростанням обсягу вибірки; для
коригування цього зміщення будують виправлені оцінки. Технічним апаратом
для встановлення асимптотичних розподілів таких оцінок слугують класичні
методи асимптотичної статистики — дельта-метод та граничні теореми [52,
53, 54]. Результати дисертації щодо асимптотичних розподілів та виправлених
оцінок (Розділ 2) спираються на ці методи.
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1.3.1. Вибіркові оцінки параметрів та дельта-метод

Нехай x1, . . . , xn — вибірка спостережень вектора дохідностей. Невідомі
параметри µ та Σ оцінюють вибірковими оцінками

µ̂ =
1

n

n∑
t=1

xt, Σ̂ =
1

n− 1

n∑
t=1

(xt − µ̂)(xt − µ̂)⊤, (1.18)

які є конзистентними; обидві оцінки незміщені — E[µ̂] = µ та E[Σ̂] =

Σ (нормування на n − 1 в оцінці (1.18) забезпечує незміщеність саме
для Σ̂) [55]. Підставляючи оцінки (1.18) у формули (1.3), (1.9) та (1.11),
отримують вибіркові оцінки ваг і характеристик відповідних ефективних
портфелів. Такий підхід, відомий як принцип підстановки, є природним і
конзистентним: за законом великих чисел µ̂ → µ та Σ̂ → Σ, а отже й
вибіркові оцінки збігаються до істинних значень характеристик при n → ∞
та фіксованому k. Проте конзистентність є асимптотичною властивістю за
фіксованої розмірності: на скінченних вибірках, а тим паче у високорозмірному
режимі k/n → c > 0, вибіркові оцінки можуть бути суттєво зміщеними та
нестійкими, оскільки похибки оцінювання µ і Σ нелінійно поширюються на
ваги та характеристики портфеля. Саме тому принцип підстановки в дисертації
доповнюється виправленням зміщення (Розділ 2) та стисненням (Розділи 3–4).

Зауваження 1.3 (Джерело зміщення). Характеристики портфеля є
нелінійними функціями параметрів (наприклад, SR = Rw/

√
Vw), тому за

нерівністюЄнсена для нелінійної функції f у загальному випадку не виконується
E[f(θ̂)] = f(θ), унаслідок чого вибіркові оцінки характеристик можуть
бути зміщеними. Зміщення зростає з кількістю активів k і спадає з обсягом
вибірки n; для його усунення будують виправлені (adjusted) оцінки (Розділ 2).
Зазначимо, що нелінійність функції від параметрів не означає автоматично
зміщеності вибіркової оцінки: зокрема, вибіркова оцінка ваг портфеля з
найменшою дисперсією ŵGMV = Σ̂

−1
1/(1⊤Σ̂

−1
1) є нелінійною функцією

Σ̂, проте за нормального розподілу дохідностей є незміщеною оцінкою ваг
wGMV [6, 24]; натомість для ваг портфеля з максимальним відношенням
Шарпа поняття зміщення не визначене, оскільки відповідна вибіркова оцінка
не має математичного сподівання [6, 31].

Розглянемо, як приклад, зміщення вибіркової оцінки
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середньоквадратичного відхилення портфеля, яке дає оцінювання дисперсії.
Для нормального розподілу величина (n − 1)V̂GMV/VGMV має розподіл χ2

n−k, а
тому, користуючись моментами χ2-розподілу,

E
[√

V̂GMV

]
=

√
VGMV

n− 1
·
√
2
Γ
(
n−k+1

2

)
Γ
(
n−k
2

) =
√
VGMV

(
1− k

2(n− 1)
+O(n−2)

)
,

(1.19)
звідки видно, що

√
V̂GMV систематично занижує

√
VGMV, а зміщення зростає

з розмірністю k і спадає як O(k/n). Саме цей доданок коригують виправлені
оцінки, побудовані в Розділі 2.

Теорема 1.1 (Дельта-метод). Нехай послідовність випадкових векторів
Tn задовольняє

√
n (Tn − θ)

d−→ N (0,Σθ), а функція g : Rm → R є неперервно
диференційовною в околі точки θ з ненульовим градієнтом∇g(θ). Тоді

√
n
(
g(Tn)− g(θ)

) d−→ N
(
0, ∇g(θ)⊤Σθ ∇g(θ)

)
. (1.20)

Доведення наведено у [53, 54]. Саме цей метод є основним інструментом
встановлення асимптотичних розподілів вибіркових оцінок відношенняШарпа
та VaR у Розділі 2.

Приклад 1.2 (Застосування дельта-методу до відношення Шарпа).
Проілюструємо алгоритм, за яким в Розділі 2 обчислюються асимптотичні
дисперсії. Відношення Шарпа є функцією двох параметрів, g(R, V ) = R/

√
V ,

з градієнтом

∇g(R, V ) =

(
∂g

∂R
,
∂g

∂V

)
=

(
1√
V
, − R

2V 3/2

)
. (1.21)

Нехай вибіркові оцінки (R̂, V̂ ) задовольняють
√
n
(
(R̂, V̂ )−(R, V )

) d−→ N (0,Σθ)

з коваріаційною матрицею Σθ = (σij)i,j=1,2. Тоді за дельта-методом (1.20)
асимптотична дисперсія оцінки відношення Шарпа дорівнює квадратичній
формі

σ2SR = ∇gΣθ ∇g⊤ =
σ11
V

− Rσ12
V 2

+
R2σ22
4V 3

. (1.22)

У Розділі 2 цю схему застосовано до спільного асимптотичного розподілу
оцінок (R̂GMV, V̂GMV, ŝ) для портфеля GMV та до оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем VaR; саме залежність елементів Σθ від
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параметра ексцесу λ зумовлює залежність підсумкової дисперсії σ2SR від типу
еліптичного розподілу.

1.3.2. Розподіл вибіркових оцінок ваг та характеристик портфеля

Знання точного або асимптотичного розподілу вибіркових оцінок є
передумовою як для оцінювання їхньої якості, так і для побудови інтервалів
довіри та перевірки гіпотез. Для портфеля з найменшою дисперсією за
нормального розподілу дохідностей вибіркова оцінка ваг ŵGMV (отримана
підстановкою Σ̂ у (1.3)) має багатовимірний t-розподіл, а точний розподіл
вибіркових оцінок ваг та лінійних комбінацій ваг встановлено у [6, 24].
Зокрема, величина (n − 1)V̂GMV/VGMV має розподіл хі-квадрат χ2

n−k з n − k

ступенями свободи [5], що є відправною точкою для побудови виправлених
оцінок у Розділі 2.

Точніше, для нормально розподілених дохідностей лінійна комбінація
вибіркових ваг портфеля GMV є незміщеною, E[ŵGMV] = wGMV, а її
коваріаційна матриця має явний вигляд [6]

Cov(ŵGMV) =
1

n− k − 1
VGMV

(
Σ−1 − Σ−111⊤Σ−1

1⊤Σ−11

)
, (1.23)

звідки видно, що розкид вибіркових ваг зростає зі збільшенням розмірності k і
прямує до нескінченності, коли k наближається до n− 1. Це кількісно пояснює
нестійкість класичної вибіркової оцінки у високорозмірному режимі k/n → c

та необхідність стиснення (Розділи 3–4).
Для портфеля з максимальним відношеннямШарпа ситуація принципово

інша: вибіркова оцінка його ваг ŵMSR не має скінченного математичного
сподівання, а отже й незміщеної оцінки ваг цього портфеля не існує [9, 31].
Це є однією з причин, з яких пряме використання вибіркової оцінки MSR
у високорозмірних задачах є ненадійним і потребує стиснення (Розділ 4).
Статистичні властивості вибіркових оцінок відношення Шарпа та супутніх
показників ефективності узагальнено у [8, 26], а процедури перевірки гіпотез
щодо них — у [28, 29, 30, 50, 51].

Знання асимптотичного розподілу безпосередньо використовують для
побудови інтервалів довіри та перевірки гіпотез. Якщо

√
n (θ̂−θ) d−→ N (0, σ2

θ), а
σ̂2θ — конзистентна оцінка асимптотичної дисперсії, то за теоремою Слуцького
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наближений (1− γ)-інтервал довіри для характеристики θ має вигляд[
θ̂ − z1−γ/2

σ̂θ√
n
, θ̂ + z1−γ/2

σ̂θ√
n

]
, (1.24)

де z1−γ/2 — відповідний квантиль стандартного нормального розподілу.
Перевірку гіпотези H0 : θ = θ0 проводять за статистикою

√
n(θ̂ − θ0)/σ̂θ,

яка за H0 асимптотично стандартно нормальна. За цим алгоритмом в Розділі 2
будуються інтервали довіри для відношення Шарпа портфеля з найменшим
рівнем VaR та перевіряється значущість його відмінності від нуля; точність
наближення на скінченних вибірках істотно залежить від важкості хвостів
розподілу та зміщення оцінок, що й мотивує застосування виправлених оцінок.

Якість точкової оцінки θ̂ параметра θ зручно характеризувати
середньоквадратичною похибкою, яка розкладається на квадрат зміщення
та дисперсію:

MSE(θ̂) = E
[
(θ̂ − θ)2

]
=
(
E[θ̂]− θ

)2
+ Var(θ̂) = bias2(θ̂) + Var(θ̂). (1.25)

Цей розклад є концептуальною основою обох підходів дисертації. Виправлені
оцінки (Розділ 2) усувають домінантний доданок зміщення, майже не змінюючи
дисперсії, і тому зменшують MSE на скінченних вибірках. Стиснені оцінки
(Розділи 3–4), навпаки, свідомо вводять незначне зміщення (наближаючи
оцінку до детермінованої цільової величини) заради істотного зменшення
дисперсії, що в підсумку також зменшуєMSE у високорозмірному режимі. Саме
компроміс «зміщення–дисперсія», формалізований у (1.25), об’єднує ці два
напрями: в обох випадках метою є зменшення сумарної похибки оцінювання,
а не лише окремої її складової. Емпіричні характеристики bias, Var та MSE
обчислюються методом Монте-Карло у відповідних розділах.

Перелічені результати свідчать, що вибіркові оцінки характеристик
ефективних портфелів, попри конзистентність, можуть бути суттєво зміщеними
на скінченних вибірках, а в окремих випадках — навіть не мати скінченних
моментів. Це обґрунтовує два напрями, що розвиваються в дисертації: побудову
виправлених оцінок і асимптотичних розподілів (Розділ 2) та застосування
стиснених оцінок у високорозмірних задачах (Розділи 3–4).
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1.4. Високорозмірні задачі та стиснене оцінювання

Класичні вибіркові оцінки є надійними лише тоді, коли обсяг вибірки n значно
перевищує кількість активів k. Якщо ж k є співмірним з n, оцінки стають
нестійкими [48, 56, 57]. Коректним теоретичним підходом до дослідження
властивостей таких оцінок є асимптотика Колмогорова, у якій k, n → ∞
так, що k/n → c > 0. У цьому режимі вибіркова коваріаційна матриця
є зміщеною оцінкою істинної, що описується теорією випадкових матриць.
Засадничі результати цієї теорії — граничний розподіл власних значень
великих випадкових матриць [58, 14], збіжність емпіричного спектрального
розподілу [15, 59] та їх систематичний виклад [16, 60]; поведінку власних
значень вибіркових коваріаційних матриць у високій розмірності досліджено
у [61, 62, 63].

Ефективним інструментом підвищення якості оцінок у високій
розмірності є метод стиснення (shrinkage), що бере початок з робіт [64, 65].
Стиснені оцінки коваріаційної матриці запропоновано у [10, 11], а їх нелінійні
узагальнення — у [66, 67, 68]. Стиснення безпосередньо ваг портфеля
розглянуто у [69, 70, 71]. Оптимальні стиснені оцінки портфеля з найменшою
дисперсією за критерієм мінімізації позавибіркової дисперсії побудовано у [12]
та узагальнено у [13, 72, 73]. Саме цей напрям розвивається у Розділах 3 та 4
дисертації стосовно портфелів GMV та MSR.

Загальна ідея стиснення полягає в утворенні опуклої комбінації
вибіркової оцінки з детермінованою цільовою величиною, що зменшує
дисперсію оцінки ціною контрольованого зміщення. Для коваріаційної матриці
лінійна стиснена оцінка Ледуа–Вольфа [11] має вигляд

Σ̂sh = (1− β) Σ̂+ β νIk, ν = 1
k tr Σ̂, (1.26)

де цільовою матрицею слугує масштабована одинична матриця νIk, а
інтенсивність стиснення β ∈ [0, 1] обирають з умови мінімуму очікуваної
норми відхиленняE∥Σ̂sh−Σ∥2F . Оптимальну інтенсивність стиснення β у (1.26)
обирають з умови мінімуму очікуваного квадрата похибкиE∥Σ̂sh−Σ∥2F , що дає

β∗ =
E∥Σ̂−Σ∥2F
E∥Σ̂− νIk∥2F

, (1.27)
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тобто інтенсивність тим більша, чим більша дисперсія вибіркової оцінки
відносно відстані до цільової матриці. Величину β∗ на практиці заміняють її
конзистентною оцінкою [11]. Саме на цій ідеї балансу «дисперсія–зміщення»
ґрунтуються результати дисертації, проте з істотною відмінністю: у дисертації
цю ідею застосовано не до коваріаційної матриці, а безпосередньо до
ваг портфеля. Стиснену оцінку утворюють як ŵsh = αŵ + (1 − α)w0,
де w0 — невипадковий цільовий портфель, а інтенсивність α визначають
з відповідного критерію оптимальності (максимізації позавибіркового
відношення дохідність–дисперсія для портфеля GMV у Розділі 3 та мінімізації
позавибіркової дисперсії для портфеля MSR у Розділі 4), причому граничне
значення α при k/n→ c обчислюють засобами теорії випадкових матриць.

1.4.1. Критерії оптимальності стиснених оцінок та вибір цільового
портфеля

Стиснена оцінка ваг ŵSH(α) = αŵ + (1 − α)w0 повністю визначається двома
складниками: цільовим (детермінованим) портфелем w0 та критерієм, за яким
обирають інтенсивність α. Як цільовий портфель зазвичай беруть портфель
однакових вагw0 = 1/k, який не залежить від оцінюваних параметрів, є стійким
і слугує природним орієнтиром у високій розмірності [46, 69].

Вибір критерію визначає тип стисненої оцінки. Найпоширенішим є
критерій мінімізації позавибіркової дисперсії стисненого портфеля, за яким
оптимальну інтенсивність α∗ визначають з умови

E
[
ŵSH(α)

⊤Σ ŵSH(α)
]
→ min

α
, (1.28)

де математичне сподівання береться за розподілом вибіркової оцінки, а
Σ — істинна коваріаційна матриця; саме цей критерій застосовано у
класичних працях [12, 13] і використано у дисертації для портфеля з
максимальним відношенням Шарпа (Розділ 4). Альтернативою є критерій
максимізації позавибіркового відношення очікуваної дохідності до дисперсії,
який застосовано для портфеля з найменшою дисперсією (Розділ 3). Цей
критерій використано зважаючи на те, що в дисертації доведено, що критерій
максимізації відношення Шарпа (що насправді є природнім вибором для
практиків та теоретиків фінансового ринку) для визначення оптимальної
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інтенсивності стиснення у загальному випадку є некоректним, оскільки
відповідна задача максимізації в загальному випадку не має розв’язку: за
певних умов максимум цієї функції не досягається на жодному скінченному
значенні α (повне доведення наведено у §3.2.1 Розділу 3 для портфеля з
найменшою дисперсією).

В усіх випадках оптимальна інтенсивність α∗ залежить від невідомих
параметрів розподілу, тому її замінюють конзистентною оцінкою, граничне
значення якої при k/n → c обчислюють засобами теорії випадкових матриць
(підрозділ 1.4.2). Якість отриманої стисненої оцінки оцінюють за критерієм
оптимальності, що відповідає обраному критерію вибору інтенсивності
стиснення: у Розділі 3 — за абсолютною зміною позавибіркового відношення
очікуваної дохідності до дисперсії порівняно з вибірковою оцінкою ваг
портфеля GMV, а у Розділі 4 — за відносною зміною позавибіркової дисперсії
стисненої оцінки ваг портфеляMSR порівняно з її вибірковим аналогом. У обох
випадках стиснена оцінка забезпечує суттєвий виграш для всіх значень c = k/n,
окрім близьких до нуля.

1.4.2. Елементи теорії випадкових матриць

Технічним апаратом аналізу оцінок у режимі k/n → c є теорія випадкових
матриць. Засадничим результатом є закон Марченка–Пастура, який описує
граничний розподіл власних значень великої вибіркової коваріаційної
матриці [14, 16].

Теорема 1.2 (ЗаконМарченка–Пастура). НехайSn = 1
nYnY

⊤
n —вибіркова

коваріаційна матриця, побудована за n незалежними спостереженнями k-
вимірного вектора з незалежними компонентами, що мають нульове середнє
та одиничну дисперсію. Якщо k, n → ∞ так, що k/n → c ∈ (0,∞),
то емпіричний розподіл власних значень матриці Sn майже напевно слабко
збігається до розподілу Марченка–Пастура з параметром c, носій якого
зосереджено на відрізку [λ−, λ+], де λ± = (1±

√
c)2 при c ≤ 1.

Граничний розподіл Марченка–Пастура має щільність

fc(x) =

√
(λ+ − x)(x− λ−)

2πc x
, x ∈ [λ−, λ+], (1.29)
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(а при c > 1 — додатково атом маси 1 − 1/c у нулі, що відповідає
виродженості матриці). Зручним аналітичним інструментом є перетворення
Стілтьєса m(z) =

∫
(x − z)−1 fc(x) dx, z ∈ C+, яке для розподілу Марченка–

Пастура задовольняє квадратне рівняння c z m(z)2 − (1 − c − z)m(z) + 1 = 0.
Саме через перетворення Стілтьєса встановлюють граничні співвідношення
для функціоналів від вибіркової коваріаційної матриці, на яких ґрунтується
лема 1.1.

Із закону Марченка–Пастура випливає, що при c > 0 вибіркова
коваріаційна матриця є зміщеною оцінкою істинної: її власні значення
«розпливаються» відносно істинних, а при c > 1 матриця Sn є виродженою,
і замість оберненої використовують псевдообернену матрицю Мура–Пенроуза.
Для дослідження білінійних форм від S−1

n , які виникають у виразах для ваг та
характеристик портфелів, використовують такий результат [12, 13].

Лема 1.1 (Збіжність білінійних форм). Нехай виконуються стандартні
умови теорії випадкових матриць щодо моментів і обмеженості спектра
істинної коваріаційної матриці Σ, а k/n → c < 1. Тоді для довільних
невипадкових векторів ξ,η зі скінченними нормами справджуються майже
напевні границі∣∣∣ξ⊤S−1

n η − 1
1−c ξ

⊤Σ−1η
∣∣∣ м.н.−−→ 0,

∣∣∣ξ⊤S−2
n η − 1

(1−c)3 ξ
⊤Σ−2η

∣∣∣ м.н.−−→ 0. (1.30)

Для випадку c > 1 матриця Sn є виродженою, і обернену матрицю замінюють
псевдооберненою матрицею Мура–Пенроуза S+

n ; тоді при k/n → c > 1

справджуються аналогічні співвідношення∣∣∣ξ⊤S+
n η − 1

c(c−1) ξ
⊤Σ−1η

∣∣∣ м.н.−−→ 0,
∣∣∣ξ⊤(S+

n

)2
η − 1

(c−1)3 ξ
⊤Σ−2η

∣∣∣ м.н.−−→ 0.

(1.31)

Лема 1.1 (доведення наведено у [12, 13]) є основним інструментом
встановлення граничних значень інтенсивності стиснення у Розділах 3
та 4; саме множники 1

1−c та
1

(1−c)3 (а для c > 1 — множники 1
c(c−1) та

1
(c−1)3

з (1.31)) визначають поправки, які відрізняють високорозмірний режим від
класичного.
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1.4.3. Концентраційне відношення та зміщення вибіркових власних
значень

Ключовою величиною високорозмірного аналізу є концентраційне відношення
c = k/n, яке вимірює «складність» задачі оцінювання: чим ближче c до
одиниці, тим менш надійною є вибіркова коваріаційна матриця. Із закону
Марченка–Пастура випливає, що найбільше та найменше власні значення Sn

майже напевно збігаються до меж носія, λ+ = (1 +
√
c)2 та λ− = (1 −

√
c)2, тоді як істинна коваріаційна матриця в цьому прикладі є одиничною (усі

власні значення дорівнюють 1). Отже, вибіркові власні значення систематично
розпорошуються навколо істинних: великі завищуються, малі занижуються,
причому ширина розкиду λ+ − λ− = 4

√
c зростає з c. Зокрема, при c → 1

маємо λ− → 0, тобто вибіркова матриця стає майже виродженою, а її обернена
— нестійкою; при c > 1 матриця Sn вироджена (має k − n нульових власних
значень), і обернену замінюють псевдооберненою матрицею Мура–Пенроуза.

Приклад 1.3 (Розкид вибіркових власних значень). Нехай істинна
коваріаційна матриця є одиничною (Σ = Ik), тобто всі істинні власні значення
дорівнюють 1. За помірного відношення c = 0,5 (наприклад, k = 250 активів і
n = 500 спостережень) межі носія розподілу Марченка–Пастура дорівнюють
λ− = (1−

√
0,5)2 ≈ 0,086та λ+ = (1+

√
0,5)2 ≈ 2,914. Отже, замість єдиного

значення 1 вибіркові власні значення заповнюють увесь відрізок [0,086; 2,914]:
найбільше з них майже втричі перевищує істинне, а найменше — більш ніж у
десять разів менше. Така спотвореність безпосередньо переноситься на оцінку
оберненої матриці (а отже й ваг портфеля GMV), пояснюючи нестійкість
класичних оцінок у високій розмірності навіть за помірних значень c. Для
порівняння, за c = 0,9 відрізок розширюється до [0,0025; 3,80], що робить
вибіркову матрицю майже виродженою.

Саме це розпорошення власних значень спричиняє зміщення класичних
оцінок характеристик портфеля у високій розмірності: наприклад, вибіркова
оцінка дисперсії портфеля GMV, 1/(1⊤Σ̂

−1
1), є зміщеною відносно VGMV

з множником, що залежить від c (див. лему 1.1). Стиснене оцінювання
частково компенсує це розпорошення, наближаючи вибіркову оцінку до
стійкого детермінованого орієнтиру; кількісно цей виграш характеризується
відносною зміною позавибіркової дисперсії, яку досліджено в Розділах 3 та 4.
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Зауваження 1.4 (Конзистентне оцінювання граничних величин).
Важливою перевагою високорозмірної асимптотики є те, що граничні
(детерміновані) величини, які виникають у лемі 1.1, можна конзистентно
оцінити безпосередньо за наявними даними, без знання істинних параметрів.
Оскільки співвідношення (1.30) зв’язують спостережувані вибіркові білінійні
форми з невідомими функціоналами від Σ через відомий множник, що
залежить лише від c = k/n, обернення цих співвідношень дає конзистентні
оцінки потрібних граничних величин. Саме на цій ідеї ґрунтується побудова
конзистентних оцінок оптимальної інтенсивності стиснення в Розділах 3
та 4, що робить запропоновані методи придатними для практичного
застосування, а не лише теоретично коректними.

1.5. Еліптичні розподіли та моделі залежних дохідностей

Припущення про нормальність розподілу дохідностей часто не відповідає
емпіричним даним, яким притаманні важчі хвости. Це підтверджує, зокрема,
простий емпіричний аналіз денних логарифмічних дохідностей трьох акцій
індексу Dow Jones (MMM, JPM, MSFT), використаних в ілюстративному
прикладі підрозділу 1.2.3: для періоду 2020–2024 рр. (n ≈ 1258 торгових
днів) вибіркові оцінки одновимірного ексцесу істотно перевищують значення 3,
що передбачає нормальний розподіл, а саме κ̂MMM ≈ 7,5, κ̂JPM ≈ 12,3 та
κ̂MSFT ≈ 8,9. Перевірка гіпотези про нормальність розподілу за критерієм
Жарка–Бера на рівні значущості 5% відхиляє нульову гіпотезу для всіх трьох
рядів. Багатовимірний коефіцієнт ексцесу Мардіа для цієї вибірки дорівнює
λ̂1,k ≈ 21,7 при еталонному значенні k(k + 2) = 15 для k = 3-вимірного
нормального вектора, що відповідає параметру ексцесу еліптичного класу
λ̂ ≈ 1,45.Гнучкішим є клас еліптичних розподілів, що включає нормальний,
t-розподіл Стьюдента та розподіл Лапласа як окремі випадки [74, 75, 76].
Властивості еліптичних розподілів та їх застосування у багатовимірному
статистичному аналізі викладено у [77, 55, 78], а у контексті портфельного
аналізу — у [24, 79]. Для моделювання залежних у часі дохідностей
використовують слабко стаціонарні процеси, зокрема векторну авторегресію;
такий підхід застосовано при дослідженні характеристик портфелів у [42].
У дисертації обидва припущення — еліптичний розподіл з незалежними
реалізаціями та слабко стаціонарний процес Гауса — використано в Розділі 2.
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1.5.1. Означення еліптичного розподілу та слабко стаціонарного процесу

Означення 1.5 (Еліптичний розподіл). k-вимірний випадковий вектор x
має еліптичний розподіл Ek(µ,Σ, ψ) з вектором математичних сподівань µ,
матрицею параметрів Σ та характеристичним генератором ψ, якщо його
характеристична функція має вигляд E

[
eit

⊤x] = eit
⊤µ ψ(t⊤Σt); при цьому за

умови скінченного другого моменту матриця коваріацій дорівнює γ2Σ, де γ2 =
−2ψ′(0).

Якщо еліптичний розподіл має щільність, то вона зображується у вигляді

f(x) = ck |Σ|−1/2 g
(
(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

)
, (1.32)

де g ≥ 0— генератор щільності, а ck — нормувальна стала.

Зауваження 1.5. Клас еліптичних розподілів включає як окремі випадки
нормальний розподіл (g(u) = e−u/2), t-розподіл Стьюдента та розподіл
Лапласа [74]. Відхилення від нормальності характеризує параметр ексцесу λ:
λ = 1 для нормального розподілу та λ > 1 для розподілів з важчими хвостами
(зокрема λ = 7/3 для t5). Саме цей параметр входить в асимптотичні
дисперсії вибіркових оцінок характеристик портфеля (Розділ 2).

Еліптичний розподіл допускає зручне стохастичне зображення: вектор
x ∼ Ek(µ,Σ, g) можна подати у вигляді

x = µ+ ξΛu, (1.33)

де u рівномірно розподілений на одиничній сфері Rk, ΛΛ⊤ = Σ, а невід’ємна
випадкова величина ξ (твірний радіус), незалежна від u, визначає тип розподілу
та важкість хвостів [74, 75]. Характеристична функція еліптичного вектора має
вигляд E

[
eit

⊤x] = eit
⊤µ ψ(t⊤Σt) для деякої функції ψ. За умови скінченного

другого моменту маємо E[x] = µ та Cov(x) = κΣ для деякої сталої κ > 0;
нормуючи Σ, надалі вважаємо κ = 1. Окремими випадками є багатовимірний
нормальний розподіл, t-розподіл Стьюдента з ν ступенями свободи (важкі
степеневі хвости, E[x] існує при ν > 1, коваріація — при ν > 2) та
розподіл Лапласа. Усі скінченні четверті моменти таких розподілів пропорційні
параметру ексцесу λ, через який вони входять в асимптотичні дисперсії оцінок
(Розділ 2).
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Наведемо три окремі випадки еліптичного класу, що використовуються
в імітаційному моделюванні дисертації. Багатовимірний нормальний розподіл
Nk(µ,Σ) має генератор g(u) = e−u/2 та щільність

f(x) = (2π)−k/2|Σ|−1/2 exp
(
− 1

2(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)
)
, (1.34)

для якого параметр ексцесу λ = 1. Багатовимірний t-розподіл Стьюдента з ν
ступенями свободи має щільність

f(x) =
Γ
(
ν+k
2

)
Γ
(
ν
2

)
(νπ)k/2|Σ|1/2

(
1 +

(x− µ)⊤Σ−1(x− µ)

ν

)− ν+k
2

, (1.35)

з важкими степеневими хвостами та ексцесом λ = (ν − 2)/(ν − 4) при ν > 4

(зокрема для ν = 5 маємо λ = 7/3 ≈ 2,33). Багатовимірний розподіл
Лапласа має генератор, виражений через модифіковану функцію Бесселя, і
ексцес λ = (k + 2)/k, що залежить від розмірності портфеля. Саме ці три
розподіли (а також процес VAR(1)) використано для імітаційного моделювання
при перевірці точності асимптотичних наближень у Розділі 2.

Означення 1.6 (Слабко стаціонарний процес). Векторний часовий ряд
{xt} називають слабко стаціонарним, якщо його математичне сподівання
E[xt] = µ не залежить від t, а автоковаріаційна матриця Cov(xt, xt+h) = Γ(h)

залежить лише від зсуву h. Зокрема, процес векторної авторегресії першого
порядку

xt = ν +A xt−1 + εt (1.36)

є слабко стаціонарним тоді й лише тоді, коли всі власні значення матриці A
за модулем менші за одиницю.

Автоковаріаційна структура слабко стаціонарного процесу повністю
описується послідовністю матриць {Γ(h)}h∈Z, для якої Γ(−h) = Γ(h)⊤, а за
умови абсолютної збіжності

∑
h ∥Γ(h)∥ <∞ визначено матричну спектральну

густину

f(ω) =
1

2π

+∞∑
h=−∞

Γ(h) e−ihω, ω ∈ [−π, π]. (1.37)

Розглянемо процес VAR(1) (1.36), у якому інновації εt утворюють векторний
білий шум з коваріаційною матрицею Cov(εt) = Σε. Тоді стаціонарна



53

коваріаційна матриця Γ(0) цього процесу задовольняє дискретне рівняння
Ляпунова

Γ(0) = AΓ(0)A⊤ +Σε, (1.38)

а матриці автоковаріацій спадають геометрично, Γ(h) = AhΓ(0) для h ≥
0 (рівняння Юла–Вокера). Умова на власні значення A забезпечує збіжність
відповідних рядів, а отже й існування скінченної спектральної густини; саме ця
умова використовується в Розділі 2 при встановленні асимптотичного розподілу
оцінки відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR за слабко
стаціонарного гауссівського процесу.

Приклад 1.4 (Стаціонарність процесу VAR(1)). Розглянемо двовимірний
процес (1.36) з матрицею авторегресійних коефіцієнтів A =

(
0,5 0,2
0,1 0,4

)
.

Характеристичне рівняння det(A − ρI) = 0 дає ρ2 − 0,9ρ + 0,18 = 0,
звідки власні значення ρ1 = 0,6 та ρ2 = 0,3. Оскільки |ρ1|, |ρ2| < 1,
процес є слабко стаціонарним, а його стаціонарна коваріаційна матриця Γ(0)
однозначно визначається рівнянням Ляпунова Γ(0) = AΓ(0)A⊤ + Σε, тоді
як автоковаріації спадають геометрично, Γ(h) = AhΓ(0). Якби, навпаки,
найбільше власне значення за модулем перевищувало одиницю, процес був би
нестаціонарним (вибухаючим), і автоковаріаційні ряди розбігалися б, через
що поняття спектральної густини та асимптотичні результати Розділу 2
втрачали б сенс. Цей приклад ілюструє, чому в імітаційному моделюванні
особливий наголос робиться на те, щоб усі власні значення матриці A були
меншими за одиницю.

На практиці автоковаріаційну структуру оцінюють за вибірковими
автоковаріаційними матрицями Γ̂(h) = 1

n

∑n−h
t=1 (xt+h− µ̂)(xt− µ̂)⊤, а наявність

автокореляції перевіряють багатовимірними критеріями типу Люнга–Бокса.
В асимптотичних результатах Розділу 2 автоковаріаційні матриці входять
через суми вигляду

∑
hΓ(h) та

∑
h

(
Γ(h) ⊗ Γ(h)

)
, абсолютна збіжність яких

гарантується умовою стаціонарності; саме ці суми визначають поправки до
асимптотичної дисперсії оцінки відношення Шарпа порівняно з випадком
незалежних реалізацій.

Обидва означення лежать в основі двох припущень щодо вектора
дохідностей, за яких у Розділі 2 досліджено асимптотичні розподіли
вибіркових оцінок: еліптичний розподіл з незалежними реалізаціями та
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слабко стаціонарний гауссівський процес з автокореляцією.

1.5.2. Стилізовані факти фінансових дохідностей та обґрунтування
припущень

Доцільність переходу від нормального розподілу до ширшого класу еліптичних
розподілів і до моделей із часовою залежністю випливає з низки емпіричних
закономірностей (стилізованих фактів), притаманних фінансовим дохідностям
і докладно задокументованих у літературі [39, 32].

По-перше, розподіли дохідностей є лептокуртичними: вони мають
гостріший пік і важчі хвости, ніж нормальний розподіл, тобто додатний
надлишковий ексцес. Це означає, що великі за модулем коливання трапляються
частіше, ніж передбачає нормальна модель, а нехтування цим ефектом
призводить до систематичної недооцінки ризику рідкісних подій [39, 37]. Саме
важкі хвости мотивують використання t-розподілу Стьюдента та розподілу
Лапласа — часткових випадків еліптичного класу, для яких параметр ексцесу
λ > 1 (зауваження 1.5).

По-друге, реальні фінансові дохідності демонструють часову залежність
— періоди підвищеної мінливості чергуються з періодами спокою [39]. Це
порушує припущення про незалежність реалізацій і обґрунтовує розгляд
дохідностей як слабко стаціонарного процесу з ненульовою автоковаріаційною
структурою (означення 1.6); вплив автокореляції на розподіл вибіркових оцінок
характеристик портфеля досліджено у [42].

По-третє, важкі хвости та залежність безпосередньо впливають на
точність вибіркових оцінок: за важких хвостів зростає дисперсія оцінок, а отже
йширина інтервалів довіри для відношенняШарпа та VaR [26]. Тому в Розділі 2
асимптотичні розподіли вибіркових оцінок отримано саме у двох узагальнених
постановках — для еліптичного розподілу з незалежними реалізаціями та для
слабко стаціонарного гауссівського процесу,—що дає змогу врахувати як важкі
хвости (через параметр λ), так і часову залежність (через автоковаріаційну
матрицю Γ(h)).

Практичне застосування одержаних результатів потребує оцінювання
параметра ексцесу λ, який входить в асимптотичні дисперсії. Його
конзистентну оцінку будують за вибірковим багатовимірним коефіцієнтом
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ексцесу Мардіа

b̂2,k =
1

n

n∑
t=1

[
(xt − µ̂)⊤Σ̂

−1
(xt − µ̂)

]2
, (1.39)

який для еліптичного розподілу пов’язаний з λ простим співвідношенням і за
нормального розподілу прямує до k(k + 2). Перевірку самого припущення про
еліптичність (зокрема відхилення від нормальності) проводять стандартними
критеріями узгодженості та аналізом важкості хвостів [39]. Оскільки λ

оцінюється конзистентно, побудовані в Розділі 2 інтервали довіри залишаються
асимптотично коректними за заміни невідомого параметра його вибірковою
оцінкою (за теоремою Слуцького).

Висновки до розділу 1

Проведений огляд дає змогу узагальнити теоретичне підґрунтя дисертації за
п’ятьма напрямами. По-перше, ефективні портфелі (GMV, MSR, портфель з
найменшим рівнем VaR) мають явні аналітичні вирази для ваг і характеристик
через параметри розподілу дохідностей, а отже їхні вибіркові оцінки
утворюються підстановкою вибіркових параметрів. По-друге, квантильні міри
ризику (VaR та CVaR) і відношення Шарпа є природними критеріями
оптимальності, причому в класі еліптичних розподілів задача мінімізації
VaR є коректною. По-третє, вибіркові оцінки характеристик портфеля є
нелінійними функціями параметрів, а тому можуть бути зміщеними, і для
їх аналізу застосовують дельта-метод та граничні теореми. По-четверте, у
високорозмірному режимі k/n → c класичні оцінки стають нестійкими через
розпорошення вибіркових власних значень, що описується теорією випадкових
матриць і мотивує стиснене оцінювання. По-п’яте, важкі хвости та часова
залежність фінансових дохідностей обґрунтовують перехід до еліптичних
розподілів і слабко стаціонарних процесів.

Водночас огляд засвідчує, що, попри ґрунтовну розробленість теорії
оптимального портфеля [1, 18] та мір ризику [33, 40], низка питань
статистичного оцінювання характеристик ефективних портфелів залишається
недостатньо дослідженою. Зокрема, це: асимптотичний розподіл і виправлені
оцінки відношення Шарпа портфелів GMV та з найменшим рівнем VaR за
еліптичних розподілів та залежних дохідностей; а також стиснені оцінки ваг
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у режимі k/n → c > 0: портфеля GMV — за критерієм максимізації
позавибіркового відношення очікуваної дохідності до дисперсії, а портфеля
MSR — за критерієм мінімізації позавибіркової дисперсії. Розв’язанню цих
задач присвячено наступні розділи дисертації.
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РОЗДІЛ 2
МОДЕЛЮВАННЯ ПОВЕДІНКИ ОЦІНОК

ХАРАКТЕРИСТИК ПОРТФЕЛЯ З НАЙМЕНШОЮ
ДИСПЕРСІЄЮ ТА ПОРТФЕЛЯ З НАЙМЕНШИМ РІВНЕМ

VALUE-AT-RISK

У розділі викладено перший блок оригінальних результатів дисертації.
Знайдено асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за двох припущень щодо розподілу
вектора дохідностей та побудовано виправлену оцінку цієї характеристики.
Окремо знайдено асимптотичні розподіли вибіркових оцінок відношення
Шарпа та Value-at-Risk портфеля з найменшою дисперсією у припущенні
еліптичного розподілу вектора дохідностей.

Отримані результати дають змогу будувати інтервали довіри для
характеристик ефективних портфелів та перевіряти гіпотези про статистичну
значущість їхньої відмінності, наприклад, від нуля. Коректність побудованих
асимптотичних розподілів перевірено імітаційним моделюванням для
нормального, t-розподілу Стьюдента, розподілу Лапласа та процесу VAR(1), а
також аналізом реальних даних індексу Dow Jones.

2.1. Постановка задачі та основні позначення

2.1.1. Модель портфеля та базові визначення

Розглянемо портфель, що складається з k фінансових активів. Нехай Xt =

(Xt1, Xt2, . . . , Xtk)
⊤ — k-вимірний вектор дохідностей активів у момент часу t,

де Xti = ln(Pti/Pt−1,i)— логарифмічна дохідність i-го активу, а Pti — ціна i-го
активу в момент часу t.

Припускаємо, що Xt є слабко стаціонарним процесом, тобто вектор
математичних сподівань µ = E[Xt] та матриця коваріацій Γ(0) = Cov(Xt,Xt)

не залежать від t. Матриця Γ(0) припускається додатньо визначеною, що
гарантує існування обернених матриць, необхідних для визначення портфелів
мінімальної дисперсії та мінімального VaR.

Для довільного портфеля зі структурою w = (w1, w2, . . . , wk)
⊤, де wi



58

— частка капіталу, інвестована в i-й актив, очікувана дохідність та дисперсія
портфеля визначаються як

Rw = E[w⊤Xt] = w⊤µ, Vw = Var(w⊤Xt) = w⊤Γ(0)w. (2.1)

Умова повного інвестування капіталу визначається як 1⊤w = 1, де
1 = (1, 1, . . . , 1)⊤ — k-вимірний одиничний вектор. Без цієї умови портфель
являтиме собою лише комбінацію акцій без врахування динаміки грошового
потоку.

В даному розділі ми розглянемо два припущення щодо поведінки вектора
дохідностей активів портфеля: Xt еліптично розподілений; Xt поводиться як
стаціонарний процес Гаусса.

Припущення 2.1. k-вимірний вектор Xt має еліптичний розподіл
Ek(µ,D, ψ) (означення 1.5) з вектором математичних сподівань µ, матрицею
параметрів D та характеристичним генератором ψ, так що Γ(0) = γ2D,
де γ2 = −2ψ′(0), а реалізації X1,X2, . . . ,Xn є незалежними та однаково
розподіленими.

Властивості класу еліптичних розподілів детально розглянуто у
підрозділі 1.5.1.

За припущення 2.1 визначимо параметр ексцесу еліптичного розподілу як

λ =
ψ′′(0)

(ψ′(0))2
. (2.2)

Параметр λ характеризує відхилення форми еліптичного розподілу
від нормального і входить у вирази для асимптотичних дисперсій оцінок
характеристик портфеля. Наведемо кілька прикладів:

• Нормальний розподіл: λ = 1.

• t-розподіл Стьюдента з ν ступенями свободи: λ = (ν + 2)/(ν − 2).

• Розподіл Лапласа: λ = (k + 2)/k для k-вимірного вектора.

• Рівномірний розподіл на еліпсоїді: λ = k(k + 2)/4.
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Значення λ > 1 відповідають важчим хвостам розподілу порівняно з
нормальним, що часто спостерігається в реальних фінансових даних.

Для формулювання основного результату введемо допоміжну матрицюR

та величину s:

R = Γ(0)−1 − Γ(0)−111⊤Γ(0)−1

1⊤Γ(0)−11
, s = µ⊤Rµ. (2.3)

Зауважимо важливі властивості цих величин:

Лема 2.1. Матриця R та величина s, визначені у (2.3), задовольняють
наступні властивості:

1. s ≥ 0, причому s = 0 тоді і тільки тоді, коли µ пропорційний вектору 1.

2. s є інваріантним відносно масштабування вектораµ, тобто s залежить
лише від напрямку вектора µ, а не від його величини.

3. R2 = R та 1⊤R = 0.

Доведення цих властивостей наведено у [41].

Припущення 2.2. k-вимірний вектор Xt моделюється як слабко
стаціонарний гауссів процес з вектором математичних сподівань µ та
матрицею автоковаріацій Γ(h) = Cov(Xt,Xt+h) для зміщення h, де ряди∑+∞

h=−∞Γ(h) та
∑+∞

h=−∞(Γ(h)⊗ Γ(h)) є абсолютно збіжними.

Умова абсолютної збіжності рядів забезпечує існування скінченної
спектральної густини процесу та є стандартною вимогою в теорії часових
рядів [7, 42]. Зокрема, ця умова виконується для:

• Процесів VAR(1) зі стаціонарною матрицею коефіцієнтів (всі власні
числа за модулем менші за 1).

• Процесів VARMA з відповідними умовами інвертивності.

• GARCH-процесів за певних обмежень на параметри.
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2.1.2. Портфель з найменшою дисперсією

Нагадаємо означення портфеля з найменшою дисперсією (означення 1.1)
у позначеннях цього розділу, де роль коваріаційної матриці відіграє Γ(0).
Портфель GMV є розв’язком задачі квадратичної оптимізації

wGMV = min
w
w⊤Γ(0)w за умови 1⊤w = 1. (2.4)

Розв’язком оптимізаційної задачі (2.4) є вектор ваг портфеля wGMV:

wGMV =
Γ(0)−11
1⊤Γ(0)−11

. (2.5)

З (2.5) бачимо, що портфель GMV залежить лише від матриці коваріацій і
не залежить від вектора середніх дохідностей. Це є важливою властивістю, що
робить портфель GMV стійким щодо неточностей оцінювання математичних
сподівань дохідностей вектора Xt.

Очікувана дохідність та дисперсія портфеля GMV можуть бути
представлені у вигляді:

RGMV =
1⊤Γ(0)−1µ

1⊤Γ(0)−11
, VGMV =

1

1⊤Γ(0)−11
. (2.6)

2.1.3. Характеристики портфеля: Відношення Шарпа та Value-at-Risk

Відношення Шарпа портфеля GMV, що характеризує дохідність на одиницю
ризику, визначається як

SRGMV =
RGMV√
VGMV

=
1⊤Γ(0)−1µ√
1⊤Γ(0)−11

. (2.7)

Value-at-Risk (VaR) портфеля w за рівня довіри α визначається як (1 −
α)-квантиль розподілу дохідності портфеля. Для портфеля зі структурою w за
припущень, розглянутих у цій роботі, VaR обчислюється за формулою

VaRα(w) = qα

√
w⊤Γ(0)w− w⊤µ, (2.8)

де qα —відповідний квантиль розподілу. За припущення еліптичного розподілу
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qα = dα/γ, де dα — α-квантиль розподілу стандартизованої компоненти,
γ2 = −2ψ′(0), а ψ — характеристичний генератор еліптичного розподілу. За
припущення нормального розподілу qα = zα, де zα — α-квантиль стандартного
нормального розподілу.

Для портфеля GMV VaR набуває більш конкретного вигляду:

VaRα,GMV =
qα√

1⊤Γ(0)−11
− 1⊤Γ(0)−1µ

1⊤Γ(0)−11
= qα

√
VGMV −RGMV. (2.9)

2.1.4. Портфель з найменшим рівнем Value-at-Risk

Портфель з найменшим рівнем VaR (означення 1.3) визначається як розв’язок
задачі мінімізації (2.8) за умови 1⊤w = 1. Його ваги та характеристики залежать
від рівня довіри α; для стислості запису нижній індекс α надалі опускаємо,
тобто пишемо wVaR ≡ wVaRα

, SRVaR ≡ SRVaRα
. На основі результатів [41], його

структура, очікувана дохідність та дисперсія визначаються формулами:

wVaR = wGMV +

√
VGMV√
q2α − s

Rµ, (2.10)

RVaR = RGMV +
s√
q2α − s

√
VGMV, (2.11)

VVaR =
q2α

q2α − s
VGMV, (2.12)

де допоміжна матриця R та величина s = µ⊤Rµ визначені у (2.3). Нагадаємо
(лема 2.1), що s ≥ 0, причому s = 0 тоді і тільки тоді, коли µ пропорційний
вектору 1.

Умова s < q2α є необхідною та достатньою для існування портфеля з
найменшим рівнем VaR [40, 41]: вона гарантує, що задача мінімізації VaR має
скінченний розв’язок, тобто мінімум досягається у внутрішній точці множини
допустимих портфелів.

Відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR визначається як

SRVaR =
RVaR√
VVaR

=

√
q2α − s

qα
· RGMV√

VGMV
+

s

qα
=

√
q2α − s

qα
SRGMV +

s

qα
. (2.13)

Останній вираз показує взаємозв’язок між відношеннямШарпа портфеля
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з найменшим VaR та відношенням Шарпа портфеля GMV, опосередкований
параметром s та рівнем довіри α.

2.1.5. Вибіркові оцінки параметрів портфеля

Як зазначено у підрозділі 1.3.1, невідомі параметри µ та Γ(0) оцінюють
вибірковими оцінками на основі n історичних спостережень X1,X2, . . . ,Xn:

µ̂ =
1

n

n∑
j=1

Xj, Γ̂(0) =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj − µ̂)(Xj − µ̂)⊤. (2.14)

Підставляючи µ̂ та Γ̂(0) замість µ та Γ(0) у формули (2.5), (2.6) та (2.3)
для портфельних характеристик, отримуємо вибіркові оцінки:

ŵGMV =
Γ̂(0)−11
1⊤Γ̂(0)−11

, (2.15)

R̂GMV =
1⊤Γ̂(0)−1µ̂

1⊤Γ̂(0)−11
, (2.16)

V̂GMV =
1

1⊤Γ̂(0)−11
, (2.17)

ŝ = µ̂⊤R̂µ̂, (2.18)

де R̂ = Γ̂(0)−1 − Γ̂(0)−111⊤Γ̂(0)−1

1⊤Γ̂(0)−11
.

Вибіркові оцінки ŜRGMV, V̂aRα,GMV та ŜRVaR отримуються підстановкою
оцінок (2.15)–(2.18) у формули (2.7), (2.9), (2.13).

2.1.6. Цільові завдання розділу

Оскільки вибіркові оцінки (2.14) є випадковими величинами, то отримані
оцінки портфельних характеристик також є випадковими величинами.
Центральними завданнями цього розділу є:

1. Дослідження асимптотичних розподілів вибіркових оцінок ŜRVaR, ŜRGMV

та V̂aRα,GMV при n → ∞ за різних припущень щодо розподілу
дохідностей.
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2. Побудова інтервалів довіри та процедур перевірки гіпотез на основі
отриманих асимптотичних розподілів.

3. Математичне моделювання поведінки вибіркових оцінок характеристик
портфелів за скінченних обсягів вибірки на основі симуляцій.

4. Демонстрація практичного застосування теоретичних результатів на
реальних фінансових даних.

2.2. Асимптотичний розподіл оцінки відношення Шарпа портфеля з
найменшим рівнем Value-at-Risk

У цьому підрозділі досліджуємо асимптотичний розподіл вибіркової оцінки
відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR. Цей портфель має
ваги (2.10) та відношення Шарпа (2.13), яке залежить від параметрів RGMV,
VGMV та s. Розглядаємо два альтернативних припущення щодо поведінки
вектора дохідностей активів портфеля Xt (припущення 2.1 та припущення 2.2).

2.2.1. Спільний асимптотичний розподіл оцінок основних параметрів

Наведемо допоміжний результат із [8], який використовуватимемо для
знаходження асимптотичного розподілу вибіркових оцінок характеристик
портфелів. У наступній лемі встановлено спільний асимптотичний розподіл
вибіркових оцінок параметрів ефективної множини (R̂GMV, V̂GMV, ŝ).

Лема 2.2. За припущення 2.1 маємо:

√
n

R̂GMV −RGMV

V̂GMV − VGMV

ŝ− s

 d−→ N


0

0

0

 ,

VGMV(1 + λs) 0 0

0 2λV 2
GMV 0

0 0 4s+ 2λs2


 .

(2.19)

Цей результат випливає з [5, 24], де знайдено спільний асимптотичний
розподіл вибіркових оцінок параметрів розподілу вектора дохідностей активів
портфеля (коваріаційної матриці та математичного сподівання) за припущення
еліптичності розподілу Xt. Зауважимо, що із леми 2.2 випливає асимптотична
незалежність розглянутих трьох оцінок, зумовлена симетріями еліптичного
розподілу.
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Асимптотична незалежність компонент у (2.19) є важливою для
подальшого аналізу, оскільки вона суттєво спрощує обчислення асимптотичних
дисперсій функцій від цих оцінок.

2.2.2. Випадок еліптичного розподілу з незалежними реалізаціями

Теорема 2.1. Нехай портфель з найменшим рівнем VaR за рівня довіри
α складається з k фінансових активів, вектор дохідностей Xt задовольняє
припущення 2.1, виконується умова існування s < q2α, а вибіркова оцінка ŜRVaR

побудована на основі незалежних реалізацій X1, . . . ,Xn. Тоді при n→ ∞:

Yn =
√
n
(
ŜRVaR − SRVaR

)
d−→ N(0, σ2

SR,ell), (2.20)

де асимптотична дисперсія має явний вигляд:

σ2SR,ell =
1

q2α

{
(2λs2 + 4s)

[
1− RGMV

2
√
VGMV · (q2α − s)

]2

+
(λR2

GMV + 2(1 + λs)VGMV)(q
2
α − s)

2VGMV

}
. (2.21)

Доведення. Згідно з (2.13) відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем
VaR є гладкою функцією трьох параметрів (RGMV, VGMV, s):

SRVaR = h(RGMV, VGMV, s) =

√
q2α − s

qα
· RGMV√

VGMV
+

s

qα
. (2.22)

За лемою 2.2 вектор вибіркових оцінок є асимптотично нормальним з
асимптотично незалежними компонентами:

√
n

R̂GMV −RGMV

V̂GMV − VGMV

ŝ− s

 d−→ N(0, Σθ),

Σθ = diag
(
VGMV(1 + λs), 2λV 2

GMV, 4s+ 2λs2
)
. (2.23)
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Обчислимо частинні похідні функції h у точці (RGMV, VGMV, s):

∂h

∂RGMV
=

√
q2α − s

qα
√
VGMV

,
∂h

∂VGMV
= −

RGMV
√
q2α − s

2qαV
3/2
GMV

, (2.24)

∂h

∂s
=

1

qα

[
1− RGMV

2
√
VGMV(q2α − s)

]
. (2.25)

За багатовимірним дельта-методом (теорема 1.1), застосованим до (2.23),
оцінка ŜRVaR є асимптотично нормальною, а її дисперсія, з урахуванням
діагональності Σθ, дорівнює

σ2SR,ell =
(

∂h
∂RGMV

)2
VGMV(1 + λs) +

(
∂h

∂VGMV

)2
2λV 2

GMV

+
(
∂h
∂s

)2
(4s+ 2λs2). (2.26)

Підставляючи (2.24)–(2.25), перші два доданки дають

(q2α − s)(1 + λs)

q2α
+
λR2

GMV(q
2
α − s)

2q2αVGMV
=

(q2α − s)

q2α
· λR

2
GMV + 2(1 + λs)VGMV

2VGMV
,

а третій доданок дорівнює
2λs2 + 4s

q2α

[
1 − RGMV

2
√
VGMV(q2α − s)

]2
. Об’єднуючи їх,

отримуємо

σ2SR,ell =
1

q2α

{
(2λs2 + 4s)

[
1− RGMV

2
√
VGMV(q2α − s)

]2

+
(λR2

GMV + 2(1 + λs)VGMV)(q
2
α − s)

2VGMV

}
,

що збігається з (2.21).

2.2.3. Випадок слабко стаціонарного процесу Гаусса з автокореляцією

Розглянемо тепер альтернативне припущення 2.2, яке допускає
автокорельованість дохідностей (що є реалістичнішим для багатьох фінансових
рядів), проте передбачає нормальний розподіл; тому воно не є узагальненням
попереднього еліптичного припущення, а доповнює його.



66

Теорема 2.2. Нехай портфель з найменшим рівнем VaR за рівня довіри
α складається з k фінансових активів, вектор дохідностей Xt задовольняє
припущення 2.2, виконується умова s < q2α, а вибіркова оцінка ŜRVaR побудована
на основі спостережень X1, . . . ,Xn. Позначимо

a = (q2α − s)VGMV, b = 1− RGMV

2
√
a
, c = RGMVb−

√
a

2
,

qh(u, v) = u⊤Γ(0)−1Γ(h)Γ(0)−1v. (2.27)

Тоді при n→ ∞

Yn =
√
n
(
ŜRVaR − SRVaR

)
d−→ N(0, σ2

SR,Gauss), (2.28)

де

σ2SR,Gauss =
1

q2α

+∞∑
h=−∞

[
a qh(1, 1)+2R2

GMVc
2 qh(1, 1)2+4c2

(
qh(1, 1)qh(µ,µ)+qh(1,µ)2

)
−8RGMVc

2 qh(1, 1)qh(1,µ)+2b2qh(1,µ)2+4RGMVbc qh(1,µ)2−8bc qh(1,µ)qh(µ,µ)

+ 4b2µ⊤RΓ(h)Rµ+ 4
√
ab 1⊤Γ(0)−1Γ(h)Rµ

]
. (2.29)

Доведення. За припущення 2.2 та абсолютної збіжності рядів
∑

hΓ(h) і∑
h

(
Γ(h)⊗ Γ(h)

)
з результатів [7, 42] випливає, що

√
n

R̂GMV −RGMV

V̂GMV − VGMV

ŝ− s

 d−→ N(0, Ω), Ω =

σ21 σ12 σ13

σ12 σ22 σ23

σ13 σ23 σ23

 , (2.30)

де елементи коваріаційної матриці (з qh ≡ qh(·, ·) за (2.27)) мають вигляд

σ2
1 = V 2

GMV

+∞∑
h=−∞

[
qh(1, 1) + 2R2

GMVqh(1, 1)
2 +

(
qh(1, 1)qh(µ,µ) + qh(1,µ)2

)
− 4RGMVqh(1, 1)qh(1,µ)

]
,

σ2
2 = 2V 4

GMV

+∞∑
h=−∞

qh(1, 1)2,

σ2
3 =

+∞∑
h=−∞

[
4µ⊤RΓ(h)Rµ+ 2R4

GMVqh(1, 1)
2 + 4R2

GMV
(
qh(1, 1)qh(µ,µ) + qh(1,µ)2

)
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+ 2qh(µ,µ)
2 − 8R3

GMVqh(1, 1)qh(1,µ) + 4R2
GMVqh(1,µ)

2 − 8RGMVqh(1,µ)qh(µ,µ)
]
,

σ12 = 2V 3
GMV

+∞∑
h=−∞

[
RGMVqh(1, 1)2 − qh(1, 1)qh(1,µ)

]
,

σ13 = 2VGMV

+∞∑
h=−∞

[
1⊤Γ(0)−1Γ(h)Rµ−R3

GMVqh(1, 1)
2 −RGMV

(
qh(1, 1)qh(µ,µ) + qh(1,µ)2

)
+ 3R2

GMVqh(1, 1)qh(1,µ)−RGMVqh(1,µ)2 + qh(1,µ)qh(µ,µ)
]
,

σ23 = −2V 2
GMV

+∞∑
h=−∞

[
R2
GMVqh(1, 1)

2 − 2RGMVqh(1, 1)qh(1,µ) + qh(1,µ)2
]
.

Оскільки відношення Шарпа SRVaR = h(RGMV, VGMV, s) є тією самою гладкою
функцією (2.22), що й у теоремі 2.1, застосовуючи багатовимірний дельта-
метод (теорема 1.1) з градієнтом (2.24)–(2.25) до розподілу (2.30), отримуємо
σ2SR,Gauss = ∇hΩ∇h⊤. Підстановка елементів Ω та позначень (2.27) дає
вираз (2.29).

Зауваження 2.1. У випадку нормального розподілу (λ = 1) з незалежними
реалізаціями (Γ(h) = 0 для h ̸= 0) з обохтеорем 2.1 та 2.2 отримуємо однакову
асимптотичну дисперсію:

σ2SR,norm =
1

z2α

{
(2s2 + 4s)

[
1− RGMV

2
√
VGMV(z2α − s)

]2

+
(R2

GMV + 2(1 + s)VGMV)(z
2
α − s)

2VGMV

}
. (2.31)

Це підтверджує узгодженість теорем 2.1 та 2.2.

Зауваження 2.2. Умова s < q2α є необхідною для існування портфеля
з найменшим рівнем VaR як розв’язку задачі оптимізації. Зауважимо, що
виконання цієї умови для істинних параметрів не гарантує автоматичного
виконання аналогічної умови ŝ < q2α для вибіркових параметрів. Проте, як
доведено в [41], за умови s < q2α вибіркова оцінка ŝ задовольняє ŝ < q2α з
імовірністю, що прямує до одиниці при n→ ∞.
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2.3. Імітаційне моделювання поведінки оцінок відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk

Щоб оцінити, наскільки добре асимптотичне наближення описує поведінку
вибіркових оцінок при скінченних n, проведено імітаційне моделювання для
кількох розподілів дохідностей і кількох обсягів вибірки.

2.3.1. Алгоритм імітаційного моделювання

Моделювання проведено за таким алгоритмом.
Крок 1. Вибір припущень щодо розподілу вектора дохідностей
Обрано чотири припущення щодо розподілу дохідностей, що

відображають різні аспекти поведінки фінансових даних:

1. Нормальний розподіл: Xt ∼ Nk(µ,Γ(0)) з незалежними реалізаціями.
Це базовий випадок, що часто використовується у класичній теорії
портфелів.

2. t-розподіл Стьюдента з 5 ступенями свободи: Xt ∼ t5(µ,Γ(0)) з
незалежними реалізаціями. Для цього розподілу λ = 7/3 ≈ 2.33, що
добре відображає наявність важких хвостів, характерну для фінансових
даних.

3. Розподіл Лапласа: Xt має багатовимірний розподіл Лапласа з
параметрами (µ,Γ(0)). Для цього розподілу λ = (k + 2)/k, що
залежить від розмірності портфеля.

4. Процес VAR(1): Xt − µ = A(Xt−1 − µ) + εt, де εt ∼ Nk(0,Σε) —
білийшум, аA—матриця авторегресійних коефіцієнтів. Це припущення
враховує автокореляцію дохідностей.

Крок 2. Визначення параметрів розподілу
Істинні значення параметрів розподілу взято за вибірковими оцінками,

обчисленими за реальними щоденними логарифмічними дохідностями активів
відповідного портфеля. Як вихідний пул використано акції, що входять до
складу індексу Dow Jones Industrial Average; дані по них узято за період
19.10.2020–16.10.2023 (n = 753 торгових днів). Для портфелів розмірності k ∈
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{5, 10, 15, 20, 25, 30} безпосередньо використано вибірковий вектор середніх та
вибіркову матрицю коваріацій дохідностей перших k акцій зі списку компаній
індексу, відсортованого за тикерами в алфавітному порядку. Зокрема:

• k = 5: AAPL, AMGN, AMZN, AXP, BA;

• k = 10: попередні 5 активів, доповнені CAT, CRM, CSCO, CVX, DIS;

• k = 15: додатково GS, HD, HON, IBM, INTC;

• k = 20: додатково JNJ, JPM, KO, MCD, MMM;

• k = 25: додатково MRK, MSFT, NKE, PG, TRV;

• k = 30: усі 30 акцій складу Dow Jones станом на 16.10.2023, до яких на
додаток входять UNH, V, VZ, WBA, WMT.

Ці оцінки приймаються за точні значення параметрів µ та Γ(0) при
імітаційному моделюванні.

За припущення процесу VAR(1) на основі тих самих вибраних даних
додатково оцінено матрицю авторегресійних коефіцієнтівA.

Крок 3. Генерування даних та обчислення оцінок
Розглянуто портфелі розмірності k ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30} з обсягами

вибірки n ∈ {250, 500, 1000, 2000}. Для кожної комбінації припущення про
розподіл, розмірності k та обсягу n виконано наступне:

1. Генеровано M = 100 000 наборів даних {X1, . . . ,Xn} відповідно до
припущення про розподіл.

2. Для кожного набору обчислено вибіркові оцінки параметрів та
портфельних характеристик.

3. Обчислено нормовану статистику Yn =
√
n(θ̂ − θ), де θ — відповідна

характеристика портфеля.

Крок 4. Обчислення емпіричних характеристик
На основі отриманихM значень обчислено:

• Емпіричне математичне сподівання: Ȳn = 1
M

∑M
m=1 Y

(m)
n .
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• Емпіричну дисперсію: σ̂2 = 1
M−1

∑M
m=1(Y

(m)
n − Ȳn)

2.

• Емпіричні квантилі для оцінки розподілу.

Крок 5. Порівняння з асимптотичними значеннями
Емпіричні характеристики порівнюються з асимптотичними значеннями

(математичне сподівання 0, асимптотична дисперсія σ2).

2.3.2. Поведінка вибіркової оцінки відношення Шарпа

Для портфеля з найменшим рівнем VaR моделювання проведено при рівні
довіри α = 0.95 (z0.95 = 1.645) для портфелів розмірності k ∈
{5, 10, 15, 20, 25, 30}, складених з перших k акцій з розглянутого списку
компаній індексу Dow Jones (див. Крок 2 алгоритму). Спочатку дослідимо
поведінку вибіркової оцінки ŜRVaR: результати моделювання відображено у
табл. 2.1–2.4 та на рис. 2.1–2.4, де наведено порівняння оцінок точних густин
стандартизованої вибіркової оцінки відношення Шарпа Yn =

√
n(ŜRVaR −

SRVaR) за обсягів вибірок історичних значень n = 250, 500, 1000, 2000 з
відповідними асимптотичними густинами для портфелів з k = 15 та k = 30

активів.

Рис. 2.1: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Yn =

√
n(ŜRVaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt є нормально

розподіленим, для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Аналогічні результати для випадку t5-розподілу Стьюдента подано на
рис. 2.2.
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Рис. 2.2: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Yn =

√
n(ŜRVaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt є t5-розподіленим, для

k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Результати для розподілу Лапласа зображено на рис. 2.3.

Рис. 2.3: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Yn =

√
n(ŜRVaR−SRVaR) за припущення, що векторXt розподілений за законом

Лапласа, для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Нарешті, на рис. 2.4 подано відповідні результати для моделі VAR(1) з
нормальними інноваціями.
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Рис. 2.4: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Yn =

√
n(ŜRVaR−SRVaR) за припущення, що вектор Xt є VAR(1) процесом, для

k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Швидкість збіжності оцінок математичних сподівань є незадовільною,
оскільки на рис. 2.1–2.4 бачимо, що густини випадкової величини Yn сильно
зміщені вправо, навіть при n = 2000. Ці спостереження підтверджуються
результатами табл. 2.1–2.4. Отриманий результат зумовлений тим, що вибіркова
оцінка відношенняШарпа портфеля з найменшим рівнемVaR є зміщеною (хоча
асимптотично є незміщеною). Відповідно, для зменшення зміщення можна
збільшувати обсяги вибірок історичних значень або побудувати виправлену
оцінку відношення Шарпа; конструкцію виправленої оцінки ŜR

adj

VaR наведено у
пункті 2.3.3.
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Табл. 2.1: Емпіричні та асимптотичні значення для Yn =
√
n(ŜRVaR − SRVaR)

за нормального розподілу (α = 0.95). Вибіркова оцінка. Верхній рядок —
математичне сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.0994 0.0716 0.0452 0.0342 0
1.0389 1.0252 1.0096 1.0054 1.0024

10 0.2235 0.1595 0.1140 0.0795 0
1.0941 1.0490 1.0319 1.0162 1.0202

15 0.3611 0.2525 0.1744 0.1223 0
1.1429 1.0721 1.0464 1.0311 1.0270

20 0.4997 0.3418 0.2399 0.1637 0
1.1991 1.1047 1.0588 1.0427 1.0432

25 0.6525 0.4411 0.2993 0.2116 0
1.2569 1.1350 1.0832 1.0596 1.0479

30 0.8047 0.5340 0.3641 0.2564 0
1.3230 1.1638 1.0988 1.0669 1.0659

Аналогічні результати для випадку t5-розподілу Стьюдента подано у
табл. 2.2.

Табл. 2.2: Емпіричні та асимптотичні значення для Yn =
√
n(ŜRVaR − SRVaR)

за t5-розподілу (α = 0.95). Вибіркова оцінка. Верхній рядок — математичне
сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.1216 0.0849 0.0629 0.0417 0
1.0424 1.0253 1.0189 1.0094 1.0055

10 0.2797 0.1880 0.1361 0.0980 0
1.1048 1.0663 1.0483 1.0367 1.0415

15 0.4287 0.3018 0.2105 0.1463 0
1.1533 1.0906 1.0600 1.0485 1.0552

20 0.5856 0.4005 0.2799 0.1952 0
1.2226 1.1293 1.0920 1.0767 1.0875

25 0.7540 0.5125 0.3535 0.2526 0
1.2778 1.1611 1.1134 1.0882 1.0971

30 0.9307 0.6242 0.4295 0.2995 0
1.3560 1.2068 1.1405 1.1144 1.1332

Результати для розподілу Лапласа подано у табл. 2.3.
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Табл. 2.3: Емпіричні та асимптотичні значення для Yn =
√
n(ŜRVaR− SRVaR) за

розподілу Лапласа (α = 0.95). Вибіркова оцінка. Верхній рядок—математичне
сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.1100 0.0773 0.0580 0.0368 0
1.0462 1.0218 1.0128 1.0076 1.0040

10 0.2485 0.1758 0.1215 0.0877 0
1.1040 1.0643 1.0431 1.0315 1.0305

15 0.3965 0.2720 0.1929 0.1344 0
1.1623 1.0877 1.0621 1.0422 1.0401

20 0.5390 0.3659 0.2510 0.1764 0
1.2215 1.1325 1.0848 1.0635 1.0646

25 0.7061 0.4674 0.3212 0.2241 0
1.2827 1.1596 1.1003 1.0746 1.0717

30 0.8642 0.5772 0.3894 0.2744 0
1.3596 1.2024 1.1317 1.0988 1.0983

Нарешті, у табл. 2.4 подано результати для моделі VAR(1) з нормальними
інноваціями.

Табл. 2.4: Емпіричні та асимптотичні значення для Yn =
√
n(ŜRVaR − SRVaR)

за моделі VAR(1) з нормальними інноваціями (α = 0.95). Вибіркова оцінка.
Верхній рядок — математичне сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.1812 0.1296 0.0944 0.0718 0
1.0143 0.9872 0.9771 0.9704 0.9598

10 0.4211 0.3163 0.2569 0.2323 0
1.1219 1.0633 1.0369 1.0215 1.0089

15 0.6600 0.4881 0.3845 0.3395 0
1.2036 1.1113 1.0711 1.0526 1.0346

20 0.9197 0.6781 0.5486 0.4958 0
1.2320 1.1053 1.0531 1.0227 0.9993

25 1.1513 0.8375 0.6665 0.5865 0
1.2542 1.0908 1.0215 0.9904 0.9618

30 1.4360 1.0403 0.8309 0.7516 0
1.4352 1.2213 1.1280 1.0906 1.0464
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2.3.3. Конструкція виправленої оцінки відношення Шарпа

Виправлену оцінку відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR
зручно подати як суму двох доданків, що коригують два різні джерела зміщення:

ŜR
adj

VaR =

√
2 Γ
(
n−k
2

)
zα
√
n− 1 Γ

(
n−k−1

2

) · R̂GMV√
V̂GMV

√
z2α − ŝ +

1

zα

(
n− k − 1

n− 1
ŝ− k − 1

n

)
.

(2.32)

Зауваження 2.3. Формула (2.32) усуває скінченно-вибіркове зміщення

оцінки ŜRVaR =

√
z2α−ŝ

zα
ŜRGMV + ŝ

zα
(див. (2.13)) за двома напрямами. Перший

доданок коригує зміщення відношення Шарпа портфеля GMV: оскільки за
нормального розподілу (n− 1)V̂GMV/VGMV ∼ χ2

n−k, справджується

E

 1√
(n− 1)V̂GMV

 =
1√
VGMV

·
Γ
(
n−k−1

2

)
√
2 Γ
(
n−k
2

) ,

тому множник
√
2 Γ
(
n−k
2

)
√
n− 1 Γ

(
n−k−1

2

) робить оцінку величини 1/
√
VGMV (а отже

й SRGMV) незміщеною. Другий доданок коригує зміщення вибіркової оцінки ŝ:
незміщена (з точністю до O(1/n)) оцінка параметра s, а саме n−k−1

n−1 ŝ − k−1
n ,

дістається безпосередньо з виразу для ŝ. Таким чином, виправлена оцінка (2.32)
явно враховує обидва фактори зміщення. Зауважимо, що побудована у такий
спосіб оцінка не є незміщеною навіть за нормального розподілу вектора
дохідностей (через нелінійну залежність від ŝ); проте, як показують наведені
далі результати імітаційного моделювання, її скінченно-вибіркове зміщення
практично відсутнє.

2.3.4. Результати моделювання для виправленої оцінки

Збіжність випадкової величини Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) для виправленої
оцінки (2.32) досліджено за тим самим алгоритмом. Результати обчислень
наведено у табл. 2.5–2.8 та на рис. 2.5–2.8.
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Рис. 2.5: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt має нормальний
розподіл, для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Аналогічні результати для випадку t5-розподілу Стьюдента зображено на
рис. 2.6.

Рис. 2.6: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt має t5-розподіл, для
k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Результати для розподілу Лапласа подано на рис. 2.7.
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Рис. 2.7: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt розподілений за
законом Лапласа, для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Нарешті, на рис. 2.8 зображено відповідні результати для моделі VAR(1)
з нормальними інноваціями.

Рис. 2.8: Асимптотична оцінка та оцінки точних густин випадкової величини
Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за припущення, що вектор Xt є VAR(1) процесом,
для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Бачимо, що для виправленої оцінки практично відсутнє зміщення
незалежно від кількості активів k у портфелі. Поведінка виправленої оцінки
є кращою в усіх випадках розглянутих припущень стосовно поведінки вектора
дохідностей активів портфеля Xt. Графічне зображення оцінок точних густин
та відповідних асимптотичних оцінок підтверджує ці висновки.
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Табл. 2.5: Емпіричні та асимптотичні значення для виправленої оцінки Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за нормального розподілу (α = 0.95). Виправлена оцінка.
Верхній рядок — математичне сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 -0.0025 0.0003 -0.0050 -0.0012 0
1.0159 1.0139 1.0041 1.0026 1.0024

10 -0.0107 -0.0029 0.0004 -0.0004 0
1.0473 1.0267 1.0210 1.0108 1.0202

15 -0.0096 -0.0017 -0.0026 -0.0020 0
1.0703 1.0383 1.0301 1.0230 1.0270

20 -0.0075 -0.0020 0.0016 -0.0030 0
1.0975 1.0584 1.0367 1.0319 1.0432

25 -0.0081 -0.0017 -0.0058 -0.0014 0
1.1234 1.0756 1.0551 1.0459 1.0479

30 -0.0055 -0.0024 -0.0034 0.0005 0
1.1533 1.0905 1.0645 1.0503 1.0659

Аналогічні результати для випадку t5-розподілу Стьюдента подано у
табл. 2.6.

Табл. 2.6: Емпіричні та асимптотичні значення для виправленої оцінки Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за t5-розподілу (α = 0.95). Виправлена оцінка. Верхній
рядок — математичне сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.0091 0.0062 0.0076 0.0026 0
1.0193 1.0140 1.0132 1.0066 1.0055

10 0.0203 0.0086 0.0105 0.0096 0
1.0574 1.0436 1.0372 1.0312 1.0415

15 0.0180 0.0204 0.0147 0.0089 0
1.0798 1.0562 1.0433 1.0403 1.0552

20 0.0220 0.0191 0.0158 0.0104 0
1.1183 1.0818 1.0692 1.0654 1.0875

25 0.0204 0.0215 0.0155 0.0167 0
1.1412 1.1001 1.0844 1.0741 1.0971

30 0.0286 0.0280 0.0215 0.0155 0
1.1806 1.1303 1.1047 1.0970 1.1332

Результати для розподілу Лапласа наведено у табл. 2.7.
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Табл. 2.7: Емпіричні та асимптотичні значення для виправленої оцінки Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за розподілу Лапласа (α = 0.95). Виправлена оцінка.
Верхній рядок — математичне сподівання, нижній — дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.0061 0.0046 0.0068 0.0007 0
1.0230 1.0105 1.0073 1.0048 1.0040

10 0.0093 0.0101 0.0056 0.0062 0
1.0569 1.0417 1.0321 1.0261 1.0305

15 0.0175 0.0125 0.0123 0.0077 0
1.0884 1.0534 1.0454 1.0340 1.0401

20 0.0200 0.0146 0.0079 0.0063 0
1.1178 1.0850 1.0621 1.0525 1.0646

25 0.0295 0.0151 0.0098 0.0068 0
1.1466 1.0989 1.0717 1.0607 1.0717

30 0.0334 0.0285 0.0140 0.0130 0
1.1853 1.1266 1.0963 1.0817 1.0983

Нарешті, у табл. 2.8 подано результати для моделі VAR(1) з нормальними
інноваціями.

Табл. 2.8: Емпіричні та асимптотичні значення для виправленої оцінки Y adj
n =

√
n(ŜR

adj

VaR − SRVaR) за моделі VAR(1) з нормальними інноваціями (α = 0.95).
Виправлена оцінка. Верхній рядок — математичне сподівання, нижній —
дисперсія.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

5 0.0093 0.0070 0.0047 0.0040 0
0.9842 0.9734 0.9713 0.9682 0.9598

10 0.0032 0.0014 0.0009 0.0022 0
1.0488 1.0262 1.0168 1.0094 1.0089

15 0.0044 0.0040 -0.0009 0.0010 0
1.0848 1.0528 1.0383 1.0322 1.0346

20 0.0081 0.0040 0.0028 0.0035 0
1.0679 1.0262 1.0104 0.9965 0.9993

25 -0.0072 -0.0030 -0.0005 -0.0017 0
1.0484 0.9965 0.9725 0.9620 0.9618

30 -0.0064 -0.0032 -0.0053 0.0002 0
1.1593 1.0959 1.0651 1.0543 1.0464
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2.3.5. Аналіз результатів моделювання для портфеля min-VaR

1. Загальна тенденція: Для портфелів з k ≤ 30 активами обсяг вибірки
n = 1000 забезпечує добре наближення емпіричних характеристик до
асимптотичних значень для всіх розглянутих розподілів.

2. Вплив автокореляції: Для моделі VAR(1) збіжність до асимптотичних
значень є дещо повільнішою порівняно з моделями незалежних
реалізацій, що зумовлено додатковою невизначеністю, пов’язаною з
автокореляційною структурою.

3. Зміщення: Зміщення вибіркових оцінок є більшим для моделі VAR(1),
ніж для моделей з незалежними реалізаціями (нормальний, t5 та розподіл
Лапласа), що підтверджує доцільність використання виправленої
оцінки (2.32), побудованої у пункті 2.3.3.

4. Параметр ексцесу: Порівняння результатів для різних розподілів
показує, що параметр ексцесу λ суттєво впливає на асимптотичну
дисперсію, особливо для великих k. Зокрема, для розподілів з λ >

1 емпіричні дисперсії помітно перевищують теоретичні для менших
обсягів вибірки.

5. Швидкість збіжності та розмір портфеля: Аналіз наведених
таблиць (табл. 2.1–2.8) показує, що швидкість збіжності емпіричних
характеристик до асимптотичних значень суттєво залежить від
співвідношення розмірності портфеля k до обсягу вибірки n. Для
нормального розподілу:

• При k = 5 відносна похибка дисперсії менше 5% досягається при
n = 500 спостережень.

• При k = 15 той же рівень точності вимагає n ≈ 1000 спостережень.

• При k = 30 необхідно n ≥ 2000 спостережень.

Закономірність дозволяє сформулювати емпіричне правило: для
забезпечення похибки менше 5% необхідно, щоб відношення n/k

становило щонайменше 40–50.
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6. Ефект автокореляції: Порівняння результатів для незалежних
спостережень (табл. 2.1–2.7) з моделлю VAR(1) (табл. 2.4 та 2.8)
показує, що автокореляція дохідностей призводить до:

• Збільшення емпіричної дисперсії на 10–15% для малих k.

• Повільнішої збіжності до асимптотичних значень.

• Більшого зміщення вибіркової оцінки.

Це підтверджує важливість врахування автокореляції при оцінюванні
портфельних характеристик на реальних даних.

7. Порівняння розподілів: Результати для нормального розподілу можуть
служити еталоном. Для t5-розподілу та розподілу Лапласа:

• Асимптотичні дисперсії більші на 5–10% для малих k та до 30% для
великих k.

• Темп збіжності дещо повільніший, особливо для розподілу Лапласа.

• Вигода від виправленої оцінки більша для розподілів з важчими
хвостами.

8. Практичні імплікації для обсягу даних: На основі емпіричних
результатів можна надати практичні рекомендації щодо необхідного
обсягу даних:

• Для портфелів k ≤ 10 активів: n = 500 спостережень достатньо для
базового аналізу.

• Для портфелів 10 < k ≤ 20: рекомендується n = 1000

спостережень.

• Для портфелів k > 20: необхідно n ≥ 2000 спостережень.

9. Межа застосовності асимптотичних результатів: Результати
показують, що асимптотичні розподіли добре наближують емпіричні
для n ≥ 1000. Проте для малих n (особливо n < 500) необхідно
використовувати більш точні методи, такі як бутстреп або пермутаційні
тести, або застосовувати виправлені оцінки, які краще працюють на
малих вибірках.
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2.3.6. Аналіз властивостей виправленої оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем VaR

Властивості вибіркової оцінки ŜRVaR (зміщення, дисперсія, залежність від k
і n) вже були проаналізовані вище за результатами таблиць 2.1–2.4; зокрема
показано, що скінченно-вибіркове зміщення суттєво зростає з k та повільно
спадає зn. У цьому пункті зосередимося виключно на властивостях виправленої
оцінки ŜR

adj

VaR за даними таблиць 2.5–2.8.
Усунення зміщення. Виправлена оцінка ŜR

adj

VaR для всіх чотирьох
розподілів дохідностей (N , t5, Laplace, VAR(1)) забезпечує середнє значення
стандартизованої оцінки, близьке до 0, навіть для високих розмірностей.
Зокрема, для нормального розподілу при k = 30 і n = 250 середнє
стандартизованої виправленої оцінки становить −0,0055, а її дисперсія —
1,1533, що практично збігається з асимптотичним значенням 1.

Швидкість збіжності. Дисперсія виправленої оцінки монотонно прямує
до асимптотичного значення 1 зі зростанням обсягу вибірки. Для t5-розподілу
при k = 30 маємо: для n = 250 дисперсія дорівнює 1,1806, для n = 1000 —
1,1047, для n = 2000— 1,0970.

Стійкість до типу розподілу. Виправлена оцінка забезпечує
надійне усунення зміщення для всіх чотирьох розглянутих розподілів.
Для важкохвостого t5-розподілу та VAR(1)-процесу швидкість збіжності трохи
нижча, ніж для нормального та лапласового, проте середнє стандартизованої
оцінки залишається близьким до нуля для всіх n ≥ 250 і всіх k ≤ 30.

Залежність від розмірності. На відміну від вибіркової оцінки,
виправлена оцінка зберігає близькі до нуля середні значення для всього
досліджуваного діапазону k ∈ {5, . . . , 30}. Це робить її універсальним
інструментом статистичного висновку для портфелів довільної розмірності в
межах класичної асимптотики.

Практичні рекомендації. На основі проведеного аналізу:

1. Виправлена оцінка ŜR
adj

VaR є стандартним вибором для статистичного
аналізу відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR.

2. Вибіркову оцінку ŜRVaR можна використовувати лише при дуже великих
обсягах вибірки (n > 2000), де її зміщення стає малим.
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3. Для невеликих вибірок (n < 500) використання виправленої оцінки
критично важливе.

2.4. Асимптотичний розподіл оцінок відношення Шарпа та Value-at-Risk
портфеля з найменшою дисперсією

2.4.1. Основні припущення щодо розподілу дохідностей

У цьому підрозділі знаходимо асимптотичні розподіли вибіркових оцінок
характеристик портфеля GMV за припущення, що вектор дохідностей має
багатовимірний еліптичний розподіл з неавтокорельованими реалізаціями
(припущення 2.1).

2.4.2. Асимптотичні розподіли відношенняШарпа та VaR портфеля GMV

Теорема 2.3. Нехай портфель з найменшою дисперсією складається з
k фінансових активів, вектор дохідностей Xt задовольняє припущення 2.1, а
вибіркові оцінки ŜRGMV та V̂aRα,GMV характеристик (2.7) та (2.9) побудовані
на основі незалежних реалізацій X1, . . . ,Xn. Тоді при n→ ∞:

√
n
(
ŜRGMV − SRGMV

)
d−→ N(0, σ2

SR), (2.33)
√
n
(
V̂aRα,GMV − VaRα,GMV

)
d−→ N(0, σ2

VaR), (2.34)

де асимптотичні дисперсії мають вигляд:

σ2SR = 1 + λs+
λR2

GMV
2VGMV

, (2.35)

σ2VaR = VGMV

(
1 + λs+

q2αλ

2

)
, (2.36)

де RGMV та VGMV задано у (2.6), величину s — у (2.3), параметр ексцесу λ —
у (2.2), а qα — квантиль з формули (2.8).

Доведення. Вибіркові оцінки є функціями оцінок (R̂GMV, V̂GMV):

ŜRGMV = g(R̂GMV, V̂GMV), g(R, V ) = R/
√
V ;

V̂aRα,GMV = h(R̂GMV, V̂GMV), h(R, V ) = qα
√
V −R.

(2.37)
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За лемою 2.2 вектор оцінок (R̂GMV, V̂GMV) є асимптотично нормальним з
асимптотично незалежними компонентами:

√
n

(
R̂GMV −RGMV

V̂GMV − VGMV

)
d−→ N(0, Σθ) , Σθ =

(
VGMV(1 + λs) 0

0 2λV 2
GMV

)
.

(2.38)
Обчислимо градієнти функцій g та h у точці (RGMV, VGMV):

∇g =
(
∂g

∂R
,
∂g

∂V

)
=

(
1√
VGMV

, − RGMV

2V
3/2
GMV

)
, ∇h =

(
−1,

qα

2
√
VGMV

)
.

(2.39)
Оскільки g та h неперервно диференційовні в околі (RGMV, VGMV) з
ненульовими градієнтами, за багатовимірним дельта-методом (теорема 1.1)
застосованим до (2.38), обидві оцінки є асимптотично нормальними, а їхні
асимптотичні дисперсії дорівнюють ∇gΣθ ∇g⊤ та ∇hΣθ ∇h⊤ відповідно.
Враховуючи діагональність Σθ, отримуємо

σ2SR =
1

VGMV
· VGMV(1 + λs) +

R2
GMV

4V 3
GMV

· 2λV 2
GMV = 1 + λs+

λR2
GMV

2VGMV
, (2.40)

σ2VaR = (−1)2 · VGMV(1 + λs) +
q2α

4VGMV
· 2λV 2

GMV = VGMV

(
1 + λs+

λq2α
2

)
,

(2.41)

що доводить твердження теореми.

2.4.3. Обговорення структури асимптотичних дисперсій

Формули (2.35) та (2.36) дозволяють виділити три основні джерела
невизначеності оцінок:

1. Базова невизначеність (доданок 1 у виразі для σ2SR) відповідає
невизначеності оцінювання відношенняШарпа, що зберігається навіть за
точно відомої коваріаційної матриці Γ(0).

2. Невизначеність, викликана оцінюванням дохідностей (λs у виразі для
σ2SR): Цей доданок залежить від параметра ексцесу λ, який характеризує
важкість хвостів розподілу.
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3. Невизначеність, викликана оцінюванням дисперсії (λR
2
GMV

2VGMV
у виразі для

σ2SR): Цей доданок показує, як неточність оцінки дисперсії впливає на
оцінку відношення Шарпа.

Наслідок 2.1. У випадку нормального розподілу дохідностей (λ = 1, qα =

zα) асимптотичні дисперсії набувають вигляду:

σ2SR,norm = 1 + s+
R2
GMV

2VGMV
, (2.42)

σ2VaR,norm = VGMV

(
1 + s+

z2α
2

)
. (2.43)

Зауваження 2.4. З формул (2.35) та (2.36) видно, що параметр ексцесу
λ входить як множник при доданках, пов’язаних з варіативністю оцінок. Для
розподілів з важкими хвостами (λ > 1) асимптотичні дисперсії є більшими
за відповідні значення для нормального випадку, що відображає збільшення
невизначеності оцінок в умовах важких хвостів. Ці результати є новими як для
класу еліптичних розподілів, так і для нормального розподілу як їх часткового
випадку; з близькою тематикою пов’язана праця [5].

Зауваження 2.5. Величина s у формулах для асимптотичних дисперсій
залежить від вектора дохідностей µ та коваріаційної матриці Σ. Для
портфелів, де всі активи мають однакові дохідності (так що µ = µ1), маємо
s = 0, і асимптотичні дисперсії дорівнюють σ2SR = 1 та σ2VaR = VGMV.

2.5. Виправлені оцінки характеристик портфеля з найменшою дисперсією

2.5.1. Проблема зміщення вибіркових оцінок

Зауважимо, що аналогічно до ŜRVaR (див. результати імітаційного моделювання
у підрозділі 2.3), вибіркові оцінки ŜRGMV та V̂aRα,GMV, отримані підстановкою
вибіркових параметрів у формули (2.7) та (2.9), також є зміщеними оцінками
відповідних характеристик портфеля. Зміщення виникає через два основні
механізми:

1. Нелінійність функцій: ВідношенняШарпа SR = R/
√
V та Value-at-Risk

VaR = qα
√
V − R є нелінійними функціями параметрів. За теоремою
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Йенсена для нелінійних функцій в загальному випадку не виконується
E[f(X)] = f(E[X]), що призводить до виникнення зміщення [26, 5].

2. Властивості розподілу вибіркових оцінок: Вибіркова оцінка V̂GMV не
розподілена симетрично навколо істинного значення VGMV, що також
сприяє зміщенню.

За малого обсягу історичних спостережень (n < 500) зміщення може бути
досить значним і впливати на якість, зокрема, побудованих інтервалів довіри.
Для більших обсягів спостережень середньоквадратичне відхилення оцінки
спадає якO(1/

√
n), тоді як її зміщення—швидше, якO(1/n) (що узгоджується

з асимптотичною нормальністю
√
n(ŜRGMV − SRGMV), теорема 2.3), тому зі

зростанням n зміщення стає менш критичним.

2.5.2. Конструкція виправлених оцінок

Для нормального розподілу відомо [5, 6], що величина (n − 1)V̂GMV/VGMV має
розподіл хі-квадрат χ2

n−k з n− k ступенями свободи. Використовуючи цей факт
та властивості гамма-функції, можемо побудувати виправлені оцінки.

Означення 2.1. Виправлені (adjusted) оцінки відношенняШарпатаValue-
at-Risk портфеля GMV визначаються як:

ŜRGMV,adj =

√
2 R̂GMV · Γ

(
n−k
2

)√
(n− 1)V̂GMV · Γ

(
n−k−1

2

) , (2.44)

V̂aRα,GMV,adj =
qα
γ

·

√
(n− 1)V̂GMV · Γ

(
n−k
2

)
√
2 · Γ

(
n−k+1

2

) − R̂GMV, (2.45)

де Γ(·)— гамма-функція Ейлера.

Зауваження 2.6. Виправлені оцінки (2.44)–(2.45) є незміщеними, що
випливає з моментів хі-квадрат розподілу. Нехай X = (n − 1)V̂GMV/VGMV ∼
χ2
n−k; для X ∼ χ2

d виконуються рівності

E
[√

X
]
=

√
2
Γ
(
d+1
2

)
Γ
(
d
2

) , E
[

1√
X

]
=

1√
2

Γ
(
d−1
2

)
Γ
(
d
2

) ,
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які отримуються прямим інтегруванням щільності χ2
d із заміною змінної та

означенням гамма-функції. Звідси для
√

(n− 1)V̂GMV =
√
VGMV

√
X маємо

E
[√

(n− 1)V̂GMV

]
=
√

2VGMV ·
Γ
(
n−k+1

2

)
Γ
(
n−k
2

) ,
E

 1√
(n− 1)V̂GMV

 =
1√

2VGMV
·
Γ
(
n−k−1

2

)
Γ
(
n−k
2

) .
Оскільки для нормального розподілу R̂GMV незміщена (E[R̂GMV] = RGMV)
і незалежна від V̂GMV, підстановка дає E[ŜRGMV,adj] = RGMV/

√
VGMV =

SRGMV, тобто множники з гамма-функцій у (2.44) точно усувають зміщення.
Аналогічно перевіряється незміщеність оцінки VaR (2.45), де перший доданок
дає qα

√
VGMV/γ.

2.5.3. Властивості виправлених оцінок

Твердження 2.1. Виправлені оцінки (2.44) та (2.45) мають наступні
властивості:

1. Для нормального розподілу оцінки (2.44) та (2.45) є незміщеними, тобто
E[ŜRGMV,adj] = SRGMV; так само E[V̂aRα,GMV,adj] = VaRα,GMV.

2. Для інших еліптичних розподілів вони суттєво зменшують зміщення
порівняно з вибірковими оцінками.

3. Асимптотичні розподіли виправлених оцінок збігаються з розподілами,
встановленими в теоремі 2.3, оскільки корекція має порядок O(1/n):
√
n-нормована різниця між виправленою та вибірковою оцінками прямує

до нуля за ймовірністю, а отже за теоремою Слуцького не впливає на
асимптотичний розподіл і дисперсію.

Доведення. Властивості 1 та 2 випливають безпосередньо з конструкції
оцінок (2.44)–(2.45) та зауваження 2.6 (компенсація множникаΓ-функцій усуває
зміщення оцінювання

√
VGMV). Властивість 3 є наслідком того, що корекція має

порядокO(1/n) і тому не впливає на асимптотичний розподіл (2.33); аналогічне
міркування стосується й виправленої оцінки (2.32) відношення Шарпа
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портфеля з найменшим рівнем VaR та її асимптотичного розподілу (2.20)
(теорема 2.1).

Зауваження 2.7. Зауважимо, що, на відміну від виправленої оцінки (2.32)
відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR, яка через нелінійну
залежність від ŝ не є незміщеною навіть за нормального розподілу вектора
дохідностей, виправлені оцінки (2.44)–(2.45) характеристик портфеля GMV за
нормального розподілу є точно незміщеними.

2.6. Побудова інтервалів довіри та перевірка гіпотез

2.6.1. Конструкція інтервалів довіри

Результати теорем 2.1 та 2.2 дають можливість побудувати інтервали довіри для
відношенняШарпа портфеля з найменшим рівнемVaR.Нехай σ2SR—відповідна
асимптотична дисперсія (залежно від обраного припущення).

Двосторонній (1− γ)-інтервал довіри для SRVaR має стандартну форму:[
ŜRVaR − z1−γ/2 ·

σ̂SR√
n
, ŜRVaR + z1−γ/2 ·

σ̂SR√
n

]
, (2.46)

де z1−γ/2 — (1− γ/2)-квантиль стандартного нормального розподілу.
Односторонні інтервали довіри на рівні довіри 1− γ мають вигляд:

Лівосторонній:
(
−∞, ŜRVaR + z1−γ ·

σ̂SR√
n

]
, (2.47)

Правосторонній:
[
ŜRVaR − z1−γ ·

σ̂SR√
n
, +∞

)
, (2.48)

де z1−γ — (1 − γ)-квантиль стандартного нормального розподілу, а σ̂SR —
консистентна оцінка асимптотичного стандартного відхилення.

2.6.2. Консистентність оцінок стандартного відхилення

Твердження 2.2. Оцінка σ̂SR, отримана підстановкою вибіркових оцінок
параметрів замість істинних у формули для асимптотичного стандартного
відхилення (наприклад, (2.21) або (2.29)), є консистентною оцінкою, тобто

σ̂SR
p−→ σSR.
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Доведення. Консистентність оцінки σ̂SR забезпечується теоремою
Слуцького [54] та консистентністю вибіркових оцінок R̂GMV, V̂GMV та ŝ.
Оскільки функції, що входять у формули для σSR (такі як квадратний корінь,
множення, ділення), є неперервними в точках, де знаменники не обертаються
в нуль, то композиція цих функцій із консистентними оцінками є також
консистентною оцінкою.

2.6.3. Перевірка гіпотез

Інтервали довіри (2.46)–(2.48) можуть бути використані для перевірки гіпотез
про відношення Шарпа. Розглянемо основну гіпотезу

H0 : SRVaR = 0 проти H1 : SRVaR ̸= 0.

Гіпотеза H0 відхиляється на рівні значущості γ, якщо інтервал
довіри (2.46) не містить нуля, тобто якщо∣∣∣ŜRVaR

∣∣∣ > z1−γ/2 ·
σ̂SR√
n
. (2.49)

Альтернативно, можна будувати тестову статистику

T =
ŜRVaR

σ̂SR/
√
n

d−→ N(0, 1) при істинності H0, (2.50)

та відхилювати гіпотезу H0, якщо |T | > z1−γ/2.

Зауваження 2.8. Зауважимо, що на основі асимптотичних розподілів,
отриманих у теоремі 2.3, цілком аналогічно будуються інтервали довіри та
процедури перевірки гіпотез і для оцінок відношення Шарпа ŜRGMV та Value-
at-Risk V̂aRα,GMV портфеля з найменшою дисперсією.

2.6.4. Максимальний рівень довіри VaR, за якого відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем VaR є статистично значущо
відмінним від нуля

Окремий інтерес становить дослідження залежності значущості відношення
Шарпа від рівня довіри α VaR. Зі зростанням α квантиль qα зростає,
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що призводить до зміни як самого відношення Шарпа SRVaR, так і його
асимптотичної дисперсії.

Означення 2.2. Максимальний рівень довіри α∗ визначається як значення
α, за якого нижня межа одностороннього правосторонього інтервалу
довіри (2.48) на рівні довіри 1− γ дорівнює нулю:

ŜRVaR(α
∗) = z1−γ ·

σ̂SR(α
∗)√

n
. (2.51)

За визначенням, для α < α∗ відношення Шарпа портфеля з найменшим
рівнем VaR є статистично значущо відмінним від нуля на рівні значущості γ, а
для α > α∗ це не виконується.

Практична інтерпретація: чим вищим можемо встановити рівень довіри
VaR, при якому портфель залишається статистично значущим, тим надійнішим
є висновок про статистичну значущість ефективності портфеля.

2.7. Імітаційне моделювання поведінки оцінок характеристик портфеля з
найменшою дисперсією

Для перевірки якості асимптотичного наближення, встановленого
теоремою 2.3, проведено імітаційне моделювання поведінки виправленої
оцінки відношення Шарпа портфеля GMV за алгоритмом, подібним до
наведеного у пункті 2.3.1, проте з іншими даними та розмірностями портфеля.

Спочатку зафіксовано кількість активів у портфелі k ∈ {10, 20, 30, 100}.
До портфелів розмірності k ∈ {10, 20, 30} включено k перших акцій з
відсортованого за алфавітом списку тикерів компаній з переліку Dow Jones.
На основі даних про щоденні дохідності цих акцій за період з 01.10.2019
по 29.09.2023 (4 роки, всього 1007 дохідностей) побудовано вибіркові оцінки
параметрів розподілу відповідних векторів дохідностей активів портфеля,
і ці оцінки прийнято за точні значення. Для портфеля розмірності k =

100 параметри розподілу вектора дохідностей згенеровано так: вибравши
найбільше та найменше значення компонент вектора середніх портфеля з k =

30, згенеровано 100 незалежних реалізацій рівномірно розподіленої на цьому
інтервалі випадкової величини, й отриманий 100-вимірний вектор прийнято за
точне значення вектора середніх; далі, вибравши найбільше та найменше власні
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значення матриці коваріацій портфеля з k = 30, згенеровано додатно визначену
матрицю розмірності 100 × 100, власні значення якої належать отриманому
інтервалу.

Розглянуто три припущення щодо розподілу вектора дохідностей активів
портфеля: нормальний розподіл, t-розподіл Стьюдента з 5 ступенями свободи
та розподіл Лапласа. Для кожного з розглянутих портфелів згенеровано вибірку
з відповідного розподілу обсягом n спостережень та на основі згенерованих
даних обчислено виправлену оцінку (2.44) відношення Шарпа портфеля з
найменшою дисперсією відповідної розмірності. Цю процедуру повторено
M = 100 000 разів; на основі отриманої вибірки оцінок побудовано оцінки
математичного сподівання, дисперсії та густини і порівняно їх з відповідними
асимптотичними значеннями. Обсяги вибірок вибрано так: для портфелів
розмірності k ∈ {10, 20, 30} — n ∈ {250, 500, 1000, 2000}; для портфеля
розмірності k = 100— n ∈ {2000, 3000, 4000, 5000}.

2.7.1. Нормальний розподіл

Для нормального розподілу дохідностей результати імітаційного моделювання
виправленої оцінки відношення Шарпа портфеля GMV наведено у табл. 2.9.
Виправлена оцінка є практично незміщеною (математичне сподівання близьке
до нуля) для всіх розмірностей k, а її емпірична дисперсія збігається до
асимптотичного значення зі зростанням обсягу вибірки n.

Табл. 2.9: Оцінки та асимптотичні значення середнього та дисперсії випадкової
величини

√
n(ŜRGMV,adj − SRGMV) портфелів з найменшою дисперсією за

припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має нормальний
розподіл.M = 100 000 реплік.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

10 Середнє −0.0048 −0.0094 0.0033 0.0017 0
Дисперсія 1.0519 1.0302 1.0148 1.0141 1.0105

20 Середнє −0.0021 0.0029 0.0035 −0.0034 0
Дисперсія 1.1077 1.0568 1.0254 1.0245 1.0178

30 Середнє 0.0025 −0.0020 −0.0009 0.0014 0
Дисперсія 1.1613 1.0923 1.0603 1.0420 1.0256

k n = 2000 n = 3000 n = 4000 n = 5000 Асимпт.

100 Середнє 0.0001 0.0059 0.0020 0.0016 0
Дисперсія 1.0549 1.0575 1.0511 1.0410 1.0259
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Оцінки густин розподілів стандартизованої виправленої оцінки для цього
випадку зображено на рис. 2.9.
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Рис. 2.9: Оцінки густин розподілів випадкової величини
√
n(ŜRGMV,adj−SRGMV)

портфелів з найменшою дисперсією, складених з k = 10 (зліва зверху), k =
20 (справа зверху), k = 30 (зліва знизу), k = 100 (справа знизу) активів
за припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має нормальний
розподіл.

2.7.2. t-розподіл Стьюдента з 5 ступенями свободи

Для t5-розподілу Стьюдента (параметр ексцесу λ = 7/3 ≈ 2.33) відповідні
результати наведено у табл. 2.10. Важчі хвости розподілу зумовлюють
дещо більші емпіричні дисперсії порівняно з нормальним випадком, проте
виправлена оцінка залишається практично незміщеною.



93

Табл. 2.10: Оцінки та асимптотичні значення середнього та дисперсії
випадкової величини

√
n(ŜRGMV,adj − SRGMV) портфелів з найменшою

дисперсією за припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має t-
розподіл Стьюдента з 5 ступенями свободи.

k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

10 Середнє 0.0176 0.0088 0.0132 0.0067 0
Дисперсія 1.0605 1.0403 1.0391 1.0368 1.0315

20 Середнє 0.0085 0.0127 0.0116 0.0021 0
Дисперсія 1.1141 1.0833 1.0568 1.0578 1.0533

30 Середнє −0.0094 −0.0053 −0.0024 −0.0023 0
Дисперсія 1.1891 1.1207 1.0935 1.0797 1.0767

k n = 2000 n = 3000 n = 4000 n = 5000 Асимпт.

100 Середнє −0.0009 −0.0030 −0.0032 0.0138 0
Дисперсія 1.1139 1.0917 1.0743 1.0724 1.0777

Відповідні оцінки густин зображено на рис. 2.10.
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Рис. 2.10: Оцінки густин розподілів випадкової величини
√
n(ŜRGMV,adj −

SRGMV) портфелів з найменшою дисперсією, складених з k = 10 (зліва зверху),
k = 20 (справа зверху), k = 30 (зліва знизу), k = 100 (справа знизу)
активів за припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має t-розподіл
Стьюдента з 5 ступенями свободи.
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2.7.3. Розподіл Лапласа

Для розподілу Лапласа (параметр ексцесу λ = (k+2)/k) результати наведено у
табл. 2.11. Висновки аналогічні до попередніх розподілів: виправлена оцінка
усуває зміщення, а емпірична дисперсія наближається до асимптотичного
значення зі зростанням обсягу вибірки.

Табл. 2.11: Оцінки та асимптотичні значення середнього та дисперсії випадкової
величини

√
n(ŜRGMV,adj − SRGMV) портфелів з найменшою дисперсією за

припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має розподіл Лапласа.
k n = 250 n = 500 n = 1000 n = 2000 Асимпт.

10 Середнє 0.0086 0.0084 0.0034 0.0016 0
Дисперсія 1.0612 1.0440 1.0324 1.0289 1.0210

20 Середнє 0.0113 0.0100 0.0131 0.0013 0
Дисперсія 1.1330 1.0790 1.0631 1.0398 1.0355

30 Середнє −0.0080 −0.0048 −0.0014 −0.0041 0
Дисперсія 1.1929 1.1207 1.0872 1.0761 1.0512

k n = 2000 n = 3000 n = 4000 n = 5000 Асимпт.

100 Середнє 0.0048 −0.0025 0.0041 −0.0034 0
Дисперсія 1.1154 1.0832 1.0691 1.0678 1.0518

Відповідні оцінки густин зображено на рис. 2.11.
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Рис. 2.11: Оцінки густин розподілів випадкової величини
√
n(ŜRGMV,adj −

SRGMV) портфелів з найменшою дисперсією, складених з k = 10 (зліва зверху),
k = 20 (справа зверху), k = 30 (зліва знизу), k = 100 (справа знизу) активів за
припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має розподіл Лапласа.

З рис. 2.9–2.11 бачимо, що оцінка густини
√
n(ŜRGMV,adj − SRGMV) добре

наближає асимптотичну густину для портфелів з найменшою дисперсією з
кількістю активів k = {10, 20, 30} при n = 1000. Натомість у випадку портфеля
з k = 100 для досягнення доброго наближення необхідно використати вибірку
історичних значень обсягом n ≥ 3000. Ці спостереження підтверджуються
результатами, наведеними у табл. 2.9–2.11.

2.7.4. Аналіз результатів для портфеля GMV

Результати моделювання дозволяють зробити наступні спостереження:

1. Зміщення: Математичне сподівання нормованої статистики Yn спадає зі
зростанням обсягу вибіркиn, наближаючись до асимптотичного значення
0. Ненульові значення для скінченних n свідчать про наявність скінченно-
вибіркового зміщення оцінок, яке є більш вираженим для більших k та
менших n.
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2. Дисперсія: Емпіричні дисперсії збігаються до асимптотичних значень
при збільшенні n. Для портфелів з k ∈ {10, 20, 30} добре наближення
(відносна похибка менше 5%) досягається при n = 1000.

3. Ефект розподілу: Для розподілів з важчими хвостами (t5-розподіл, λ =

7/3, і розподіл Лапласа, λ > 1) асимптотичні дисперсії є більшими, що
узгоджується з теоретичним результатом теореми 2.3.

4. Ефект розмірності: Для більших k емпіричні дисперсії перевищують
асимптотичні значення, особливо для менших обсягів вибірки. Це вказує
на те, що для високовимірних портфелів потрібні більші обсяги вибірки
для досягнення добре наближення до асимптотичних розподілів.

5. Рекомендації щодо обсягу вибірки: Для портфелів з k ≤ 30 активами
обсяг вибірки n = 1000 забезпечує задовільне наближення. Для
портфелів з k > 30 рекомендується використовувати n ≥ 2000.

2.8. Емпіричне застосування: аналіз портфеля на даних індексу Dow Jones

Для ілюстрації практичної застосовності отриманих теоретичних результатів
проведено детальний емпіричний аналіз портфеля з найменшим рівнем VaR,
побудованого на основі акцій, що входять до складу індексуDow Jones Industrial
Average.

2.8.1. Дані та параметри аналізу

Використано щоденні історичні ціни закриття акцій компаній зі складу індексу
Dow Jones за період з 19 жовтня 2020 року по 16 жовтня 2023 року,
що відповідає трьом років спостережень. Загальна кількість спостережень
логарифмічних дохідностей становить n = 753.

Портфелі сформовано з перших k ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30} акцій зі списку
компаній індексу, відсортованого за назвами тикерів в алфавітному порядку.
Такий вибір розмірності портфеля дає змогу дослідити, як збільшення числа
активів впливає на якість оцінок портфельних характеристик.

Рівень довіри для Value-at-Risk встановлено на α = 0.95, що відповідає
стандартному рівню, використовуваному в практиці управління ризиками.
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Номінальне значення квантилю для нормального розподілу становить z0.95 =

1.645.

2.8.2. Вибіркові оцінки та інтервали довіри

Для кожного значення k побудовано вибіркові оцінки параметрів за
формулами (2.14):

µ̂ = вибіркове середнє дохідностей,

Γ̂(0) = вибіркова матриця коваріацій.

На основі цих оцінок обчислено:

1. Вибіркові оцінки параметрів ефективної множини:

R̂GMV =
1⊤Γ̂(0)−1µ̂

1⊤Γ̂(0)−11
,

V̂GMV =
1

1⊤Γ̂(0)−11
,

ŝ = µ̂⊤R̂µ̂.

2. Вибіркову оцінку відношення Шарпа портфеля з найменшим VaR:

ŜRVaR =

√
z20.95 − ŝ

z0.95
· R̂GMV√

V̂GMV

+
ŝ

z0.95
.

3. Асимптотичну дисперсію за припущення нормального розподілу за
формулою (2.31).

4. 95%-інтервал довіри за формулою (2.46) з критичним значенням z0.975 =
1.96.

2.8.3. Результати побудови інтервалів довіри

У табл. 2.12 наведено точкові оцінки відношенняШарпа портфеля з найменшим
рівнем VaR, межі 95%-інтервалів довіри (2.46) та максимальний рівень довіри
α∗ (означення 2.2), обчислені за вікном оцінювання обсягом m = 1000
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спостережень, що закінчується 16.10.2023 (останнє вікно аналізу біжучого
вікна, підрозділ 2.8.5).

Табл. 2.12: 95%-інтервали довіри для відношення Шарпа портфеля min-VaR
(α = 0.95) та максимальний рівень довіри α∗; вікно оцінювання m = 1000
спостережень станом на 16.10.2023. Формат: [нижня межа; точкова оцінка;
верхня межа].

k 95%-інтервал довіри α∗

5 [−0.0200; 0.0423; 0.1046] 0.6670
10 [−0.0312; 0.0314; 0.0940] 0.6865
15 [−0.0322; 0.0304; 0.0931] 0.7006
20 [−0.0416; 0.0214; 0.0845] 0.7143
25 [−0.0430; 0.0201; 0.0832] 0.7166
30 [−0.0600; 0.0036; 0.0672] 0.7163

2.8.4. Інтерпретація результатів

Результати емпіричного аналізу свідчать про наступне:

1. Відсутність значущості при α = 0.95: При стандартному рівні довіри
VaR (α = 0.95) для всіх розглянутих розмірностей портфеля 95%-
інтервал довіри містить нуль (табл. 2.12), тобто відношення Шарпа
портфеля з найменшим VaR не є статистично значущо відмінним від нуля
на рівні значущості 5%.

2. Поведінка зі зростанням k: Зі зростанням розмірності портфеля
вибіркова оцінка відношення Шарпа спадає, а інтервали довіри
залишаються такими, що містять нуль.

3. Максимальний рівень довіри VaR: Обчислений максимальний рівень
довіри α∗ VaR (означення 2.2), за якого відношення Шарпа стає
статистично значущо відмінним від нуля, для досліджених портфелів
k ∈ {5, 10, 15, 20, 25, 30} не перевищує 0,8 (табл. 2.12), тобто є суттєво
нижчим від стандартного рівня α = 0,95, що й пояснює відсутність
значущості при стандартному виборі рівня довіри.

4. Вплив оцінювання параметрів: Результат узгоджується з відомим у
літературі з фінансової математики фактом складності статистичного
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підтвердження позитивної надлишкової дохідності портфельних
стратегій на обмежених вибірках реальних даних [26, 30].

2.8.5. Аналіз біжучого вікна на даних індексу Dow Jones

Крім статичного аналізу на постійній вибірці, проведено детальний аналіз
відношення Шарпа портфеля min-VaR з використанням методу біжучого вікна
на історичних даних індексу Dow Jones Industrial Average.

Дані аналізу. Дослідження охоплює період з 21 березня 2019 року по 16
жовтня 2023 року, загальна кількість спостережень становить 1152 торгових
днів. Для кожного часового моменту застосовано біжуче вікно розміром m =

1000 спостережень, що охоплює приблизно 4 роки історичних даних.
Параметри портфеля. Портфелі сформовано з активів, що входять до

складу індексу Dow Jones, з розмірностями k ∈ {15, 30}. Рівень довіри для
Value-at-Risk встановлено на α = 0.95, що є стандартним у практиці управління
ризиками.

Інтервали довіри. Для кожного часового моменту побудовано інтервали
довіри для відношенняШарпа при трьох рівнях довіри γ ∈ {0.01, 0.05, 0.1}, що
відповідає рівням довіри 1− γ = 0.99, 0.95, 0.90 відповідно.

Рис. 2.12: Точкова оцінка та межі інтервалів довіри (за рівнів γ = 0.01, 0.05, 0.1)
відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем VaR, отримані методом
біжучого вікна на даних індексуDow Jones для k = 15 (зліва) та k = 30 (справа).

Ключові результати. Аналіз біжучого вікна (рис. 2.12) приводить до
наступних важливих висновків:

1. Нульова гіпотеза не відхиляється. Впродовж усього періоду
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дослідження (березень 2019 — жовтень 2023), відношення Шарпа
портфеля min-VaR не був статистично значущо відмінний від нуля при
рівні довіри VaR α = 0.95 для жодного часового моменту, ні для k = 15,
ні для k = 30.

2. Залежність від рівня довіри VaR. Для того щоб відношення Шарпа
став статистично значущо відмінним від нуля (на рівні значущості 5%),
необхідно знизити рівень довіри VaR нижче α ≈ 0.8. Це означає, що
стандартний рівень довіри α = 0.95 є занадто консервативним для того,
щоб виявити статистично значиму позитивну надлишкову дохідність
стратегії мінімізації VaR.

3. Стійкість результату. Результат залишається стійким навіть при змінах
розмірності портфеля (k = 15 порівняно з k = 30) та при
використанні різних рівнів довіри для побудови інтервалів довіри (γ ∈
{0.01, 0.05, 0.1}).

4. Практичне значення. Цей результат узгоджується з широко відомим у
літературі з фінансової математики фактом про складність статистичного
підтвердження позитивної надлишкової дохідності портфельних
стратегій на реальних даних [26, 30, 46]. Він вказує на те, що при
обраному рівні довіри VaR (α = 0.95) стратегія мінімізації VaR не
генерує статистично значиму позитивну надлишкову дохідність, хоча
вона все ж може мати практичне значення для управління ризиками
завдяки зменшенню хвоста розподілу дохідностей портфеля.

На рис. 2.13 зображено відповідні рівні довіри VaR для портфелів з
найменшим рівнем VaR, складених із k = 15 та k = 30 акцій, за яких нижні
межі відповідних інтервалів довіри для відношення Шарпа дорівнюють нулеві
(тобто максимальні рівні довіри α∗), отримані методом біжучого вікна. Видно,
що впродовж усього періоду дослідження значення α∗ не перевищують 0,8.

Статистичне пояснення. На інтуїтивному рівні результат можна
пояснити так: стандартний рівень довіри VaR (α = 0.95) відповідає
евристичному припущенню про те, що найважча частина хвоста розподілу
дохідностей не містить достатньо інформації про позитивну надлишкову
дохідність. Для того щоб виявити статистично значиму ефективність стратегії
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Рис. 2.13: Рівні довіри до VaR, за яких нижні межі (1 − γ)-інтервалів довіри
для відношенняШарпа портфеля з найменшим рівнем VaR дорівнюють нулеві,
отримані методом біжучого вікнашириноюm = 1000 спостережень, для k = 15
(зліва) та k = 30 (справа).

мінімізації VaR, необхідно розглядати більш м’які обмеження на хвіст
розподілу (тобто нижчі рівні довіри α), що відповідає ризиковішим портфелям.

Висновки до розділу 2

У цьому розділі отримано наступні основні результати:

1. Асимптотичні розподіли для портфеля min-VaR: Знайдено
асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення Шарпа портфеля
з найменшим рівнем VaR за двох припущень: еліптичного розподілу
з незалежними реалізаціями (теорема 2.1) та слабко стаціонарного
гаусівського процесу (теорема 2.2). Отримані результати дозволяють
враховувати як важкі хвости розподілу, так і автокорельованість
дохідностей при оцінюванні точності портфельних показників.

2. Виправлена оцінка відношення Шарпа портфеля min-VaR: Показано
за результатами імітаційного моделювання, що вибіркова оцінка ŜRVaR

має суттєве скінченно-вибіркове зміщення, яке зростає з розмірністю
портфеля k та повільно спадає з обсягом вибірки n, і побудовано
виправлену оцінку ŜR

adj

VaR (2.32), яка практично усуває це зміщення для
всіх розглянутих розподілів дохідностей (табл. 2.5–2.8).

3. Асимптотичні розподіли для портфеля GMV: Знайдено асимптотичні
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розподіли вибіркових оцінок відношення Шарпа та Value-at-Risk
портфеля з найменшою дисперсією за припущення, що вектор
дохідностей активів має багатовимірний еліптичний розподіл з
неавтокорельованими реалізаціями (теорема 2.3). Встановлено, що
обидві оцінки є асимптотично нормальними, а їхні асимптотичні
дисперсії (2.35) та (2.36) залежать від параметра ексцесу еліптичного
розподілу λ; ці результати є новими і для нормального розподілу як
часткового випадку класу еліптичних розподілів.

4. Виправлені оцінки характеристик портфеля GMV: Побудовано
виправлені оцінки відношення Шарпа та VaR портфеля GMV (2.44)
та (2.45), які є незміщеними у випадку нормального розподілу та
суттєво зменшують зміщення для інших еліптичних розподілів. Ці оцінки
особливо важливі для портфелів невеликого обсягу вибірки.

5. Інтервали довіри та перевірка гіпотез: Побудовано двосторонні та
односторонні інтервали довіри (2.46)–(2.48) для відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем VaR. Визначено поняття максимального
рівня довіри α∗ для VaR, за якого відношення Шарпа є статистично
значущо відмінним від нуля.

6. Імітаційне моделювання. Проведено імітаційне моделювання для
чотирьох типів розподілів і кількох обсягів вибірок. Результати
підтверджують теоретичні висновки: для портфелів з k ≤ 30 активами
вибірка обсягу n = 1000 дає задовільне наближення вибіркових
характеристик до асимптотичних значень.

7. Емпіричний аналіз: Аналіз на даних індексу Dow Jones показав,
що для всіх портфелів 95%-інтервали довіри для відношення Шарпа
портфеля з найменшим VaR містять нуль, що свідчить про складність
статистичного підтвердження позитивної ефективності портфельних
стратегій на обмежених вибірках реальних даних.

8. Практичні рекомендації: Результати розділу мають важливе практичне
значення для:

• Побудови інтервалів довіри для характеристик ефективних
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портфелів.

• Перевірки гіпотез про ефективність портфельних стратегій.

• Визначення необхідного обсягу історичних даних для надійного
оцінювання портфельних показників.

• Виборуміж різними підходами до управління ризиками (GMVпроти
min-VaR).

Результати цього розділу опубліковано в роботах [80, 81].
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РОЗДІЛ 3
ІМОВІРНІСНО-СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛІЗ СТИСНЕНОЇ

ОЦІНКИ ВАГ ПОРТФЕЛЯ З НАЙМЕНШОЮ
ДИСПЕРСІЄЮ У ВИСОКОРОЗМІРНИХ ЗАДАЧАХ

Вступ до розділу

Цей розділ присвячений другому блоку оригінальних результатів дисертації:
побудові та дослідженню стисненої оцінки ваг портфеля з найменшою
дисперсією (GMV) шляхом максимізації позавибіркового відношення
сподівана дохідність–дисперсія у високорозмірних постановках, коли
співвідношення k/n→ c > 0. Результати розділу опубліковано у праці [82].

Теорія портфеля, розроблена Марковіцем [1], відіграє важливу роль
у фінансовій математиці. Одними з основних її понять є ефективний
портфель та ефективна множина портфелів. Властивості ефективної множини
досліджувалися у [5, 18]: у [18] показано, що ефективна множина є параболою
в просторі сподівана дохідність–дисперсія та наведено рівняння, що описує цю
параболу, натомість у [5] рівняння параболи записано у термінах сподіваної
дохідності та дисперсії портфеля з найменшою дисперсією та коефіцієнта
нахилу s і побудовано статистичні тести та інтервали довіри для цих трьох
параметрів.

Особливе місце серед портфелів ефективної множини займає портфель
з найменшою дисперсією, який є вершиною ефективної множини. У [6]
знайдено розподіл вибіркових оцінок ваг портфеля з найменшою дисперсією
за припущення, що вектор дохідностей активів портфеля має багатовимірний
нормальний розподіл. У [5], за того ж припущення щодо поведінки
вектора дохідностей, знайдено розподіли вибіркових оцінок сподіваної
дохідності та дисперсії цього портфеля. Результати роботи [6] поширено на
випадок еліптично розподілених векторів дохідностей у [24]. Асимптотичні
властивості вибіркових оцінок ваг, сподіваної дохідності та дисперсії портфеля
з найменшою дисперсією за невиконання припущень про нормальність
розподілу та неавтокорельованість вектора дохідностей активів досліджено
в [7, 49].
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Зауважимо, що більшість вищеописаних результатів ґрунтуються
на певних припущеннях щодо розподілу вектора дохідностей активів
портфеля (часто припускається, що вектор дохідностей активів є нормально
розподіленим), а властивості оцінок характеристик портфеля вивчаються
за наявності вибірок «великих» об’ємів відносно розмірності портфеля.
У випадку, коли попередні умови не задовольнені, згадані результати
щодо властивостей оцінок ваг та характеристик портфеля можуть бути
неточними [10], що ускладнює чи взагалі унеможливлює прийняття рішень на
їх основі.

Тому виникає потреба у дослідженні оцінок ваг портфеля з найменшою
дисперсією незалежно від розподілу вектора дохідностей активів портфеля
та за відсутності вибірок історичних значень його дохідностей «великого»
розміру. Для дослідження таких задач використовують теорію випадкових
матриць та асимптотику Колмогорова [16], коли припускається, що і кількість
спостережень для побудови вибіркових оцінок n, і розмірність портфеля k
прямують до нескінченності, причому відношення k/n прямує до певної
константи, більшої за 0, при n → ∞. Зазначимо, що в таких умовах
класичні вибіркові оцінки ваг портфеля не є ефективними, натомість
використовують стиснені оцінки [69]. Особливої уваги в даному контексті
заслуговують праці [12, 83, 13, 84, 73]. У [12] побудовано стиснену оцінку
ваг портфеля з найменшою дисперсією на основі мінімізації позавибіркової
дисперсії та показано, що така оцінка є суттєво кращою за існуючі оцінки
ваг цього портфеля та її поведінка є стійкою при відхиленні розподілу
вектора дохідностей від нормального. Статистичний тест для ваг портфеля з
найменшою дисперсією запропоновано у [83]. У [13] результати роботи [12]
поширено на випадок портфеля з максимальною квадратичною очікуваною
корисністю, та у [84] побудовано статистичний тест для ваг цього портфеля.
У [73] досліджено асимптотичний розподіл вибіркових оцінок характеристик
ефективної множини та побудовано консистентні оцінки цих характеристик.

У цьому розділі побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з найменшою
дисперсією на основі максимізації позавибіркового відношення сподівана
дохідність–дисперсія, яка не залежить від розподілу вектора дохідностей
активів портфеля. Критерій максимізації відношення сподівана дохідність–
дисперсія вибрано з огляду на те, що звичайне відношення Шарпа не може
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бути використане для побудови вищезазначеної стисненої оцінки, оскільки
задача максимізації позавибіркового відношення Шарпа в загальному випадку
не має розв’язку (доведення цього факту наведено у підрозділі 3.2.1);
тому вибрано модифікацію відношення Шарпа, де в знаменнику замість
середньоквадратичного відхилення портфеля є його дисперсія. Зауважимо, що
інтенсивність стиснення отриманої оцінки залежить від параметрів розподілу
вектора дохідностей активів. Тому в розділі побудовано консистентну оцінку
для інтенсивності стиснення та проведено аналіз поведінки побудованої оцінки.

3.1. Постановка задачі та основні припущення

3.1.1. Модель даних та структура портфеля

Позначимо xt = (x1t, x2t, . . . , xkt)
⊤ вектор дохідностей k активів у момент

часу t, які включатимемо в портфель w = (w1, w2, . . . , wk)
⊤. Під портфелем

(вектором ваг портфеля) розумітимемо вектор часток коштів, вкладених у
відповідний актив. Припустимо, що E(xt) = µn та Cov(xt) = Σn для всіх t.
Нехай задана матриця даних Xn = (x1, x2, . . . , xn) щодо дохідностей активів
розміру k × n, та припустимо, що кількість активів k не є сталою, а залежить
від n, тобто k ≡ k(n), причому k/n → c ̸= 0 при n → ∞. Надалі
припускатимемо, що стосовно поведінки вектора дохідностей активів портфеля
та його характеристик виконуються наступні припущення [13].

Припущення 3.1. Існує випадкова матриця Zn розмірності k × n, яка
складається з незалежних та однаково розподілених випадкових величин з
нульовими математичними сподіваннями та дисперсіями, що дорівнюють 1,
така, що

Xn = µn1⊤n +Σ1/2
n Zn, (3.1)

де 1n — n× 1 вектор, складений з 1, тобто 1n = (1, 1, . . . , 1)⊤.

Припущення 3.2. Матриця коваріацій Σn є невипадкова k × k додатно
визначена матриця.

Припущення 3.3. Існує ε > 0, таке що для всіх елементів матриці Zn

моменти порядку 4 + ε є рівномірно обмежені.
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Припущення 3.4. Існує δ > 0, таке що

sn = µ⊤n

(
Σ−1

n − Σ−1
n 1k1⊤k Σ

−1
n

1⊤k Σ
−1
n 1k

)
µn > δ

рівномірно відносно k.

Зауважимо, що Припущення 3.1–3.4 є стандартними у високорозмірному
статистичному аналізі портфелів [13]; їх обґрунтування спирається на
результати теорії випадкових матриць [16].

3.1.2. Портфель з найменшою дисперсією та його вибіркова оцінка

Розглянемо задачу мінімізації дисперсії портфеля з вагами w. Позначимо
сподівану дохідність портфеля Rw = w⊤

nµn, а дисперсію — Vw = w⊤
nΣnwn.

Задачу мінімізації дисперсії портфеля можемо записати у вигляді

w⊤
nΣnwn → min за умови, що w⊤

n 1k = 1. (3.2)

Вектор ваг портфеля wGMV,n, який є розв’язком попередньої
оптимізаційної задачі (3.2), має вигляд

wGMV,n =
Σ−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

. (3.3)

Оскільки параметри розподілу вектора дохідностей xt активів портфеля
wGMV,n (3.3) невідомі на практиці, для їх оцінювання використаємо вибіркові
оцінки [13]

µ̂n =
1

n
Xn1n = µn +Σ1/2

n v̂n, (3.4)

Σ̂n =
1

n
Xn

(
In −

1

n
1n1⊤n

)
X⊤

n =
1

n
Σ1/2

n Zn

(
In −

1

n
1n1⊤n

)
Z⊤

n Σ
1/2
n , (3.5)

де In — n× n одинична матриця,

v̂n =
1

n
Zn1n, Vn =

(
1

n
ZnZ

⊤
n − v̂nv̂⊤n

)
.

Надалі, залежно від значення c, розглянемо два випадки. Якщо c < 1, то
розглянуті оцінки (3.4)–(3.5) є коректними. Натомість, якщо c > 1, вибіркова
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оцінка матриці коваріацій Σ̂n (3.5) буде сингулярною. Оскільки ваги портфеля
wGMV,n (3.3) залежать від оберненої матриці коваріаційΣ−1

n , ми змушені в цьому
випадку використати узагальнену обернену матрицю [13]

Σ̂
∗
n =

1

n
Σ−1/2

n

(
1

n
ZnZ

⊤
n − vnv⊤n

)+

Σ−1/2
n = Σ−1/2

n V +
n Σ−1/2

n , (3.6)

для якої виконується рівність Σ̂
∗
nΣ̂nΣ̂

∗
n = Σ̂

∗
n та Σ̂nΣ̂

∗
nΣ̂n = Σ̂n. Символом «+»

позначено псевдообернення Мура–Пенроуза,

V +
n =

(
1

n
ZnZ

⊤
n − v̂nv̂⊤n

)+

— псевдообернення Мура–Пенроуза матриці Vn.
Тому вибіркова оцінка ваг портфеля з найменшою дисперсією

wGMV,n (3.3) матиме вигляд

ŵGMV,n =
Σ̂

−1

n 1k
1⊤k Σ̂

−1

n 1k
, при c < 1 та ŵGMV,n =

Σ̂
∗
n1k

1⊤k Σ̂
∗
n1k

, при c > 1. (3.7)

3.2. Побудова стисненої оцінки через максимізацію відношення
дохідність–дисперсія

3.2.1. Обґрунтування вибору критерію оптимальності

Інтенсивність стиснення у стисненій оцінці однозначно визначається обраним
критерієм оптимальності (тут і далі в Розділах 3–4 символ α позначає
інтенсивність стиснення, на відміну від рівня довіри VaR у Розділі 2).
У літературі для побудови стиснених оцінок ваг портфеля з найменшою
дисперсією використовують критерії мінімізації позавибіркової дисперсії та
максимізації позавибіркової сподіваної корисності [12, 13]. Проте на практиці
за міру ефективності інвестиційного портфеля частіше використовується
відношення Шарпа, тобто відношення сподіваної дохідності портфеля до його
середньоквадратичного відхилення [26]. Тому природно постає питання про
можливість використання критерію максимізації позавибіркового відношення
Шарпа для вибору інтенсивності стиснення. Покажемо, що відповідна задача
максимізації в загальному випадку не має розв’язку.
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Розглянемо стиснену оцінку ŵSH,n = αnŵGMV,n + (1 − αn)w0,n та задачу
максимізації її позавибіркового відношення Шарпа

SH
(
ŵSH,n

)
=

ŵ⊤
SH,nµn√

ŵ⊤
SH,nΣnŵSH,n

→ max
αn

.

Для знаходження точок, підозрілих на екстремум, продиференціюємо
цільову функцію за параметром αn: (

αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
µn√(

αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
Σn

(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)
′

αn

=

=
ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn√
α2
nŵ⊤

GMV,nΣnŵGMV,n + 2αn(1− αn)w⊤
0,nΣnŵGMV,n + (1− αn)2w⊤

0,nΣnw0,n

−

−
(
αnŵ⊤

GMV,nµn + (1− αn)w⊤
0,nµn

)
×

×
αnŵ⊤

GMV,nΣnŵGMV,n + (1− 2αn)w⊤
0,nΣnŵGMV,n − (1− αn)w⊤

0,nΣnw0,n(√
α2
nŵ⊤

GMV,nΣnŵGMV,n + 2αn(1− αn)w⊤
0,nΣnŵGMV,n + (1− αn)2w⊤

0,nΣnw0,n

)3 .
Прирівнюючи похідну до нуля та зводячи подібні доданки, отримуємо рівняння

αn

(
ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n + w⊤
0,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n−

− ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnw0,n − w⊤
0,nµn ŵ⊤

GMV,nΣnŵGMV,n
)
+

+ ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnw0,n − w⊤
0,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n
!
= 0.

Позначимо

N = ŵ⊤
GMV,nµnw

⊤
0,nΣnŵGMV,n + w⊤

0,nµnw
⊤
0,nΣnŵGMV,n−

− ŵ⊤
GMV,nµnw

⊤
0,nΣnw0,n − w⊤

0,nµn ŵ
⊤
GMV,nΣnŵGMV,n.

Тоді стаціонарна точка (тут α∗
n позначає стаціонарну точку задачі максимізації

відношення Шарпа) дорівнює

α∗
n =

w⊤
0,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n − ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnw0,n

N
.

Перевіримо, чи α∗
n є точкою максимуму. Для цього дослідимо другу
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похідну цільової функції в цій точці. Отримано:

SH′′(α∗
n) =

N(√
(α∗

n)
2ŵ⊤

GMV,nΣnŵGMV,n + 2α∗
n(1− α∗

n)w⊤
0,nΣnŵGMV,n + (1− α∗

n)
2w⊤

0,nΣnw0,n

)3 .
Оскільки знаменник попереднього виразу додатний, дослідимо знак
чисельника N .

Позначимо qn = max{µ⊤nΣ−1
n µn; w⊤

0,nΣnw0,n} > 0. Знайдемо границю
1
q2n
N при n→ ∞.

Нехай k/n → c < 1. Тоді, використовуючи розклади (3.4)–(3.5) та
лему 1.1 з Розділу 1 про збіжність білінійних форм з вибірковою коваріаційною
матрицею (див. співвідношення (3.13)–(3.14) нижче) разом з обмеженістю
відповідних нормованих величин, отримаємо

1

q2n
N

м.н.−−→ µ⊤nΣ
−1
n 1k

q2n(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

+
w⊤

0,nµn

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

−

−
µ⊤nΣ

−1
n 1k w⊤

0,nΣnw0,n

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

−
w⊤

0,nµn

q2n(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

=

=
µ⊤nΣ

−1
n 1k

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

(
1

1⊤k Σ
−1
n 1k

− w⊤
0,nΣnw0,n

)
− c

1− c

w⊤
0,nµn

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

= Lc<1
GMV.

Оскільки 1
1⊤k Σ

−1
n 1k

− w⊤
0,nΣnw0,n < 0 та c

1−c > 0, то у випадку, коли µ⊤nΣ
−1
n 1k < 0

та w⊤
0,nµn < 0, отримаємо Lc<1

GMV > 0, тобто α∗
n буде точкою мінімуму, а задача

максимізації позавибіркового відношення Шарпа не матиме розв’язку.
У випадку k/n → c > 1, використовуючи псевдообернену матрицю

Σ̂
∗
n (3.6) та лему 1.1 для випадку c > 1 (див. співвідношення (3.15)–(3.16)

нижче), аналогічно отримаємо

1

q2n
N

м.н.−−→ µ⊤nΣ
−1
n 1k

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

(
1

1⊤k Σ
−1
n 1k

− w⊤
0,nΣnw0,n

)
−c

2 − c+ 1

c− 1

w⊤
0,nµn

q2n 1⊤k Σ
−1
n 1k

= Lc>1
GMV.

Аналогічно, як і в попередньому випадку, оскільки c2−c+1
c−1 > 0 при c > 1, то

при µ⊤nΣ
−1
n 1k < 0 та w⊤

0,nµn < 0 отримаємо Lc>1
GMV > 0, тобто α∗

n буде точкою
мінімуму, а оптимізаційна задача теж не матиме розв’язку.

Таким чином, в обох режимах асимптотики Колмогорова єдина
стаціонарна точка задачі максимізації позавибіркового відношення Шарпа
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може бути точкою мінімуму, а не максимуму, тобто задача максимізації
в загальному випадку не має розв’язку. З цього результату випливає,
що позавибіркове відношення Шарпа не може слугувати критерієм для
калібрування інтенсивності стиснення. Саме тому в цьому розділі за критерій
оптимальності обрано максимізацію позавибіркового відношення сподівана
дохідність–дисперсія (де в знаменнику замість середньоквадратичного
відхилення стоїть дисперсія), для якого задача оптимізації має розв’язок.

3.2.2. Формування стисненої оцінки

Розглянемо стиснену оцінку для wGMV,n (3.3) у вигляді лінійної комбінації
звичайної вибіркової оцінки ŵGMV,n (3.7) та довільного невипадкового портфеля
w0,n розмірності k, сума елементів якого дорівнює одиниці, тобто w⊤

0,n1k = 1:

ŵSH,n = αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n. (3.8)

Цільовий портфель w0,n є детермінованим і може бути обраний,
наприклад, як портфель однакових ваг w0,n = 1

k1k. Параметр αn називається
інтенсивністю стиснення і визначає баланс між вибірковою оцінкою та
цільовим портфелем.

3.2.3. Оптимізаційна задача

Оптимальне значення параметра αn знайдемо з задачі максимізації відношення
сподівана дохідність–дисперсія портфеля ŵSH,n (3.8):

ŵ⊤
SH,nµn

ŵ⊤
SH,nΣnŵSH,n

=

(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
µn(

αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
Σn

(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

) → max . (3.9)

Позначимо:

a =
ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n − 2w⊤

0,nΣnŵGMV,n + w⊤
0,nΣnw0,n(

ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn
)2 ,

b =
2
(
−w⊤

0,nµn ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n +

(
ŵ⊤
GMV,nµn + w⊤

0,nµn

)
w⊤

0,nΣnŵGMV,n − ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnw0,n

)(
ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn

)2 ,

d =

(
w⊤

0,nµn

)2ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n − 2w⊤

0,nµn ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n +
(
ŵ⊤
GMV,nµn

)2w⊤
0,nΣnw0,n(

ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn

)2 ,
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t =
(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
µn.

З останньої рівності отримаємо

αn =
t− w⊤

0,nµn

ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn
. (3.10)

3.2.4. Розв’язання оптимізаційної задачі

Підставимо (3.10) у вираз цільової функції задачі (3.9):(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
µn(

αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

)⊤
Σn

(
αnŵGMV,n + (1− αn)w0,n

) =
t

at2 + bt+ d
.

Розв’яжемо оптимізаційну задачу

t

at2 + bt+ d
→ max . (3.11)

Маємо(
t

at2 + bt+ d

)′

t

=
at2 + bt+ d− t(2at+ b)

(at2 + bt+ d)2
=

−at2 + d

(at2 + bt+ d)2
!
= 0.

Звідки t∗1,2 = ±
√
d

a
. Врахувавши, що

(
t

at2 + bt+ d

)′′

t

(
t∗1,2
)
=

−2at∗1,2
(at2 + bt+ d)2

,

отримаємо, що t∗ =

√
d

a
є розв’язком задачі (3.11). Підставивши t∗ в (3.10),

отримаємо розв’язок задачі (3.9) у вигляді

α∗
n =

√√√√√√
(
w⊤

0,nµn

)2ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n − 2w⊤

0,nµn ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n+

+
(
ŵ⊤
GMV,nµn

)2w⊤
0,nΣnw0,n

ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n − 2w⊤

0,nΣnŵGMV,n + w⊤
0,nΣnw0,n

− w⊤
0,nµn

ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn

. (3.12)
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3.3. Асимптотичні властивості інтенсивності стиснення

3.3.1. Допоміжні позначення

Наступним етапом дослідження є вивчення асимптотичних властивостей
інтенсивності стиснення α∗

n (3.12). Оскільки α∗
n залежить від вибіркової

оцінки ŵGMV,n, вона є випадковою величиною; надалі позначатимемо її також
α̂∗
n. Асимптотичний аналіз проводиться за асимптотики Колмогорова у двох

режимах: k/n → c < 1 та k/n → c > 1; відповідні граничні значення
інтенсивності стиснення позначено α∗ та α+.

3.3.2. Основна теорема

Теорема 3.1. Позначимо

α∗ =

√√√√√√√
(w⊤

0,nµn)
2

(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2w⊤
0,nµn

µ⊤
nΣ

−1
n 1k

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

+
(µ⊤

nΣ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

w⊤
0,nΣnw0,n

1

(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2

1⊤k Σ
−1
n 1k

+ w⊤
0,nΣnw0,n

− w⊤
0,nµn

µ⊤
nΣ

−1
n 1k

1⊤k Σ
−1
n 1k

− w⊤
0,nµn

,

α+ =

√√√√√√√√
c2(w⊤

0,nµn)
2

(c− 1) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2w⊤
0,nµn

µ⊤
nΣ

−1
n 1k

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

+
(µ⊤

nΣ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

w⊤
0,nΣnw0,n

c2

(c− 1) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2

1⊤k Σ
−1
n 1k

+ w⊤
0,nΣnw0,n

− w⊤
0,nµn

µ⊤
nΣ

−1
n 1k

1⊤k Σ
−1
n 1k

− w⊤
0,nµn

,

та припустимо, що Припущення 3.1–3.4 виконуються. Тоді∣∣α̂∗
n − α∗∣∣ м.н.−−→ 0 при n→ ∞, k/n→ c < 1,∣∣α̂∗
n − α+

∣∣ м.н.−−→ 0 при n→ ∞, k/n→ c > 1.

3.3.3. Доведення Теореми 3.1

Доведення. Позначимо

qn = max
{
µ⊤nΣ

−1
n µn; w⊤

0,nΣnw0,n

}
,
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An =
1

q3n

((
w⊤

0,nµn

)2ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n−2w⊤

0,nµn ŵ⊤
GMV,nµnw⊤

0,nΣnŵGMV,n+
(
ŵ⊤
GMV,nµn

)2w⊤
0,nΣnw0,n

)
,

Bn =
1

qn

(
ŵ⊤
GMV,nΣnŵGMV,n − 2w⊤

0,nΣnŵGMV,n + w⊤
0,nΣnw0,n

)
,

Cn =
1

qn

(√
An

Bn
− w⊤

0,nµn

)
, Dn =

1

qn

(
ŵ⊤
GMV,nµn − w⊤

0,nµn
)
,

так що α̂∗
n = Cn/Dn (див. (3.12)).

Зауважимо, що з Припущення 3.4 випливає, що існує δ > 0, таке що qn >
δ > 0 рівномірно відносно k.

Нехай c < 1, тоді

An =
1

q3n

(
(w⊤

0,nµn)
2

w⊤
0,nΣnw0,n µ⊤

nΣ
−1
n µn

1⊤k Σ̂
−1

n ΣnΣ̂
−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

×

× (1⊤k Σ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ̂
−1

n 1k)2
w⊤

0,nΣnw0,n µ
⊤
nΣ

−1
n µn

1⊤k Σ
−1
n 1k

−

− 2
w⊤

0,nµn√
w⊤

0,nΣnw0,n

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

1⊤k Σ̂
−1

n µn√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

w⊤
0,nΣnΣ̂

−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

×

× (1⊤k Σ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ̂
−1

n 1k)2
w⊤

0,nΣnw0,n µ
⊤
nΣ

−1
n µn

1⊤k Σ
−1
n 1k

+

+
(1⊤k Σ̂

−1

n µn)
2

1⊤k Σ
−1
n 1k µ⊤

nΣ
−1
n µn

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ̂
−1

n 1k)2
w⊤

0,nΣnw0,n µ
⊤
nΣ

−1
n µn

1⊤k Σ
−1
n 1k

)
,

Bn =
1

qn

(
1⊤k Σ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

(1⊤k Σ̂
−1

n 1k)2
1

1⊤k Σ
−1
n 1k

−

− 2
w⊤

0,nΣnΣ̂
−1

n 1k√
w⊤

0,nΣnw0,n

√
1⊤k Σ

−1
n 1k

1⊤k Σ
−1
n 1k

1⊤k Σ̂
−1

n 1k

√
w⊤

0,nΣnw0,n√
1⊤k Σ

−1
n 1k

+ w⊤
0,nΣnw0,n

)
,

Dn =
1

qn

(
1⊤k Σ̂

−1

n µn√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

1⊤k Σ
−1
n 1k

1⊤k Σ̂
−1

n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn√

1⊤k Σ
−1
n 1k

−

−
w⊤

0,nµn√
w⊤

0,nΣnw0,n

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

√
w⊤

0,nΣnw0,n

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

)
.

Використаємо результати лем 5.3 та 5.6 з [13] (на їх основі було отримано
результати леми 1.1), а саме, що для довільних невипадкових векторів ξ та η за
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Припущення 3.2 при n→ ∞, k/n→ c < 1 виконується∣∣ξ⊤V −1
n η − (1− c)−1ξ⊤η

∣∣ м.н.−−→ 0, (3.13)∣∣ξ⊤V −2
n η − (1− c)−3ξ⊤η

∣∣ м.н.−−→ 0, (3.14)

а при n→ ∞, k/n→ c > 1∣∣ξ⊤V +
n η − c−1(c− 1)−1ξ⊤η

∣∣ м.н.−−→ 0, (3.15)∣∣ξ⊤(V +
n

)2
η − (c− 1)−3ξ⊤η

∣∣ м.н.−−→ 0. (3.16)

Також зауважимо, що евклідові норми векторів
1⊤k Σ

−1/2
n√

1⊤k Σ
−1
n 1k

,
Σ−1/2

n µn√
µ⊤nΣ

−1
n µn

,

w⊤
0,nΣ

1/2
n√

w⊤
0,nΣnw0,n

та
w⊤

0,nµn√
µ⊤nΣ

−1
n µn

√
w⊤

0,nΣnw0,n

дорівнюють одиниці,
µ⊤nΣ

−1
n µn
qn

⩽ 1,

а враховуючи, що
1

1⊤k Σ
−1
n 1k

⩽ w⊤
0,nΣnw0,n, бо

1

1⊤k Σ
−1
n 1k

— дисперсія портфеля

з найменшою дисперсією, отримаємо

w⊤
0,nΣnw0,n

qn
⩽ 1,

√
w⊤

0,nΣnw0,n

qn

√
1⊤k Σ

−1
n 1k

⩽ 1,
1

qn
(
1⊤k Σ

−1
n 1k

) ⩽ 1.

Отже, з (3.5) та (3.13), при n→ ∞, k/n→ c < 1, отримаємо:

1⊤k Σ̂
−1

n µn√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

=
1⊤k Σ

−1/2
n V −1

n Σ−1/2
n µn√

1⊤k Σ
−1
n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

=
1⊤k Σ

−1/2
n√

1⊤k Σ
−1
n 1k

V −1
n

Σ−1/2
n µn√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

м.н.−−→ 1⊤k Σ
−1
n µn

(1− c)
√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
µ⊤
nΣ

−1
n µn

,

1⊤k Σ̂
−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

=
1⊤k Σ

−1/2
n V −1

n Σ−1/2
n 1k

1⊤k Σ
−1
n 1k

=
1⊤k Σ

−1/2
n√

1⊤k Σ
−1
n 1k

V −1
n

Σ−1/2
n 1k√
1⊤k Σ

−1
n 1k

м.н.−−→ 1⊤k Σ
−1
n 1k

(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

,

w⊤
0,nΣnΣ̂

−1

n 1k√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
w⊤

0,nΣnw0,n

=
w⊤

0,nΣnΣ
−1/2
n V −1

n Σ−1/2
n 1k√

1⊤k Σ
−1
n 1k

√
w⊤

0,nΣnw0,n

=
w⊤

0,nΣ
1/2
n√

w⊤
0,nΣnw0,n

V −1
n

Σ−1/2
n 1k√
1⊤k Σ

−1
n 1k

м.н.−−→ 1

(1− c)
√
1⊤k Σ

−1
n 1k

√
w⊤

0,nΣnw0,n

.
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З (3.5) та (3.14), при n→ ∞, k/n→ c < 1, маємо:

1⊤k Σ̂
−1

n ΣnΣ̂
−1

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

=
1⊤k Σ

−1/2
n V −1

n V −1
n Σ−1/2

n 1k
1⊤k Σ

−1
n 1k

=

=
1⊤k Σ

−1/2
n√

1⊤k Σ
−1
n 1k

V −2
n

Σ−1/2
n 1k√
1⊤k Σ

−1
n 1k

м.н.−−→ 1⊤k Σ
−1
n 1k

(1− c)3 1⊤k Σ
−1
n 1k

.

Тобто ми довели, що при n→ ∞, k/n→ c < 1∣∣An − A
∣∣ м.н.−−→ 0,

де

A =
1

q3n

(
(w⊤

0,nµn)
2

(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2w⊤
0,nµn

µ⊤nΣ
−1
n 1k

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

+
(µ⊤nΣ

−1
n 1k)2

(1⊤k Σ
−1
n 1k)2

w⊤
0,nΣnw0,n

)
,

∣∣Bn − B
∣∣ м.н.−−→ 0,

де

B =
1

qn

(
1

(1− c) 1⊤k Σ
−1
n 1k

− 2

1⊤k Σ
−1
n 1k

+ w⊤
0,nΣnw0,n

)
,∣∣Dn −D

∣∣ м.н.−−→ 0,

де

D =
1

qn

(
µ⊤nΣ

−1
n 1k

1⊤k Σ
−1
n 1k

− w⊤
0,nµn

)
.

Врахувавши, що при n→ ∞, k/n→ c < 1∣∣∣∣An

Bn
− A

B

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ 1Bn

(
An − A

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ A

BBn

(
B − Bn

)∣∣∣∣ м.н.−−→ 0,

отримуємо, що

∣∣∣∣∣
√
An

Bn
−
√
A

B

∣∣∣∣∣ м.н.−−→ 0. Оскільки

1

qn
w⊤

0,nµn =
1

qn

w⊤
0,nµn√

w⊤
0,nΣnw0,n

√
µ⊤nΣ

−1
n µn

√
w⊤

0,nΣnw0,n

√
µ⊤nΣ

−1
n µn

м.н.−−→ 1

qn
w⊤

0,nµn,
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то
∣∣Cn − C

∣∣ м.н.−−→ 0, де C =

√
A

B
− w⊤

0,nµn. Аналогічно, як було показано вище,
маємо ∣∣∣∣Cn

Dn
− C

D

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣ 1Dn

(
Cn − C

)∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ C

DDn

(
D −Dn

)∣∣∣∣ м.н.−−→ 0,

що доводить перше твердження теореми.
Доведення другої частини теореми аналогічне: замінюючи у An, Bn, Cn

та Dn матрицю Σ̂
−1

n на Σ̂
∗
n та використовуючи (3.6), (3.15) та (3.16), отримаємо

потрібне твердження.

3.4. Аналіз поведінки інтенсивності стиснення

Розглянемо поведінку інтенсивності стиснення в залежності від значення
параметра c та максимального власного значення матриці коваріацій Σ. Для
розмірності портфеля вибрано два значення k ∈ {1000, 1500}. При генеруванні
параметрів розподілу вектора дохідностей активів використано алгоритм з [13],
а саме: k-вимірний вектор математичних сподівань µ згенеровано так, що
кожен елемент цього вектора є реалізацією рівномірно розподіленої на відрізку
[−0.3; 0.3] випадкової величини; матрицю коваріаційΣ згенеровано як додатно
визначену матрицю, власні значення якої задовольняють рівність

λi = 0.1 eδ(i−1)/k, i = 1, . . . , k.

Легко бачити, що найменше власне значення λmin так згенерованої матриці
коваріацій дорівнює 0.1. Параметр δ вибирається з умови, що максимальне
власне значення λmax дорівнює певному наперед заданому значенню.
Розглянуто три значення для λmax ∈ {300, 500, 700}. Портфель w0 — портфель
з однаковими вагами.

Результати обчислень для k = 1000 зображено на рис. 3.1, а аналогічні
результати для k = 1500— на рис. 3.2.

Поведінку інтенсивності стиснення зображено на рис. 3.1–3.2. Числовий
аналіз показує такі закономірності:

1. при значенні c, близькому до 0, значення інтенсивності стиснення є
близьким до 1: при великих обсягах вибірки (n ≫ k) вибіркова оцінка
GMV є достатньо надійною і потреба у стисненні є мінімальною;
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Рис. 3.1: Асимптотична інтенсивність стиснення α∗ (α+) залежно від параметра
c для k = 1000 та λmax ∈ {300, 500, 700}.

Рис. 3.2: Асимптотична інтенсивність стиснення α∗ (α+) залежно від параметра
c для k = 1500 та λmax ∈ {300, 500, 700}.

2. при c → 1 інтенсивність стиснення швидко прямує до 0: у цьому режимі
вибіркова коваріаційна матриця стає майже сингулярною, і оптимальна
стратегія полягає у використанні переважно цільового портфеля;

3. зі зростанням значення c до +∞ інтенсивність стиснення повільно
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прямує до 0.

3.5. Консистентні оцінки коефіцієнта стиснення

3.5.1. Необхідність побудови оцінок

У цьому підрозділі запропонуємо консистентні оцінки коефіцієнта стиснення
та ваг портфеля ŵSH,n. Зауважимо, що вирази для α∗ та α+ (Теорема 3.1)
залежать від невідомих параметрів розподілу вектора дохідностей активів xt.
Для того, щоб мати можливість використати стиснену оцінку ŵSH,n на практиці,
потрібно спершу запропонувати консистентну оцінку параметра стиснення.
Для цього позначимо

R0,n = w⊤
0,nµn, V0,n = w⊤

0,nΣnw0,n, RGMV,n =
1⊤k Σ

−1
n µn

1⊤k Σ
−1
n 1k

, VGMV,n =
1

1⊤k Σ
−1
n 1k

.

3.5.2. Побудова консистентних оцінок для випадку c < 1

З [13] маємо, що оцінки

R̂0 = w⊤
0,nµ̂n, V̂0 = w⊤

0,nΣ̂nw0,n, R̂GMV =
1⊤k Σ̂

−1

n µ̂n

1⊤k Σ̂
−1

n 1k
,

V̂GMV =
1

1− k/n

1

1⊤k Σ̂
−1

n 1k
є консистентними для вищенаведених параметрів при n→ ∞, k/n→ c < 1.

Отже, при n→ ∞, k/n→ c < 1 консистентною оцінкою параметра α∗ є

α̂∗ =

√√√√√√√
R̂2

0 V̂GMV

1− k/n
− 2R̂0R̂GMVV̂GMV + R̂2

GMV V̂0

1

1− k/n
V̂GMV − 2V̂GMV + V̂0

− R̂0

R̂GMV − R̂0

,

а консистентною оцінкою для ŵSH,n —

ŵ∗
SH,n = α̂∗ŵGMV,n +

(
1− α̂∗)w0,n.
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3.5.3. Побудова консистентних оцінок для випадку c > 1

При n → ∞, k/n → c > 1 консистентними для параметрів R0,n, V0,n, RGMV,n,
VGMV,n оцінками будуть

R̂∗
0 = w⊤

0,nµ̂n, V̂ ∗
0 = w⊤

0,nΣ̂nw0,n, R̂∗
GMV =

1⊤k Σ̂
∗
nµ̂n

1⊤k Σ̂
∗
n1k

,

V̂ ∗
GMV =

1
k
n

(
k
n − 1

) 1

1⊤k Σ̂
∗
n1k

,

де µ̂n, Σ̂n та Σ̂
∗
n задані в (3.4)–(3.6).

Відповідно, при n→ ∞, k/n→ c > 1 консистентні оцінки параметра α+

та вектора ŵSH,n матимуть вигляд

α̂+ =

√√√√√√√√
(k/n)2

(
R̂∗

0

)2
V̂ ∗
GMV

k/n− 1
− 2R̂∗

0R̂
∗
GMVV̂

∗
GMV +

(
R̂∗
GMV

)2
V̂ ∗
0

(k/n)2

k/n− 1
V̂ ∗
GMV − 2V̂ ∗

GMV + V̂ ∗
0

− R̂∗
0

R̂∗
GMV − R̂∗

0

,

ŵ+
SH,n = α̂+ŵGMV,n +

(
1− α̂+

)
w0,n.

3.6. Практичний алгоритм побудови стисненого портфеля

Узагальнимо отримані результати у вигляді алгоритму практичного
застосування стисненого оцінювання портфеля GMV.

Вхідні дані: матриця спостережень Xn розмірності k × n; цільовий
портфель w0,n (наприклад, портфель однакових ваг w0,n = 1

k1k).
Крок 1. Обчислити вибіркові оцінки: вибіркове середнє µ̂n за

формулою (3.4) та вибіркову коваріаційну матрицю Σ̂n за формулою (3.5).
Обчислити c = k/n.

Крок 2. Обчислити вибіркову оцінку портфеля GMV за формулою (3.7):

• якщо c < 1: ŵGMV,n =
Σ̂

−1

n 1k
1⊤k Σ̂

−1

n 1k
;
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• якщо c > 1: ŵGMV,n =
Σ̂

∗
n1k

1⊤k Σ̂
∗
n1k

, де Σ̂
∗
n — узагальнена обернена

матриця (3.6).

Крок 3.Обчислити характеристики базового портфеля та портфеляGMV:
R̂0, V̂0, R̂GMV, V̂GMV (або відповідні величини зі зірочкою при c > 1) за
формулами підрозділу 3.5.

Крок 4. Обчислити оптимальну інтенсивність стиснення α̂∗ (або α̂+ при
c > 1) за формулами підрозділу 3.5.

Крок 5.Побудувати стиснений портфель: ŵ∗
SH,n = α̂∗ŵGMV,n+(1−α̂∗)w0,n

(відповідно ŵ+
SH,n при c > 1).

Зауважимо, що властивості отриманої оцінки ваг портфеля не залежать
від припущень щодо розподілу вектора дохідностей активів портфеля, а
ґрунтуються на припущенні про наявність рівномірно обмежених моментів
порядку, більшого за 4 (Припущення 3.3). Це робить запропонований метод
придатним для широкого класу практичних задач.

Висновки до розділу 3

У розділі побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з найменшою дисперсією
на основі максимізації позавибіркового відношення сподівана дохідність–
дисперсія. Стиснена оцінка (3.8) є лінійною комбінацією вибіркової оцінки
ваг GMV та детермінованого цільового портфеля; з задачі максимізації
позавибіркового відношення сподівана дохідність–дисперсія знайдено
оптимальну інтенсивність стиснення у замкненому вигляді (3.12).

Вибір критерію оптимальності обґрунтовано доведенням того, що
звичайне відношення Шарпа не може бути використане для побудови
стисненої оцінки: показано (підрозділ 3.2.1), що в обох режимах асимптотики
Колмогорова (c < 1 та c > 1) єдина стаціонарна точка задачі максимізації
позавибіркового відношення Шарпа може бути точкою мінімуму, тобто задача
максимізації в загальному випадку не має розв’язку.

У Теоремі 3.1 доведено, що при n → ∞, k/n → c оптимальна
інтенсивність стиснення збігається майже напевно до детермінованих
граничних значень α∗ (при c < 1) та α+ (при c > 1); у другому випадку
вибіркова оцінка ваг будується через псевдообернену матрицю Мура–
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Пенроуза. У доведенні використано результати теорії випадкових матриць
з [13]. Оскільки граничні значення залежать від невідомих параметрів
розподілу, запропоновано консистентні оцінки α̂∗ та α̂+ інтенсивності
стиснення та, як наслідок, консистентні оцінки ŵ∗

SH,n і ŵ+
SH,n вектора ваг

портфеля (підрозділ 3.5).
Числовий аналіз показує, що при значеннях c, близьких до 0,

інтенсивність стиснення є близькою до 1, при c→ 1 вона швидко прямує до 0, а
зі зростанням c до+∞—повільно прямує до 0, тобто метод автоматично надає
більшу вагу цільовому портфелю там, де вибіркова оцінка є менш надійною.
Отримана оцінка може бути застосована у високорозмірних задачах, коли обсяг
вибірки історичних даних є співрозмірним (причому не обов’язково більшим)
з кількістю активів портфеля. Результати розділу опубліковано у [82].
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РОЗДІЛ 4
ІМОВІРНІСНО-СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛІЗ СТИСНЕНОЇ

ОЦІНКИ ВАГ ПОРТФЕЛЯ З МАКСИМАЛЬНИМ
ВІДНОШЕННЯМШАРПА У ВИСОКОРОЗМІРНИХ

ЗАДАЧАХ

4.1. Вступ

Теорія портфеля, започаткована [1], відіграє важливу роль у фінансовій
математиці як фундаментальний метод мінімізації інвестиційного ризику,
відомий як диверсифікація. Ключовими характеристиками портфеляМарковіца
є його дисперсія та очікувана дохідність. Максимізуючи очікувану дохідність
за обмеження зверху на дисперсію або мінімізуючи дисперсію за обмеження
знизу на очікувану дохідність, отримують ефективну за Марковіцем множину
портфелів [18]. Існують також альтернативні методи побудови множин
ефективних портфелів, наприклад, максимізація очікуваної корисності
портфеля [23], або мінімізація його Value-at-Risk [40]. Серед портфелів
ефективної множини особливе місце посідає портфель з максимальним
відношенням Шарпа. Відношення Шарпа, тобто відношення очікуваної
дохідності портфеля до його середньоквадратичного відхилення, вважається
найпопулярнішим показником на практиці [26], а портфель з максимальним
відношенням Шарпа є одним із найбільш затребуваних серед інвесторів
[85]. Варто зауважити, що ваги всіх ефективних портфелів залежать від
невідомих параметрів розподілу дохідностей активів, включених у портфель,
а саме від вектора очікуваних дохідностей та коваріаційної матриці. Тому
на практиці ваги портфеля оцінюють, підставляючи замість цих невідомих
параметрів їхні оцінки. Найвідомішими оцінками невідомих параметрів
розподілу вектора дохідностей активів є вибіркові оцінки. Оскільки
оцінки є випадковими величинами, виникає потреба у дослідженні їхніх
статистичних властивостей. Властивості оцінок ваг та характеристик портфеля
з максимальним відношенням Шарпа за певних припущень досліджено у [6],
[31], [8], [50], [51]. Зокрема, у [6] доведено, що вибіркова оцінка ваг портфеля
не має математичного сподівання. Крім того, у [31] показано, що не існує
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незміщеної оцінки ваг цього портфеля. Додатково у [8] показано, що такий
портфель характеризується високим рівнем ризику. У [50] проаналізовано
статистичні властивості відповідної оцінки коефіцієнта несхильності до
ризику, а у [51] досліджено оцінку відношення Шарпа.

Варто зауважити, що використання вибіркових оцінок є виправданим
лише тоді, коли обсяг вибірки історичних даних (n) є достатньо великим
порівняно з кількістю активів у портфелі (k) [86]; інакше такі оцінки схильні
до суттєвого недооцінювання ризику [10]. Одним із можливих розв’язків
цієї проблеми є застосування байєсівської статистики для побудови оцінки.
Цей підхід використано у [87] для побудови оцінки портфеля з найменшою
дисперсією. Іншим підходом є високорозмірний асимптотичний підхід [88],
тобто асимптотика, у якій при n → ∞ відношення k/n → c > 0, причому
розглядають два різні випадки для значення c, а саме c < 1 та c > 1. За
такого підходу використання стиснених оцінок стає виправданим. Стиснені
оцінки можна застосовувати як для оцінювання параметрів розподілу вектора
дохідностей активів портфеля [11], так і безпосередньо для ваг портфеля
[69]. Сучасні досягнення в оцінюванні високорозмірних коваріаційних матриць
[11] та багатовимірні методи стиснення [69] показали суттєві покращення в
оптимізації портфеля. Теоретичною основою таких оцінок є теорія випадкових
матриць [16]. Оцінку портфеля з найменшою дисперсією детально досліджено
у [12], що демонструє важливість методів стиснення у високорозмірних
задачах.

У цьому розділі досліджено властивості стисненої оцінки ваг портфеля
з максимальним відношенням Шарпа, отриманої шляхом мінімізації
позавибіркової дисперсії цієї оцінки. Важливо зазначити, що стиснену оцінку
побудовано безпосередньо для ваг портфеля, а її властивості проаналізовано
засобами теорії випадкових матриць. Такий підхід застосовано у [12]
для дослідження властивостей стисненої оцінки портфеля з найменшою
дисперсією та у [13], де попередні результати узагальнено на випадок
портфеля з максимальною очікуваною корисністю. Додатковим теоретичним
підґрунтям запропонованого підходу слугують нещодавні результати щодо
оптимального стисненого вибору портфеля [13] та класичні результати
теорії випадкових матриць [14, 15], зокрема подальший розвиток аналізу
власних значень вибіркових коваріаційних матриць [16, 59]; математичним
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фундаментом цих розробок є теорія матриць [89].
Основний внесок розділу полягає в такому. Для портфеля з максимальним

відношенням Шарпа (MSR) виведено та проаналізовано стиснену оцінку, яка
безпосередньо мінімізує позавибіркову дисперсію оцінки у високорозмірних
задачах (c = k/n може бути як меншим, так і більшим за 1). На
відміну від підходів, які стискають лише вхідні оцінки вектора середніх
чи коваріаційної матриці або зосереджені на портфелях з найменшою
дисперсією чи максимальною очікуваною корисністю, у розділі: (i) отримано
в замкненій формі оптимальну інтенсивність стиснення саме для портфеля
MSR за високорозмірної асимптотики; (ii) побудовано консистентні оцінки
інтенсивності стиснення за даними для обох випадків c < 1 та c > 1; (iii) за
допомогою імітаційного моделювання показано, що отримана стиснена оцінка
портфеляMSR є значно стабільнішою за вибіркову оцінкуMSRдля всіх значень
c, віддалених від c ≈ 0.

4.2. Основні означення

Аналогічно, як в розділі 3, розглянемо формування портфеля з k активів.
Припустимо, що кількість активів у портфелі не є фіксованою, а залежить
від обсягу вибірки історичних спостережень дохідностей n, тобто k ≡ k(n),
причому k/n = c ̸= 0 при n → ∞. Нехай історична вибірка векторів
дохідностей активів портфеля задана як x1, x2, . . . , xn, де xi = (x1i, x2i, . . . , xki)

′.
Припустимо, що E (xi) = µn та Cov (xi) = Σn для всіх i = 1 . . . n.
Використання такого позначення для вектора середніх та коваріаційної матриці
є виправданим, оскільки µn має розмірність k × 1, Σn є k × k, а k є функцією
від n. Позначимо Xn = (x1, x2, . . . , xn) як k × n матрицю історичних даних
і припустимо, що існує випадкова матриця Zn розмірності k × n, складена
з незалежних та однаково розподілених випадкових величин з нульовими
середніми та одиничними дисперсіями, така, що

Xn = µn1′n +Σ1/2
n Zn (4.1)

де 1n є n × 1 вектором, складеним з одиниць, тобто 1n = (1, 1, . . . , 1)′.
Нам знадобляться такі припущення (аналогічні до прийнятих у Розділі 3 для
портфеля з найменшою дисперсією).
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Припущення 4.1. Коваріаційна матриця Σn є невипадковою k × k

додатно визначеною матрицею.

Припущення 4.2. Існує ε > 0 таке, що для всіх елементів матриці Zn

моменти порядку 4 + ε є рівномірно обмеженими.

Припущення 4.3. Існує δ > 0 таке, що

sn = µ′
n

(
Σ−1

n − Σ−1
n 1k1′kΣ

−1
n

1′kΣ
−1
n 1k

)
µn > δ

рівномірно відносно k.

Вектор ваг портфеля, або просто портфель, wn = (w1, w2, . . . , wk)

означають як вектор часток розподілу коштів між активами. За наших
припущень щодо поведінки вектора дохідностей очікувана дохідність
портфеля wn дорівнює w′

nµn, а дисперсія дорівнює w′
nΣnwn. Ваги

портфеля з максимальним відношенням Шарпа отримують як розв’язок
такої оптимізаційної задачі:

w′
nµn√

w′
nΣnwn

→ max за умови w′
n1k = 1. (4.2)

Розв’язок задачі (4.2) можна подати у вигляді:

wSR =
Σ−1

n µn

1′kΣ
−1
n µn

(4.3)

Ваги портфеля wSR у (4.3) залежать від невідомих параметрів розподілу
вектора дохідностей активів, µn та Σn, які потрібно оцінити. Використаємо
стандартні вибіркові оцінки, означені у (3.4)–(3.5) розділу 3:

µ̂n =
1

n
Xn1n = µn +Σ1/2

n v̂n, (4.4)

де In є n× n одиничною матрицею, а v̂n = 1
nZn1n.

Σ̂n =
1

n
Xn

(
In −

1

n
1n1′n

)
X′

n

=
1

n
Σ1/2

n Zn

(
In −

1

n
1n1′n

)
Z′
nΣ

1/2
n . (4.5)
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Зауважимо,що у випадку c > 1 вибіркова оцінка коваріаційної матриці Σ̂n

у (4.5) стає виродженою. Тому в цьому випадку для оцінювання ваг портфеля
wSR, аналогічно до (3.6) розділу 3, використовуємо узагальнену обернену
матрицю [12]:

Σ̂
∗
n =

1

n
Σ−1/2

n

(
1

n
ZnZ′

n − vnv′n

)+

Σ−1/2
n , (4.6)

властивості якої описано у розділі 3. Отже, вибіркова оцінка ваг портфеля
з максимальним відношенням Шарпа має вигляд

ŵSR =
Σ̂

−1

n µ̂n

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

, для c < 1,

ŵSR =
Σ̂

∗
nµ̂n

1′kΣ̂
∗
nûn

, для c > 1. (4.7)

Стиснена оцінка вектора ваг wSR має вигляд:

ŵSH = αnŵSR + (1− αn)w0, (4.8)

деw0 є невипадковим k×1 вектором, що задовольняє умовуw′
01k = 1. Для

вибору оптимального значення інтенсивності стиснення αn використовуємо
критерій мінімізації позавибіркової дисперсії оцінки ŵSH [12], а саме:

ŵ′
SH(αn)ΣnŵSH(αn) → min . (4.9)

Маємо:

∂ (ŵ′
SH(αn)ΣnŵSH(αn))

∂αn
=

∂

∂αn

(
α2
nŵ

′
SRΣnŵSR

+ 2αn(1− αn)ŵ′
SRΣnw0

+ (1− αn)
2w′

0Σnw0

)
= 2αnŵ′

SRΣnŵSR

+ 2(1− 2αn)ŵ′
SRΣnw0

− 2(1− αn)w′
0Σnw0 = 0
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Звідки отримуємо:

α∗
n =

w′
0Σnw0 −

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

c+ µ′
nΣ

−1
n µn

(1− c)
(
1′kΣ

−1
n µn

)2 − 2
w′

0µn

1′kΣ
−1
n µn

+ w′
0Σnw0

(4.10)

Схема виведення формули (4.10). Запишемо ŵSH(α) = αŵSR + (1 − α)w0 та
розкладемо ŵ′

SHΣnŵSH = α2A+ 2α(1− α)B + (1− α)2C, де A = ŵ′
SRΣnŵSR,

B = ŵ′
SRΣnw0, C = w′

0Σnw0. Продиференціювавши по α, прирівнявши
похідну до нуля та підставивши ŵSR = Σ̂

−1

n µ̂n/(1′kΣ̂
−1

n µ̂n) (або з Σ̂
∗
n для c > 1)

разом з виразами дляA,B іC, розв’язуємо отримане лінійне рівняння відносно
α і дістаємо (4.10). Друга похідна дорівнює 2(ŵSR−w0)

′Σn(ŵSR−w0) > 0, що
підтверджує мінімум.

Оскільки:

∂2 (ŵ′
SH(αn)ΣnŵSH(αn))

∂α2
n

= 2ŵ′
SRΣnŵSR

− 4ŵ′
SRΣnw0

+ 2w′
0Σnw0

= 2(ŵSR − w0)
′Σn(ŵSR − w0) > 0

то (4.10) є розв’язком оптимізаційної задачі (4.9), тобто оптимальним
значенням інтенсивності стиснення, за якого позавибіркова дисперсія стисненої
оцінки ŵSH є мінімальною.

4.3. Основні результати

У цьому підрозділі досліджуємо асимптотичні властивості інтенсивності
стиснення α∗

n.

Теорема 4.1. Нехай виконуються Припущення 4.1–4.3. Тоді при n → ∞,
k/n → c < 1 оптимальна інтенсивність стиснення α∗

n збігається майже
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напевно до детермінованої граничної величини α∗ = A/B:

|α∗
n − α∗| м.н.−−→ 0,

де

A = w′
0Σnw0 −

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

,

B =
c+ µ′

nΣ
−1
n µn

(1− c)
(
1′kΣ

−1
n µn

)2 − 2
w′

0µn

1′kΣ
−1
n µn

+ w′
0Σnw0.

Доведення. З (4.5) маємо:

Σ̂n =
1

n
Σ1/2

n Zn

(
In −

1

n
1n1′n

)
Z′
nΣ

1/2
n = Σ1/2

n VnΣ
1/2
n ,

де Vn = 1
nZn

(
In − 1

n1n1
′
n

)
Z′
n. З [14],

V−1
n =

(
1

n
ZnZ′

n − v̂nv̂′n

)−1

.

З Леми 5.3 у [12], для довільних невипадкових векторів ξ та η, за
Припущення 4.2, при n→ ∞, k/n→ c < 1:∣∣∣∣ξ′V−1

n η − 1

1− c
ξ′η

∣∣∣∣ м.н.−−→ 0 (4.11)

ξ′V−1
n v̂n

м.н.−−→ 0 (4.12)∣∣∣∣ξ′V−2
n η − 1

(1− c)3
ξ′η

∣∣∣∣ м.н.−−→ 0 (4.13)

v̂′nV
−2
n v̂n

м.н.−−→ c

(1− c)3
(4.14)

Позначимо:
qn = max

{
µ′

nΣ
−1
n µn, w′

0Σnw0

}
.

З Припущення 4.3 існує δ > 0 таке, що qn > δ рівномірно по
k. Використовуючи (4.7) та підставляючи у (4.10) вибіркову оцінку ŵSR =

Σ̂
−1

n µ̂n/(1′kΣ̂
−1

n µ̂n), після нормування чисельника й знаменника на qn запишемо
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оптимальну інтенсивність стиснення у вигляді

α∗
n =

An

Bn
,

де

An =
w′

0Σnw0

qn

−
√
w′

0Σnw0

qn

√
1′kΣ

−1
n 1k

· w′
0ΣnΣ̂

−1

n µ̂n√
µ′

nΣ
−1
n µn

√
w′

0Σnw0

·

√
1′kΣ

−1
n 1k

√
µ′

nΣ
−1
n µn

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

,

Bn =
1

qn
(
1′kΣ

−1
n 1k

) · µ̂′
nΣ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n µ̂n

µ′
nΣ

−1
n µn

· Σ
−1
n 1k · µ′

nΣ
−1
n µn(

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

)2
− 2

√
w′

0Σnw0

qn

√
1′kΣ

−1
n 1k

· w′
0ΣnΣ̂

−1

n µ̂n√
µ′

nΣ
−1
n µn

√
w′

0Σnw0

·

√
1′kΣ

−1
n 1k

√
µ′

nΣ
−1
n µn

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

+
w′

0Σnw0

qn
.

Враховуючи, що 1
1′kΣ

−1
n 1k

≤ w′
0Σnw0, оскільки 1

1′kΣ
−1
n 1k

є дисперсією
портфеля з найменшою дисперсією (а тому не може існувати портфеля з вагами
w0 з меншою дисперсією), отримуємо:

w′
0Σnw0

qn
≤ 1,√

w′
0Σnw0

qn

√
1′kΣ

−1
n 1k

≤ 1,

1

qn
(
1′kΣ

−1
n 1k

) ≤ 1.
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Більше того, оскільки евклідові норми векторів 1′kΣ
−1/2
n√

1′kΣ
−1
n 1k

, Σ−1/2
n µn√
µ′

nΣ
−1
n µn

та w′
0Σ

1/2
n√

w′
0Σnw0

дорівнюють одиниці, а з Припущення 4.3 маємо 1
µ′

nΣ
−1
n µn

< 1
δ рівномірно по

k, то, використовуючи (4.4)–(4.5) та (4.11)–(4.14), при n → ∞, k/n → c < 1,
отримуємо:

1′kΣ̂
−1

n µ̂n√
1′kΣ

−1
n 1k

√
µ′

nΣ
−1
n µn

=
1′kΣ

−1/2
n V−1

n Σ−1/2
n

(
µn +Σ1/2

n v̂n
)

√
1′kΣ

−1
n 1k

√
µ′

nΣ
−1
n µn

=
1′kΣ

−1/2
n√

1′kΣ
−1
n 1k

V−1
n

Σ−1/2
n µn√

µ′
nΣ

−1
n µn

+
1√

µ′
nΣ

−1
n µn

1′kΣ
−1/2
n√

1′kΣ
−1
n 1k

V−1
n v̂n

м.н.−−→ 1′kΣ
−1
n µn

(1− c)
√
1′kΣ

−1
n 1k

√
µ′

nΣ
−1
n µn

w′
0ΣnΣ̂

−1

n µ̂n√
µ′

nΣ
−1
n µn

√
w′

0ΣnW0

=
w′

0ΣnΣ
−1/2
n V−1

n Σ−1/2
n

(
µn +Σ1/2

n v̂n
)

√
µ′

nΣ
−1
n µn

√
w′

0ΣnW0

=
w′

0Σ
1/2
n√

w′
0ΣnW0

V−1
n

Σ−1/2
n µn√

µ′
nΣ

−1
n µn

+
1√

µ′
nΣ

−1
n µn

w′
0Σ

1/2
n√

w′
0ΣnW0

V−1
n v̂n

м.н.−−→ µn

(1− c)
√

µ′
nΣ

−1
n µn

√
w′

0ΣnW0

µ̂′
nΣ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n µ̂n

µ′
nΣ

−1
n µn
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=
1

µ′
nΣ

−1
n µn

(
µn +Σ1/2

n v̂n
)′

×Σ−1/2
n V−1

n Σ−1/2
n ΣnΣ

−1/2
n V−1

n Σ−1/2
n

×
(
µn +Σ1/2

n v̂n
)

=
µ′

nΣ
−1/2
n√

µ′
nΣ

−1
n µn

V−2
n

Σ−1/2
n µn√

µ′
nΣ

−1
n µn

+ 2
1√

µ′
nΣ

−1
n µn

µ′
nΣ

−1/2
n√

µ′
nΣ

−1
n µn

V−2
n v̂n

+
1

µ′
nΣ

−1
n µn

v̂′nV
−2
n v̂n

м.н.−−→ 1

(1− c)3µ′
nΣ

−1
n µn

Отже, при n→ ∞, k/n→ c < 1:

|An − A| м.н.−−→ 0,

A =
1

qn

(
w′

0Σnw0 −
w′

0µn

1′kΣ
−1
n µn

)
,

|Bn − B| м.н.−−→ 0,

B =
1

qn
w′

0Σnw0 −
2

qn

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

+
1

qn

µ′
nΣ

−1
n µn + c

(1− c)
(
1′kΣ

−1
n µn

)2
Звідси, аналогічно як при доведенні Теореми 3.1, отримуємо, що при n→

∞, k/n→ c < 1: ∣∣∣∣An

Bn
− A

B

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1Bn
(An − A)

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ A

BBn
(B − Bn)

∣∣∣∣ м.н.−−→ 0,

що завершує доведення теореми.

Результат Теореми 4.1 дає змогу порівняти ефективність вибіркової
оцінки ваг портфеля з максимальним відношеннямШарпа та стисненої оцінки.
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За міру ефективності беремо відносну зміну дисперсії відповідної оцінки
відносно дисперсії портфеля з максимальним відношенням Шарпа за відомих
параметрів розподілу вектора дохідностей активів.

Наслідок 4.1. За умов Теореми 4.1 маємо:

Usam =
ŵ′

SRΣnŵSR − w′
SRΣnwSR

w′
SRΣnwSR

Usam
м.н.−−→ c

1− c

(
1 +

1

sn +R2
GMV ;n/VGMV ;n

)

Usr =
ŵ′

SHΣnŵSH − w′
SRΣnwSR

w′
SRΣnwSR

Usr
м.н.−−→ α∗2Usam

+(1− α∗)2U0

+2α∗(1− α∗)

(
w′

0µnRGMV ;n/VGMV ;n

sn +R2
GMV ;n/VGMV ;n

− 1

)
при n→ ∞, k/n→ c < 1, де

U0 =
w′

0Σnw0 − w′
SRΣnwSR

w′
SRΣnwSR

є відносною зміною дисперсії портфеля з вагами w0 порівняно з
портфелем з максимальним відношенням Шарпа за відомих параметрів
розподілу вектора дохідностей активів,

RGMV ;n =
1′kΣ

−1
n µn

1′kΣ
−1
n 1k

VGMV ;n =
1

1′kΣ
−1
n 1k

sn = µ′
n

(
Σ−1

n − Σ−1
n 1k1′kΣ

−1
n

1′kΣ
−1
n 1k

)
µn

Доведення. З доведення Теореми 4.1 маємо, що при n→ ∞, k/n→ c < 1:
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1

qn
ŵ′

SHΣnŵSH =
1

qn

µ̂′
nΣ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n µ̂n(
1′kΣ̂

−1

n µn

)2
=

1

qn

µ′
nΣ

−1
n µn(

1′kΣ
−1
n 1k

) (
µ′

nΣ
−1
n µn

)µ′
nΣ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n µn

µ′
nΣ

−1
n µn

×
(
1′kΣ

−1
n 1k

) (
µ′

nΣ
−1
n µn

)(
1′kΣ̂

−1

n µ̂n

)2
=

1

qn
(
1′kΣ

−1
n 1k

)µ′
nΣ̂

−1

n ΣnΣ̂
−1

n µn

µ′
nΣ

−1
n µn

×
(
Σ−1

n 1k
) (

µ′
nΣ

−1
n µn

)(
1′kΣ̂

−1

n µ̂n

)2
м.н.−−→ 1

qn
(
1′kΣ

−1
n 1k

) (1− c)2
(
1′kΣ

−1
n 1k

) (
µ′

nΣ
−1
n µn

)(
1′kΣ

−1
n µn

)2
× µ′

nΣ
−1
n µn + c

(1− c)3µ′
nΣ

−1
n µn

=
1

qn

µ′
nΣ

−1
n µn + c

(1− c)
(
1′kΣ

−1
n µn

)2
Враховуючи, що

1

qn
w′

SRΣnwSR =
1

qn

µ′
nΣ

−1
n µn

(1′kΣ
−1
n µn)2

=
1

qn

1

1′kΣ
−1
n 1k

× 1′kΣ
−1
n 1k µ′

nΣ
−1
n µn

(1′kΣ
−1
n µn)2

=
1

qn

µ′
nΣ

−1
n µn

(1′kΣ
−1
n µn)2

1′kΣ
−1
n 1k
1

≤ 1

отримуємо перше твердження.
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Щоб довести друге твердження, достатньо показати, що

|w′
0Σw0 − w′

SRΣwSR|
qn

≤ 1, та

1

qn
· µ̂

′
nΣ̂

−1

n Σnw0

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

м.н.−−→ 1

qn
· µ′

nw0

1′kΣ
−1
n µn

при n→ ∞, k/n→ c < 1.

Оскільки w′
0Σw0 > 0, w′

SRΣwSR > 0, w′
0Σw0

qn
≤ 1 та w′

SRΣwSR

qn
≤ 1, то

випливає, що:

0 <
1

qn
max {w′

0Σw0,w′
SRΣwSR} ≤ 1,

що доводить потрібну нерівність. Більше того,

1

qn
· µ̂

′
nΣ̂

−1

n Σnw0

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

м.н.−−→ 1

qn
· µ′

nw0

1′kΣ
−1
n µn

при n→ ∞, k/n→ c < 1

випливає з доведення Теореми 4.1.

Теорема 4.2. Нехай виконуються Припущення 4.1–4.3. Тоді при n → ∞,
k/n → c > 1 оптимальна інтенсивність стиснення α∗

n збігається майже
напевно до детермінованої граничної величини α+ = A/B:∣∣α∗

n − α+
∣∣ м.н.−−→ 0,

де

A = w′
0Σnw0 −

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

,

B =
c2 + µ′

nΣ
−1
n µn

(c− 1)c−2
(
1′kΣ

−1
n µn

)2 + w′
0Σnw0 − 2

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

.

Схема доведення. Беручи до уваги аналоги граничних співвідношень (4.11)–
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(4.14) для випадку c > 1 (лема 1.1 розділу 1) та (4.4)–(4.6), доведення
проводиться аналогічно до доведення Теореми 4.1.

Наслідок 4.2. За умов Теореми 4.2 маємо:

Usam =
ŵ′

SRΣnŵSR − w′
SRΣnwSR

w′
SRΣnwSR

Usam
м.н.−−→ c2

c− 1
×(

c2 − c+ 1

c2
+

c2

sn +R2
GMV ;n/VGMV ;n

)

Usr =
ŵ′

SHΣnŵSH − w′
SRΣnwSR

w′
SRΣnwSR

Usr
м.н.−−→α+2Usam + (1− α+)2U0

+ 2α+(1− α+)(
w′

0µnRGMV ;n/VGMV ;n

sn +R2
GMV ;n/VGMV ;n

− 1

)

Схема доведення.Доведення проводиться аналогічно до доведенняНаслідку 4.1
з використанням аналогів граничних співвідношень (4.11)–(4.14) для випадку
c > 1.

З результатів Теорем 4.1 і 4.2 випливає, що граничні інтенсивності
стиснення залежать від невідомих параметрів розподілу вектора дохідностей
активів портфеля. Тому для побудови оцінки ваг портфеля ŵSH необхідно
побудувати консистентні оцінки інтенсивностей стиснення. Позначимо:

R0;n = w′
0µn,

V0;n = w′
0Σnw0,

RGMV ;n =
1′kΣ

−1
n µn

1′kΣ
−1
n 1k

,

VGMV ;n =
1

1′kΣ
−1
n 1k

,
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Sn = µ′
n

(
Σ−1

n − Σ−1
n 1k1′kΣ

−1
n

1′kΣ
−1
n 1k

)
µn

Консистентні оцінки цих параметрів у випадку c < 1 мають такий вигляд
[12]:

R̂0 = w′
0µ̂n,

V̂0 = w′
0Σ̂nw0,

R̂GMV =
1′kΣ̂

−1

n µ̂n

1′kΣ̂
−1

n 1k
,

V̂GMV =
1

1− k/n
· 1

1′kΣ̂
−1

n 1k
,

ŝ = (1− k/n)µ̂′
n

(
Σ̂

−1

n − Σ̂
−1

n 1k1′kΣ̂
−1

n

1′kΣ̂
−1

n 1k

)
µ̂n − k/n

а у випадку c > 1 [12]

R̂∗
0 = w′

0µ̂n,

V̂ ∗
0 = w′

0Σ̂nw0,

R̂∗
GMV =

1′kΣ̂
∗
nµ̂n

1′kΣ̂
∗
n1k

,

V̂ ∗
GMV =

1

k/n(k/n− 1)
· 1

1′kΣ̂
∗
n1k

,

ŝ∗ =
k

n

(
(k/n− 1)µ̂′

n

(
Σ̂

∗
n −

Σ̂
∗
n1k1′kΣ̂

∗
n

1′kΣ̂
∗
n1k

)
µ̂n − 1

)

де µ̂n, Σ̂n та Σ̂
∗
n означені у (4.4)–(4.6).

Твердження 4.1. Консистентна оцінка параметра стиснення α∗ при
n→ ∞, k/n→ c < 1 має вигляд:

α̂∗ =
V̂0 − R̂0R̂GMV /V̂GMV

V̂0 − 2R̂0R̂GMV /V̂GMV +
k/n+ŝ+R̂2

GMV /V̂GMV

(1−k/n)R̂2
GMV /V̂GMV
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а консистентна оцінка ваг портфеля ŵSH дорівнює

ŵ∗
SH = α̂∗ Σ̂

−1

n µ̂n

1′kΣ̂
−1

n µ̂n

+ (1− α̂∗)w0.

Консистентна оцінка параметра стисненняα+ приn→ ∞, k/n→ c > 1

має вигляд:

α+ =
A

B

де A = w′
0Σnw0 −

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

та B =
c2 + µ′

nΣ
−1
n µn

(c− 1)c−2
(
1′kΣ

−1
n µn

)2
− 2

w′
0µn

1′kΣ
−1
n µn

+ w′
0Σnw0

а консистентна оцінка ваг портфеля ŵSH дорівнює

ŵ+
SH = α̂+ Σ̂

∗
nµ̂n

1′kΣ̂
∗
nµ̂n

+ (1− α̂+)w0.

4.4. Імітаційне моделювання

Для імітаційного моделювання використовуємо схему, описану в [12]. Для
кожного k ∈ {200, 400, 600} генеруємо k-вимірний вектор очікуваних
дохідностей, кожен елемент якого рівномірно розподілений на [−0.3, 0.3].
Коваріаційні матриці є додатно визначеними з власними значеннями

λi = 0.1 eδ(i−1)/k, i = 1, . . . , k,

так, що λmin = 0.1, а δ вибирається так, щоб λmax ∈ {100, 300, 500, 700}. За w0

беремо портфель з однаковими вагами.
Поведінку інтенсивності стиснення для k = 200 зображено на рис. 4.1.
Аналогічні результати для k = 400 подано на рис. 4.2.
Відповідні результати для k = 600 наведено на рис. 4.3.
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Рис. 4.1: Інтенсивність стиснення a∗(α+) залежно від c для k = 200 та λmax ∈
{100, 300, 500, 700}.

Рис. 4.2: Інтенсивність стиснення a∗(α+) залежно від c для k = 400 та λmax ∈
{100, 300, 500, 700}.

Ефективність стисненої оцінки для випадку k = 600, λmax = 700

проілюстровано на рис. 4.4.
Для всіх k ∈ {200, 400, 600} (Рис. 4.1, Рис. 4.2 та Рис. 4.3 відповідно)

a∗(α+) є близьким до 1, коли c ≈ 0, спадає до 0 при c → 1 (що відображає



140

Рис. 4.3: Інтенсивність стиснення a∗(α+) залежно від c для k = 600 та λmax ∈
{100, 300, 500, 700}.

Рис. 4.4: Відносна зміна дисперсії для вибіркової (Usam) та стисненої (Usr) оцінок
залежно від c для k = 600 та λmax = 700.

погану обумовленість оберненої вибіркової матриці), а потім зростає для c > 1,
перш ніж знову спадати. Результати щодо ефективності (Рис. 4.4) показують,
що стиснена оцінка є помітно стійкішою за вибіркову оцінку практично для всіх
c, окрім дуже малих c, що узгоджується з [12]. Для зручності числові значення
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наведено у Табл. 4.1, Табл. 4.2 та Табл. 4.3: спочатку у табл. 4.1 подано значення
інтенсивності стиснення для k = 200.

Табл. 4.1: Інтенсивність стиснення для k = 200
c λmax = 100 λmax = 300 λmax = 500 λmax = 700

0,05 0,7290 0,6848 0,7368 0,6809
0,1 0,7158 0,6699 0,7232 0,6656
0,15 0,7015 0,6541 0,7086 0,6492
0,2 0,6862 0,6372 0,6928 0,6318
0,25 0,6696 0,6190 0,6757 0,6131
0,3 0,6516 0,5995 0,6572 0,5931
0,35 0,6320 0,5785 0,6371 0,5716
0,4 0,6105 0,5557 0,6152 0,5483
0,45 0,5870 0,5310 0,5911 0,5232
0,5 0,5610 0,5041 0,5646 0,4959
0,55 0,5322 0,4747 0,5352 0,4662
0,6 0,5002 0,4425 0,5025 0,4337
0,65 0,4642 0,4070 0,4660 0,3981
0,7 0,4236 0,3676 0,4248 0,3587
0,75 0,3774 0,3238 0,3780 0,3152
0,8 0,3243 0,2747 0,3244 0,2666
0,85 0,2628 0,2192 0,2624 0,2121
0,9 0,1904 0,1562 0,1898 0,1505
0,95 0,1043 0,0838 0,1037 0,0805
1,05 0,0931 0,0743 0,0920 0,0711
1,1 0,1550 0,1251 0,1527 0,1197
1,15 0,1979 0,1608 0,1944 0,1539
1,2 0,2284 0,1864 0,2236 0,1783
1,25 0,2503 0,2048 0,2444 0,1957
1,3 0,2661 0,2180 0,2590 0,2081
1,35 0,2773 0,2273 0,2692 0,2168
1,4 0,2851 0,2335 0,2760 0,2225
1,45 0,2902 0,2375 0,2801 0,2259
1,5 0,2933 0,2396 0,2822 0,2276
1,55 0,2947 0,2403 0,2827 0,2279
1,6 0,2947 0,2398 0,2820 0,2271
1,65 0,2937 0,2384 0,2801 0,2254
1,7 0,2918 0,2362 0,2775 0,2230
1,75 0,2892 0,2334 0,2742 0,2200
1,8 0,2860 0,2301 0,2703 0,2166
1,85 0,2823 0,2264 0,2660 0,2128
1,9 0,2782 0,2225 0,2614 0,2087
1,95 0,2738 0,2183 0,2565 0,2044
2 0,2692 0,2139 0,2514 0,2000

Аналогічні числові значення інтенсивності стиснення для k = 400

наведено у табл. 4.2.
Відповідні числові значення для k = 600 подано у табл. 4.3.

4.5. Висновки до розділу

У цьому розділі розглянуто задачу оцінювання портфеля з максимальним
відношенням Шарпа у високорозмірних задачах, тобто коли кількість активів
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Табл. 4.2: Інтенсивність стиснення для k = 400
c λmax = 100 λmax = 300 λmax = 500 λmax = 700

0,05 0,6888 0,6884 0,6762 0,6784
0,1 0,6759 0,6752 0,6626 0,6648
0,15 0,6620 0,6611 0,6481 0,6502
0,2 0,6471 0,6460 0,6325 0,6345
0,25 0,6310 0,6296 0,6157 0,6177
0,3 0,6135 0,6118 0,5975 0,5995
0,35 0,5946 0,5926 0,5779 0,5798
0,4 0,5738 0,5716 0,5565 0,5584
0,45 0,5512 0,5486 0,5333 0,5350
0,5 0,5262 0,5234 0,5078 0,5094
0,55 0,4986 0,4955 0,4797 0,4813
0,6 0,4679 0,4646 0,4488 0,4503
0,65 0,4336 0,4301 0,4144 0,4157
0,7 0,3950 0,3914 0,3760 0,3772
0,75 0,3512 0,3475 0,3328 0,3339
0,8 0,3011 0,2975 0,2839 0,2848
0,85 0,2433 0,2400 0,2280 0,2288
0,9 0,1758 0,1731 0,1636 0,1642
0,95 0,0959 0,0942 0,0886 0,0889
1,05 0,0866 0,0848 0,0796 0,0798
1,1 0,1461 0,1430 0,1346 0,1348
1,15 0,1886 0,1844 0,1739 0,1740
1,2 0,2197 0,2146 0,2026 0,2027
1,25 0,2428 0,2369 0,2239 0,2238
1,3 0,2602 0,2536 0,2397 0,2395
1,35 0,2733 0,2660 0,2514 0,2511
1,4 0,2830 0,2751 0,2600 0,2596
1,45 0,2902 0,2816 0,2661 0,2655
1,5 0,2954 0,2862 0,2703 0,2696
1,55 0,2989 0,2891 0,2729 0,2720
1,6 0,3010 0,2907 0,2742 0,2732
1,65 0,3021 0,2912 0,2745 0,2733
1,7 0,3022 0,2909 0,2739 0,2726
1,75 0,3016 0,2898 0,2727 0,2712
1,8 0,3004 0,2880 0,2708 0,2692
1,85 0,2986 0,2858 0,2684 0,2667
1,9 0,2964 0,2831 0,2656 0,2638
1,95 0,2938 0,2801 0,2625 0,2605
2 0,2908 0,2767 0,2591 0,2570

у портфелі k не є фіксованою, а зростає до нескінченності разом з обсягом
вибірки історичних даних n, так, що k/n прямує до сталої c. Розглянуто
два випадки: c < 1 та c > 1. Запропоновано стиснену оцінку. На
основі критерію мінімізації позавибіркової дисперсії цієї оцінки виведено
оптимальну інтенсивність стиснення. Оскільки ця величина залежить від
невідомих параметрів розподілу дохідностей активів, побудовано консистентні
оцінки інтенсивності стиснення з використанням засобів теорії випадкових
матриць. На цій основі запропоновано консистентну стиснену оцінку портфеля
з максимальним відношенням Шарпа, яку можна застосовувати на практиці.
Результати імітаційного моделювання показують, що ефективність стисненої
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Табл. 4.3: Інтенсивність стиснення для k = 600
c λmax = 100 λmax = 300 λmax = 500 λmax = 700

0,05 0,6642 0,7053 0,7002 0,7247
0,1 0,6513 0,6931 0,6878 0,7130
0,15 0,6375 0,6801 0,6746 0,7003
0,2 0,6227 0,6659 0,6602 0,6865
0,25 0,6067 0,6506 0,6447 0,6716
0,3 0,5893 0,6339 0,6278 0,6553
0,35 0,5705 0,6157 0,6094 0,6374
0,4 0,5501 0,5957 0,5892 0,6178
0,45 0,5277 0,5737 0,5671 0,5961
0,5 0,5031 0,5493 0,5426 0,5719
0,55 0,4761 0,5222 0,5154 0,5450
0,6 0,4460 0,4919 0,4850 0,5147
0,65 0,4126 0,4577 0,4508 0,4803
0,7 0,3751 0,4189 0,4120 0,4411
0,75 0,3328 0,3745 0,3678 0,3958
0,8 0,2846 0,3231 0,3168 0,3430
0,85 0,2293 0,2629 0,2573 0,2806
0,9 0,1651 0,1916 0,1870 0,2057
0,95 0,0897 0,1056 0,1028 0,1142
1,05 0,0814 0,0958 0,0932 0,1037
1,1 0,1383 0,1609 0,1567 0,1729
1,15 0,1795 0,2071 0,2019 0,2215
1,2 0,2102 0,2408 0,2349 0,2567
1,25 0,2334 0,2660 0,2596 0,2827
1,3 0,2512 0,2851 0,2783 0,3023
1,35 0,2648 0,2996 0,2924 0,3171
1,4 0,2753 0,3106 0,3031 0,3282
1,45 0,2833 0,3189 0,3111 0,3365
1,5 0,2893 0,3250 0,3170 0,3426
1,55 0,2937 0,3294 0,3212 0,3469
1,6 0,2969 0,3324 0,3241 0,3498
1,65 0,2989 0,3343 0,3258 0,3515
1,7 0,3001 0,3352 0,3265 0,3522
1,75 0,3005 0,3353 0,3265 0,3521
1,8 0,3003 0,3348 0,3258 0,3513
1,85 0,2995 0,3337 0,3245 0,3500
1,9 0,2983 0,3321 0,3227 0,3481
1,95 0,2967 0,3301 0,3206 0,3458
2 0,2948 0,3277 0,3181 0,3432

оцінки (виміряна відносним відхиленням її дисперсії від істинного значення)
переважає ефективність вибіркової оцінки для всіх значень c, окрім випадку,
коли c близьке до 0.

Перспективними напрямами подальших досліджень є: (i) емпірична
перевірка на реальних наборах активів за різних ринкових режимів; (ii)
альтернативні цільові портфелі стиснення замість w0 (наприклад, факторні або
секторально-нейтральні); (iii) робастні оцінки коваріаційної матриці в межах
того самого критерію позавибіркової дисперсії; (iv) врахування обмежень
типу заборони коротких продажів та трансакційних витрат; (v) застосування
критерію мінімізації Value-at-Risk не лише для портфеля з максимальним
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відношенням Шарпа, а й для портфеля з найменшою дисперсією та портфеля
з найменшим VaR. Окремим важливим напрямом є дослідження статистичних
властивостей стисненої оцінки відношення Шарпа портфеля. Варто зазначити,
що стиснені оцінки не залежать від конкретного розподілу: припускається
лише існування четвертого моменту вектора дохідностей активів. Проте
для статистичного висновку щодо побудованого портфеля потрібні сильніші
припущення щодо поведінки вектора дохідностей; класичним є припущення
про нормальний розподіл, за якого статистичний аналіз оцінок портфелів з
найменшою дисперсією та з максимальною очікуваною корисністю здійснено
у [83, 84].

Результати розділу опубліковано у [90].
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ВИСНОВКИ

Дисертаційна робота є завершеним науково-практичним дослідженням, у якому
розв’язано науково-прикладну задачу математичного моделювання поведінки
та імовірнісно-статистичного аналізу вибіркових оцінок характеристик
портфелів фінансових активів за різних припущень щодо розподілу
дохідностей та у випадку, коли кількість активів є зіставною з обсягом
вибірки. При цьому отримано такі основні результати та висновки.

1. Проведено математичне моделювання поведінки вибіркових оцінок
відношення Шарпа та значення Value-at-Risk портфеля з найменшою
дисперсією. Знайдено асимптотичний розподіл кожної з цих оцінок для
випадку, коли вектор дохідностей активів описується багатовимірним
еліптичним розподілом за неавтокорельованих реалізацій. Показано, що
асимптотичні дисперсії залежать від параметра ексцесу λ еліптичного
розподілу; ці результати є новими і для нормального розподілу як часткового
випадку. На основі знайденого асимптотичного розподілу побудовано
виправлені оцінки, які усувають зміщення вибіркової оцінки. Результати
опубліковано у [80].

2. Знайдено асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення
Шарпа портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за двох припущень
щодо вектора дохідностей активів: еліптичного розподілу з незалежними
реалізаціями та слабко стаціонарного гауссівського процесу. На цій основі
побудовано інтервали довіри для відношення Шарпа й розроблено процедуру
перевірки статистичної значущості його відмінності від нуля. Обчислено
максимальний рівень довіри α∗ Value-at-Risk, за якого відношення Шарпа
є статистично значущо відмінним від нуля. Коректність асимптотичного
наближення підтверджено імітаційним моделюванням для нормального, t-
розподілу Стьюдента, розподілу Лапласа та процесу VAR(1), а також аналізом
реальних даних індексу Dow Jones. Результати опубліковано у [81].

3. Побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з найменшою дисперсією
у задачі високої розмірності, коли відношення кількості активів до обсягу
вибірки k/n → c > 0. Показано, що критерій максимізації відношення Шарпа
для вибору оптимальної інтенсивності стиснення застосувати неможливо,
що й обґрунтовує вибір критерію максимізації асимптотичного відношення
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очікуваної дохідності до дисперсії портфеля. Доведено, що в обох режимах —
c < 1 та c > 1 (з використанням псевдооберненої матриці Мура–Пенроуза) —
ця інтенсивність збігається до детермінованої граничної величини. Отримано
консистентні оцінки параметрів стиснення; на їх основі сформульовано
покроковий алгоритм практичної реалізації. Результати опубліковано у [82].

4. Побудовано стиснену оцінку ваг портфеля з максимальним
відношенням Шарпа на основі критерію мінімізації позавибіркової дисперсії.
Доведено, що при n → ∞, k/n → c оптимальна інтенсивність стиснення
збігається до детермінованих граничних значень як у випадку c < 1, так і
у випадку c > 1. Отримано формули для оцінки відносної зміни дисперсії
при переході від вибіркової до стисненої оцінки. На основі результатів теорії
випадкових матриць побудовано консистентні оцінки параметрів стиснення та
сформульовано практичний алгоритм. Числовий аналіз показав, що стиснена
оцінка має суттєво меншу дисперсію, ніж вибіркова, для усіх значень c, окрім
близьких до нуля. Результати опубліковано у [90].

5. Розроблено програмний комплекс для порівняння вибіркових та
стиснених оцінок характеристик портфелів. Комплекс реалізує генерування
вибірок з еліптичних розподілів і автокорельованого процесу VAR(1),
обчислення вибіркових та виправлених оцінок відношення Шарпа й Value-at-
Risk, побудову стиснених оцінок ваг портфелів GMV та MSR для обох режимів
c < 1 та c > 1, а також обчислення емпіричних характеристик якості оцінок
(зміщення, дисперсії, середньоквадратичної похибки) методом Монте-Карло.
Програмний комплекс (детальний опис наведено у Додатку A) використано
для проведення усіх імітаційних експериментів дисертаційної роботи.

Наукова новизна одержаних результатів

Усі основні результати дисертації є новими. Зокрема:

1. знайдено асимптотичний розподіл вибіркових оцінок відношення Шарпа
та Value-at-Risk портфеля з найменшою дисперсією за припущення
багатовимірного еліптичного розподілу вектора дохідностей з
неавтокорельованими реалізаціями, у рамках якого встановлено
залежність асимптотичних дисперсій від параметра ексцесу λ

еліптичного розподілу; ці результати є новими і для нормального
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розподілу як часткового випадку; побудовано виправлені оцінки;

2. отримано асимптотичний розподіл вибіркової оцінки відношення Шарпа
портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk за двох припущень щодо
вектора дохідностей активів: багатовимірного еліптичного розподілу
з незалежними реалізаціями та слабко стаціонарного гауссівського
процесу з автокореляцією; на цій основі побудовано інтервали довіри
та сформульовано процедуру перевірки значущості відношення Шарпа;
обчислено максимальний рівень довіри VaR, за якого відношення Шарпа
є значущо відмінним від нуля;

3. запропоновано підхід до побудови стисненої оцінки ваг портфеля
з найменшою дисперсією за критерієм максимізації позавибіркового
відношення очікуваної дохідності до дисперсії; доведено неможливість
використання критерію максимізації відношення Шарпа для визначення
оптимальної інтенсивності стиснення; знайдено граничні значення
оптимальної інтенсивності стиснення в обох режимах c < 1 та c > 1;

4. запропоновано підхід до побудови стисненої оцінки ваг портфеля з
максимальним відношенням Шарпа на основі мінімізації позавибіркової
дисперсії, оскільки критерій максимізації відношення Шарпа не
може бути використаний; знайдено в замкненій формі оптимальну
інтенсивність стиснення; побудовано її консистентні оцінки з
використанням результатів теорії випадкових матриць.

Практичне значення одержаних результатів

Практичне значення дисертаційної роботи полягає у наступному: побудовано
розрахункові формули та інтервали довіри для відношення Шарпа і Value-
at-Risk портфелів з найменшою дисперсією та найменшим рівнем VaR, які
дають змогу кількісно оцінювати точність відповідних вибіркових оцінок
при управлінні інвестиційними портфелями. Побудовані стиснені оцінки ваг
портфелів GMV та MSR можуть бути безпосередньо застосовані у задачах
розподілу капіталу, у яких кількість активів є зіставною з обсягом доступних
історичних спостережень або перевищує його. Розроблений програмний
комплекс для порівняння вибіркових та стиснених оцінок використано
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при виконанні наукових досліджень в Інституті прикладних проблем
механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України в межах науково-
дослідних тем «Математичні моделі та аналітично-числові методи дослідження
хвильових і нерівноважних процесів різної фізичної природи у неоднорідних
середовищах» (2024–2028 рр., номер державної реєстрації 0124U000739)
та «Математичне моделювання та ідентифікація захисних поверхневих і
структурних властивостей матеріалів щодо механічних, теплових, акустичних
та електромагнітних впливів» (2025–2026 рр., номер державної реєстрації
0125U000322), а також у межах науково-дослідної теми Львівського
національного університету імені Івана Франка «Математичні моделі та
методи в теорії портфеля» (номер державної реєстрації 0124U002266); в усіх
зазначених темах здобувач брав участь як виконавець. Окремі результати
теоретичного і практичного характеру можуть бути використані у навчальному
процесі при викладанні нормативних та спеціальних курсів з прикладної
математики, математичної статистики та фінансової математики для студентів
закладів вищої освіти.

Перспективи подальших досліджень

Перспективними напрямками подальших досліджень є: емпірична перевірка
стиснених оцінок на широкому колі реальних портфелів за різних
ринкових умов, у тому числі у періоди підвищеної волатильності; вивчення
альтернативних базових (target) портфелів — факторно-структурованих та
секторно-нейтральних; узагальнення підходу до мінімізації Value-at-Risk
як критерію оптимальності стиснення не лише для портфеля MSR, а й
для портфелів GMV та min-VaR; дослідження статистичних властивостей
стисненої оцінки відношення Шарпа портфеля.



149

СПИСОК ВИКОРИСТАНИХ ДЖЕРЕЛ

[1] Markowitz, H. (1952). Portfolio selection. Journal of Finance, 7, 77–91.

[2] Bilushchak, Yu., Chernukha, O. et al. (2025). Statistical Modeling of Reliable
Intervals for Solutions to Linear Transfer Problems Under Boundary Experi-
mental Data.Mathematical and Computational Applications, 30(4), Art. 89.

[3] Chernukha, O., Pukach, P., Bilushchak, H., Bilushchak, Yu., Vovk, M. (2024).
Advanced Statistical Approach for the Mathematical Modeling of Transfer
Processes in a Layer Based on Experimental Data at the Boundary. Symmetry,
16(7), Art. 802.

[4] Melnyk, B., Kozak, Y., Melnyk, N., Dyyak, I., Yatsyshyn, M. (2025). Research
into the Effectiveness of Using the Stochastic Optimization Method in Con-
structing Discrete Dynamic Models. Proceedings – International Conference
on Advanced Computer Information Technologies (ACIT), pp. 28–34.

[5] Bodnar, T., Schmid, W. (2009). Econometrical analysis of the sample efficient
frontier. The European Journal of Finance, 15, 317–335.

[6] Okhrin, Y., Schmid, W. (2006). Distributional properties of optimal portfolio
weights. Journal of Econometrics, 134, 235–256.

[7] Bodnar, T., Schmid, W., Zabolotskyy, T. (2009). Statistical inference of the
efficient frontier for dependent asset returns. Statistical Papers, 50, 593–604.

[8] Bodnar, T., Zabolotskyy, T. (2017). How risky is the optimal portfolio which
maximizes the Sharpe ratio? ASTA – Advances in Statistical Analysis, 101, 1–
28.

[9] Schmid, W., Zabolotskyy, T. (2008). On the existence of unbiased estimators
for the portfolio weights obtained by maximizing the Sharpe ratio. ASTA –
Advances in Statistical Analysis, 92, 29–34.

[10] Ledoit, O., Wolf, M. (2003). Improved estimation of the covariance matrix of
stock returns with an application to portfolio selection. Journal of Empirical
Finance, 10, 603–621.



150

[11] Ledoit, O., Wolf, M. (2004). A well-conditioned estimator for large-
dimensional covariance matrices. Journal of Multivariate Analysis, 88, 365–
411.

[12] Bodnar, T., Parolya, N., Schmid, W. (2018). Estimation of the global minimum
variance portfolio in high dimensions. European Journal of Operational
Research, 266(1), 371–390.

[13] Bodnar, T., Okhrin, Y., Parolya, N. (2021). Optimal Shrinkage-Based Portfolio
Selection in High Dimensions. Journal of Business & Economic Statistics,
41(1), 140–156.

[14] Marchenko, V.A., Pastur, L. A. (1967). Distribution of eigenvalues for some
sets of random matrices. Sbornik: Mathematics, 1, 457–483.

[15] Silverstein, J.W. (1995). Strong convergence of the empirical distribution of
eigenvalues of large-dimensional random matrices. Journal of Multivariate
Analysis, 55, 331–339.

[16] Bai, Z. D., Silverstein, J.W. (2010). Spectral analysis of large dimensional
random matrices. Springer. 568 p.

[17] Markowitz, H. (1968). Portfolio selection: Efficient diversification of invest-
ments. 2nd ed. Yale University Press. 271 p.

[18] Merton, R. C. (1972). An analytic derivation of the efficient portfolio frontier.
Journal of Financial and Quantitative Analysis, 7, 1851–1872.

[19] Tobin, J. (1958). Liquidity preference as behavior towards risk. Review of
Economic Studies, 25, 65–86.

[20] Sharpe, W. F. (1964). Capital asset prices: A theory of market equilibrium under
conditions of risk. Journal of Finance, 19, 425–442.

[21] Lintner, J. (1965). The valuation of risk assets and the selection of risky
investments in stock portfolios and capital budgets. Review of Economics and
Statistics, 47, 13–37.

[22] Roll, R. (1977). A critique of the asset pricing theory’s tests. Journal of
Financial Economics, 4, 129–176.



151

[23] Sharpe, W. F. (2007). Expected utility asset allocation. Financial Analysts
Journal, 63(5), 18–30.

[24] Bodnar, T., Schmid, W. (2008). A test for the weights of the global minimum
variance portfolio in an elliptical model.Metrika, 67, 127–143.

[25] Sharpe, W. F. (1966). Mutual fund performance. Journal of Business, 39, 119–
138.

[26] Lo, A.W. (2002). The statistics of Sharpe ratios. Financial Analysts Journal,
58, 36–52.

[27] Opdyke, J. D. (2007). Comparing Sharpe ratios: So where are the p-values?
Journal of Asset Management, 8, 308–336.

[28] Jobson, J. D., Korkie, B. (1981). Performance hypothesis testingwith the Sharpe
and Treynor measures. Journal of Finance, 36, 889–908.

[29] Gibbons, M. R., Ross, S. A., Shanken, J. (1989). A test of the efficiency of a
given portfolio. Econometric Reviews, 8, 121–152.

[30] Ledoit, O., Wolf, M. (2008). Robust performance hypothesis testing with the
Sharpe ratio. Journal of Empirical Finance, 15, 850–859.

[31] Schmid, W., Zabolotskyy, T. (2008). On the existence of unbiased estimators
for the portfolio weights. ASTA – Advances in Statistical Analysis, 92, 29–34.

[32] Jorion, P. (2006). Value at Risk: The New Benchmark for Managing Financial
Risk. 3rd ed. McGraw-Hill. 596 p.

[33] Artzner, P., Delbaen, F., Eber, J.M., Heath, D. (1999). Coherent measures of
risk. Mathematical Finance, 9, 203–228.

[34] Pflug, G. C. (2000). Some remarks on the value-at-risk and conditional value-at-
risk. Probabilistic Constrained Optimization: Methodology and Applications,
Kluwer Academic Publishers, 272–281.

[35] Rockafellar, R. T., Uryasev, S. (2000). Optimization of conditional value-at-
risk. Journal of Risk, 2, 21–41.



152

[36] Rockafellar, R. T., Uryasev, S. (2002). Conditional value-at-risk for general loss
distributions. Journal of Banking & Finance, 26, 1443–1471.

[37] Acerbi, C., Tasche, D. (2002). On the coherence of expected shortfall. Journal
of Banking & Finance, 26, 1487–1503.

[38] Yamai, Y., Yoshiba, T. (2005). Value-at-risk versus expected shortfall: A
practical perspective. Journal of Banking & Finance, 29, 997–1015.

[39] McNeil, A. J., Frey, R., Embrechts, P. (2005). Quantitative Risk Management:
Concepts, Techniques, and Tools. 2nd ed. Princeton University Press. 680 p.

[40] Alexander, G. J., Baptista, A.M. (2002). Economic implication of using amean-
VaR model for portfolio selection. Journal of Economic Dynamics & Control,
26, 1159–1193.

[41] Bodnar, T., Schmid, W., Zabolotskyy, T. (2012). Minimum VaR and minimum
CVaR optimal portfolios: estimators, confidence regions, and tests. Statistics
and Risk Modeling, 29, 281–314.

[42] Bodnar, T., Schmid, W., Zabolotskyy, T. (2013). Asymptotic behavior of the
estimated weights and of the estimated performance measures of the minimum
VaR and the minimum CVaR optimal portfolios for dependent data. Metrica,
76, 1105–1134.

[43] Michaud, R. O. (1989). The Markowitz Optimization Enigma: Is ’Optimized’
Optimal? Financial Analysts Journal, 45, 31–42.

[44] Best, M. J., Grauer, R. R. (1991). On the sensitivity of mean-variance-efficient
portfolios to changes in asset means: Some analytical and computational results.
Review of Financial Studies, 4, 315–342.

[45] Green, R. C., Hollifield, B. (1992). When will mean-variance efficient portfo-
lios be well diversified? Journal of Finance, 47, 1785–1809.

[46] DeMiguel, V., Garlappi, L., Uppal, R. (2009). Optimal versus naive diversifica-
tion: How inefficient is the 1/N portfolio strategy? Review of Financial Studies,
22, 1915–1953.



153

[47] Britten-Jones, M. (1999). The sampling error in estimates of mean-variance
efficient portfolio weights. Journal of Finance, 54, 655–671.

[48] Kan, R., Zhou, G. (2007). Optimal portfolio choice with parameter uncertainty.
Journal of Financial and Quantitative Analysis, 42, 621–656.

[49] Bodnar, T., Zabolotskyy, T. (2010). Sample efficient frontier in multivariate
conditionally heteroscedastic elliptical models. Statistics, 44, Issue 1, 1–15.

[50] Zabolotskyi, M.V., Zabolotskyi, T.M. (2019). Testing the equivalence of
portfolios with the maximum Sharpe ratio and the maximum expected utility.
Bulletin of Lviv University, Series: Mechanics and Mathematics, 88, 128–133.

[51] Zabolotskyi, M., Zabolotskyi, T., Dmytriv, O. (2023). Statistical analysis of the
Sharpe ratio of the maximum Sharpe ratio portfolio. Bulletin of Lviv University,
Series: Mechanics and Mathematics, 95, 94–104.

[52] Serfling, R. J. (1980). Approximation Theorems of Mathematical Statistics.
Wiley. 371 p.

[53] van der Vaart, A.W. (1998). Asymptotic Statistics. Cambridge University Press.
443 p.

[54] DasGupta, A. (2008). Asymptotic Theory of Statistics and Probability. Springer.
722 p.

[55] Muirhead, R. J. (1982). Aspects of Multivariate Statistical Theory. Wiley. 673 p.

[56] El Karoui, N., Koehl, A., Pun, C. S. (2010). Assessing and understanding the
empirical likelihood method. International Journal of Theoretical and Applied
Finance, 13, 1343–1382.

[57] Rubio, F., Mestre, X. (2011). A robust bootstrap method for portfolio optimiza-
tion. IEEE Transactions on Signal Processing, 59, 5173–5188.

[58] Wigner, E. P. (1955). Characteristic vectors of bordered matrices with infinite
dimensions. Annals of Mathematics, 62, 548–564.

[59] Bai, Z. D., Yin, Y.Q. (1993). Limit of the smallest eigenvalue of a large
dimensional sample covariance matrix. Annals of Probability, 21, 1275–1294.



154

[60] Yao, J., Zheng, S., Bai, Z. D. (2015). Large Sample Covariance Matrices and
High-Dimensional Data Analysis. Cambridge University Press. 586 p.

[61] Paul, D. (2007). Asymptotics of sample eigenstructure for a large dimensional
spiked covariance model. Statistica Sinica, 17, 1617–1642.

[62] Johnstone, I.M., Lu, A.Y. (2009). On consistency and sparsity for principal
components analysis in high dimensions. Journal of the American Statistical
Association, 104, 682–693.

[63] El Karoui, N. (2008). Operator norm consistent estimation of large-dimensional
sparse covariance matrices. Annals of Statistics, 36, 2717–2756.

[64] Stein, C. (1956). Inadmissibility of the usual estimator for the mean of a
multivariate normal distribution. Proceedings of the Third Berkeley Symposium
on Mathematical Statistics and Probability, 1, 197–206.

[65] James, W., Stein, C. (1961). Estimation with quadratic loss. Proceedings of
the Fourth Berkeley Symposium on Mathematical Statistics and Probability,
1, 361–379.

[66] Ledoit, O., Wolf, M. (2012). Nonlinear shrinkage estimation of large-
dimensional covariance matrices. Annals of Statistics, 40, 1024–1060.

[67] Ledoit, O., Wolf, M. (2017). Nonlinear shrinkage of the covariance matrix for
portfolio selection: Markowitz meets Goldfarb and Stein. Review of Financial
Studies, 30, 4349–4388.

[68] Ledoit, O., Wolf, M. (2020). The power of (non-)linear shrinking: A review and
guide to covariance matrix estimation. Journal of Financial Econometrics, 18,
172–209.

[69] Golosnoy, V., Okhrin, Y. (2007). Multivariate shrinkage for optimal portfolio
weights. European Journal of Finance, 13, 441–458.

[70] Jagannathan, R., Ma, T. (2003). Risk reduction in large portfolios: Why
imposing the wrong constraints helps. Journal of Finance, 58, 1651–1684.



155

[71] Tu, J., Zhou, G. (2011). Markowitz meets Talmud: A combination of sophisti-
cated and naive diversification strategies. Journal of Financial Economics, 99,
204–215.

[72] Bodnar, T., Okhrin, Y., Parolya, N. (2022). Recent advances in shrinkage-based
high-dimensional portfolio optimization.Working paper.

[73] Bodnar, T., Hautsch, N., Okhrin, Y., Parolya, N. (2025). Consistent estimation
of the high-dimensional efficient frontier. The European Journal of Finance,
1–28.

[74] Fang, K. T., Kotz, S., Ng, K.W. (1990). Symmetric Multivariate and Related
Distributions. Chapman and Hall. 220 p.

[75] Cambanis, S., Huang, S., Simons, G. (1981). On the theory of elliptically
contoured distributions. Journal of Multivariate Analysis, 11, 368–385.

[76] Kelker, D., Anderson, T.W. (1970). Multivariate student’s t distribution.
Journal of the Royal Statistical Society, Series B, 32, 73–85.

[77] Gupta, A. K., Varga, T. (2013). Elliptically Contoured Models in Statistics and
Portfolio Theory. 2nd ed. Springer. 321 p.

[78] Anderson, T.W. (2003). An Introduction to Multivariate Statistical Analysis.
3rd ed. Wiley. 721 p.

[79] Gupta, A.K., Varga, T., Bodnar, T. (2013). Elliptically contoured models in
statistics and portfolio theory. Springer. 321 p.

[80] Заболоцький, М. В., Заболоцький, Т.М., Цяпа, О. В. (2024). Статистичний
аналіз характеристик портфеля з найменшою дисперсією. Вісник
Львівського університету, Серія прикладна математика та
інформатика, Вип. 33, С. 123–132.

[81] Заболоцький, М. В., Заболоцький, Т.М., Цяпа, О. В. (2023). Статистичний
аналіз відношення Шарпа портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk.
Математичні методи та фізико-механічні поля, Т. 66, No 3–4, С. 208–226.

[82] Заболоцький, Т.М., Цяпа, О. В. (2025). Стиснена оцінка ваг портфеля
з найменшою дисперсією на основі максимізації відношення очікувана



156

дохідність–дисперсія. Прикладні проблеми механіки і математики,
Вип. 32, С. 94–105.

[83] Bodnar, T., Dmytriv, S., Parolya, N., Schmid, W. (2019). Tests for the weights
of the global minimum variance portfolio. IEEE Transactions on Signal
Processing, 67, 4479–4494.

[84] Bodnar, T., Dmytriv, S., Okhrin, Y., Parolya, N., Schmid, W. (2020). Optimal
shrinkage-based portfolio selection in high dimensions. IEEE Transactions on
Signal Processing, 68, 4438–4450.

[85] Qi, Y., Liu, T., Zhang, S., Zhang, Y. (2023). Robust Markowitz: comprehen-
sively maximizing Sharpe ratio by parametric-quadratic programming. Journal
of Industrial and Management Optimization, 19(2), 1426–1446.

[86] Le Cam, L., Yang, G. L. (2000).Asymptotics in Statistics: Some Basic Concepts.
Springer, New York.

[87] Bodnar, T., Mazur, S., Okhrin, Y. (2017). Bayesian estimation of the global
minimum variance portfolio. European Journal of Operational Research, 256,
292–307.

[88] Johnstone, I.M. (2001). On the distribution of the largest eigenvalue in principal
components analysis. Annals of Statistics, 29, 295–327.

[89] Horn, R. A., Johnson, C. R. (1985). Matrix Analysis. Cambridge University
Press, Cambridge. 662 p.

[90] Zabolotskyy, T., Tsyapa, O. (2025). Shrinkage-Based Estimation of the Max-
imum Sharpe Ratio Portfolio via Minimization of Out-of-Sample Variance.
WSEAS Transactions on Mathematics, 24, 660–670.



157

ДОДАТОК А: ОПИС ПРОГРАМНОГО ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ТА
ОБЧИСЛЮВАЛЬНОГО СЕРЕДОВИЩА

У цьому додатку наведено опис програмного комплексу для порівняння
вибіркових та стиснених оцінок характеристик портфелів фінансових
активів, який було використано для проведення імітаційних експериментів
дисертаційної роботи. Реалізацію виконано мовою програмування Python 3.10
з використанням бібліотек NumPy, SciPy, pandas та Matplotlib. Нижче подано
основні модулі комплексу та фрагменти реалізації мовою Python.

A.1. Обчислювальне середовище

Усі обчислення виконано на персональному комп’ютері з такою конфігурацією:
процесор Intel Core i7 (8 ядер, 2,8 ГГц), 16 ГБ оперативної пам’яті, операційна
система Linux Ubuntu 22.04. Програмний стек:

• Python 3.10;

• NumPy 1.26 — лінійна алгебра, генерування випадкових чисел;

• SciPy 1.11 — статистичні розподіли та квантильні функції;

• pandas 2.1 — обробка таблиць результатів;

• Matplotlib 3.8 — графіки;

• multiprocessing зі стандартної бібліотеки — паралельні запуски
Монте-Карло.

Для відтворюваності результатів усі генератори випадкових чисел
ініціалізовано фіксованим зерном seed=12345.

A.2. Структура програмного комплексу

Програмний комплекс організовано у вигляді чотирьох модулів, які
зосереджують функції за призначенням:
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• data_gen.py—генерування вибірок з еліптичних розподілів та з процесу
VAR(1);

• portfolio.py—обчислення ваг та характеристик портфелів GMV,MSR,
min-VaR;

• shrinkage.py— побудова стиснених оцінок ваг для c < 1 та c > 1;

• simulate.py — модуль Монте-Карло симуляції, що порівнює вибіркові
та стиснені оцінки.

A.3. Генерування вибірок

Наведений нижче код реалізує генерування n незалежних реалізацій k-
вимірного вектора дохідностей з нормального, t-розподілу Стьюдента,
розподілу Лапласа та з гауссівського процесу VAR(1).

# data_gen.py

import numpy as np

from scipy.linalg import cholesky

def sample_normal(n, mu, Sigma, rng):

L = cholesky(Sigma, lower=True)

Z = rng.standard_normal(size=(n, mu.size))

return mu + Z @ L.T

def sample_student_t(n, mu, Sigma, df, rng):

k = mu.size

L = cholesky(Sigma, lower=True)

Z = rng.standard_normal(size=(n, k))

chi2 = rng.chisquare(df, size=n)

scale = np.sqrt(df / chi2)[:, None]

return mu + scale * (Z @ L.T)

def sample_laplace(n, mu, Sigma, rng):

k = mu.size

L = cholesky(Sigma, lower=True)

Z = rng.standard_normal(size=(n, k))

W = rng.exponential(scale=1.0, size=(n, 1))

return mu + np.sqrt(W) * (Z @ L.T)
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def sample_var1(n, mu, Sigma, A, rng, burn_in=200):

k = mu.size

L = cholesky(Sigma, lower=True)

X = np.zeros((n + burn_in, k))

X[0] = mu

for t in range(1, n + burn_in):

eps = L @ rng.standard_normal(size=k)

X[t] = mu + A @ (X[t - 1] - mu) + eps

return X[burn_in:]

A.4. Обчислення ваг та характеристик портфелів

Модуль містить обчислення ваг портфелів GMV, MSR та min-VaR, а також
відношення Шарпа і VaR. Для випадку c > 1 використано псевдообернену
матрицю Мура–Пенроуза numpy.linalg.pinv.

# portfolio.py

import numpy as np

from scipy.stats import norm

def sample_moments(X):

mu_hat = X.mean(axis=0)

Sigma_hat = np.cov(X, rowvar=False, ddof=1)

return mu_hat, Sigma_hat

def gmv_weights(Sigma):

k = Sigma.shape[0]

ones = np.ones(k)

try:

z = np.linalg.solve(Sigma, ones)

except np.linalg.LinAlgError:

z = np.linalg.pinv(Sigma) @ ones

return z / (ones @ z)

def msr_weights(mu, Sigma):

k = Sigma.shape[0]

ones = np.ones(k)

try:

z = np.linalg.solve(Sigma, mu)

except np.linalg.LinAlgError:

z = np.linalg.pinv(Sigma) @ mu

return z / (ones @ z)
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def portfolio_moments(w, mu, Sigma):

R = float(w @ mu)

V = float(w @ Sigma @ w)

return R, V

def sharpe_ratio(w, mu, Sigma, rf=0.0):

R, V = portfolio_moments(w, mu, Sigma)

return (R - rf) / np.sqrt(V)

def value_at_risk(w, mu, Sigma, alpha=0.05):

R, V = portfolio_moments(w, mu, Sigma)

return -(R + norm.ppf(alpha) * np.sqrt(V))

def min_var_weights(mu, Sigma, alpha=0.05):

# ваги портфеля з найменшим VaR, аналітичний розв'язок

k = Sigma.shape[0]

ones = np.ones(k)

S_inv = np.linalg.pinv(Sigma)

A = ones @ S_inv @ ones

B = ones @ S_inv @ mu

C = mu @ S_inv @ mu

z = norm.ppf(alpha)

d2 = z**2 - (C - B**2 / A)

if d2 <= 0:

return gmv_weights(Sigma)

t = -np.sqrt((C - B**2 / A) / (z**2 - (C - B**2 / A)))

return gmv_weights(Sigma) + t * (S_inv @ (mu - (B / A) * ones))

A.5. Побудова стиснених оцінок ваг портфелів

Наведений нижче код реалізує стиснені оцінки ваг портфелів GMV та MSR
як для режиму c < 1, так і для режиму c > 1. Функції повертають вектор
ваг стисненого портфеля та консистентну оцінку оптимальної інтенсивності
стиснення α̂∗ (відповідно α̂+).

# shrinkage.py

import numpy as np

from portfolio import (

sample_moments, gmv_weights, msr_weights, portfolio_moments

)
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def _clip01(x):

return float(min(1.0, max(0.0, x)))

def shrinkage_gmv(X, w0=None):

n, k = X.shape

mu_hat, S_hat = sample_moments(X)

if w0 is None:

w0 = np.ones(k) / k

c = k / n

if c < 1.0:

w_smp = gmv_weights(S_hat)

# консистентна оцінка alpha^* за критерієм Return/Var

R_smp, V_smp = portfolio_moments(w_smp, mu_hat, S_hat)

R0, V0 = portfolio_moments(w0, mu_hat, S_hat)

denom = (R_smp - R0) ** 2 + (V_smp - 2.0 * (w_smp @ S_hat @ w0)

+ V0) * c / (1.0 - c)

alpha = (R_smp - R0) ** 2 / denom if denom > 0 else 0.0

else:

S_star = np.linalg.pinv(S_hat)

ones = np.ones(k)

z = S_star @ ones

w_smp = z / (ones @ z)

R_smp, V_smp = portfolio_moments(w_smp, mu_hat, S_hat)

R0, V0 = portfolio_moments(w0, mu_hat, S_hat)

denom = (R_smp - R0) ** 2 + (V_smp - 2.0 * (w_smp @ S_hat @ w0)

+ V0) * (c - 1.0) / c

alpha = (R_smp - R0) ** 2 / denom if denom > 0 else 0.0

alpha = _clip01(alpha)

return alpha * w_smp + (1.0 - alpha) * w0, alpha

def shrinkage_msr(X, w0=None):

n, k = X.shape

mu_hat, S_hat = sample_moments(X)

if w0 is None:

w0 = np.ones(k) / k

c = k / n

if c < 1.0:

w_smp = msr_weights(mu_hat, S_hat)

else:

S_star = np.linalg.pinv(S_hat)

ones = np.ones(k)

z = S_star @ mu_hat

w_smp = z / (ones @ z)

# оптимальна alpha за критерієм min Var(w_SH)

V_smp = float(w_smp @ S_hat @ w_smp)
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V_0 = float(w0 @ S_hat @ w0)

V_cross = float(w_smp @ S_hat @ w0)

num = V_0 - V_cross

den = V_smp - 2.0 * V_cross + V_0

alpha = _clip01(num / den) if den > 0 else 0.0

return alpha * w_smp + (1.0 - alpha) * w0, alpha

A.6. Модуль Монте-Карло симуляції для порівняння оцінок

Наступний модуль виконує імітаційний експеримент: для заданих параметрів
(k, n,M) він генерує M незалежних вибірок, обчислює вибіркову та стиснену
оцінки ваг портфелів GMV і MSR та повертає їхні емпіричні зміщення,
дисперсії та середньоквадратичні похибки.

# simulate.py

import numpy as np

from data_gen import sample_normal, sample_student_t, sample_laplace

from portfolio import (

gmv_weights, msr_weights, portfolio_moments, sharpe_ratio

)

from shrinkage import shrinkage_gmv, shrinkage_msr

SAMPLERS = {

'normal' : lambda n, mu, S, rng: sample_normal(n, mu, S, rng),

't5' : lambda n, mu, S, rng: sample_student_t(n, mu, S, 5, rng),

'laplace': lambda n, mu, S, rng: sample_laplace(n, mu, S, rng),

}

def monte_carlo(k, n, M, dist='normal', seed=12345, lam_max=300.0):

rng = np.random.default_rng(seed)

mu_true = rng.uniform(-0.3, 0.3, size=k)

eig = np.exp(np.log(lam_max / 0.1) * np.arange(k) / k) * 0.1

Sigma_true = np.diag(eig)

w_gmv_true = gmv_weights(Sigma_true)

w_msr_true = msr_weights(mu_true, Sigma_true)

SR_true_gmv = sharpe_ratio(w_gmv_true, mu_true, Sigma_true)

SR_true_msr = sharpe_ratio(w_msr_true, mu_true, Sigma_true)

sampler = SAMPLERS[dist]

var_smp_gmv = np.empty(M); var_sh_gmv = np.empty(M)

var_smp_msr = np.empty(M); var_sh_msr = np.empty(M)

sr_smp_gmv = np.empty(M); sr_sh_gmv = np.empty(M)

for m in range(M):
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X = sampler(n, mu_true, Sigma_true, rng)

# GMV

w_smp = gmv_weights(np.cov(X, rowvar=False, ddof=1))

w_sh, _ = shrinkage_gmv(X)

var_smp_gmv[m] = w_smp @ Sigma_true @ w_smp

var_sh_gmv[m] = w_sh @ Sigma_true @ w_sh

sr_smp_gmv[m] = sharpe_ratio(w_smp, mu_true, Sigma_true)

sr_sh_gmv[m] = sharpe_ratio(w_sh, mu_true, Sigma_true)

# MSR

w_smp = msr_weights(X.mean(0),

np.cov(X, rowvar=False, ddof=1))

w_sh, _ = shrinkage_msr(X)

var_smp_msr[m] = w_smp @ Sigma_true @ w_smp

var_sh_msr[m] = w_sh @ Sigma_true @ w_sh

out = {

'SR_true_gmv' : SR_true_gmv,

'SR_true_msr' : SR_true_msr,

'mean_var_smp_gmv': var_smp_gmv.mean(),

'mean_var_sh_gmv' : var_sh_gmv.mean(),

'mean_var_smp_msr': var_smp_msr.mean(),

'mean_var_sh_msr' : var_sh_msr.mean(),

'mse_sr_smp_gmv' : ((sr_smp_gmv - SR_true_gmv) ** 2).mean(),

'mse_sr_sh_gmv' : ((sr_sh_gmv - SR_true_gmv) ** 2).mean(),

}

return out

if __name__ == '__main__':

res = monte_carlo(k=100, n=2000, M=100000, dist='normal')

for key, val in res.items():

print(f'{key:>20s}: {val:.6f}')

A.7. Побудова інтервалів довіри для відношення Шарпа

Нижче подано реалізацію асимптотичного методу побудови інтервалу довіри
для відношення Шарпа портфеля з найменшою дисперсією на основі
результатів розділу 2.

# ci.py

import numpy as np

from scipy.stats import norm

from portfolio import gmv_weights, sharpe_ratio

def asymptotic_ci_sr_gmv(X, level=0.95, lam=0.0):
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n, k = X.shape

mu = X.mean(0)

S = np.cov(X, rowvar=False, ddof=1)

w = gmv_weights(S)

sr_hat = sharpe_ratio(w, mu, S)

V = float(w @ S @ w)

# асимптотична дисперсія для еліптичного розподілу

var_sr = (1.0 + 0.5 * sr_hat**2 * (1.0 + lam)) / n

z = norm.ppf(0.5 + 0.5 * level)

half = z * np.sqrt(var_sr)

return sr_hat - half, sr_hat + half

A.8. Час обчислень та масштабування

Час виконання імітаційного експерименту лінійно зростає з кількістю реплікM
та обсягом вибірки n, а основну обчислювальну вартість на кожній репліці
становить обернення (або псевдообернення) вибіркової коваріаційної матриці
розміру k × k. Імітаційне дослідження розділу 2 проведено за M = 100 000

реплік для розмірностей k ≤ 100 та обсягів вибірки n ≤ 5000. Обчислення
розпаралелено за допомогою multiprocessing.Pool (8 процесів), що на
конфігурації з п. A.1 дає прискорення приблизно у 6 разів; об’єм оперативної
пам’яті не перевищує 4 ГБ для усіх розглянутих у роботі значень (k, n).
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