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ВСТУП 

 

Актуальність теми. Композиційні, градієнтні і, зокрема, шаруваті матеріа-

ли широко використовуються в сучасній інженерній практиці. Їх важливою 

особливістю є можливість поєднання в одній структурі різних за технологічним 

призначенням матеріалів, що дає змогу наділити конструкційний елемент 

оптимальним спектром необхідних властивостей (теплоізоляційних, волого-

відштовхуючих, корозійностійких, тощо) за збереження належної міцності та 

формостабільності. Проте, поряд з багатьма технічно важливими перевагами 

композиційні матеріали мають ряд суттєвих недоліків, пов’язаних із тим, що 

часто фізико-механічні властивості окремих компонент погано узгоджені з пог-

ляду механічної взаємодії, а це може призводити до специфічних видів руйну-

вання (розшарування, місцевих розривів, порушення адгезії, тощо). Особливо це 

актуально для випадків, коли зазначені матеріали перебувають у змінюваних 

умовах теплового чи силового навантаження, урахування якого призводить до 

необхідності розгляду відповідних квазістатичних чи динамічних задач. 

Одним із найпоширеніших методів дослідження фізико-механічних полів у 

композитних структурах є гомогенізація їхніх властивостей за одною або 

декількома координатами із подальшим вивченням їхньої поведінки, як гіпоте-

тично однорідних структур. Такий підхід дає змогу істотно спростити загальну 

постановку задачі і використати відомі методи досліджень фізико-механічних 

полів в однорідних тілах. Проте, в межах такого підходу, зазвичай, не вдається 

достовірно визначити якісні та кількісні характеристики фізико-механічних про-

цесів у композиті поблизу поверхонь поділу матеріалів, зумовлені його неодно-

рідністю та, особливо, високою геометричною та фізико-механічною контраст-

ністю складових. 

Інший підхід, який враховує внутрішню неоднорідність та взаємодію 

окремих складових шаруватого тіла призводить до розгляду окремих задач для 

кожного елементу композита з подальшим урахуванням умов спряження. При 

застосуванні цього підходу вдається врахувати реальний стан в кожному елементі 
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та визначити особливості трансформації фізико-механічних полів на поверхнях 

розділу. На сьогодні досить ґрунтовно вивчені стаціонарні процеси в таких тілах, 

проте в сучасній літературі практично відсутні синтезуючі аналітичні методи, які 

би дали можливість вирішити подібну проблему у випадку нестаціонарного 

процесу (квазістатичного чи динамічного) від математичного моделювання до 

здійснення достовірного кількісного та якісного аналізу, який міг би стати 

основою для тестування нових та удосконалення існуючих числових методів. 

Крім того, практично недослідженими залишаються надзвичайно важливі у 

можливостях практичного застосування випадки, коли математичне моделювання 

процесу нагрівання чи теплової взаємодії елементу конструкції із зовнішнім 

середовищем зводиться до крайових умов різного роду. 

У зв’язку з цим актуальною є розробка нових високопродуктивних 

аналітичних та аналітико-числових методів дослідження перехідних, а відтак суто 

нестаціонарних процесів у неоднорідних тілах, викликаних змінюваними в часі, в 

тому числі мішаного типу, тепловими та силовими навантаженнями, які реально 

відображають технологічні умови виготовлення і експлуатації таких об’єктів, а 

також дослідження із забезпеченням довільної прогнозованої точності 

особливостей зміни нестаціонарних полів температур та напружено-

деформованих станів в неоднорідних тілах. 

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами. 

Дисертаційна робота виконана в межах наукових бюджетних тем «Задачі 

динамічної та квазістатичної термопружності для структурно-неоднорідних тіл і 

дослідження зв’язаних термомеханічних процесів при фрикційному контакті» (№ 

д/р 0199U003622, 1999-2001 рр.), «Некласичні моделі та методи дослідження 

перехідних процесів у структурно-неоднорідних пружних середовищах» (№ д/р 

0102U003570, 2002-2004 рр.), «Нові моделі та методи досліджень термопружних 

процесів у неоднорідних середовищах із дефектами структури» (№ д/р 

0105U002224, 2005-2007 рр.), «Нові моделі та методи досліджень статики, 

динаміки та міцності структурно-неоднорідних тіл» (№ д/р 0108U004133, 2008-

2009 рр.), «Розвиток методів математичного моделювання у механіці структурно-
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неоднорідних твердих тіл» (№ д/р 0110U001367, 2010-2011pp.), «Розвиток методів 

математичного моделювання у механіці неоднорідних твердих тіл з тонкими 

дефектами структури» (№ д/р 0112U001271, 2012-2013 рр.) кафедри механіки 

Львівського національного університету імені Івана Франка МОН України та 

«Математичне моделювання та аналітично-чисельне визначення теплового і 

напруженого станів тіл з урахуванням неоднорідності їх структури» (№ д/р 

0110U004821, 2011–2015 рр.) Інституту прикладних проблем механіки і 

математики ім. Я.С. Підстригача НАН України. 

Метою дисертаційної роботи є розробка методів аналітико-числового 

аналізу процесу трансформації двовимірних нестаціонарних температурних полів 

та напружено-деформованих станів у плоско- та циліндрично-шаруватих тілах і 

середовищах, зумовленого змінними в часі тепловими та силовими 

навантаженнями, у тому числі мішаного типу. Досягнення мети роботи 

передбачає вирішення таких завдань: 

• із використанням інтегрального перетворення Лагерра розробити метод 

побудови розв’язку двовимірних (плоскої та осесиметричної) квазістатичних 

задач термопружності для плоскошаруватих тіл за довільної кількості складових; 

• на основі розробленого методу дослідити перехідний термонапружений стан 

багатошарових тіл плоскошаруватої структури із високою контрастністю фізико-

механічних властивостей та довільними відносною тонкістю складових; 

• розробити метод аналітико-числового дослідження перехідного осеиметричного 

термонапруженого стану в радіально-шаруватих тілах циліндричної форми, 

зумовленого змінюваним в часі тепловим навантаженням; 

• дослідити особливості часової зміни температурних полів та напружено-

деформованого стану в радіально-шаруватих тілах за різного виду 

нестаціонарного теплового навантаження, кількості, товщини та взаємного 

розташування складових; 

• розробити аналітико-числову методику розв’язування із довільною, наперед 

заданою точністю квазістатичних задач термопружності для тіл із покриттями 

при мішаних умовах нагрівання; 
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• з’ясувати характерні особливості розподілу та часової трансформації 

температурних полів та термонапруженого стану плоскошаруватих тіл із 

покриттями, що перебувають в умовах змішаного нагріву різного роду; 

• із використанням некласичного формулювання динамічної задачі теорії 

пружності та методу поліномів Лагерра розробити високопродуктивний 

математичний апарат для дослідження динамічної реакції плоскошаруватих тіл 

на високоінтенсивне локальне силове навантаження та апробувати його на 

двовимірних динамічних задачах теорії пружності, для яких відомі точні 

розв’язки, одержані іншими методами; 

• дослідити на основі розробленого математичного апарату нестаціонарний процес 

поширення пружних хвиль в півпросторі з покриттям за осесиметричного та 

плоского навантаження; 

• розробити методику дослідження та дослідити динамічну реакцію радіально-

шаруватих тіл і середовищ циліндричної форми на змінюване в часі локальне 

силове навантаження. 

Об’єктом дослідження є стратифіковані теплопровідні пружні тіла і 

середовища з плоско-паралельними та циліндричними границями поділу, на яких 

виконуються умови ідеального механічного та термомеханічного контакту 

складових. 

Предметом дослідження є нестаціонарні двовимiрнi термонапружені та 

напружено-деформовані стани, а також розподіл температур в iзотропних 

термопружних неоднорідних тілах, зумовлені змінюваними в часі зовнішніми 

тепловими та силовими навантаженнями. 

Методи досліджень. Вирішення поставлених у дисертаційній роботі 

завдань здійснено із використанням відомих моделей та рівнянь квазістатичної 

термопружності та динамічної теорії пружності із застосуванням методу 

інтегральних перетворень Фур’є, Ганкеля, та узагальнення методу поліномів 

Лагерра. 

Наукова новизна отриманих результатів. В результаті проведених 

досліджень створено новий високоефективний аналітико-числовий метод 
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побудови точних розв’язків двовимірних нестаціонарних задач квазістатичної 

термопружності та динамічної пружності для тіл і середовищ плоско- та 

циліндрично-шаруватої структури зі змінними в часі крайовими умовами 

довільного типу, у тому числі змішаними. Метод апробований на широкому класі 

задач, важливих, як з погляду розвитку теорії розв’язування нестаціонарних задач 

механіки деформівного твердого тіла, так і з можливостей їх ефективного 

практичного використання. Під час виконання досліджень вперше отримано такі 

результати: 

• побудовано аналітичні розв’язки двовимірних квазістатичних задач термо-

пружності для плоскошаруватих тіл за довільної кількості складових; 

• досліджено перехідний термонапружений стан вищезазначених структур із 

високою фізико-механічною та геометричною контрастностю компонентів; 

• розроблено методику побудови рекурентного аналітичного розв’язку 

двовимірної осесиметричної задачі термопружності для багатошарових 

циліндричних тіл радіально-шаруватої структури; 

• з використанням розробленої методики досліджено особливості часової зміни 

температурних полів та напружено-деформованих станів в радіально-шаруватих 

тілах за різного виду змінюваного в часі теплового навантаження; 

• із використанням інтегрального перетворення Лагерра та методу рядів Неймана 

розроблено аналітико-числову методику розв’язування із довільно 

прогнозованою точністю квазістатичних задач термопружності для тіл з 

покриттями при мішаних умовах нагрівання довільного типу; 

• вивчено особливості просторового розподілу та часової зміни термонапруженого 

стану безмежних та півбезмежних тіл із покриттями, що перебувають в умовах 

мішаного нагріву різного роду; 

• із використанням некласичного розщеплення рівнянь динамічної задачі теорії 

пружності для плоскошаруватих тіл і середовищ та методу поліномів Лагерра 

запропоновано високопродуктивний математичний апарат для дослідження 

динамічної реакції плоскошаруватих тіл на високоінтенсивне локальне силове 

навантаження; 
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• одержано розв’язки двовимірних осесиметричних динамічних задач теорії 

пружності для радіально-шаруватих тіл і середовищ циліндричної форми та 

досліджено процес поширення в них пружних хвиль, зумовлений змінюваними в 

часі зовнішніми силовими навантаженнями. 

Достовірність одержаних результатів забезпечується коректністю та 

строгістю математичної постановки задач, використанням для побудови їх 

розв’язків добре апробованих методів математичної фізики, контрольованою 

точністю обчислень, зіставленням отриманих результатів у часткових i граничних 

випадках із відомими розв’язками; хорошим узгодженням числових результатів із 

фізикою явищ, які розглядаються. 

Практичне та теоретичне значення отриманих результатів. Розроблений 

в дисертаційній роботі метод дає змогу здійснювати достовірний та належно 

точний розрахунок нестаціонарних фізико-механічних полів в кусково-

однорідних тілах і середовищах, у тому числі із різними масштабами товщини та 

високою контрастністю фізико-механічних параметрів складових Створена 

методика розв’язування змішаних нестаціонарних задач для кусково-однорідних 

тіл дає змогу адекватніше та точніше моделювати термопружні та пружні 

процеси, які відбуваються в реальних умовах експлуатації чи виготовлення 

сучасних композитних матеріалів та елементів конструкцій та може бути 

поширена на квазістатичні задачі термопружності для тіл із включеннями та 

тріщинами, квазістатичні контактні задачі, задачі із фрикційним локальним 

теплоутворенням, а також на широкий клас двовимірних динамічних задач зі 

змішаними крайовими умовами. Розроблений метод, крім того, може слугувати, 

як тестовий при розробці та налагодженні сучасних програмних комплексів 

дослідження складних перехідних процесів в неоднорідних об’єктах. 

Отримані результати можуть бути використані на підприємствах 

енергетичної, транспортної галузей, енерго-, машино- та приладобудування при 

проектуванні нових композитних елементів конструкцій та приладів, застосовані 

під час неруйнівного контролю та діагностики багатошарових споруд та 

конструкцій тривалої експлуатації, при розрахунках міцності та екологічної 
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безпеки газо- та нафтодобувного обладнання, для аналізу мікро- і мезоструктур і 

розробки нанотехнологій. 

Особистий внесок здобувача. Усі наведені в роботі основні наукові 

результати, моделі та методи отримані автором самостійно. У спільних 

публікаціях [1-3, 9-11, 13, 16, 18-21, 25, 28] співавторам належить участь у 

постановці задач, аналізі результатів та формулюванні висновків. Науковому 

консультанту, окрім того, належить вибір напрямів наукових досліджень та 

загальне керівництво роботами. У роботах [8, 12, 14, 17, 22-24, 26, 27] співавтори 

брали участь у числових розрахунках. У спільних із О.В. Галазюк працях [4-7] 

співавтору належить побудова схем методу поліномів Лагерра, відповідні числові 

розрахунки та участь в аналізі числових результатів. 

Апробація результатів дисертації. Основні положення роботи 

доповідалися та обговорювалися на III-VIIІ Міжнародних симпозіумах 

«Mechanika Zniszczenia Materialov і Konstrukcij» (Польща, Augustow, 2005, 2007, 

2009, 2011, 2013, 2015); 7-му та 10-му Міжнародних симпозіумах українських 

інженерів-механіків у Львові (2005, 2011); VII, VIIІ та ІХ Міжнародних наукових 

конференціях «Математичні проблеми механіки неоднорідних структур», (Львів, 

2006, 2010, 2014); Міжнародній науково-технічній конференції «Актуальні 

проблеми механіки суцільного середовища і міцності кострукцій» 

(Дніпропетровськ, 2007); Акустичному симпозіумі “Консонанс-2007” (Київ, 

2007); VI Міжнародній науковій конференції «Актуальні проблеми механіки 

деформівного твердого тіла (Донецьк–Мелекіно, 2010); Мiжнародному 

симпозiумi «Динамические и технологические проблемы механики конструкций и 

сплошных сред» (Росiя, Ярополец, 2011); VII та VIII Мiжнародних симпозiумах 

«Mechanics of Materials and Structuress» (Польща, Augustow, 2011, 2013); 

Мiжнароднiй науковiй конференцiї «Сучаснi проблеми механiки деформiвного 

твердого тiла, диференцiальнi та iнтегральнi рiвняння» (Одеса, 2013); 

Міжнародній науковій конференції «Турбулентность и волновые процессы» 

(Росія, Москва, 2013); Міжнародних наукових конференціях «Сучасні проблеми 

механіки» (Київ, 2013, 2015). 
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У повному обсязі дисертаційна робота доповідалася на науковому семінарі 

кафедри механіки Львівського національного університету імені Івана Франка 

МОН України (керівник – чл.-кор. НАНУ, д.т.н., проф. О.Є. Андрейків); 

розширеному науковому семінарі відділу термомеханіки (керівник – чл.-кор. 

НАНУ, д.ф.-м.н., проф. Р.М. Кушнір) та загальноінститутському науковому 

семінарі за напрямом «Механіка взаємозв’язаних полів» Інституту прикладних 

проблем механіки і математики ім. Я.С. Підстригача НАН України (керівник – 

д.ф.-м.н., проф. О.Р. Гачкевич); науковому семінарі відділу термопружності 

Інституту механіки ім. С.П. Тимошенка НАН України (керівник – д.ф.-м.н., проф. 

В.Г. Карнаухов); науковому семінарі кафедри теоретичної та прикладної механіки 

Київського національного університету імені Тараса Шевченка МОН України 

(керівник – д.ф.-м.н., проф. Жук Я.О). 

Публікації. Основний зміст дисертації викладено у 28-ми наукових статтях 

та 34-ох тезах та матеріалах конференцій. Серед них 10 статей [1, 3, 15, 17, 19, 21, 

23, 26-28] у рецензованих міжнародних журналах, що входять до ISI Master 

Journal List та (або) зареєстровані у міжнародній наукометричній базі Scopus, 4 

статті [9-11, 16] у рецензованих іноземних наукових виданнях, 14 статей [2, 4-8, 

12-14, 18, 20, 22, 24, 25] у фахових виданнях у галузі фізико-математичних наук з 

переліку ДАК МОН України. Праці [29–62] опубліковані у збірниках статей, 

матеріалах міжнародних наукових конференцій, конгресів та симпозіумів. Праці 

[15, 41, 42] опубліковані автором одноосібно. 

Дисертаційна робота складається із вступу, семи розділів, висновків та 

списку використаних джерел. 

У вступі обґрунтовано актуальність теми дисертаційної роботи; окреслено 

зв’язок дисертації з науково-дослідними темами; сформульовано мету та завдання 

досліджень; висвітлено наукову новизну, достовірність і практичне значення 

отриманих результатів; подано інформацію про публікації за темою дисертації та 

особистий внесок у них здобувача, апробацію результатів дисертації, її структуру 

та обсяг. 
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У першому розділі здійснено огляд робіт, що стосуються математичного 

моделювання термопружних та пружних процесів в однорідних та неоднорідних 

тілах. 

У результаті аналізу літературних джерел з’ясоване місце дисертаційної 

роботи у даній проблематиці та сформульовано мету і перелік завдань роботи. 

У другому розділі на відміну від класичного способу визначення коефіцієн-

тів розкладу в ряди за поліномами Лагерра функції ( )f t , показано, що таке 

визначення можливе із задачі Коші, якій задовольняє функція ( )f t , при цьому 

алгоритм визначення коефіцієнтів розкладу абсолютно ідентичний до алгоритму 

застосування методу інтегральних перетворень, що дало підстави сформулювати 

означення інтегрального перетворення Лагерра.  

Розглянуто дві типові задачі Коші, розв’язки яких відповідають часовій 

поведінці розв’язків задач математичної фізики параболічного та гіперболічного 

типів та одержано їх рекурентні розв’язки в просторі зображень за Лагерром. 

Одночасно проведено теоретичне обґрунтування та числову ілюстрацію 

застосування уведеного в аргумент поліномів Лагерра масштабного множника. На 

конкретному прикладі показано відмінність інтегрального перетворення Лагерра 

від одного із способів обернення інтегрального перетворення Лапласа.  

Із застосуванням інтегрального перетворення Лагерра початково-крайові 

задачі теплопровідності в одновимірному випадку прямокутної та полярної 

систем координат зведено до трикутних послідовностей звичайних 

диференційних рівнянь. Знайдено загальні розв’язки цих послідовностей у вигляді 

алгебричних згорток та показано спосіб одержання їх фундаментальних розв’язків 

в двох системах координат. На прикладі одновимірної нестаціонарної задачі 

теплопровідності для багатошарової плити продемонстровано застосування 

запропонованого методу до задач для структурно-неоднорідних тіл. 

Аналогічні викладки зроблені і для випадку хвильового рівняння. Для 

зручності числової реалізації фундаментальні розв’язки одержано також в 

інтегральній формі. 
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Розроблено методику розв’язування систем парних інтегральних рівнянь, 

які виникають при застосуванні методу інтегральних перетворень до задач із 

змішаними крайовими умовами. При цьому, шляхом розкладу невідомої функції в 

ряд Неймана із довільними коефіцієнтами розкладу, вдається задовольнити умови 

на одному із інтервалів зміни крайових умов, а самі коефіцієнти знаходяться із 

нескінчених систем лінійних алгебричних рівнянь. Ця методика поширена на 

випадок трикутних послідовностей парних інтегральних рівнянь, характерних для 

трансформованих за Лагерром нестаціонарних задач зі змішаними крайовими 

умовами. При цьому вдалося з’ясувати умови на відомі вхідні функції при яких 

послідовності нескінчених систем лінійних алгебричних рівнянь є 

квазірегулярними і, відповідно, дають змогу застосовувати до них метод редукції. 

У третьому розділі одержано точні замкнуті розв’язки квазістатичних дво-

вимірних задач термопружності для кусково-однорідних тіл із плоскопаралель-

ними границями поділу для довільної кількості складових, їх довільної відносної 

товщини та контрастності фізико-механічних властивостей. 

Виявлено, що зміною взаємного розташування та кількості ізолюючих 

(кераміка) та зміцнюючих (алюмінієвий стоп) шарів можна досягнути значного 

зменшення внутрішніх температурних напружень за незмінності теплоізолюючих 

властивостей композитного тіла. 

Встановлено, що урахування відносної товщини покриття слід обов’язково 

пов’язувати із його відносними термомеханічними характеристиками (контра-

стністю), в окремих випадках значні зміни в остаточних результатах 

спостерігаються в діапазоні відносної товщини покриття 10−4-10−5, що вимагає 

певного перегляду класичних уявлень механіки композитів. 

З’ясовавно вплив товщини зовнішнього ізолюючого покриття на часову 

трансформацію внутрішніх температурних напружень в півбезмежній неоднорід-

ній плиті при її торцьовому нагріві та виявлено, що збільшення товщини покриття 

призводить не лише до покращення теплоізолюючих властивостей композитного 

тіла, а й до підвищення рівня напружень поблизу поверхні поділу матеріалів, що 
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може викликати втрату адгезії, відшарування та руйнування теплоізолюючих 

шарів 

В четвертому розділі роботи розроблений метод поширено на випадок 

квазістатичних задач термопружності радіально-шаруватих тіл циліндричної 

форми. При цьому одержано відповідні розв’язки трансформованих задач та 

систем алгебричних рівнянь, які відповідають граничним умовам та умовам 

спряження. 

Досліджено особливості часової трансформації температурних полів та 

напружено-деформованого стану в радіально-шаруватих тілах за різного виду 

теплового навантаження та при різних кількостей складових, їх відносних товщин 

та взаємного розташування та запропоновано використання розробленої методики 

до числового аналізу квазістатичного термонапруженого стану циліндричних тіл 

із функційно-градієнтних матеріалів. 

В п’ятому розділі розроблено метод побудови аналітичних розв’язків 

плоскої та осесиметричної задач нестаціонарної теплопровідності для тіл з 

плоско-паралельними покриттями за змішаних умов нагрівання (охолодження) в 

довільній комбінації.  

Із використанням запропонованого методу досліджено перехідні термо-

напружені стани в шарі та півпросторі із покриттям за змішаних умов нагрівання 

1-3-го та 2-3-го роду. При цьому виявлено, що найнебезпечнішими стосовно 

можливого руйнування ділянками є області, розташовані поблизу лінії поділу 

крайових умов.  

Одержано розв’язок змішаної квазістатичної задачі термопружності для 

півбезмежної плити із двостороннім покриттям та здійснено регуляризацію 

процедури числового обернення інтегрального перетворення Фур’є. 

В шостому розділі із використанням некласичного розщеплення рівнянь 

руху пружного середовища здійснено нове формулювання динамічної задачі 

теорії пружності для кусково-однорідних тіл із плоско-паралельними границями 

поділу. На основі запропонованого методу розроблено аналітичну методику 
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побудови точних розв’язків динамічних задач теорії пружності для плоско-

шаруватих тіл із довільною кількістю складових, їх товщини та контрастності.  

Досліджено особливості процесу нестаціонарних коливань композитного 

шаруватого тіла, залежно від кількості складових та за незмінності об’много 

відношення матеріалів та встановлено при цьому ефект "розмивання" 

напруженого стану та проведено числову апробацію розробленої методики на 

динамічній задачі для півпростору із покриттям. 

В останньому – сьомому розділі розроблено аналітичну методику 

дослідження процесу поширення пружних хвиль в радіально-шаруватих тілах 

циліндричної форми. Проведено порівняльний аналіз за результатами якого 

виявлено хороше співпадіння одержаних в частковому одновимірному випадку 

розв’язків, із розв’язками, одержаними із використанням інтегрального 

перетворення Лапласа.  

Здійснено числовий аналіз задачі про нестаціонарні коливання простору із 

системою циліндричних вкладок, вперше одержано та числово апробовано 

розв’язки динамічних двовимірних осесиметричних задач теорії пружності для 

простору із циліндричною порожниною та шаруватого циліндра. 

У висновках коротко сформульовано отримані результати та наведено 

основні підсумки дисертаційної роботи. 

 

Автор щиро вдячний науковому консультанту - доктору фізико-

математичних наук, професору Георгію Теодоровичу Сулиму за постійну увагу 

та всебічну підтримку під час виконання роботи та першому вчителю - 

кандидату фізико-математичних наук, доценту Віталію Аполлоновичу 

Галазюку за створення ним основ методу поліномів Лагерра, спонукання до 

роботи та батьківську опіку. 
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РОЗДІЛ 1  

ОГЛЯД ЛІТЕРАТУРИ 

 
Застосування новітніх технологій в машино-, приладобудуванні, енергетиці 

та інших галузях вимагає створення та широкого використання принципово 

нових матеріалів з прогнозованими експлуатаційними можливостями та 

пристосовуваністю до змінних умов експлуатації. 

Особливе місце серед такого роду матеріалів займають стратифіковані 

матеріали, фізико-механічні властивості яких задаються, як функції просторових 

координат. Вивчення особливостей трансформації фізико-механічних полів та 

глобального поводження таких матеріалів, викликаних реальними умовами 

експлуатації є актуальною проблемою сучасної механіки.  

Найпростішою, з точки зору технології виготовлення, моделлю 

стратифікованого середовища є кусково-однорідне, або шарувате середовище. 

Незважаючи на відносну простоту цієї моделі дослідження перехідних процесів у 

кусково-однорідних елементах конструкцій, викликаних температурними та 

силовими чинниками є важливою науково-технічною проблемою. Це стало 

причиною значного інтересу вітчизняних і зарубіжних вчених до таких 

досліджень, розробки ефективних методів їх проведення, а також використання 

при цьому сучасних засобів математичного моделювання і обчислювальної 

техніки. При цьому постає завдання максимального спрощення математичних 

моделей складових конструкцій за умови збереження їх адекватності реальним 

процесам, що відбуваються під час виготовлення та функціонування таких 

об’єктів. 

Внаслідок комплексного характеру зазначена проблема охоплює широкий 

спектр задач механіки деформівного твердого тіла [2]. Для її вирішення 

необхідно використовувати, зокрема, основи термодинаміки нерівноважних 

процесів, сучасні моделі термомеханіки та динаміки, аналітичні та числові 

методи розв’язування виникаючих у результаті такого математичного 
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моделювання початково-крайових задач. 

Дисертаційна робота стосується двох напрямків сучасних наукових 

досліджень неоднорідних тіл – квазістатичної термопружності неоднорідних та, 

зокрема, шаруватих тіл та середовищ та динамічних задач теорії пружності для 

структурно-неоднорідних об’єктів. Оскільки, з огляду на сучасний стан 

досліджень, це загалом різні проблеми, в основному із-за способів їх вирішення, 

то вважаємо за доцільне розглянути кожну з них по-черзі, виокремивши основні 

напрямки. 

Квазістатична термопружність. Основні результати з моделювання 

термопружних процесів та розроблення методик розв’язування відповідних задач 

відображені в низці монографій та статей . Так, достатньо повно систематизовані 

основні результати досліджень термонапруженого стану тіл, проведене 

термодинамічне обґрунтування основних рівнянь механіки взаємозв’язаних полів 

в матеріалах та елементах конструкцій у тому числі і неоднорідних, розвиток 

яких спричинений потребами сучасної техніки внаслідок її експлуатації в умовах 

статичних та змінних в часі температурних навантажень у монографіях Б. Болі 

[13], Я.Й. Бурака [19], О.Р. Гачкевича [38-41], В.Т. Грінченка, А.Ф. Улітка [63, 

64], Я.О. Жука, І.К. Сенченкова [77-79],  В.Г. Карнаухова [89-91], Г. Карслоу [92], 

А.Д. Коваленка [99, 100], Ю.М. Коляно і О.М. Кулика [107], А.В. Ликова [144], 

Г.О. Мотовиловця [156], Г.О. Мотовиловця і В.І. Козлова [157], В. Новацького 

[162, 163], Г. Паркуса [169], Я.С. Підстригача [175], Я.С. Підстригача і 

Ю.М.Коляно [183], Б.Ю. Победрі [178], Ю.М. Подільчука [179], 

Ю.С. Постольника [198], І.О. Прусова [207, 208], В.Л.Рвачова [210], а також у 

працях [7, 10, 23, 26, 29, 36, 37, 44, 71, 73. 78, 82, 83, 86, 98, 102, 105, 111, 119, 

140, 153, 154, 158, 167, 194-196, 228, 230, 235, 243, 254-257, 263, 267-269, 275, 

277, 278, 280, 295]. 

В переважній більшості згаданих робіт в якості математичного апарату 

використовується метод інтегральних перетворень. Для просторових задач – за 

просторовою змінною, а для нестаціонарних та, відповідно, квазістатичних задач 
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ще й за часовою змінною. Цей метод дає усунути з розгляду часткову похідну за 

змінною перетворення та досить просто одержати розв’язок трансформованої 

задачі. Труднощі, зазвичай, виникають при оберненні інтегрального 

перетворення – відтворенні оригіналу. Особливо це відчутно при оберненні 

інтегрального перетворення Лапласа – класичного методу, що використовується у 

початково-крайових задачах. Однак, у випадку задач для однорідних тіл і 

середовищ, внаслідок розроблення широкого класу методів та методик та 

великого об’єму довідкових матеріалів обернення інтегрального перетворення 

Лапласа стало стандартною процедурою, що зумовило значний розвиток 

квазістатичної та динамічної термопружності. 

Термопружність неоднорідних тіл. Із-за бурхливого розвитку нових техно-

логій виробництва та застосування композиційних матеріалів в останніх десяти-

літтях минулого століття, надзвичайно важливими з точки зору можливостей 

практичного застосування стали задачі термопружності структурно-неоднорідних 

тіл та середовищ. Методам визначення і дослідження пружної рівноваги тіл 

неоднорідної та кусково-однорідної структури при силовому і температурному 

навантаженнях присвячені монографії Ю.М. Коляно [103], І.Б. Колчина [101], 

В.О. Ломакіна [141], І. Неміша [160], Я.С. Підстригача, В.О. Ломакіна і 

Ю.М. Коляно [185], М.О. Шульги [252], а також праці [22, 24, 30, 66, 67, 74, 77, 

106, 117, 122-128, 142, 143, 188, 199, 243, 264, 271, 272-274, 283-285, 292-294, 304, 

307-309]. 

Математичне моделювання напружено-деформованого стану шаруватих 

тіл, тіл з тонкими покриттями та включеннями, використовуючи різні спрощуючи 

припущення відобразилося в працях О.Є. Андрейківа [5], В.В. Болотіна [14], 

Є.І. Григолюка [50], Д.В. Гриліцького [58, 59], О.О. Євтушенка [76], О.В. Макси-

мука [150], Р.М. Мартиняка [151, 152], В.В. Панасюка [168], Б.Л. Пелеха [172], 

Г.Я. Попова [191, 192], В.Г. Піскунова [174], Я.Г. Савули [216, 217], Г.Т. Сулима 

[227], М.В. Хая [240, 241], Л.П. Хорошуна [242], Р.М. Швеця [246, 249], 

В.А. Шевчука [251], та інших. При застосуванні числових методів до задач 
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термопружності для таких тіл, використовують такі математичні моделі, в яких 

відповідні процеси  в тонкому шарі описуються рівняннями теорії пластин і 

оболонок.  У випадках, коли елементи неоднорідного тіла не вдається описати за 

допомогою теорій пластин чи оболонок доводиться використовувати просторові 

постановки.  

Відзначимо, що у працях Я.С. Підстригача [175, 176], його монографіях у 

співавторстві з Ю.М.Коляно [183, 184] викладені основи теорії і методи розв’язу-

вання задач термопружності для тіл з різними тонкими включеннями. Велика 

увага тут приділена вивченню температурних полів і напружень у тілах зі 

стержневими, круговими, сферичними, циліндричними та оболонковими 

включеннями, тобто з такими неоднорідностями, один з характерних розмірів 

яких істотно менший двох інших. Схема розв’язування задач пружної рівноваги 

тіл з тонкими неоднорідностями полягає у поданні включення (розрізу, тріщини) 

поверхнею (лінією) розривів параметрів теплофізичного і напружено-

деформованого стану тіла. Таким чином, власне включення з розгляду 

виключається, а його наявність моделюється деякими умовами взаємодії, що є по 

суті умовами неідеального контакту вздовж цієї поверхні (лінії), тобто певною 

математичною залежністю між функціями температури, теплових потоків, 

напружень і переміщень на граничних з дефектом поверхнях середовища 

(матриці). 

Умови термомеханічної взаємодії з матрицею є узагальненням умов 

пружної взаємодії на випадок температурного поля. Вибір умов теплової 

взаємодії при цьому зумовлюється необхідною мірою точності урахування 

температурного поля. Як правило, найпростіші термомеханічні умови взаємодії 

поєднуються з найпростішими тепловими [185, 186]. Подальшого розвитку і 

узагальнення такі дослідження набули у роботах Д.В. Гриліцького, Г.Т. Сулима 

[58, 59], Г.Т.Сулима [227], Я.М. Пастернака, Г.Т. Сулима [172]  та інших. При 

цьому задачі термопружності зводяться до розв’язування систем інтегральних 

рівнянь відносно стрибків напружень або переміщень на лінії, що моделює 
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включення або тріщину, у випадку, коли права частина рівняння визначається 

заданим силовим навантаженням і температурним полем.  

Основи механіки композиційних матеріалів і розрахунку неоднорідних і, 

зокрема, шаруватих тіл та елементів конструкцій, розглядаються в монографіях 

В.В. Болотіна і Ю.М. Новичкова [14], Я.М. Григоренка, А.Т. Василенка та ін. [67], 

О.М. Гузя, Я.М. Григоренка, І.Ю. Бабича та ін. [70], Б.Л. Пелеха [173], 

І.Ф. Образцова і Г.Г. Онанова [164], Я.С. Підстригача і Р.М. Швеця [187] та ін. 

У монографії Я.М.Григоренка [55] вперше розглянуто теорію і методи 

розв’язування задач статики тонких шаруватих оболонок обертання із довільним 

контуром, складених з ізотропних та анізотропних шарів при нерівномірних 

силових та температурних навантаженнях. Вивід розв’язувальних рівнянь 

здійснено у зручній для застосування числових методів формі. Розділення 

змінних проводиться шляхом розкладу всіх чинників у ряди Фур’є. Викладено та 

обґрунтовано вибір у якості числового методу розв’язування крайових задач 

методу дискретної ортогоналізації Годунова. Розроблено алгоритм, який перед-

бачає автоматизацію всього процесу розв’язування задач. В роботі Г.Я.Попова 

[193] викладено спосіб розв’язування задач механіки для шаруватих середовищ, 

який ґрунтується на використанні інтегральних перетворень і функцій Гріна 

відповідних одновимірних крайових задач для рівнянь з неперервними коефі-

цієнтами. 

У монографії Я.М.Григоренка, А.Т.Василенка і Н.Д.Панкратової [56] цей 

числово-аналітичний підхід розвинуто до розв’язування задач статики пружних 

неоднорідних анізотропних тіл. Він базується на сумісному використанні аналі-

тичних перетворень, які дозволяють провести часткове розділення змінних у 

вихідних рівняннях та числового методу дискретної ортогоналізації розв’язу-

вання крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь. За допомо-

гою такого підходу проведено, зокрема, дослідження полів напружень і 

переміщень у порожнистих шаруватих тілах. 

У випадках, коли елементи неоднорідного тіла не вдається описати за 
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допомогою теорій пластин чи оболонок доводиться використовувати просторові 

постановки.  

Традиційний підхід до побудови розв’язків задач термопружності і 

пружності кусково-однорідних тіл ґрунтується на розгляді відповідних рівнянь 

для кожного елемента композита з подальшим узгодженням розв’язків через 

умови спряження елементів (умови ідеального чи неідеального контакту, умови 

взаємодії через тонкий проміжковий шар, тощо). До переваг цього підходу слід 

віднести насамперед відносну простоту вихідних співвідношень та іх 

аналогічність для кожного елементу, а до недоліків - необхідність розгляду 

громіздких систем рівнянь, що виникають після урахування крайових умов та 

умов спряження, розмірність яких збільшується із збільшенням числа елементів 

композита.  

Поряд з традиційними підходами до розв’язання задач для кусково-

однорідних тіл Я.С.Підстригачем і Ю.М.Коляно був запропонований підхід, який 

ґрунтується на використанні апарату узагальнених функцій для їх опису як 

цілісних структур. Ними та їх учнями і співробітниками О.М. Куликом, 

Є.Г. Грицьком, Л.С. Гульчевським, Є.Г. Іваником, Р.М. Кушніром, І.М. Махор-

кіним, В.С. Поповичем, Б.В. Процюком, М.М. Семераком, Ф.В. Семераком та 

іншими в рамках цього підходу розроблена та апробована на цілому класі задач 

термопружності методика, за вихідні для якої вибираються рівняння 

термопружності неоднорідного тіла. При цьому шукані (температуру, 

компоненти вектора переміщень) і задані (фізико-механічні характеристики 

матеріалу тіла, питому потужність джерел тепла та інші) величини та функції 

подаються за допомогою характеристичних функцій областей, які займають 

складові тіла, і підставляються у рівняння термопружності неоднорідного тіла. В 

результаті, замість системи диференціальних рівнянь термопружності для кожної 

складової кусково-однорідного тіла і умов контакту на поверхнях поділу 

отримуються частково-вироджені диференціальні рівняння термопружності з 

розривними коефіцієнтами, які внаслідок рівності для цього випадку похідних в 
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класичному та узагальненому сенсі забезпечують виконання ідеального 

термомеханічного контакту на поверхнях поділу. Найбільш повно результати 

таких досліджень систематизовані і представлені в монографіях 

Я.С. Підстригача, В.О. Ломакіна і Ю.М. Коляно [185], Я.С. Підстригача, 

Ю.М. Коляно і М.М. Семерака [184], Ю.М. Коляно і О.М. Кулика [108], 

Ю.М. Коляно [103], а також приведені у працях [122-128, 130-132, 200-205, 276, 

277] та інших. 

Зауважимо, що використання апарату узагальнених функцій при 

розв’язуванні задач механіки відображено також у монографіях В.А. Лазаряна і 

С.І. Конашенка [136], І.Ф. Образцова і Г.Г. Онанова [164, 165]. Основи теорії 

узагальнених функцій із застосуваннями до розв’язування задач математичної 

фізики висвітлені у монографіях В.С. Владімірова [27, 28]. 

Розв’язування отриманих рівнянь, як правило, здійснюється за допомогою 

методу інтегральних перетворень і способів побудови розв’язків звичайних 

диференціальних рівнянь з розривними коефіцієнтами. Подібну методику 

дослідження термомеханічних процесів в кусково-неоднорідних тілах, яка також 

базується на рівняннях термопружності неоднорідного тіла, але зводиться до 

побудови розв’язків граничних інтегральних рівнянь, розроблено в працях 

В.І. Лавренюка, В.О. Ломакіна та їх учнів [113, 135, 142, 143]. 

Для усунення обмежень щодо умов контакту на поверхнях поділу кусково-

однорідного тіла, а також використання в якості вихідних рівнянь термопруж-

ності однорідного тіла, Ю.М. Коляно, О.М. Куликом і Р.М. Кушніром запропоно-

вана інша методика [107] одержання частково-вироджених рівнянь термопруж-

ності тіл кусково-однорідної структури. В її основу покладена математична 

постановка узагальненої задачі спряження для відповідних диференціальних 

рівнянь однорідних тіл зі сталими коефіцієнтами, подібно до того, як це робиться 

для задачі Коші. Вона полягає у продовженні шуканих та заданих функцій на всю 

область, яку займає кусково-однорідне тіло. При цьому враховуються зв’язки між 

узагальненими й класичними похідними, а також умови контакту на поверхнях 
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поділу, які можуть бути не лише ідеальними, але й більш загального вигляду 

(зокрема, враховувати тонкі різнорідні прошарки між складовими тіла, 

проковзування шарів, фрикційне теплоутворення і т.п.). 

Всі ці підходи показали свою високу ефективність в двох випадках – 

просторових статичних задачах та квазістатичних одновимірних задачах. При 

розгляді початково-крайових просторових (у тому числі двовимірних) задач 

термопружності та пружності вказані підходи при застосуванні класичного 

методу інтегрального перетворення Лапласа приводять до значних труднощів 

обчислювального характеру, оскільки дисперсійне рівняння та його корені, що 

використовується при оберненні інтегрального перетворення Лапласа залежить 

від кількості шарів неоднорідного тіла, а у випадку дво- та трьохвимірних задач 

ще й від параметра обраного інтегрального перетворення за просторовою 

змінною. Обернення інтегрального перетворення Лапласа та інтегрального 

перетворення за просторовою змінною (Фур’є, Ганкеля, тощо) в таких випадках 

доводиться проводити числовим способом. Таку реалізацію інтегрального 

перетворення Лапласа можна знайти в працях Р.М. Кушніра, Б.В. Процюка [125, 

131], Б.В. Процюка [200-205], N. Noda [288-291], Y. Sugano [304], Y. Tanigawa 

[307-309] та інших [ ]. Зазначимо, що вказаний підхід, внаслідок значної 

громіздкості викладок не дає можливості належного обґрунтування необхідних 

математичних прийомів та методик обернення інтегрального перетворення 

Лапласа, що суттєво впливає на точність та, головне, достовірність одержаних 

результатів. 

До розв’язування задач механіки деформівного твердого тіла і, зокрема, 

термопружності застосовуються також різні числові методи, зокрема метод 

скінченних елементів та метод граничних елементів [8, 15, 25, 112, 147, 231, 245, 

301]. В основі цього методу лежать інтегральні співвідношення, які пов’язують 

значення шуканої функції всередині області з її значенням на границі. З цих 

співвідношень отримують граничні інтегральні рівняння, які розв’язують шляхом 

поділу границі тіла на елементи з подальшою апроксимацією функцій на них 
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наближеними виразами та розв’язуванням відповідних систем алгебраїчних 

рівнянь, порядок яких залежить від кількості складових частин тіла. 

Задачі термопружності зі змішаними крайовими умовами. Задачі 

механіки зі мішаними крайовими умовами займають особливе місце в наукових 

дослідженнях принаймні з, двох причин: по-перше, мішані крайові умови з 

погляду адекватного моделювання найбільше відповідають реальним умовам 

теплового чи силового навантажування, а, по-друге, складають окрему проблему 

теорії і практики застосування рівнянь математичної фізики. Це спричинило 

бурхливий розвиток методів розв’язування мішаних задач термопружності і 

пружності до класу яких, окрім задач мішаного нагрівання, належать також 

контактні задачі, задачі для тіл і середовищ із тонкими локальними 

неоднорідностями тощо. Ці методи найбільш повно відображені в працях 

Н.Д. Вайсфельд [20], В.Т. Грінченка [61], Д.В. Гриліцького [58], С.О. Калоєрова 

[87], Е.М. Карташова [93], Г.С. Кіта [95-97], В.Д. Кубенка [116],  Р.М. Мартиняка 

[151], В.В. Михаськіва [154], І.А. Мотовиловця [156], З.Т. Назарчука [159], 

М.М. Николишина [161], В.К. Опанасовича [167], В.В. Панасюка [168], 

Г.Я. Попова [191], В.Г. Попова [189, 190], М.П. Саврука [212], І. Снеддона [223, 

302], Г.Т. Сулима [227], В.Л. Рвачова [210], А.Ф. Улітка [234], М.В. Хая [240] та 

інших [9, 60, 75, 87, 96, 97, 113, 118, 121, 171, 189, 190, 232, 234, 237, 238].  

У випадку наявності змішаних крайових умов та нестаціонарності задачі 

застосування інтегрального перетворення за просторовою змінною та 

інтегрального перетворення Лапласа за часовою змінною приводить до так 

званих парних (дуальних) інтегральних рівнянь [302], які містять як незалежну 

змінну параметр перетворення за Лапласом. В роботі [93] такі дуальні інтегральні 

рівняння зведені до рівнянь Фредгольма 2-го роду, тут же запропонована схема 

отримання розв’язку цих рівнянь з використанням методу послідовних 

наближень. В цій же роботі можна знайти синтез результатів, заснованих на 

методах теорії потенціалу. Всі зазначені розв’язки отримані для безмежних або 

напівбезмежних однорідних об'єктів. В роботі [282] за допомогою інтегральних 
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перетворень Лапласа і Ханкеля змішана задача нестаціонарної теплопровідності 

для пластини теж зведена до інтегрального рівняння Фредгольма другого роду. 

Наближений розв’язок цього рівняння пропонується шукати у вигляді ряду за 

степенями параметра перетворення Лапласа, остаточні формули і будь-який 

числовий аналіз відсутні. Інших результатів з точними, математично 

обґрунтованими методами розв’язування нестаціонарних змішаних задач 

теплопровідності кусково-однорідних тіл в сучасній літературі немає. 

Задачі динамічної пружності шаруватих тіл. Закономірності перехідних 

(динамічних) процесів враховуються в багатьох сучасних інженерних дослід-

женнях: при розробці та розрахунках технічних споруд та виробів (включаючи 

розрахунки їх міцності, вибір оптимальних параметрів та режимів експлуатації, 

подовження ресурсу їх роботи та ін.), проектуванні композитних матеріалів із 

заданими властивостями. створенні геологічного обладнання, яке працює в 

умовах високоінтенсивного вибухового силового навантаження  (зокрема для 

гідророзриву газоносних пластів).   

Дослідження дисертаційної роботи, пов’язані із вивченням нестаціонарних 

коливань пружних кусково-однорідних тіл спираються на загальні методи 

динамічної теорії пружності. Основи і подальший розвиток цих методів 

відображені у великій кількості монографій та статей, серед яких, зокрема, слід 

відзначити праці В.Т. Грінченка [61, 62],  О.М. Гузя, В.Д. Кубенка [68, 69], 

Г.С. Кіта, М.В. Хая [95] , В.Д. Кубенка [115, 116], Я.С. Підстригача, О.П. Піддуб-

няка [181], В.З. Партона [170], З.Т. Назарчука [159], В.В. Михаськіва [286] 

В.Б. Поручикова [197], В.Г. Попова [189, 190, 298], М.П. Саврука [213, 214], 

В.М. Сеймова [218], І.Т. Селєзова [219, 220], Л.І. Слєпяна [221,222],  

J.D. Achenbach [253] , S.-C. Chou [259], K.F. Graff [265], I.H. Pao [296, 297], та інші 

роботи [110, 166, 180, 253, 258, 259, 265, 266, 279, 296-299, 311, 312, 314-318]. 

Проте, у переважній більшості цих робіт розглядають або одновимірні 

нестаціонарні задачі, або просторові задачі динамічної теорії пружності при 

усталеному режимі, у тому числі для неоднорідних тіл і середовищ.  
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В монографії А.Е. Бабаєва [6] розроблено аналітичний метод розв’язування 

нестаціонарних задач пружності для структурно-неоднорідних тіл циліндричної 

форми, який дає змогу зводити їх до систем інтегральних рівнянь Вольтера із 

спізнючим аргументом. Із використанням розробленого методу досліджені, 

зокрема, розв’язки одновимірних та двовимірних плоских динамічних задач 

теорії пружності для багатошарових циліндрів. 

В монографії А.Г. Горшкова, Д.В. Тарлаковського [45] із використанням 

теоріїї узагальнених сферичних хвиль та методів інтегральних перетворень 

одержано низку точних розв’язків динамічних задач теорії пружності для тіл із 

системою сферичних поверхонь відбиття.  

Інших математично обгрунтованих методів дослідження нестаціонарної 

динамічної реакції неоднорідних і, зокрема, шаруватих тіл на змінюване в часі 

зовнішнє силове навантаження, особливо в двовимірних осесиметричних 

випадках та для тіл, один із розмірів яких значно перевищує решту, в сучасній 

літературі немає. 

Поряд із традиційним підходом до розв’язування початково-крайових задач 

математичної фізики з 80-х років минулого століття завдяки працям 

В.А. Галазюка та його учнів [31-35] почав розвиватися новий метод поліномів 

Лагерра чи як його ще називають метод інтегрального перетворення Лагерра 

(Чебишева-Лагерра). Він ґрунтується на класичній теоремі Веєршрасса про 

розвинення кусково-неперевної на певному інтервалі функції у ряд за поліномами 

(у даному випадку на півбезмежному інтервалі у ряд за поліномами Лагерра). 

Основною перевагою цього підходу є простота обернення - підсумовування ряду. 

Окрім того, при застосуванні методу поліномів Лагерра до класичних початково- 

крайових задач математичної фізики утворюються трикутні послідовності [34], 

що дозволяє одразу записати їх загальний розв’язок [35] і тим самим створити 

загальний алгоритм знаходження коефіцієнтів розкладу. 

У результаті аналізу літературних джерел з’ясоване місце дисертаційної 

роботи у даній проблематиці та сформульовано мету і перелік завдань роботи. 
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Висновки до розділу 1. 

• опубліковані дослідження квазістатичного просторового термонапруженого 

стану шаруватих тіл використовують числовий спосіб спільного обернення 

інтегрального перетворення Лапласа та інтегрального перетворення Фур’є 

(Ханкеля) без належного теоретичного обґрунтування; 

• прямі числові методи дослідження вказаних задач зазнають значних 

труднощів у випадку малої відносної товщини складових та високої 

контрастності їх фізико-механічних властивостей; 

• незважаючи на велике практичне зацікавлення, в сучасній літературі відсутні 

розв’язки квазістатичних задач термопружності неоднорідних тіл зі 

змішаними крайовими умовами; 

• існує потреба в нових ефективних методах дослідження нестаціонарного 

процесу поширення пружних хвиль в кусково-однорідних тілах з плоско-

паралельними границями поділу; 

• надзвичайно мало уваги приділено двовимірним, особливо осесиметричним 

динамічним задачам теорії пружності для однорідних та, особливо, 

неоднорідних тіл обмежених циліндричними границями. 
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РОЗДІЛ 2 

ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДУ 

ПОЛІНОМІВ ЛАГЕРРА ДО ПОЧАТКОВО-КРАЙОВИХ ЗАДАЧ 

МЕХАНІКИ І ТЕРМОМЕХАНІКИ ШАРУВАТИХ ТІЛ 

 

2.1. Наближення функцій поліномами Лагерра 

2.1.1. Визначення коефіцієнтів розкладу за Лагерром із задачі Коші 

Поліномами Лагерра називають послідовність многочленів виду [1] 

( )2
0 1 2

1( ) 1; ( ) 1 ; ( ) 4 2 ;
2

L x L x x L x x x= = − = − + K  , (2.1) 

де кожен наступний визначається за двома попередніми за рекурентною форму-

лою [1] 

( )( )1 1
1( ) 2 1 ( ) ( ) , 1,2,

1n n nL x n x L x nL x n
n+ −= + − − =

+
K  .  (2.2) 

Поліноми Лагерра володіють властивістю ортогональності [1], тобто 

0

1,
exp( ) ( ) ( )

0,n m
m n

x L x L x dx
m n

∞ =
− =  ≠∫   (2.3) 

Завдяки цій властивості, а також функціональній повноті [226] поліномів 

Лагерра, довільну функцію ( )f x , яка задовольняє умові 

2 2

0

exp( ) ( )f x f x dx
∞

= − < ∞∫  (2.4) 

можна розкласти в ряд за поліномами Лагерра 

0

( ) ( )n n
n

f x f L x
∞

=

= ∑ , (2.5) 
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де 

0

exp( ) ( ) ( )n nf x f x L x dx
∞

= −∫ , (2.6) 

Якщо в формулах (2.5), (2.6) зробити заміну змінної x t= λ , де 0λ >  - деяка 

стала, то отримаємо 

0
( ) ( )n n

n
f t f L t

∞

=

= λ λ∑ ; (2.7) 

0

exp( ) ( ) ( )n nf t f t L t dt
∞

= −λ λ∫ . (2.8) 

Формулу (2.8) тепер можна розглядати як певне інтегральне перетворення 

функції ( )f t , формулу (2.7) як формулу обернення цього перетворення. Число 

(параметр) λ  при цьому можна використовувати як масштабний множник – при 

великих значеннях t  обирати λ  малим, а при малих значеннях t  - великим, так, 

щоб добуток tλ  знаходився в межах [ ]0,1;10 . 

Очевидно, що за відомої функції ( )f t  після обчислення інтегралів (2.8) 

можна відшукати всі коефіцієнти ряду (2.7). Проте в нашому випадку функція 

( )f t  є власне шуканою, а заданою - задача Коші, розв’язком якої є функція ( )f t . 

Покажемо на простих прикладах, як наблизити задану функцію поліномами 

Лагерра з використанням задачі Коші, якій вона відповідає. Оскільки в подальших 

дослідженнях розглядатимуться параболічні та гіперболічні задачі математичної 

фізики виокремимо їх характерні розв’язки. 

a) коливні процеси (гіперболічні рівняння) 

Розглянемо типовий фундаментальний розв’язок гіперболічного рівняння 

( ) sin( )f t at= , де a  - деяке дійсне число. Цій функції відповідає задача Коші 

2
2

2 0; (0) 0, (0)d f a f f f a
dt

+ = = =& . (2.9) 
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Застосуємо до цього рівняння інтегральне перетворення (2.6), тобто 

помножимо рівняння (2.9) на ядро перетворення exp( ) ( )nt L t−λ λ  та виконаємо 

почленне інтегрування частинами на проміжку [0; )+∞ .  

Для подальших викладок використаємо відомі формули диференціювання 

поліномів Лагерра [1] 

( )
21 1

2
2

0 0

( ) ( )( ); ( )
n n

n n
k k

k k

dL d LL n k L
dt dt

− −

= =

λτ λτ
= −λ λτ = −λ − λτ∑ ∑ .  (2.10) 

Враховуючи (2.10) легко встановити формули диференціювання 

( )
0

exp( ) ( ) exp( ) ( );
n

n k
k

d t L t L
dt =

−λ λτ = −λ −λ λτ∑  (2.11) 

( ) ( )
2

2
2

0
exp( ) ( ) exp( ) 1 ( )

n

n k
k

d t L t n k L
dt =

−λ λτ = λ −λ − + λτ∑ . (2.12) 

Враховуючи, що 

[ ] [ ]
2

2
0 00

exp( ) ( ) exp( ) ( ) exp( ) ( )n n n
d f df dt L t dt t L t f t L t

dt dtdt

∞ ∞ ∞
   −λ λ = −λ λ − −λ λ +   
   ∫  

[ ]
2

2
0

( ) exp( ) ( )n
df t t L t dt
dt

∞

+ −λ λ∫ , (2.13) 

формули диференціювання (2.11), (2.12) та початкові умови, одержимо 

2 2

0
( 1) 0, 0,1,2,

n

k n
k

n k f a f a n
=

λ − + + − = =∑ K . (2.14) 

Тут враховано, що 

[ ] ( )
2

2
2

00 0

( ) exp( ) ( ) 1 ( )exp( ) ( )
n

n k
k

df t t L t dt n k f t t L
dt

∞ ∞

=

−λ λ = λ − + −λ λτ =∑∫ ∫  
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                                       ( )2

0
1

n

k
k

n k f
=

= λ − +∑ . (2.15) 

В послідовності (2.14) залишимо зліва лише доданки із nf , а решту 

перенесемо в праву частину 

( )
1 1

2 2 2

0 0
( 1) , 0,1,2, 0

n

n k
k k

a f a n k f n
− −

= =

 
 λ + = − λ − + = ≡
 
 

∑ ∑K
 (2.16) 

і, відповідно, 
1

2

0
2 2

( 1)

, 0,1,2,

n

k
k

n

a n k f

f n
a

−

=

− λ − +

= =
λ +

∑
K  (2.17) 

Формули (2.17) назвемо рекурентним розв’язком послідовностей рівнянь 

(2.14). Очевидно, що засобами дискретного аналізу розв’язок (2.17) можна 

записати у явному вигляді, проте, на практиці, для числової реалізації процедури 

знаходження коефіцієнтів розкладу в рядах типу (2.7) цілком достатньо 

рекурентного розв’язку. 

0 10 20 30 40
-8

-4

0

4

8 N=40, λ=1
N=80, λ=1
N=40, λ=0.5
N=80, λ=0.5

t
 

Рис.2.1. Наближення функції sin( )at  за розв’язком задачі Коші. 

Числовий експеримент проводився для 1a =  (рис. 2.1.). при цьому в ряді 

(2.7) утримувалась різна кількість доданків ( 40N =  і 80N = ) та вибирались різні 

значення масштабного множника λ . Як видно з рисунку, при значеннях 10t ≤  
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наближення одержані при утриманні 40 та 80 членів ряду практично збігаються із 

функцією sin( )t . З ростом t  наближення одержане при 40, 1N = λ =  дає значну 

похибку. Збільшення доданків до 80N =  покращує збіжність, проте лише до 

значень 30t < . Зменшення масштабного множника до значення 0.5λ =  при 

утриманні 40 членів ряду продовжує інтервал хорошої збіжності наближення і 

оригінала десь до 35t = . І, нарешті, одночасне збільшення доданків та корекція 

масштабного множника приводить до задовільної збіжності на всьому інтервалі. 

Слід зазначити, що правильною корекцією масштабного множника та 

збільшенням кількості утримуваних членів ряду (2.7) можна досягти довільної 

точності наближення на довільному інтервалі зміни t . 

b) квазістатичні процеси (параболічні рівняння) 

Розглянемо тепер функцію ( ) 1 exp( )f t at= − − , яка досить добре описує 

квазістатичні процеси і є розв’язком задачі Коші 

; (0) 0df af a f
dt

+ = = .  

Поступаючи як і в попередньому випадку одержимо послідовність рівнянь  

( )
1

0, 0,
0 0

;
n n

k n n n n k
k k

a af af a f f
−

= =

λ + = δ λ + = δ − λ
λ λ∑ ∑  (2.18) 

та відповідний рекурентний розв’язок 

1

0
0

; , 1,2,3,
( )

n

n k
k

af f f n
a a

−

=

λ
= = − =

λ λ + λ + ∑ K.  

Як видно з результатів числового експерименту, результати якого наведені 

на рисунку 2.2., у випадку квазістатичної задачі при утриманні 40 доданків в ряді 

(2.7) точність наближення можна регулювати лише масштабним множником λ . 
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Рис.2.2. Наближення функції 1 exp( )at− −  за розв’язком задачі Коші. 

Ці результати можна також обґрунтувати теоретично. Зокрема використо-

вуючи відомі рекурентні співвідношення для поліномів Лагерра, формулу 

Крістофеля-Дарбу [1] 

1 1

0

( ) ( ) ( ) ( )! ( 1)!( ) ( )
( 1) ( 1)

N
N N N N

n n
n

L L t L t Ln NL t L
n N t

α α α α
α α − −

=

λτ λ − λ λτ+
λ λτ =

Γ + α + Γ + α + τ −∑  

та методологію праці [226] можна довести наступну теорему 

ТЕОРЕМА. Якщо неперервна функція ( )F τ  є абсолютно інтегрованою на 

проміжку [0; )+∞ , то є справедливою оцінка  

( )3/2( ) ( , ) ( )NF S F M o N −τ − τ ≤ λτ ⋅ ,  (2.19) 

де  

0 0

( , ) ( ); exp( ) ( ) ( )
N

N n n n n
n

S F F L F F L d
∞

=

τ = λ λτ = −λτ τ λτ τ∑ ∫ ;   

( ) 3/4( ) exp( / 2)M −λτ = λτ ⋅ λτ . (2.20) 

Як видно, в оцінку (2.19) входить обмежуюча функція ( )M x , графік якої 

подано на рисунку 2.3. Очевидно, що значення цієї функції не впливає на 
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теоретичну оцінку збіжності ряду за Лагерром, проте може впливати на 

практичну збіжність при числовій реалізації.  

0 2 4 6 8
0

2

4

6

x

M(x)

 
Рис. 2.3 Графічна табуляція функції ( )M x  

Оскільки ця функція необмежено зростає при 0x →  і x → ∞ , то зміною 

значення параметра λ  (зміною аргументу в функції ( )M x ) можна керувати її 

максимальним значенням, а отже оптимізувати числову процедуру 

підсумовування ряду за поліномами Лагерра. 

 

2.1.2. Ряд за поліномами Лагерра та інтегральне перетворення Лапласа 

В літературі відомим є метод обернення інтегрального перетворення 

Лапласа з використанням поліномів Лагерра [4, 138]. Зокрема, якщо відома 

трансформанта за Лапласом від функції ( )f t Ä ( )F s , то для знаходження 

оригіналу використовують формулу 

0
L( ) ( )n n

n
f t f t

∞

=

= ∑ , де 
1

( 1) 1 1F
!

n n

n n
z

df
n dz z z

=

−   =     
. (2.21) 

Покажемо відмінність методу поліномів Лагерра та методу обернення 

перетворення Лапласа з використанням поліномів Лагерра на прикладі функції 

( ) cos( )f t at= .  
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Зображенням функції ( )f t  за Лапласом є функція [1] 2 2F( ) ss
s a

=
+

, а тому 

для знаходження коефіцієнтів розкладу за рядом Лагерра згідно (2.21) слід 

використовувати формулу 

2 2
1

( 1) 1
! 1

n n

n n
z

df
n dz z a =

−  =  + 
. (2.22) 

Метод поліномів Лагерра, як було показано вище, ґрунтується на 

використанні задачі Коші (чи початково-крайової задачі в складніших випадках) 

для шуканої функції. Очевидно, що для ( )f t  на інтервалі [0; )+∞  задача Коші має 

вигляд: 

2 0f a f+ =&& ; (0) 1; (0) 0.f f= =&  (2.23) 

Застосовуючи інтегральне перетворення Лагерра до задачі Коші (2.23) при 

1λ =  так само, як це було зроблено в попередньому підрозділі, прийдемо до 

рекурентного розв’язку: 

1

2 2
0

1 1 ( 1) , 0, 1, 2,
1 1

n

n m
m

nf n m f n
a a

−

=

+
= − − + =

+ + ∑ K . (2.24) 

Крім того, за стандартною процедурою знаходження коефіцієнтів рядів 

Фур’є, nf  знаходяться за формулою:  

0

cos( )exp( )L ( )n nf at t t dt
∞

= −∫ . 

Обчисливши інтеграл [47] знайдемо, що 

1 1

2 1

(1 ) ( 1) (1 )exp
2 2 (1 )

n n n n

n n
ni a ia iaf

a
π + +

+

 + + − − =    +   
 (2.25) 

Очевидно, що формули (2.22), (2.24), (2.25) дають ті самі значення коефі-

цієнтів розкладу (в цьому можна переконатись безпосередньою підстановкою 
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0,1,2,n = K), проте кожна з них відрізняється алгоритмом визначення цих 

коефіцієнтів. Зокрема, спосіб (2.25) вимагає аналітичного виразу для ( )f t , а 

способи (2.22) і (2.24) лише початкової чи початково-крайової задачі, якій 

задовольняє ( )f t .  

Відмінність між способом (2.22) і (2.24) полягає в тому, що при 

застосуванні інтегрального перетворення Лагерра не конче знати всі його 

трансформанти, а достатньо одержати рекурентні співвідношення між ними, які 

легко реалізуються чисельно. В той же час, обернення інтегрального перетво-

рення Лапласа з використанням рядів Лагерра вимагає додаткового аналітичного 

опрацювання формули (2.22), що при досить громіздких виразах для ( )F s  може 

становити окрему математичну проблему. 

 

2.2. Застосування методу поліномів Лагерра до нестаціонарного рівняння 

теплопровідності та хвильового рівняння 

2.2.1. Зведення початково-крайової задачі теплопровідності до послідов-

ності крайових задач.  

Розглянемо початково-крайову задачу для рівняння нестаціонарної 

теплопровідності: 

2
tT a T∆ = ∂ ; (2.21) 

urT =)0,(r ; (2.22) 

hT =L  ,  на S  (2.23) 

в області D  обмеженій поверхнею S . Тут ∆  - оператор Лапласа у вибраній 

системі координат, L  - диференційний оператор, що визначає тип крайових умов, 

h  - задана на S  функція. 

Розв’язок задачі (2.53)-(2.55) будемо шукати в класі функцій. що належать 

простору ( ))exp(;,02 tL λ−λ∞ , тобто виконується умова 
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( ) ∞<λ−λ= ∫
∞

0

22 ),()exp(, dttrTttrT rr , 

де 0>λ  деяке число (масштабний множник, використання якого обґрунтовано 

вище). 

Тоді як і в попередньому підрозділі, у відповідність функції ),( trT r  можна 

поставити ряд за ортогональними поліномами Лагерра: 

∑
∞

=

λλ=
0

)()(),(
n

nn tLrTtrT rr  , (2.24) 

де 

∫
∞

λλ−=
0

)(),()exp()( dttLtrTtrT nn
rr . (2.25) 

Знову ж таки, надалі формулу (2.24) будемо розглядати як інтегральне 

перетворення функції ),( trT r  за змінною t , а ряд (2.25) як формулу обернення 

цього перетворення. 

Застосовуючи до рівняння (2.21) інтегральне перетворення (2.25), анало-

гічно до результатів попереднього підрозділу, одержимо  

∑
=

λ+−=∆
n

k
kn TauaT

0

22  ,   ...,2,1,0=n . (2.26) 

Після перенесення доданку при nk =  з правої частини рівняння (2.26) до 

лівої прийдемо до трикутної послідовності рівнянь Гельмгольца з чисто уявним 

параметром: 

∑
−

=

λ+−=λ−∆
1

0

222
n

k
knn TauaTaT , ...,2,1,0=n . (2.27) 

Застосування інтегрального перетворення (2.25) до крайової умови (2.23) 

дасть нам послідовність крайових умов на функції )(rTn
r : 
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nn hT =*L  , на S , )...,2,1,0( =n , (2.28) 

де *L  і nh  - відповідно диференційний оператор L  та функція h  перетворені 

згідно формули (2.25). 

Таким чином, вихідна початково-крайова задача (2.21)-(2.23) шляхом 

застосування інтегрального перетворення Лагерра звелась до послідовності 

крайових задач (2.27), (2.28), яка є трикутною: з ростом індекса n  права частина 

рівнянь (2.27) поповнюється розв’язками, одержаними за попереднього значення 

індекса n . 

Слід зазначити, що при 0=n  інтегральне перетворення (2.25) можна 

розглядати як інтегральне перетворення Лапласа з параметром перетворення λ . 

Цей факт зручно використовувати для асимптотичних оцінок розв’язку задачі 

(2.27)-(2.28) при 0→t  і ∞→t , скориставшись при цьому теоремами про 

граничне значення для інтегрального перетворення Лапласа [1]. А саме, 

)(lim),(lim;)(lim),(lim 0000
rTtrTrTtrT

tt

rrrr
→λ∞→∞→λ→

==  (2.29) 

Розглянемо рівняння (2.26) і запишемо його розв’язок у вигляді 

)()()( *0 rTrTrT nnn
rrr

+= , (2.30) 

де )(* rTn
r  - частковий розв’язок послідовності рівнянь (2.27), а )(0 rTn

r  - загальний 

розв’язок однорідної послідовності 

1
2 2

0

n

n n k
k

T T T
−

=

∆ − ω = ω ∑ , ...,2,1,0=n ,  (2.31) 

де 2 2 0aω = λ > . 

Частковий розв’язок )(* rTn
r  при конкретному заданні функції )(ru r  буду-

ється традиційними методами і процедура його знаходження, зазвичай не 

викликає принципових труднощів, а тому, в подальшому, будемо вважати його 

відомим. 
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Загальний розв’язок послідовності (2.31) будемо шукати у вигляді 

алгебричної згортки двох послідовностей 

[ ]∑
=

−− +=
n

j
jjnjjnn rWBrGArT

0

0 )()()( rrr ,  (2.32) 

де kA  і kB  ),...,1,0( nk =  - довільні сталі. Підставивши вираз (2.64) в рівняння 

(2.63) та згрупувавши члени біля сталих iA  та iB  знайдемо: 

2 2 2
0 0 0 1 1 1 0

1
2 2 2

0 0 0
0

1
2 2 2 2

1 1 1 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( )

n

n n n j
j

n

n n n j
j

A G r G r A G r G r G r

A G r G r G r B W r W r

B W r W r W r B W r W r W r

−

=

−

=

   ∆ − ω + ∆ − ω − ω +   


  + ∆ − ω − ω + ∆ − ω +  


 
  + ∆ − ω − ω + + ∆ − ω − ω  

 

∑

∑

r r r r r

r r r r r

r r r r r r 0, =


 

звідки, внаслідок довільності сталих kA  і kB  одержимо, що 

1 1
2 2 2 2

0 0
;

n n

n n j n n j
j j

G G G W W W
− −

= =

∆ − ω = ω ∆ − ω = ω∑ ∑ . (2.33) 

Отримані послідовності рівнянь співпадають з послідовностями рівнянь 

(2.31), а тому в якості функцій )(rG j
r  і )(rW j

r  можна взяти лінійно незалежні 

фундаментальні системи розв’язків трикутної послідовності рівнянь (2.31). 

Слід зазначити, що ґрунтовне дослідження послідовностей (2.31) можна 

знайти у роботі [35]. Там же наводяться основні теореми про існування та 

єдиність розв’язку таких послідовностей. 

 

2.2.2. Фундаментальні розв’язки трикутних послідовностей звичайних 

диференціальних рівнянь у декартовій та полярній системах координат в 

одновимірному випадку. 
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Розглянемо одновимірний випадок в прямокутній системі координат 

),( 2 xrd xx →=∆
r  і запишемо розв’язок рівняння (2.31) при 0=n : 

0
0 0,0 0,0( ) exp( ) exp( )T x a x b x= −ω + ω . 

З цього розв’язку та структури послідовності (2.31) видно, що функції 

)(xG j  та )(xW j  можна шукати, зокрема, методом невизначених коефіцієнтів, 

згідно з яким подамо ці функції у вигляді: 

, ,
0 0

( ) exp( ) , ( ) exp( )
j j

k k
j j k j j k

k k
G x x a x W x x b x

= =

= −ω = ω∑ ∑ . (2.34) 

Підставивши подання (2.34) у послідовності (2.33) та згрупувавши члени 

при однакових степенях x  одержимо рекурентні співвідношення для визначення 

невідомих pja ,  та pjb , : 

1
2

, 2 ,

, 1

( 2)

2 ( 1)

j

j k m k
m k

j k

k a a

a
k

−

+
=

+

+ + ω

=
ω +

∑
; 

1
2

, 2 ,

, 1

( 2)

2 ( 1)

j

j k m k
m k

j k

k b b

b
k

−

+
=

+

+ + ω

= −
ω +

∑
. (2.35) 

У формулах (2.35) 1,...,1,0;...,2,1 −== jkj , а всі kja ,  і kjb ,  при jk >  тотожно 

рівні нулю. Зокрема, діагональні елементи визначаються формулами 

1, 1 1, 1
, ,;

2 2
j j j j

j j j j
a b

a b
j j

− − − −ω ω
= =  (2.36) 

Крім того, всі 0,ja  і 0,jb  залишаються довільними, що є природнім, оскільки 

фундаментальних розв’язків є безліч. Це зручно використовувати при нормуванні 

функцій )(xG j  та )(xW j  (задаванні їх значення на границі). 

Структуру співвідношень (2.35) можна спростити увівши розв’язки (2.34) у 

вигляді 
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, ,
0 0

( ) ( )( ) exp( ) , ( ) exp( )
! !

j jk k

j j k j j k
k k

x xG x x a W x x a
k k

= =

ω −ω
= −ω = ω∑ ∑ . (2.37) 

Тоді рекурентні співвідношення відносно kja ,  набудуть вигляду: 









−= ∑

−

=
++

1

,2,1, 5,0
j

km
kmkjkj aaa . (2.38) 

Розглянемо тепер циліндричну систему координат 1( ( ) , )rρ ρρ ρ ρ−∆ = ∂ ∂ →
r  

1 1
1 2 2 1 2 2

0 0

( ) ; ( )
j j

j j k j j k
k k

G G G W W Wρ ρ ρ ρρ ρ ω ω ρ ρ ω ω
− −

− −

= =

∂ ∂ − = ∂ ∂ − =∑ ∑  (2.39) 

і розглянемо його при 0j = : 

1 2 1 2
0 0 0 0( ) 0; ( ) 0G G W Wρ ρ ρ ρρ ρ ω ρ ρ ω− −∂ ∂ − = ∂ ∂ − = . (2.40) 

Лінійно незалежні розв’язки цих рівнянь, як відомо [27] мають вигляд 

0 0,0 0( ) I ( )G aρ ωρ= , 0 0,0 0( ) K ( )W bρ ωρ= , (2.41) 

З цих розв’язків та структури послідовності (2.39), поступаючи подібно 

випадку декартової системи координат, функції ( )jG ρ  та ( )jW ρ  подамо у вигляді: 

, ,
0 0

I ( ) K ( )( ) , ( )
2 ! 2 !

k kj j
k k

j j k j j k
k k

G a W a
k k
ωρ ωρωρ ωρ

ρ ρ
= =

−   = =   
   

∑ ∑ , (2.42) 

Після підстановки (2.42) в (2.39) та нескладних викладок одержимо 

рекурентні співвідношення відносно ,j ka : 

1

, 1 ,

j

j k m k
m k

a a
−

+
=

= ∑  (2.43) 

при довільних ,0ja . 
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2.2.3. Нестаціонарна одновимірна задача теплопровідності для 

багатошарової плити. 

На тестовому прикладі одновимірної задачі нестаціонарної теплопровідності 

для багатошарової плити продемонструємо запропонований метод застосування 

інтегрального перетворення Лагерра до задач для шаруватих тіл. Розглянемо 

початково-крайову задачу теплопровідності для неоднорідного тіла, що 

складається з M  плоско-паралельних шарів завтовшки ih  та коефіцієнтами 

теплопровідності і температуропровідності ( )i
Tλ , ( ) , 1,i

Ta i M= . У безрозмірних 

змінних і величинах /x Hγ = , (0) 2/Ta t Hτ =  задача теплопровідності 

формулюється у вигляді 

( )2 ( ) ( ) , 1,ii i
TT a T i Mγγ τ∂ = ∂ =% ; (2.44) 

( ) 0, 0, 1,iT i M= τ = = ; (2.45) 

(1) (1)(1) (1) (1)
1 2 ( ) , 0k T k T qγ∂ − = − τ γ = ;  (2.46) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 ( ), 1M MM M Mk T k T qγ∂ + = τ γ = ; (2.47) 

( ) ( 1) ,i iT T +=  ( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
iT TT T i M+ +

γ γλ ∂ = λ ∂ γ = γ = −% % , (2.48) 

де ( ) (0) ( )/i i
T T Ta a a=% , ( ) ( ) (0)i i

T T Tλ = λ λ%  – безрозмірні коефіцієнти температуро- і 

теплопровідності i − го шару; /i ix Hγ =  – безрозмірні координати поверхонь 

поділу шарів; 
1

M

i
i

H h
=

≡ ∑ ; 0a , (0)
Tλ  - деякі «опорні» параметри, що вибираються із 

міркувань зручності числового аналізу. Умови (2.46), (2.47) дають змогу 

врахувати на поверхнях 0γ =  і 1γ =  довільну комбінацію крайових умов 1-го, 2-

го чи 3-го роду. 

Застосування до рівнянь теплопровідності (2.44) інтегрального перетворення 

Лагерра за часовою змінною дає трикутну послідовність звичайних 

диференційних рівнянь 
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1
( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

0
, , 1,

n
ii i i

n i n i m i T
m

d T T T a i M
−

γγ
=

− β = β β = λ =∑ % , (2.49) 

де ( ) ( )

0

( ) exp( ) ( , ) ( )i i
n nT T L d

∞

γ = −λτ γ τ λτ τ∫  – зображення за Лагерром. 

З використанням результатів попереднього підрозділу загальний розв’язок 

послідовності (2.49) одержано у вигляді 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0
( ) , 1, , 0,1,2,...

n
i i i ii

n n j j n j j
j

T A G B W i M n− −
=

 γ = γ + γ = = ∑ , (2.50) 

де ( ) ( )( ) ( )
, ,

0 0

( ) ( )( ) exp , ( ) exp ,
! !

j jk k
i ii ii i

i j k i j kj j
k k

G a W a
k k

= =

β γ −β γ
γ = −β γ γ = β γ∑ ∑  а кое-

фіцієнти ,
i
j ka  задовольняють рекурентним співвідношенням  

1

, 1 , 2 ,0,5
j

i i i
j k j k m k

m k
a a a

−

+ +
=

 
 = −
 
 

∑ . (2.51) 

Для визначення сталих n jA −  і n jB −  слугують крайові умови (2.46), (2.47) та 

умови спряження (2.48), які після застосування інтегрального перетворення 

Лагерра набувають вигляду  

(1) (1)(1) (1) (1)
1 2 , 0n n nk T k T qγ∂ − = − γ = ;  (2.52) 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1 2 , 1M MM M M

n n nk T k T qγ∂ + = γ = ; (2.53) 

( ) ( 1)i i
n nT T +=  ( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i

n n iT TT T i M+ +
γ γλ ∂ = λ ∂ γ = γ = −% % . (2.54) 

Підстановка в умову (2.52) розв’язку (2.50) призводить для кожного 

0,1,2,...n =  до рівняння  
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( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 1 2

0
(0) (0) (0) (0)

n

nn j j j n j j j
j

A k d G k G B k d W k W qγ γ− −
=

 − + − = −
 ∑

. 
 (2.55) 

Залишимо в лівій частині лише доданки при 0j = , а решту перенесемо в праву 

частину. В результаті одержимо рекурентне рівняння 

( ) ( )

(1) (1) (1)
1,1 1,2

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 1 2

1
(0) (0) (0) (0) ,

n n n
n

n j j j n j j j
j

A b B b q

A k d G k G B k d W k Wγ γ− −
=

+ = − −

 − − + −
 ∑

 (2.56) 

у якому коефіцієнти 1,1b  і 1,2b  лівої частини не залежать від n  і мають структуру 

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,21 0 2 0 1 0 2 0(0) (0); (0) (0)b k d G k G b k d W k Wγ γ= − = − .  

Поступаючи так само з рештою умов (2.53), (2.54) одержимо системи лінійних 

алгебричних рівнянь (СЛАР) 

{ } { }(1) (1) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,, ,..., , ,..., , , 0,1,2,...l l M M

k l n n n n n n n kb A B A B A B c n  = = 
T T

, (2.57) 

в яких матриця ,k lb   не залежить від номера n , а стовпчик вільних членів зі 

збільшенням n  поповнюється попередніми розв’язками. Елементарними пере-

твореннями СЛАР (2.57) зведено до трикутного вигляду і записано її точний 

рекурентний розв’язок для довільної кількості шарів 

( )

( )

( )

*
,2( ) ( ) * ( ) *

,2 1 2 1, 2* *
2 ,2 2 ,2

( ) * ( 1) * ( 1) *
,2 2 , 2 2 2 , 2 1*

2 ,2

( ) * ( ) *
,2 1 2 1, 2*

2 1, 2 1

1; ;

1 , 1, 1;

1 , 1, 1 .

n MM M M
n n n M n M M

M M M M

i i i
n n i n i i n i i

i i

i i
n n i n i i

i i

c
B A c B b

b b

B c B b A b i M
b

A c B b i M
b

− −

+ +
+ +

− −
− −

= = −

= − − = −

= − = −

 (2.58) 
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У формулах (2.58) коефіцієнти *
,i jb  та *

,n ic  пов’язані рекурентними співвідно-

шеннями із відповідними коефіцієнтами ,i jb  та ,n ic  систем (2.57). 

Остаточний розв’язок задачі (8) - (12) має вигляд ряду 

( ) ( )

0
( , ) ( ) ( )i i

n n
n

T T Lγ τ λ γ λτ
∞

=

= ∑ . (2.59) 

Важливо, що розв’язок (2.59) задовольняє рівнянням (8) за довільної 

кількості членів ряду (2.44). З другого боку, збільшення їхньої кількості дає 

можливість як завгодно точно задовольнити початкові умови (2.45) та апрок-

симувати із заданою точністю функції (1) ( )q τ  та ( ) ( )Mq τ , щоб задовольнити із 

заданою точністю крайові умови (2.46), (2.47). Внаслідок точного розв’язування 

систем (2.57) умови спряження виконуються теж точно. Тому все вищесказане 

поряд із відомою теоремою про коректність задач математичної фізики для 

параболічного рівняння теплопровідності дає підстави стверджувати, що 

отримано розв’язки, які із наперед заданою точністю визначають нестаціонарне 

температурне поле в шаруватій плиті із довільною кількістю складових, причому 

точність розв’язку достатньо контролювати лише за точністю задовольняння 

початкових умов та крайових умов на межі тіла. 

2.2.4. Застосування методу поліномів Лагерра до хвильового рівняння. 

Суттєвою перевагою методу поліномів Лагерра над іншими методами 

математичної фізики, зокрема методом інтегрального перетворення Лапласа, є 

простота формули обернення  - підсумовування ряду. Досліднику слід розробити 

лише алгоритм знаходження коефіцієнтів розкладу, який є типовим навіть для 

задач різного типу. Розглянемо зараз гіперболічний тип рівнянь, а саме хвильове 

рівняння 

2 2
ttU c U−∆ = ∂   (2.60) 
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і застосуємо до нього інтегральне перетворення Лагерра (2.8). Вважаючи 

початкові умови нульовими після описаних вище викладок одержимо 

послідовності рівнянь 

( )
1

2 2

0
1 , 0,1,2,

n

n n m
m

U U n m U n
−

=

∆ − ω = ω − + =∑ K, (2.61) 

де 2 2 2c−ω = λ . Поступаючи так само, як у випадку задачі теплопровідності можна 

показати, що загальний розв’язок трикутної послідовності (2.45) можна подати у 

вигляді алгебричної згортки 

0
( ) ( ) ( )

n

n n j j n j j
j

U r A G r B W r− −
=

 = + ∑r r r , (2.62) 

де ,n j n jA B− −  - набір сталих, що використовується для задовольняння крайовим 

умовам, а ( )jG rr  та ( )jW rr  - лінійно незалежні фундаментальні системи розв’язків 

послідовності (2.61). 

Оскільки в подальших дослідженнях ми будемо використовувати 

прямокутну та циліндричну системи координат, то подамо спосіб визначення цих 

фундаментальних розв’язків в цих координатах в одновимірному випадку 

а) прямокутна система координат 

В цьому випадку фундаментальні розв’язки повинні задовольняти 

рівнянням 

( ) ( )
1 1

2 2 2 2 2 2

0 0
1 , 1

j j

xx j j k xx j j k
k k

d G G j k G d W W j k W
− −

= =

− ω = ω − + − ω = ω − +∑ ∑ . (2.63) 

Рівняння (2.63) відрізняються від рівнянь (2.33) лише наявністю множника 

( )1j k− +  в правій частині. Тому подавши їх у вигляді  
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, ,
0 0

( ) ( )( ) exp( ) , ( ) exp( )
! !

j jk k

j j k j j k
k k

x xG x x a W x x a
k k

= =

ω −ω
= −ω = ω∑ ∑ , (2.64) 

одержимо рекурентні співвідношення 

1

, 1 , 2 ,0,5 ( 1)
j

j k j k m k
m k

a a j m a
−

+ +
=

 
 = − − +
 
 

∑  (2.65) 

при довільних ,0ja . 

Відповідно, у випадку циліндричної системи координат, фундаментальні 

розв’язки послідовностей рівнянь (2.61) мають вигляд 

, ,
0 0

I ( ) K ( )( ) , ( )
2 ! 2 !

k kj j
k k

j j k j j k
k k

G a W a
k k
ωρ ωρωρ ωρ

ρ ρ
= =

−   = =   
   

∑ ∑ , (2.66) 

а відповідні рекурентні співвідношення 

1

, 1 ,( 1)
j

j k m k
m k

a j m a
−

+
=

= − +∑ . (2.67) 

2.2.4. Інтегральні подання фундаментальних розв’язків. 

Часом, із міркувань покращення збіжності числових розрахунків чи 

можливості отримання замкнутого розв’язку, фундаментальні послідовності 

зручно подати в іншій формі, використавши при цьому розв’язок вихідних 

рівнянь із використанням інтегрального перетворення Лапласа. 

Покажемо це на прикладі хвильового рівняння в циліндричній системі 

координат. Фундаментальним розв’язкам в просторі оригіналів відповідає 

рівняння 

2 1 2 2
ttU U c U− −

ρρ ρ∂ + ρ ∂ = ∂  (2.68) 

з відповідними нульовими початковими умовами. 
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Застосуємо до рівняння (2.52) інтегральне перетворення Лапласа. В 

результаті, за нульових початкових умов, одержимо 

2 1 2 2 0U U s c U− −
ρρ ρ∂ + ρ ∂ − = , (2.69) 

де 
0

( , ) ( , )exp( )U s U t st dt
∞

ρ = ρ −∫  - зображення функції ( , )U tρ  за Лапласом. 

Загальний розв’язок (2.53) має вигляд 
1 1

0 0( , ) ( ) I ( ) ( ) ( )U s A s c s B s K c s− −ρ = ρ + ρ   (2.70) 

Для прикладу виберемо другий фундаментальний розв’язок (його ми 

будемо використовувати в подальших дослідженнях) та покладемо, що ( ) 1/B s s=  

(ми це вправі зробити, оскільки фундаментальних розв’язків є безліч і ми можемо 

вибрати довільний з них). 

За таблицями обернення перетворення Лапласа [1] знайдемо, що 

1

1

0, 0
( , )

arcch( / ),

t c
U t

ct t c

−

−

 ≤ < ρ ρ =  
ρ > ρ  

  (2.71) 

За відомим ( , )U tρ  знайдемо інтегральне подання фундаментального 

розв’язку рівняння (2.45), який прямує до нуля при ρ → ∞  (аналог ( )jW ρ ): 

1

( ) exp( )arcch( / ) ( )j j

c

W t ct L t dt
−

∞

ρ

ρ = −λ ρ λ∫ . (2.72) 

Подібним чином можна знаходити інтегральні подання фундаментальних 

розв’язків в інших системах координат та для інших задач, наприклад, 

теплопровідності. 
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2.3 Метод рядів Неймана при розв’язуванні послідовностей парних 

інтегральних рівнянь 

2.3.1 Метод рядів Неймана при розв’язуванні класичних парних 

інтегральних рівнянь. 

Розглянемо систему парних інтегральних рівнянь наступного виду: 

( )( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

<≤=+
0

10                    , 1 ααξξαξξξ υ
β FdJgf  (2.73) 

( ) ( )∫
∞

∞<≤=
0

1                                              , 0 αξξαξ υ dJg  (2.74) 

Тут ( )ξg  - шукана функція, β  - задане число, таке, що , 22 <<− β  ( )ξαυJ  - 

функція Бесселя I-го роду порядку υ  ( ) , 1−>υ  ( )αF  і ( )ξf  - задані функції, 

причому ( ) 0lim =
∞→

ξ
ξ

f . 

Рівняння (2.74) продовжимо на весь проміжок ) ,0[ ∞ : 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

+ ∞<≤=
0

0 1                            , -1S αααϕξξαξ dJg  (2.75) 

де ( )αϕ  - деяка невідома функція, задана на проміжку )1 ,0[ , а ( )α-1S+  - одинична 

асиметрична функція Хевісайда. 

 Розв’язок рівняння (2.75) після застосування оберненого перетворення 

Ханкеля знайдемо у вигляді: 

( ) ( ) ( )∫=
1

0

ξξαααϕξξ υ dJg  (2.76) 

З означення функції Бесселя знайдемо 

( )
( )

( )

( )

( )∑ ∑
∞

=

∞

=

+++

++Γ







−

=
++Γ







−

=
0 0

2
2

2

1!
2

1
2

1!
2

1

m m

m
mm

m
m

mmmm
J

υ

ξ
α

ξ
α

υ

ξα

ξα

υµ

µ

υµ

υ

υ  (2.77) 
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Величину 
υµ

ξ
++









m2

2
 розкладемо в ряд Неймана [1]: 

( ) ( )∑
∞

=
+++

++

+++Γ
+++

=







0
22

2

2
!

22
2 n

nm

m

Jnm
n
nm

ξµυ
µυξ

µυ

υµ

 (2.78) 

З формули (2.77) після нескладних перетворень отримаємо: 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) (;1;, 

!
2

1
2

2
2

12
0

ξαυυµ
µυµυ

υξ
α

ξα µυµ

υµ

υ ++

∞

=

+++−
++Γ++

+Γ
= ∑ k

k
JkkF

k
kkJ

 (2.79) 

де ( )xΓ  - гамма-функція, а ( )zcbaF ,,,12  - гіпергеометрична функція Гауса, яку 

можна виразити через ортогональні поліноми Якобі у вигляді: 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2,

1
2,

2
12

2121

21
!;1;,

αυαµυ

µυυ
αυυµ

µυµυ −++−++×

×
+++

=+++−

−kk

k

PkPk
k
kkkF

 (2.80) 

Далі, підставимо вираз (2.80) в формулу (2.79) і згрупуємо члени біля 
( ) ( )2, 21 αµυ −kP . Тоді, після врахування рекурентного співвідношення для функцій 

Бесселя [1]: 

( ) ( ) ( )
x

xJ
xJxJ η

ηη

η2
11 =+ +− , (2.81) 

остаточно отримаємо: 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )ξα
υ

µυ
µυ

ξ
α

ξα µυ

µυ

µ

υµ

υ 12
2,

0
1

1

21
1

1122
+++

∞

=
+

+

−
++Γ

+++Γ
+++= ∑ kk

k
JP

k
kkJ . (2.82) 

З урахуванням співвідношення (2.80) формула (2.76) набуде вигляду: 

( ) ( )∑
∞

=
+++

−=
0

12
k

kk Jag ξξξ µυ
µ , (2.83) 

де  
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( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )∫ −

++Γ
+++Γ

+++= ++
1

0

2 ,11 21
1

1122 αααϕα
υ

µυ
µυ µυυµ dP

k
kka kk  (2.84) 

Підставивши формулу (2.83) в рівняння (2.74) та перейшовши до 

почленного інтегрування легко пересвідчитись, що рівняння (2.58) 

задовольняється тотожньо при довільних коефіцієнтах ka  (що є природнім 

внаслідок довільності функції ( )αϕ ). 

Покладемо 
2
β

µ −=  і підставимо подання (2.83) в рівняння (2.73). Після 

обчислення деяких квадратур та врахування формули (2.80) прийдемо до 

співвідношення: 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ×

++Γ
+++Γ

++++−
++Γ

+++Γ
∑ ∑∑

∞

=

∞

=

∞

= 1
112221

1
1

0 0

2,

0 υ
µυ

µυα
υ

µυ µυ

n
nnaP

k
ka

k n
kk

k
k  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

−−

++++++








=−×
0

2
1212

22
, 221 ααξξξ

ξ
ξ

α υ
β

µυµυ

β
υ FdJJfP nkn ,    10 <≤ α  (2.85) 

Зазначимо, що коли α  змінюється від 0 до 1, величина 221 α−  пробігає 

змінюється від -1 до 1, тобто аргумент в поліномах Якобі знаходиться на 

проміжку ортогональності. Використовуючи цей факт проведемо заміну 

γα =− 221 , помножимо рівність (2.85) на ( ) ( ) ( )γγγ
β

υβ
υ 








+− 2
 ,

211 mP  і виконаємо 

інтегрування в межах від -1 до 1. Враховуючи ортогональність поліномів Якобі 

після очевидних спрощень одержимо 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫

∑ ∫

−−






 ++Γ

=

=+
+++



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
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
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∞
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υ
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β
υ

β
υ
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m

dJJfa
m

a

m

k mkk
m

 (2.86) 

Якщо ввести позначення: 
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;1
2

2~ 2
1

−







 +++= υ

βmaa mm  (2.87) 

( ) ( ) ( )∫
∞

++++++






 +++






 +++=

0 1
2

21
2

2

2
1

2
1

;1
2

21
2

22 ξξξ
ξ
ξ

υ
β

υ
β

β
υ

β
υ

dJJfmkb
mkkm  (2.88) 

( ) ( ) ( )∫ −−






 ++Γ







 +++

=








+

−

1

0

22
 ,

221

1
2

2
1

211
1

2
2

!1
2

2
ααααα

β

β
β

υβ
υ

β dPF
m

mnm
c mm ,  (2.89) 

то співвідношення (2.86) можна записати як нескінченну систему лінійних 

алгебраїчних рівнянь з симетричною матрицею відносно невідомих ka  

,
0

mkm
k

km cbaa =+ ∑
∞

=

 ( ). . . 1, ,0=m . (2.90) 

Якщо функція ( )αF  представлена через інтеграл Ханкеля: 

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

,ξξαξξα υ dJFF    10 <≤ α , (2.91) 

де 

( ) ( ) ( )∫=
1

0

,αξαααξ υ dJFF  (2.92) 

то компоненти mc  матимуть вигляд:  

( ) ( )∫
∞

+++

−







 +++=

0 1
2

2

21
2

22 ξξξξυ
β

β
υ

β

dJFmc
mm . (2.93) 
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2.3.2 Узагальнення методу рядів Неймана на трикутну послідовність 

парних інтегральних рівнянь та умови квазірегулярності одержаних 

послідовностей безмежних систем лінійних алгебричних рівнянь 

Розглянемо тепер трикутну послідовність парних інтегральних рівнянь 

відносно невідомої функції ( )ξnF  ( ). . . 1, ,0=n : 

( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,1
1 00

ξξρξξρξξρξξξ υυ
β dJGFgdJFf

n

j
jjnnn ∑∫∫

=

∞

−

∞

+=+   10 <≤ ρ  (2.94) 

( ) ( ) ,0
0
∫
∞

=ξξρξ υ dJFn                         ,1>ρ                             . . . 1, ,0=n   (2.95) 

при ,22 −<< β  ,1−>υ  ,1
2

>+ υ
β  де ( ),ξf  ( ),ξg  ( )ξG  - задані функції, а суму в 

правій частині рівності (2.94) будемо вважати рівною нулю при 0=n . 

Розв’язок послідовності (2.94), (2.95), згідно з результатами попереднього 

підрозділу будемо шукати у вигляді ряду Неймана: 

( ) ( )∑
∞

=
+

−
=

0
2

2 ,
k

k
n
kn JaF ξξξ µ

β

  . . . 1, ,0=n  (2.96) 

при 1
2

++= υ
β

µ . Послідовність рівнянь (2.95) при цьому задовольняється 

тотожно при довільних коефіцієнтах розкладу, а самі коефіцієнти визначаються за 

допомогою послідовності нескінченних систем лінійних алгебраїчних рівнянь 

(ПНСЛАР): 

,~~
0

n
mkm

k

n
k

n
m cbaa =+ ∑

∞

=

 (2.97) 

де 

( ) ,2~ 2
1

−+= µmaa n
m

n
m  (2.98) 

( ) ( ) ( )∫
∞

++++=
0

22 ,222 dttJtJ
t
tfmkb mkkm µµµµ  (2.99) 
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( ) ( ) ( ) ( )∫ ∑
∞

+
= +

−









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
++=

0
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1 2
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,22 dttJ
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tGtF
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j
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m µββµ  (2.100) 

( ) ( ) ( )∫
∞

=
0

ρρρρ υ gtJgtg nn . (2.101) 

Покажемо, що має місце теорема. 

Теорема. Нехай неперервні на проміжку ),0[ ∞  функції ( )tf  і ( )tGt j
β− , 

( ). . . 2, ,1=j  поводять себе при 0→t , як λt , де ( )22 ++−> υβλ  і заникають на 

нескінченності як η−t , де 1≥η , а функції ( )ρng  і ( )ρρ ng∂ , ( ). . . 2, 1, ,0=n  є 

обмеженими на проміжку )1,0[ . Тоді розв’язок ПНСЛАР (2.97) можна знайти 

методом редукції. 

Доведення. Використовуючи формулу підсумовування: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )∫∑ −−++

∞

=

=+
1

0
1122

0 2
2 dxzxJtxxJtzzJtJk kk

k
µµµµµ  (2.102) 

легко показати справедливість співвідношення 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ,,

224

1

0

1

0

2

2

0
22

0 0 00

2

∫ ∫

∫∑ ∑∑∑

=

=



++=

∞

++

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

dydxyxyMx

dttJtJ
t
tfmkb mk

k k mm
km µµµµ

 (2.103) 

де введено позначення: 

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

++
=

0 22

, dtytJxtJttfyxM
υ

β
υ

β  (2.104) 

Якщо функція ( )tf  поводить себе при ∞→t  як η−t , де 1≥η , то інтеграл 

(2.88), як відомо з теорії розривних інтегралів Вебера-Шафхейтліна [21], при 1>η  

є неперервною функцією від змінних x і y , при 0>x  і 0>y , а при 0→x , або 

0→y  функція ( )yxM ,  веде себе, як 
υ

β
+

2t , але, оскільки 1
2

−>+ υ
β , то інтеграл в 
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правій частині рівності (2.104) буде існувати принаймні як невласний. Якщо ж 

1=η , то функція ( )yxM ,  при yx →  матиме логарифмічну особливість, яка є 

інтегрованою. Таким чином, якщо функція ( )tf  задовольняє умовам теореми, то 

має місце наступне співвідношення: 

( )∑∑
∞

=

∞

=

∞<
0 0

2

k m
kmb  (2.105) 

Праву частину послідовності (2.97) представимо у вигляді: 

n
m

n
m

n
m ccc 2,1, +=  (2.106) 

( ) ( )∫
∞

++=
0

2
2

1, ,22 dttJ
t

tgmc k
nn

m µβµ  

( ) ( ) ( )∑∫
=

∞

+
+

−+=
n

j
k

jjnn
m dttJ

t

tGtF
mc

1 0
2

2
1

2, ,22 µβµ  

Далі знайдемо, що: 
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 (2.107) 

Якщо функції ( )ρng  задовольняють умовам теореми, то інтеграли в 

формулі (2.107) існують і є скінченними, а тому є справедливою умова: 

∞<∑
∞

=0

2
1, )(

m

n
mc  (2.108) 

Аналогічно знайдемо, що: 
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Далі, використовуючи представлення (2.109) та нерівність Коші, отримаємо: 
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З врахуванням співвідношення (2.110) формула (2.109) набуде вигляду: 
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де 

( ) ( ) ( ) ( )∫
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−=
0 22

1
1 , dtytJxtJtGtyxM j

υ
β

υ
β

β  

Тепер, якщо функція ( )tGt j
β−1 , ( ). . . 2, 1, =j  задовольняє умовам теореми, то 

аналогічно до того, як це робилось вище можна показати, що повторний інтеграл 

в правій частині рівності (2.111) існує і є скінченним. Позначимо через cM  його 

значення і остаточно отримаємо: 
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За допомогою нерівності Мінковського встановимо наступне співвідношення: 






++≤+≤ ∑∑∑∑∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

∞

= 0

2
2,

0

2
1,

0

2
2,

0

2
1,

0 0

2
2,1,

2 )()(2)()()()(
m

n
m

m

n
m

m

n
m

m

n
m

m m

n
m

n
m

n
m ccccccc  (2.113) 

Крім того при 0=n : 
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а тому, оскільки умова (2.108) виконується для всіх n , розв’язок системи (2.97) 

при  0=n  може бути отриманий методом редукції, причому виконуватиметься 

умова: 

∑
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20 .)(
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ka  (2.114) 

Нерівність (2.112) дасть нам тепер: 

∑ ∑
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m k
ckm Mac   

звідки за допомогою співвідношень (2.108), (2.114) знайдемо: 

.)(
0

21 ∞<∑
∞

=m
mc  (2.115) 

Виконання умови (2.115) дозволяє нам застосовувати метод редукції до 

системи (2.97) при 1=n , причому отриманий розв’язок знову ж таки буде 

задовольняти умові: 

∑
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=

∞<
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21 .)(
k

ka  (2.116) 

Продовживши аналогічні міркування переконаємось, що права частина в 

послідовності (2.97) така, що: 

,)(
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2 ∞<∑
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=m

n
mc ( ). . . 2, 1, 0, =n  (2.117 

а, отже, розв’язок ПНСЛАР (2.97), що задовольняє умові 

,)(
0

2 ∞<∑
∞

=k

n
ka ( ). . . 2, 1, 0, =n  (2.118 

може бути знайдений методом редукції. Таким чином теорема доведена. 
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Зауваження. Слід зазначити, що умова обмеженості функції ( )ρρ ng∂  не є 

необхідною умовою. Покладемо, наприклад: 

( ) ( ),1 ρρ −= Sfg nn  

звідки отримаємо: 

( ) ( ).1 ρδρρ −−=∂ nn fg  

Але при цьому ( ) ( )∫=
1

0

ρρξρξ υ dJfg nn  і, зокрема, при 0=υ : 

( ) ( )ξξξ 1
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Очевидно, що умова ( ) ∞<2

1,
n
mc  виконуватиметься при . . . 2, 1, 0, =n  . Тому 

для кожного конкретного випадку, при якому ( )ρng  не задовольняє умовам 

теореми, доцільно безпосередньо розглядати рівність (2.44) і перевіряти умову 

(2.46). 

 

Висновки до розділу 2 

• На відміну від класичного способу визначення коефіцієнтів розкладу в ряди за 

поліномами Лагерра функції ( )f t , показано, що таке визначення можливе із 

задачі Коші, якій задовольняє функція ( )f t , при цьому алгоритм визначення 

коефіцієнтів розкладу абсолютно ідентичний до алгоритму застосування 

методу інтегральних перетворень, що дало підстави сформулювати означення 

інтегрального перетворення Лагерра.  

• Розглянуто дві типові задачі Коші, розв’язки яких відповідають часовій 

поведінці розв’язків задач математичної фізики параболічного та 

гіперболічного типів та одержано їх рекурентні розв’язки в просторі зображень 

за Лагерром. Одночасно проведено теоретичне обґрунтування та числову 

ілюстрацію застосування уведеного в аргумент поліномів Лагерра 
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масштабного множника. На конкретному прикладі показано відмінність 

інтегрального перетворення Лагерра від одного із способів обернення 

інтегрального перетворення Лапласа.  

• Із застосуванням інтегрального перетворення Лагерра початково-крайові задачі 

теплопровідності в одновимірному випадку прямокутної та полярної систем 

координат зведено до трикутних послідовностей звичайних диференційних 

рівнянь. Знайдено загальні розв’язки цих послідовностей у вигляді 

алгебричних згорток та показано спосіб одержання їх фундаментальних 

розв’язків в двох системах координат. 

• На прикладі одновимірної нестаціонарної задачі теплопровідності для 

багатошарової плити продемонстровано застосування запропонованого методу 

до задач для структурно-неоднорідних тіл. 

• Викладки аналогічні до результатів другого підрозділу зроблені і для випадку 

хвильового рівняння. Для зручності числової реалізації фундаментальні 

розв’язки одержано також в інтегральній формі. 

• Розроблено методику розв’язування систем парних інтегральних рівнянь, які 

виникають при застосуванні методу інтегральних перетворень до задач із 

змішаними крайовими умовами. При цьому, шляхом розкладу невідомої 

функції в ряд Неймана з довільними коефіцієнтами розкладу, вдається 

задовольнити умови на одному із інтервалів зміни крайових умов, а самі 

коефіцієнти знаходяться із нескінчених систем лінійних алгебричних рівнянь. 

Ця методика поширена на випадок трикутних послідовностей парних 

інтегральних рівнянь, характерних для трансформованих за Лагерром 

нестаціонарних задач зі змішаними крайовими умовами. При цьому вдалося 

з’ясувати умови на відомі вхідні функції при яких послідовності нескінчених 

систем лінійних алгебричних рівнянь є квазірегулярними і, відповідно, дають 

змогу застосовувати до них метод редукції. 
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РОЗДІЛ 3  

КВАЗІСТАТИЧНІ ЗАДАЧІ ТЕРМОПРУЖНОСТІ ПЛОСКО-

ШАРУВАТИХ ТІЛ І СЕРЕДОВИЩ 
 

3.1 Нестаціонарні двовимірні задачі теплопровідності для плоско-

шаруватих тіл і середовищ 

3.1.1 Нестаціонарна осесиметрична задача теплопровідності для 

плоскошаруватої плити 

Розглянемо композит, віднесений до циліндричної системи координат ,r z  

(0 ;0 )r z H≤ < ∞ ≤ ≤ , що складається з M  шарів різної товщини та з різними 

фізико-механічними властивостями. При цьому вважатимемо, що між шарами 

виконуються умови ідеального теплового контакту. В момент часу 0t =  на його 

граничній поверхні 0z =  починає діяти джерело тепла інтенсивності ( , )q r t , а на 

граничній поверхні z H=  відбувається теплообмін за законом Ньютона із 

середовищем нульової температури. Вважаючи початкову температуру композита 

рівною нулю, температурне поле в ньому визначимо розв'язком початково-

крайової задачі: 

2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) , 1,i i i i
rr r zz i tT r T T a T i M− −∂ + ∂ + ∂ = ∂ = ; (3.1) 

( ) ( , ,0) 0, 1,iT r z i M= = ; (3.2) 

(1) (1) ( , ) , 0zT T q r t zλ ∂ = − = ; (3.3) 

( ) ( ) ( ) 0,M M M
z MT T T z Hλ ∂ + υ = = ; (3.4) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
iT T z z i M+= = = −  ; (3.5) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
z z iT TT T z z i M+ +λ ∂ = λ ∂ = = − , (3.6) 

де ( ) ( , , )iT r z t  - температурне поле в і-му шарі, ( ) ,i
iT aλ  - відповідно, коефіцієнти 

тепло- і температуропровідності і - го шару, υ  - коефіцієнт тепловіддачі з 
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поверхні z H= , 
1

i

i k
k

z h
=

= ∑ , а ih  - товщина i -го шару. 

Введемо в розгляд безрозмірні змінні і величини ,r d z dρ = γ = , 

( ) ( ) (0) (0)2
0 0, , , /i i

i i T T T Ta t d a a a Bi dτ = = λ = λ λ = υ λ%% , (0)*( , ) ( , ) / Tq q r tρ τ = λ , 

/i iz dγ =  i ih h d=% , де 0a , (0)
Tλ  - деякі «опорні» характеристики, d  - лінійний 

розмір (вибираються з міркувань зручності при числовому аналізі задачі). В 

термінах цих змінних і величин початково-крайова задача (3.1)-(3.6) набуде 

вигляду 

2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) , 1,i i i i
n n iT T T a T i M− −

ρρ ρ γγ τ∂ + ρ ∂ + ∂ = ∂ =% ; (3.7) 

( ) 0, 0, 1,iT i M= τ = = ; (3.8) 

(1) (1) *( , ) , 0T T qγλ ∂ = − ρ τ γ =% ; (3.9) 

( ) ( ) 0,M M
MT BiTγ∂ + = γ = γ ; (3.10) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
iT T i M+= γ = γ = − , (3.11) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
iT TT T i M+ +

γ γλ ∂ = λ ∂ γ = γ = −% % . (3.12) 

Застосуємо до рівнянь (3.7), крайових умов (3.9), (3.10) та умов спряження 

(3.11), (3.12) інтегральне перетворення Лагерра за змінною τ . Згідно результатів 

попереднього розділу, врахувавши нульові початкові умови (3.8) одержимо 

трикутну послідовність крайових задач  

1
2 ( ) 1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 1 ( )

0
, 1,

n
i i i i i

n n n i n i m
m

T T T a T a T i M
−

− − −
ρρ ρ γγ

=

∂ + ρ ∂ + ∂ − λ = λ =∑% % ; (3.13) 

(1) (1) ( ) , 0n nT T qγλ ∂ = − ρ γ =% ; (3.14) 

( ) ( ) 0,M M
n n MT BiTγ∂ + = γ = γ ; (3.15) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
n n iT T i M+= γ = γ = − ; (3.16) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
n n iT TT T i M+ +

γ γλ ∂ = λ ∂ γ = γ = −% % , (3.17) 
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де ( ) ( )

0

( , ) exp( ) ( , , ) ( )i i
n nT T L d

∞

ρ γ = −λτ ρ γ τ λτ τ∫ , 
0

( ) exp( ) ( , ) ( )n nq q L d
∞

ρ = −λτ ρ τ λτ τ∫ . 

З огляду на осьову симетрію задачі, застосуємо до рівняння (3.13) та умов 

(3.14)-(3.15) інтегральне перетворення Ганкеля за радіальною змінною ρ  [223]. В 

результаті одержимо: 

1
2 ( ) 2 ( ) ( )

0
, 1,

n
i i i

n i n i m
m

d T T T i M
−

γγ
=

− ω = β =∑ ; (3.18) 

(1) (1) ( ) , 0n nT d T qγλ = − ξ γ =% ; (3.19) 

( ) ( ) 0,M M
n n MT BiTγ∂ + = γ = γ ; (3.20) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
n n iT T i M+= γ = γ = − ; (3.21) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
n n iT Td T d T i M+ +

γ γλ = λ γ = γ = −% % . (3.22) 

У формулах (3.18) - (3.22)  2 2 ,i i i iaω = ξ + β β = λ % , 

( ) ( )
0

0 0

( , ) exp( ) ( , , ) ( ) ( )i i
n nT T L d J d

∞ ∞ 
 ξ γ = ξ −λτ ρ γ τ λτ τ ξρ ρ
 
 

∫ ∫  (3.23) 

 - зображення за Лагерром і Ганкелем, ξ  - параметр перетворення за Ганкелем. 

Надалі подвійне інтегральне перетворення (3.23) будемо називати інтегральним 

перетворенням Ганкеля-Лагерра. 

Загальний розв’язок трикутної послідовності (3.18) згідно результатів 

попереднього розділу подамо у вигляді алгебричної згортки: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0
( , ) ( ) , ( ) , , 1, , 0,1,2,...

n
i i i ii

n n j j n j j
j

T A G B W i M n− −
=

 ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ = = ∑
 (3.24) 

де  
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( ) ( ), ,
0 0

( ) ( )( , ) exp ; ( , ) exp ,
! !

j jk k
i ii i

j i j k j i j k
k k

G a W a
k k

= =

ω γ −ω γ
ξ γ = −ω γ ξ γ = ω γ∑ ∑  (3.25)  

а коефіцієнти , ( )i
j ka ξ  задовольняють рекурентним співвідношенням:  

1

, 1 , 2 ,20.5
j

i i ii
j k j k m k

i m k
a a a

−

+ +
=

 β = −
 ω 

∑ . (3.26) 

Безпосередня підстановка розв’язку (3.24) в умови (3.19)-(3.22) приводить 

до співвідношень: 

( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1)

0
( ) ,0 ( ) ,0 ( )

n

nn j j n j jT
j

A d G B d W qγ γ− −
=

 λ ξ ξ + ξ ξ = − ξ ∑% ; (3.27) 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( )

( ) , ,

( ) , , 0;

n
M M M

M Mn j j j
j

M M M
M Mn j j j

A d G BiG

B d W BiW

γ−
=

γ−

 ξ ξ γ − ξ γ +


+ ξ ξ γ − ξ γ =


∑
 (3.28) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

0

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , , 1, 1;

n
i i i i

i in j j n j j
j

n
i i i i

i in j j n j j
j

A G B W

A G B W i M

− −
=

+ + + +
− −

=

 ξ ξ γ + ξ ξ γ = 

 = ξ ξ γ + ξ ξ γ = − 

∑

∑
 (3.29) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

0

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , , 1, 1 ;

n
i i i i i

i in j j n j jT
j

n
i i i i i

i in j j n j jT
j

A d G B d W

A d G B d W i M

γ γ− −
=

+ + + + +
γ γ− −

=

 λ ξ ξ γ + ξ ξ γ = 

 = λ ξ ξ γ + ξ ξ γ = − 

∑

∑

%

%
.

 (3.30) 

В рівностях (3.27)-(3.29) залишимо в правій частині доданки при 0j =  , а 

решту перенесемо в праву частину: 
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( ) ( )

( ) ( )

(1) (1)(1) (1)
0 0 (1)

(1) (1) (1) (1)

1

( )( ) ,0 ( ) ,0

( ) ,0 ( ) ,0 ;

n
n n

T
n

n j j n j j
j

qA d G B d W

A d G B d W

γ γ

γ γ− −
=

ξ
ξ ξ + ξ ξ = − −

λ

 − ξ ξ + ξ ξ ∑

%
 (3.31) 

( ) ( )( ) ( )(
( )) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )
0

1

( ) ( ) ( )

( ) , , ( ) ,

, ( ) , ,

( ) , , ;

M M MM M
n M M n M

n
M M M M

M M Mn j j j
j

M M M
M Mn j j j

A d G BiG B d W

BiW A d G BiG

B d W BiW

γ γ

γ−
=

γ−

ξ ξ γ − ξ γ + ξ ξ γ −

− ξ γ = − ξ ξ γ − ξ γ +


+ ξ ξ γ − ξ γ


∑  (3.32) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( 1)( ) ( ) ( 1)
0 0 0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( )( 1)
0

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , , 1, 1;

i i ii i i
n i n i n i

n
i i i i ii

n i i in j j n j j
j

n
i i i i

i in j j n j j
j

A G B W A G

B W A G B W

A G B W i M

++

++
− −

=

+ + + +
− −

=

ξ ξ γ + ξ ξ γ − ξ ξ γ −

 − ξ ξ γ = − ξ ξ γ + ξ ξ γ + 

 + ξ ξ γ + ξ ξ γ = − 

∑

∑
 (3.33) 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)( ) ( ) ( 1)
0 0 0

( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
0

1

( 1) ( 1) ( 1)

( ) , ( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , ( ) ,

( )

i i i i ii i i
n i n i n iT T

n
i i i i i ii

n i i in j j n j jT
j

i i i
n j jT

A d G B d W A d G

B d W A d G B d W

A d G

+ ++
γ γ γ

+
γ γ γ− −

=

+ + +
γ−

  λ ξ ξ γ + ξ ξ γ − λ ξ ξ γ +  

  + ξ ξ γ = −λ ξ ξ γ + ξ ξ γ +  

+λ ξ ξ

∑

% %

%

% ( ) ( )( 1) ( 1)

1
, ( ) , , 1, 1 .

n
i i

i in j j
j

B d W i M+ +
γ−

=

 γ + ξ ξ γ = − ∑
 (3.34) 

Одержані співвідношення слугують для послідовного визначення невідомих 
( ) ( )i
nA ξ  та ( ) ( )i

nB ξ . Покладемо, що довільні сталі ,0ja  у формулах (3.26) мають 

вигляд 

0,0 0,01, 0, 1,2,... , 1,i ia a j i M= ≡ = =  . (3.35) 

Тоді, відповідно: 
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( ) ( )
0 0

( ) ( )
0 0

( , ) exp( ) , ( , ) exp( ) ,

( , ) exp( ) , ( , ) exp( ).

i i
i i i

i i
i i i

G d G

W d W

γ

γ

ξ γ = −ω γ ξ γ = −ω −ω γ

ξ γ = ω γ ξ γ = ω ω γ
 (3.36) 

Враховуючи вирази (3.36) співвідношення (3.31)-(3.34) запишемо у вигляді 

рекурентної послідовності систем лінійних алгебричних рівнянь 

{ } { }(1) (1) ( ) ( ) ( )
, ,, ,..., , ,..., , 0,1,2,...l l M

k l n n n n n n kb A B A B A c n  = = 
T T

.  (3.37) 

В системах (3.37) структура матриці ,k lb  має вигляд 

1,1 1,2

2,1 2,2 2,3 2,4

3,1 3,2 3,3 3,4

2 ,2 1 2 ,2 2 ,2 1 2 ,2 2

2 1,2 2 1,2 1 2 1,2 2 2 1,2 2

2 1,2 1 2 1,2

2 ,2 1 2 ,2

0
0
0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

i i i i i i i i

i i i i i i i i

M M M M

M M M M

b b
b b b b
b b b b

b b b b

b b b b

b b

b b

− + +

+ + + + + + +

− − −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

L
L
L
L

L

L

L
L

L

 (3.38) 

а її ненульові коефіцієнти обчислюються за формулами 

11,1 1 1,2 1 2 ,2 1 2 ,2 2 ,2 1; ; ; ; ;i i i i i ii i i i i ib b b e b e b e +−ω γ ω γ −ω γ
− += −ω = ω = = = −  

1 ( ) ( )
2 ,2 2 2 1,2 1 2 1,2; ; ;i i i i i ii i

i i i i i i i iT Tb e b e b e+ω γ −ω γ ω γ
+ + − += − = −λ ω = λ ω% %  (3.39) 

1 1( 1) ( 1)
2 1,2 1 2 1,2 2 1; ; 1, 1i i i ii i

i i i i i iT Tb e b e i M+ +−ω γ ω γ+ +
+ + + + += λ ω = −λ ω = −% %  

( ) ( )2 1,2 2 ,2;M M M MM M M M M Mb Bi e b Bi e−ω γ ω γ
− = − ω + = ω − . 

Стовбець вільних членів в системах (3.37) - це права частина рівнянь (3.31)-

(3.34), а отже його компоненти мають вигляд: 

( ) ( )(1) (1) (1) (1)
,1 (1)

1

( ) ( ) ,0 ( ) ,0 ;
n

n
n n j j n j j

T j

qc A d G B d Wγ γ− −
=

ξ  = − − ξ ξ + ξ ξ λ
∑%  
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
,2

1

( ) ( ) ( )

( ) , ,

( ) , , ;

n
M M M

n M M Mn j j j
j

M M M
M Mn j j j

c A d G BiG

B d W BiW

γ−
=

γ−

= − ξ ξ γ − ξ γ +


+ ξ ξ γ − ξ γ


∑
 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
,2

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , , 1, 1;

n
i i i i

n i i in j j n j j
j

n
i i i i

i in j j n j j
j

c A G B W

A G B W i M

− −
=

+ + + +
− −

=

 = − ξ ξ γ + ξ ξ γ + 

 + ξ ξ γ + ξ ξ γ = − 

∑

∑
 (3.40) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,2 1

1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) , ( ) ,

( ) , ( ) , , 1, 1 .

n
i i i i i

n i i in j j n j jT
j

n
i i i i i

i in j j n j jT
j

c A d G B d W

A d G B d W i M

+ γ γ− −
=

+ + + + +
γ γ− −

=

 = −λ ξ ξ γ + ξ ξ γ + 

 +λ ξ ξ γ + ξ ξ γ = − 

∑

∑

%

%
 

Матрицю ,k lb    зведемо до діагонального вигляду. Для цього розглянемо 

перший верхній блок 

1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 2 1 2 1

1 1 ,1

,2
(1) (1) (2) (2)

,31 1 2 2

0 0 n

n

nT T T T

c

e e e e c

ce e e e

−ω γ ω γ −ω γ ω γ

−ω γ ω γ −ω γ ω γ

 −ω ω
 

− − 
 
 −λ ω λ ω λ ω −λ ω 

% % % %
, 

який після елементарних перетворень набуде вигляду 

** * ,11,1 1,2
* * * *
2,2 2,3 2,4 ,2

* * *3,3 3,4 ,3

0 0

0

0 0

n

n

n

cb b

b b b c

b b c

 
 
 
 
 
 

, (3.41) 

де 

* *
1,1 1,1 1 1,2 1,2 1; ;b b b b= = −ω = = ω  
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( )
( )

(1)*
2,2 1 1 1

(2) (1)*
2,3 2 1 2 1

(2) (1)*
2,4 2 1 2 1

2 exp( );

exp( ) ;

exp( ) ;

T

T T

T T

b

b

b

= λ ω ω γ

= −ω γ λ ω − λ ω

= − ω γ λ ω + λ ω

%

% %

% %

 (3.42) 

( ) ( )
( ) ( )

(2) (1) (2) (1)*
3,3 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

(2) (1) (2) (1)*
3,4 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1

exp( ) exp( ) exp( ) ;

exp( ) exp( ) exp( ) ;

T T T T

T T T T

b

b

 = −ω γ −ω γ λ ω − λ ω + ω γ λ ω + λ ω
 
 = − ω γ −ω γ λ ω + λ ω + ω γ λ ω − λ ω
 

% % % %

% % % %
 

(1)* *
,1 ,1 ,2 1 ,2 ,3

(1) (1)*
,3 ,1 1 1 1 ,2 1 1 ,3

; ;

2 2 sh( ) 2ch( ) .

n n n n nT

n n n nT T

c c c c c

c c c c

= = λ ω +

= − λ − λ ω ω γ + ω γ

%

% %
 

Поступимо так само із загальним блоком  

1 1

1 1

* *
2 1,2 1 2 1,2 ,2 1

,2
( ) ( ) ( 1) ( 1)

,2 11 1

0 0

i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i n i

n i
i i i i

n ii i i iT T T T

b b c

e e e e c

ce e e e

+ +

+ +

− − − −
−ω γ ω γ −ω γ ω γ

−ω γ ω γ −ω γ ω γ+ +
++ +

 
 
 − − 
 −λ ω λ ω λ ω −λ ω 
 

% % % %
 

Провівши ті самі перетворення одержимо блок 

* * *
2 1,2 1 2 1,2 ,2 1

* * * *
2 ,2 2 ,2 1 2 ,2 2 , 2

* * *
2 1,2 1 2 1,2 2 , 2 1

0 0

0 , 2, 1,

0 0

i i i i n i

i i i i i i n i

i i i i n i

b b c

b b b c i M

b b c

− − − −

+ +

+ + + + +

 
 
  = − 
  
 

 (3.43) 

де 

( )
( )

( )*
2 ,2

( 1) ( )*
2 ,2 1 1 1

( 1) ( )*
2 ,2 2 1 1

2 exp( );

exp( ) ;

exp( ) ;

i
i i i i iT

i i
i i i i i iT T

i i
i i i i i iT T

b

b

b

+
+ + +

+
+ + +

= λ ω ω γ

= −ω γ λ ω − λ ω

= − ω γ λ ω + λ ω

%

% %

% %
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( )

( 1) ( )* *
2 1,2 1 1 1 2 1,2

( 1) ( ) *
1 2 1,2 1

exp( ) exp( )

exp( ) ;

i i
i i i i i i i i i iT T

i i
i i i i i iT T

b b

b

+
+ + + + −

+
+ − −

= −ω γ −ω γ λ ω − λ ω −


− ω γ λ ω + λ ω


% %
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( )
( )

( 1) ( )* *
2 1,2 2 1 1 2 1,2

( 1) ( ) *
1 2 1,2 1

exp( ) exp( )

exp( ) ;

i i
i i i i i i i i i iT T

i i
i i i i i iT T

b b

b

+
+ + + + −

+
+ − −

= − ω γ −ω γ λ ω + λ ω −


− ω γ λ ω − λ ω


% %

% %
 (3.44) 

( )
( )

( )*
,2 ,2 1 ,2

( ) ( )* * * *
,2 1 ,2 1 2 1,2 1 2 1,2 ,2

* *
2 1,2 1 2 1,2 ,2 1

;

2 exp( ) exp( )

exp( ) exp( )

i
n i n i i n iT

i i
n i i n i i i i i i i i i i n iT T

i i i i i i i i n i

c c c

c c b b c

b b c

+

+ − − − −

− − − +

= + λ ω

= − λ ω + λ ω ω γ + −ω γ −

− ω γ − −ω γ

%

% %  

Нарешті розглянемо останній блок 

( ) ( )

** *
, 2 12 1, 2 1 2 1, 2

, 2M M M M

n MM M M M

n MM M

cb b

cBi e Bi e

−− − −

−ω γ ω γ

 
 
 − ω + ω − 

, (3.45) 

який після перетворень набуде вигляду 

* * *
2 1, 2 1 2 1, 2 , 2 1

* *
2 , 2 , 20

M M M M n M

M M n M

b b c

b c

− − − −
 
 
 
 

, (3.46) 

при 
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( )

( )

* *
2 , 2 2 1, 2

*
2 1, 2 1

* *
, 2 , 2 1

*
, 2 2 1, 2 1

exp( )

exp( ) ;

exp( )

.

M M M M M M M

M M M M M

n M M M M n M

n M M M

b Bi b

Bi b

c Bi c

c b

−

− −

−

− −

= ω + −ω γ +

+ ω − ω γ

= ω + −ω γ +

+

 (3.47) 

Таким чином ми звели систему (3.37) до трикутної системи рівнянь: 
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* * *1,1 1,2 (1) ,1
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L

*
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*
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+
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 

M

 (3.48) 

в якій коефіцієнти матриці та вільні члени визначаються рекурентними 

співвідношеннями (3.42), (3.44), (3.47). 

З системи (3.48), використовуючи «зворотній хід», одержимо розв’язок 

( )

( )

*
,2 1( )

*
2 ,2

( ) * ( 1) * ( 1) *
,2 2 , 2 2 2 , 2 1*

2 ,2

( ) * ( ) *
,2 1 2 1, 2*

2 1, 2 1

;

1 , 1, 1;

1 , 1, 1 .

n MM
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M M

i i i
n n i n i i n i i

i i

i i
n n i n i i

i i

c
A

b

B c B b A b i M
b

A c B b i M
b

−

+ +
+ +

− −
− −

=

= − − = −

= − = −

 (3.49) 

Послідовно знайшовши зі співвідношень (3.51) всі ( )i
nA  і ( )i

nB , а, отже, і 

( ) ( , )i
nT ξ γ  остаточний розв’язок задачі (3.7)-(3.12) подамо у вигляді: 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )i i
n n

n
T T J d L

∞∞

=

 
 ρ γ τ = λ ξ ξ γ ξρ ξ λτ
 
 

∑ ∫ . (3.50) 
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3.1.2 Визначення нестаціонарного температурного поля в шаруватому 

півпросторі в плоскому випадку 

Розглянемо шаруватий композит, що складається з M  елементів (елементи 

з індексами до 1M −  включно - плоско-паралельні шари товщиною , 1, 1ih i M= − , 

елемент з індексом M  - півпростір). Уведемо в розгляд прямокутну систему 

координат , ,x y z  з центром на граничній поверхні, вісь x  напрямимо у глиб 

композита. Вважатимемо, що з моменту часу 0t =  композит починає нагріватися 

джерелами тепла, що рухаються по його граничній поверхні прямолінійно в 

додатному напрямку осі 0x  з постійною швидкістю v . Тепловий контакт між 

шарами композита, як і в попередньому випадку будемо вважати ідеальним, а 

початкову температуру шаруватого півпростору рівною нулю. Крім того, 

припустимо, що розміри джерела тепла в напрямку перепендикулярному до 

напрямку руху значно більші за розміри в напрямку руху, а тому зміною 

температури в напрямку осі 0z  знехтуємо (плоска задача). 

Таким чином, задача полягає у відшуканні розв'язку нестаціонарної задачі 

теплопровідності: 

2 ( ) 2 ( ) 1 ( ) , 1,i i i
xx yy i tT T a T i M−∂ + ∂ = ∂ = ; (3.51) 

( ) ( , ,0) 0, 1,iT x y i M= = ; (3.52) 

(1) (1) ( , ) , 0yT T q x t yλ ∂ = − = ; (3.53) 

( ) ( ) 0,M M
yT T y= ∂ = → +∞ ; (3.54) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
iT T y y i M+= = = − ; (3.55) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
y y iT TT T y y i M+ +λ ∂ = λ ∂ = = − , (3.56) 

де ( ) ( , , )iT x y t  - температурне поле в і - му шарі, ( ) ,i
iT aλ  - відповідно, коефіцієнти 

тепло- і температуропровідності і-го шару, 
1

i

i k
k

y h
=

= ∑ , а ih  - товщина i -го шару, 

( ) ( ) ( )0 0 0( , )q x Q x x vt S x x l vt S x x l vt+ +τ = + − + + − − + − −    - густина рухомого 
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джерела тепла 0x  - початкове положення його центру, ( )0Q x x vt+ −  розподіл 

густини джерел тепла по смузі нагріву. 

Як і в попередньому розділі введемо в розгляд безрозмірні змінні і 

величини ,x d y dα = γ = , ( ) ( ) (0) (0)2
0 0, , , /i i

i i T T T Ta t d a a a Bi dτ = = λ = λ λ = υ λ%% ,  

( ) ( ) ( ) ( )(0)* * * *
0 0 0( , ) / / / Tq Q v S l d v S l d v d+ +

 α τ = α + α − τ α + α + − τ − α + α − − τ λ
 

% ,

/i iy dγ = , i ih h d=% , *
0 /v va d=  - безрозмірна швидкість. В термінах цих змінних 

і величин початково-крайова задача (3.51)-(3.56) набуде вигляду 

2 ( ) 2 ( ) 1 ( ) , 1,i i i
iT T a T i M−

αα γγ τ∂ + ∂ = ∂ =% ; (3.57) 

( ) 0, 0, 1,iT i M= τ = = ; (3.58) 

(1) (1) *( , ) , 0T T qγλ ∂ = − α τ γ =% ; (3.59) 

( ) ( ) 0,M MT Tγ= ∂ = γ → ∞ ; (3.60) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
iT T i M+= γ = γ = − ; (3.61) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
iT TT T i M+ +

γ γλ ∂ = λ ∂ γ = γ = −% % . (3.62) 

Застосуємо до рівнянь (3.57), крайових умов (3.59), (3.60) та умов 

спряження (3.61), (3.62) інтегральне перетворення Лагерра за змінною τ  та 

інтегральне перетворення Фур’є за змінною α . Врахувавши нульові початкові 

умови (3.58) одержимо трикутну послідовність крайових задач  

1
2 ( ) 2 ( ) ( )

0
, 1,

n
i i i

n i n i m
m

d T T T i M
−

γγ
=

− ω = β =∑ ; (3.63) 

(1) (1) ( ) , 0n nT d T qγλ = − ξ γ =% ; (3.64) 

( ) ( ) 0,M M
n nT d Tγ= = γ → ∞ ; (3.65) 

( ) ( 1) , , 1, 1i i
n n iT T i M+= γ = γ = − ; (3.66) 

( ) ( 1)( ) ( 1) , , 1, 1i ii i
n n iT Td T d T i M+ +

γ γλ = λ γ = γ = −% % . (3.17) 



 74 

У формулах (3.13) - (3.17)  2 2 ,i i i iaω = ξ + β β = λ % , 

( ) ( )

0

( , ) exp( ) ( , , ) ( ) exp( )i i
n nT T L d i d

∞ ∞

−∞

 
 ξ γ = −λτ α γ τ λτ τ ξα α
 
 

∫ ∫  (3.18) 

 - зображення за Лагерром і Фур’є, ξ  - параметр перетворення за Фур’є. Надалі 

подвійне інтегральне перетворення (3.68) будемо називати інтегральним 

перетворенням Фур’є-Лагерра. 

Трикутна послідовність крайових задач в зображеннях за Фур’є-Лагерром 

(3.63)-(3.67) повністю співпадає з послідовністю крайових задач в зображеннях за 

Ґанкелем-Лагерром (3.18)-(3.22). Тому її загальний розв’язок має вигляд: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )

0
( , ) ( ) , ( ) , , 1, , 0,1,2,...

n
i i i ii

n n j j n j j
j

T A G B W i M n− −
=

 ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ = = ∑
 (3.70) 

де  

( ) ( ), ,
0 0

( ) ( )( , ) exp ; ( , ) exp ,
! !

j jk k
i ii i

j i j k j i j k
k k

G a W a
k k

= =

ω γ −ω γ
ξ γ = −ω γ ξ γ = ω γ∑ ∑

 (3.71)  

а коефіцієнти , ( )i
j ka ξ  знаходяться із рекурентних співвідношень:  

1

, 1 , 2 ,20.5
j

i i ii
j k j k m k

i m k
a a a

−

+ +
=

 β = −
 ω 

∑ . (3.72) 

Враховуючи умову на безмежності (3.65) та вигляд функцій ( )( ) ,M
jG ξ γ  та 

( )( ) ,M
jW ξ γ  відразу отримаємо, що 

( ) 0, 0, 1, 2, ...M
nB n≡ =  . (3.73) 

Безпосередня підстановка розв’язку (3.70) в умови (3.64), (3.66), (3.67) після 

викладок, ідентичних до викладок попереднього підрозділу приводить до системи 
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рівнянь: 

{ } { }(1) (1) ( ) ( ) ( )
, ,, ,..., , ,..., , 0,1,2,...l l M

k l n n n n n n kb A B A B A c n  = = 
T T

 ,  (3.24) 

де структура матриці ,k lb  має вигляд 

1,1 1,2

2,1 2,2 2,3 2,4

3,1 3,2 3,3 3,4

2 ,2 1 2 ,2 2 ,2 1 2 ,2 2

2 1,2 2 1,2 1 2 1,2 2 2 1,2 2

2 2,2 3 2 2,2 2 2 2,2 1

2 1,2 3 2 1,2 2 2 1,2 1

0
0
0

0 0 0

0 0 0

0 0

0 0

i i i i i i i i

i i i i i i i i

M M M M M M

M M M M M M

b b
b b b b
b b b b

b b b b

b b b b

b b b

b b b

− + +

+ + + + + + +

− − − − − −

− − − − − −











L
L
L
L

L L

L L

L
L

L









 
 
 
 
 
 
 


 (3.75) 

а її ненульові коефіцієнти та стовбець вільних членів обчислюються відповідно за 

формулами (3.39) та (3.40). 

Аналогічно до осесиметричного випадку систему рівнянь (3.75) можна 

звести до трикутного виду (змін зазнає лише останній блок (3.45), а всі попередні 

викладки ідентичні) 

* * *1,1 1,2 (1) ,1
*1 ,2* *

2 1, 2 1 2 1, 2
* * *

( )2 , 2 2 , 2 1 2 , 2 2
,

* * ( )2 1, 2 1 2 1, 2 2

( )
*
2 1, 2 1

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

nn

nn
i i i i

ii i i i i i
nn

ii i i i n

M
n

M M

b b cA
cBb b

b b b cA
b b B

A
b

− − −

+ +

+ + + +

− −

 
  
  
  
  
  
   =
  
  
  
  
  
  

 

L
O

L
MM

L

L

M
O

L

*
2

*
,2 1

*
,2 1

i

n i

n M

c

c

+

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M

 (3.76) 

де 
* *
1,1 1 1,2 1;b b= −ω = ω  



 76 

( )*
2 ,2 2 exp( ), 1, 1;i

i i i i iTb i M= λ ω ω γ = −%  

( )( 1) ( )*
2 ,2 1 1 1exp( ) , 1, 1 ;i i

i i i i i iT Tb i M+
+ + += −ω γ λ ω − λ ω = −% %  

( )( 1) ( )*
2 ,2 2 1 1exp( ) , 1, 2 ;i i

i i i i i iT Tb i M+
+ + += − ω γ λ ω + λ ω = −% %  (3.77) 

( )
( )

( 1) ( )* *
2 1,2 1 1 1 2 1,2

( 1) ( ) *
1 2 1,2 1

exp( ) exp( )

exp( ) , 1, 1 ;

i i
i i i i i i i i i iT T

i i
i i i i i iT T

b b

b i M

+
+ + + + −

+
+ − −

= −ω γ −ω γ λ ω − λ ω −


− ω γ λ ω + λ ω = −


% %

% %
 

( )
( )

( 1) ( )* *
2 1,2 2 1 1 2 1,2

( 1) ( ) *
1 2 1,2 1

exp( ) exp( )

exp( ) , 1, 2 ;

i i
i i i i i i i i i iT T

i i
i i i i i iT T

b b

b i M

+
+ + + + −

+
+ − −

= − ω γ −ω γ λ ω + λ ω −


− ω γ λ ω − λ ω = −


% %

% %
 

З системи (3.76), використовуючи «зворотній хід», одержимо розв’язок 

( )

( )

*
,2 1( )

*
2 ,2

( ) * ( 1) * ( 1) *
,2 2 , 2 2 2 , 2 1*

2 ,2

( ) * ( ) *
,2 1 2 1, 2*

2 1, 2 1

;

1 , 1, 1;

1 , 1, 1 .

n MM
n

M M

i i i
n n i n i i n i i

i i

i i
n n i n i i

i i

c
A

b

B c B b A b i M
b

A c B b i M
b

−

+ +
+ +

− −
− −

=

= − − = −

= − = −

 (3.79) 

Послідовно знайшовши зі співвідношень (3.79) всі ( )i
nA  і ( )i

nB , а, отже, за 

формулами (3.70) і ( ) ( , )i
nT ξ γ  остаточний розв’язок задачі (3.57)-(3.62) подамо у 

вигляді: 

( ) ( )

0 0

( , , ) ( , )exp( ) ( )
2

i i
n n

n
T T i d L

∞∞

=

 λ  α γ τ = ξ γ − ξα ξ λτ
π  

 
∑ ∫ . (3.80) 
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3.2 Визначення напружено-деформованого стану плоско-шаруватих тіл 

Розглянемо детально випадок шаруватої плити, оскільки він є більш 

загальним, внаслідок наявності граничних умов на двох поверхнях. Якщо ж 

розглядається півпростір із системою покрить (шарів), то як і у випадку задачі 

теплопровідності, умова на безмежності скорочує у двовимірному випадку на дві 

одиниці кількість невідомих і, відповідно, дещо змінює систему алгебричних 

рівнянь в частині, яка відповідає умовам на зовнішній поверхні шару, який 

замінено на півпростір. Оскільки кожен фаховий дослідник легко справиться із 

такою зміною, то розглядати її детально не будемо. 

Крім того, як це було показано на прикладі задач теплопровідності, 

формальна відмінність плоскої і осесиметричної задач полягає у різних 

інтегральних перетвореннях за просторовою змінною, що застосовуються до них. 

В трансформантах ця відмінність нівелюється, а тому знову ж таки, не будемо 

окремо детально вирізняти ту чи іншу задачу і, в подальших викладках, 

використовуватимемо позначення набла-оператора: 2 2
αα∇ = ∂  для прямокутної 

системи координат і 2 2 1−
αα α∇ = ∂ + α ∂  для циліндричної системи координат. 

Подальші дослідження напружено-деформованого стану шаруватих тіл 

ґрунтуються на некласичному розділенні рівнянь рівноваги пружного 

середовища.  

( ) ( )2 21 grad 3 4 gradTU Tκ − θ + ∆ =α κ −
r

, (3.81) 

де divUθ =
r

 - об’ємне розширення, U
r

 - вектор пружного переміщення, 

( )2 2 1
1 2

− ν
κ =

− ν
, ν  - коефіцієнт Пуассона, Tα  - коефіцієнт лінійного температурного 

розширення. 

В двовимірних випадках, які ми надалі розглядатимемо, це розділення 

використовує об’ємне розширення, як основну ключову функцію. Рівняння на 
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об’ємне розширення в термопружності одержується шляхом дії на рівняння (3.81) 

оператором div  і має вигляд 

1
1T T+ ν

∆θ = α ∆
− ν

.   (3.82) 

Якщо вважати, що ( , , )θ α γ τ  знайдено із (3.82), інші рівняння рівноваги 

(3.81) міститимуть лише одну невідому і матимуть вигляд 

( ) ( )2 21 grad 3 4 gradTU T∆ = − κ θ + α κ −
r

. (3.83) 

Поступимо так само і у випадку шаруватого тіла, при цьому вважатимемо, 

що його гранична поверхня 0γ =  вільна від навантажень, гранична поверхня 

Mγ = γ  - жорстко закріплена, а на поверхнях поділу шарів виконуються умови 

ідеального механічного контакту. 

Узагальнюючи попередні результати на кожен шар, та обираючи з двох 

рівнянь (3.83) рівняння на нормальну компоненту вектора переміщення одержимо 

систему 2M  рівнянь Пуассона відносно ключових функцій ( ) ( )( , , )i idivθ α γ τ = U
r

 і 

( ) ( , , )iw α γ τ  

( )( ) ( )1 , 1,
1

ii ii
T

i
T i M+ ν

∆θ = α ∆ =
− ν

; (3.84) 

( ) ( )( )( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,ii i i
i iTw T i Mγ γ∆ = − κ ∂ θ +α κ − ∂ =  (3.85) 

при нульових початкових умовах: 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0) 0, 1,i iw i Mθ α γ = α γ = = ; (3.86) 

крайових умовах: 

(1) ( , 0) 0γγσ α = ; (3.87) 
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(1) ( , 0) 0αγσ α = ; (3.88) 

( ) 0,M
Mu = γ = γ ; (3.89) 

( ) 0,M
Mw = γ = γ  (3.90) 

і умовах спряження шарів: 

( ) ( 1)( , ) ( , ), 1, 1i i
i iu u i M+α γ = α γ = − ; (3.91) 

( ) ( 1)( , ) ( , ), 1, 1i i
i iw w i M+α γ = α γ = − ; (3.92) 

( ) ( 1)( , ) ( , ), 1, 1i i
i i i M+

αγ αγσ α γ = σ α γ = − ; (3.93) 

( ) ( 1)( , ) ( , ), 1, 1i i
i i i M+

γγ γγσ α γ = σ α γ = − , (3.94) 

де 2 2
γγ∆ = ∇ + ∂  - оператор Лапласа у вибраній системі координат, 

( )2 2 1
1 2

i
i

i

− ν
κ =

− ν
, 

( ) ,i
iTα ν - відповідно, коефіцієнт лінійного температурного розширення та 

коефіцієнт Пуассона матеріалу i -го шару. 

Приймемо, наприклад, що задача є осесиметричною. Тоді після 

застосування до рівнянь (3.84), (3.85) інтегрального перетворення Ганкеля-

Лагерра одержимо послідовності звичайних диференціальних рівнянь 

( )( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )1 , 1,
1

ii i i ii
n n n nT

i
d d T T i Mγγ γγ

+ ν
θ − ξ θ = α − ξ =

− ν
; (3.95) 

( )2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )2(1 )1 , 1,
1 2 1 2

ii i i ii
n n n nT

i i
d w w d d T i Mγγ γ γ

+ ν
− ξ = − θ +α =

− ν − ν
. (3.96) 

Розв’язок рівняння (3.95) подамо у вигляді 

( )( ) ( ) ( ) ( )1( , ) ( )exp( ) ( )exp( ) ( , )
1

ii i i ii
n n n nT

i
C D T+ ν

θ ξ γ = ξ ξγ + ξ −ξγ + α ξ γ
− ν

. (3.97) 

Підставивши цей розв’язок в рівняння (3.96), після спрощень  
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( )2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )exp( ) ( )exp( )
1 2

2(1 ) , 1, .
1 2

i i i i
n n n n

i

i ii
nT

i

d w w C D

d T i M

γγ

γ

ξ
− ξ = − ξ ξγ + ξ −ξγ +

− ν
+ ν

+ α =
− ν

 (3.98) 

Далі, враховуючи те, що функція ( ) ( , )i
nT ξ γ  задовольняє рівнянню 

2 ( ) 2 ( ) ( )

0
, 1,

n
i i i

n n i m
m

d T T T i Mγγ
=

− ξ = β =∑  

де ( )/ i
i Taβ = λ %  та очевидну формулу 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 1

0
, 0

n
i ii i

m nm
m

T T T T− −
=

− = ≡∑ , 

розв’язок рівняння (3.98) можна записати у вигляді 

( ) ( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( ) ( )

( , ) ( )exp ( )exp

1( )exp( ) ( )exp( ) ( , )
2(1 2 ) 1

i i i
n n n

i
i i iiT

n n n
i i i

w F H

C D d Tγ

ξ γ = ξ ξγ + ξ −ξγ −

α + νγ  − ξ ξγ + ξ −ξγ + ξ γ − ν β − ν
%

 (3.99) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 0( , ) ( , ) ( , ), 1, 2, ...; ( , ) ( , )i i ii i

n n nT T T n T T−ξ γ = ξ γ − ξ γ = ξ γ = ξ γ% %  

Слід зазначити, що застосування інтегрального перетворення Лагерра до 

рівнянь (3.97), (3.98) не було обов’язковим, оскільки в ці рівняння не входить 

похідна за часовою змінною. Проте, без застосування цього перетворення, 

часткові розв’язки рівнянь були би значно складніші. 

Для задовольняння крайовим умовам та умовам спряження і, відповідно, 

визначення невідомих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H  можна поступати по-різному. Перший 

спосіб - записати всі крайові умови та умови спряження через ключові функції та 

враховуючи (3.98) та (3.99) одержати необхідні рівняння; інший спосіб – 

визначити за відомими ( )i
nθ  і ( )i

nw  ще одну трансформанту компоненти вектора 
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переміщення ( )i
nu , потім всі трансформанти тензора напружень і, після 

застосування до крайових умов та умов спряження (3.87)-(3.94) інтегральниго 

перетворення Ганкеля-Лагерра отримати системи рівнянь для визначення 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H . Зазначимо, що ці способи є приблизно однаковими, як з точки 

зору затрачених зусиль, так і, очевидно, остаточного результату, тому, оскільки 

нам все одно доведеть шукати явний вигляд трансформант вектора перемущення 

та тензора напружень використаємо другий спосіб. 

Для визначення радіальної компоненти вектора переміщення ( ) ( , , )iu α γ τ  до 

співвідношення 

( )( ) 1 ( )i iw u−
γ ρθ = ∂ + ρ ∂ ρ  (3.100) 

застосуємо інтегральне перетворення Лагерра-Ганкеля. Одержимо: 

( )( ) ( ) ( )
0

0

( , ) ( ) ( , ) ( , )i i i
n n nu J d d w

∞

α γ∂ α α γ ξα α = θ ξ γ − ξ γ∫ . 

Звідси, після інтегрування за частинами будемо мати 

( )( ) ( ) 1 ( ) ( )
1

0

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , )i i i i
n n n nu u J d d w

∞
−

γξ γ ≡ α α γ ξα α = ξ θ ξ γ − ξ γ∫ . (3.101) 

За відомими ( )i
nθ , ( )i

nw  та ( )i
nu  із співвідношень Дюгамеля-Неймана 

визначаються всі компоненти тензора напружень. Задовольняння транспонованих 

крайових умов та умов спряження приводить до систем алгебричних рівнянь 

відносно невідомих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H  

{ } { }(1) (1) (1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,, , , ,..., , , , ,..., , ,

Tl l l l M M
k l n n n n n n n n n n n kd C D F H C D F H D H f  = 

 (3.102) 

з матрицею ,k ld   , що має структуру 
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1,1 1,2 1,3 1,4

2,1 2,2 2,3 2,4

4 1,4 3 4 1,4 2 4 1,4 1 4 1,4 4 1,4 1 4 1,4 2 4 1,4 3 4 1,4 4
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d d d d d d d d
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 
 
 
 
 
 
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 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (3.103) 

де  

( ) ( )

1 1
1,1 1,2 1,3 1,4 2,1 2,2 2,3

1 1

2,4 4 1,4 3 4 1,4 2

4 1,4 1 4 1,4

(1 ) (1 )1; 1; 2 ; 2 ; ; ; ;
(1 2 ) (1 2 )

exp( ) exp( ); ; ;
2(1 2 ) 2(1 2 )

exp ; exp ;

M M M M
M M M M

M M

M M M M M M

d d d d d d d

d d d

d d

− − − −

− − −

− ν − ν
= = = − ξ = ξ = = = −ξ

− ν − ν
γ ξγ γ −ξγ

= −ξ = =
− ν − ν

= − ξγ = − −ξγ

 

4 ,4 3 4 ,4 2
(3 4 ) (3 4 )exp( ) ; exp( ) ;

2(1 2 ) 2(1 2 )
M M M M

M M M M M M
M M

d d− −
− ν + ξγ − ν + ξγ

= ξγ = −ξγ
− ν − ν

 

4 ,4 1 4 ,4exp( ); exp( );M M M M M Md d− = −ξ ξγ = ξ −ξγ  

( )1
4 5,4 3 4 5,4 2 1

exp( ) ; exp ;
2(1 2 )

M M
M M M M M

M
d d−

− − − − −
γ −ξγ

= = − −ξγ
− ν

 

4 ,4 3 4 ,4 2
(3 4 ) (3 4 )

exp( ); exp( );
2(1 2 ) 2(1 2 )

i i i i
i i i i i i

i i
d d− −

− ν + ξγ − ν + ξγ
= ξγ = −ξγ

− ν − ν
 

1
4 ,4 1 4 ,4 4 ,4
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(3 4 )
exp( ); exp( ); exp( );

2(1 2 )
i i
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i

d d d +
−

+

− ν + ξγ
= −ξ ξγ = ξ −ξγ = − ξγ

− ν
 

1
4 ,4 1 4 ,4 2 4 ,4 2

1

(3 4 )
exp( ); exp( ); exp( );

2(1 2 )
i i

i i i i i i i i i
i

d d d+
+ + +

+

− ν + ξγ
= − −ξγ = ξ ξγ = −ξ −ξγ
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[ ]
( )( )

1 1 1
4 3, 4 7 1

1 1

(1 2 )
exp( );

2 1 1 2
M M M

M M M
M M

E
d − − −

− − −
− −

− − ν + ξγ
= ξγ

+ ν − ν
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[ ]
( )( )

1 1 1
4 3, 4 6 1

1 1

(1 2 )
exp( );

2 1 1 2
M M M

M M M
M M

E
d − − −
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[ ] [ ]
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T T
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1 1
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E E
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= − ξ γ = − 
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( ) ( 1) ( 1)
( )1 1
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1 1 1

1 1 ( , ),
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i i i
ii i i iT T T

n i n ii
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i M

+ +
+ +
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+ + +

 α λ α+ ν + ν
= − ξ γ 

+ ν β − ν + ν β − νλ  
= −

%% %% % %
%   

Системи (3.102), враховуючи їх структуру, можна, подібно до задачі 

теплопровідності, привести до трикутного виду, проте, зважаючи на те, що вони 

не мають трикутного вигляду (дискретний параметр перетворення за Лагерром n  

тут входить опосередковано) процедуру їх розв’язування можна здійснювати 

чисельно. 
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Остаточний розв’язок задачі (3.84)-(3.94) подається у вигляді: 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )i i
n n

n
J d L

∞∞

=

 
 θ α γ τ = λ ξθ ξ γ ξα ξ λτ
 
 

∑ ∫ ;  (3.104) 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )i i
n n

n
w w J d L

∞∞

=

 
 α γ τ = λ ξ ξ γ ξα ξ λτ
 
 

∑ ∫ ; (3.105) 

Інші компоненти вектора переміщень та тензора напружень визначаються 

формулами 

( ) ( ) ( )
1

0 0

( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )i i i
n n n

n
u d w J d L

∞∞

γ
=

 
  α γ τ = λ θ ξ γ − ξ γ ξα ξ λτ  

 
∑ ∫ ; (3.106) 
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( )
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( , ) 1( , , ) ( , )
(1 )(1 2 ) (1 )
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i ii n
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E d w
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∞∞
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=

  ν θ ξ γσ α γ τ = λ ξ + ξ γ − + ν − ν + ν 
α
− ξ γ ξ ξ λτ− ν  

∑ ∫
 (3.107) 
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αα
=

∞
−

γ

  αν θ ξ γσ α γ τ = λ ξ − ξ γ ξα ξ + + ν − ν − ν  

+ θ ξ γ − ξ γ ξ ξα − α ξα ξ λτ

+ ν 


∑ ∫

∫
 (3.108) 
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( , , ) 2 ( , )
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1 ( , ) ( ) ( ).
1 2

i
i ni i

i n
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i ii
n nT

i

d
E w

d T J d L

∞∞
γ

αγ
=

γ

  − ν θ ξ γ
 σ α γ τ = λ − ξ ξ γ −

 − ν 
+ ν

−α ξ γ ξα ξ λτ− ν  

∑ ∫
 (3.109) 



 85 

3.3 Числові розрахунки термонапруженого стану в шаруватих тілах 

3.3.1 Напружено-деформований стан в багатошарових тілах  

Числовий аналіз проводився для періодичних композитів, виготовлених з 

Al2O3 (кераміки) та алюмінієвого стопу, фізико-механічні характеристики яких 

подано у таблиці 3.1.  

Таблиця 3.1 
Фізико-механічні властивості складових 

 Алюмінівий стоп Кераміка (Al2O3) 
ia  [м2/сек] 

( )i
Tλ  [Вт/м К] 

( )i
Tα  [1/K] 

iE  [Гпа] 
iν  

90.6×10-6 
22.2×10 

23.6×10-6 

7.0×10 
0.33 

11.9×10-6 

3.6×10 
8.0×10-6 

34.3×10 
0.22 

Вибір цих матеріалів зумовлено двома причинами: по-перше вони широко 

використовуються в сучасній інженерній практиці як елементи композитних 

матриць, а по-друге істотні відмінності практично усіх фізико-механічних 

властивостей дозволяють виявити більшість основних механічних ефектів, що 

відбуваються при нагріванні неоднорідних тіл. При цьому враховувалось два 

основних порядки розміщення шарів: перший, коли шари з парними індексами 

виготовлені з алюмінієвого стопу, а з непарними із Al2O3 та другий випадок, коли 

шари з непарними індексами виготовлені з алюмінієвого стопу, а з парними із 

Al2O3. І в першому, і у другому випадках при обезрозмірюванні за базові 

величини (0) (0)
0 0, , ,T Ta Eλ α  були взяті відповідні параметри алюмінієвого стопу. 

Розрахунки проводились при заданні постійного теплового потоку на границі 

композита ( , )q r t * ( ) ( )q S R r S t+ += −  та при 1Bi = . 

За формулами (3.50) було розраховано безрозмірне температурне поле 

* ( , , ) / *T T R q= ρ γ τ  в трьохшаровому композиті з відносними товщинами шарів 

1 20,4; 0,2;h h= =  3 0,4h = . Виявилось, що при утриманні 30 членів ряду за 

Лагерром відносна похибка в розрахунках не перевищує 1%. На рис. 3.3 а) подано 
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результат розрахунку безрозмірного температурного поля по осі 0ρ =  для різних 

значень змінної τ  у першому випадку розміщення шарів, а на рис. 3.3 б) у 

другому випадку. 
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Рис 3.3. Температурне поле трьохшарової плити 

а) шар кераміки зовні б) шар кераміки всередині 
Як видно з наведених результатів зміна температури за глибиною в 

кожному шарі як у першому, так і у другому випадках розміщення шарів з ростом 

часу приймає практично лінійний характер, що пояснюється невеликою 

відносною товщиною шарів. У першому випадку найбільшого перепаду 

температур зазнають зовнішні шари композиту, а у другому випадку – внутрішні. 
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Рис. 3.4 Температура різних точок осі симетрії трьохшарової плити 
а) шар кераміки зовні б) шар кераміки всередині 
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Рис. 3.5. Температурне поле семишарової плити 

Про тривалість перехідного процесу, залежно від розміщення шарів можна 

судити з рис. 3.4 а) та б), де зображено температурне поле по осі 0ρ =  для різних 

точок композита залежно від часу. Як в першому, так і у другому випадках 

температура набуває максимального значення в стаціонарному режимі, проте у 

першому випадку розміщення шарів тривалість перехідного періоду значно 

більша. 

З метою апробації методики на більшій кількості шарів було проведено 

числовий аналіз температурного поля в семишаровій плиті для першого випадку 

розміщення шарів, результати якого зображено на рис. 3.5. Як видно з рисунку 

характер розподілу температури по осі симетрії композита практично такий, як і 

для трьохшарового тіла. Відмінність у більшій кількості характерних «зламів» на 

лініях поділу матеріалів та у зниженні температури на поверхні плити. Це 

пояснюється наявністю у композиті більшої кількості шарів з вищим кофіцієнтом 

теплопровідності. 

Результати числового аналізу безрозмірних дотичних напружень 
* (1)

1 1( , , ) / 2Eργ αγσ = σ α γ τ  на лінії поділу першого і другого матеріалу в різні 

моменти часу подано на рис. 3.6. а) та б), відповідно для першого та другого 

випадку розміщення шарів. 
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Рис. 3.6. Дотичні напруження на поверхні розділу матеріалів тришарового 

композита 
а) шар кераміки зовні б) шар кераміки всередині 

Результати розрахунку дотичних напружень на лінії розділу другого і 

третього шару для різних випадків розміщення шарів подано на рис. 3.7 а) та б). 
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Рис. 3.7. Дотичні напруження на поверхні розділу матеріалів тришарового 
композита 

а) шар кераміки зовні б) шар кераміки всередині 

Як видно з наведених результатів тенденції поведінки вказаних напружень 

зберігаються – тривалість перехідного процесу у другому випадку розміщення 

шарів є значно меншою, а максимальні за модулем напруження значно вищими. 
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Рис. 3.8. Колові напруження в тришаровому композиті 

а) шар кераміки зовні б) шар кераміки всередині 
На рис. 3.8 а) та б) наведено результати розрахунку безрозмірних колових 

напружень * (0, , )φφσ γ τ  відповідно для двох випадків розміщення шарів. З рисунків 

видно, що вказані напруження на поверхнях поділу матеріалів шарів отримують 

стрибки, причому абсолютна величина цих стрибків з часом зростає. Максималь-

не за модулем значення цих напружень суттєво залежить від порядку розташуван-

ня шарів. Так максимальне за модулем значення колових напружень у другому 

випадку розміщення шарів з урахуванням обезрозмірення більш ніж удвічі пере-

вищує аналогічні значення у першому випадку, причому область максимальних за 

модулем напружень із зовнішнього шару переходить у внутрішній шар. Від по-

рядку розміщення шарів суттєво залежить і рівень розтягуючих колових напру-

жень в композиті. Так, якщо у першому випадку він відносно незначний і область 

дії розтягуючих напружень зосереджена в першому шарі поблизу поверхні по-

ділу, то в другому випадку розтягуючі напруження в основному виникають в 

середньому шарі, а в третьому шарі, з часом, переходять у стискуючі. 

 

3.3.2. Числовий аналіз термонапруженого стану в тілах з покриттями 

За формулою (3.80) проведено числовий розрахунок перехідного плоского 

температурного поля в системі шар-півпростір (шар – кераміка, основа – 

алюмінієвий стоп) при . На рис. 3.9. показано зміну безрозмірної температури за 
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глибиною композита при різних значеннях безрозмірного часу.  

Як видно з наведених результатів, найбільшого значення температура 

набуває на вільній поверхні композита при наближенні до області заміру краю 

джерела тепла ( )1.0τ ≈ . У той же час на лінії розділу матеріалів максимальна 

температура досягається в момент часу, коли середина плями нагріву досягає 

області заміру ( )2.0τ ≈ . Цю закономірність добре видно на рис. 3.10, де 

зображено розподіл температурного поля поверхні розділу матеріалів в різні 

моменти безрозмірного часу.  

На рис. 3.11. зображено розподіл безрозмірних дотичних напружень на 

поверхні поділу шарів для різних значень часової змінної. З наведеного видно, що 

вказані напруження під час перехідного процесу кілька разів змінюють свій знак і 

набувають максимального за модулем значення після проходження над зоною 

вимірювання центральної частини області нагріву. На нашу думку це пояснюється 

суттєвою різницею градієнту температурного поля у шарі та у півпросторі саме 

після проходження центру плями нагріву - у той час, коли матеріал шару починає 

охолоджуватись, матеріал півпростору продовжує нагріватись (рис. 3.6.). 
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Рис. 3.9. Температурне поле в 
півпросторі із покриттям в різні 

моменти часу 
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Рис. 3.10. Температура поверхні розділу  

в різні моменти часу  
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Рис. 3.11. Дотичні напруження на межі 
покриття та півпростору за рухомого 

нагріву 

Рис. 3.12. Радіальні напруження на осі 
0γ =  в покритті та півпросторі 
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Рис. 3.13. Температура поверхні 
покриття при імпульсному нагріві 

Рис. 3.14. Температура поверхні розділу  
при імпульсному нагріві 
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Рис. 3.15. Температура центру плями 

нагріву 
Рис. 3.16. Температура на осі симетрії 

покриття та основи 
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Подібну закономірність можна спостерігати і при розгляді  безрозмірних 

напружень αασ , розподіл яких на осі 0γ =  під час перехідного періоду показано 

на рис. 3.12. Як видно з рисунку вказані напруження під час перехідного періоду 

змінюють знак і досягають максимального за модулем значення і максимального 

стрибка на поверхні поділу під час проходження джерела тепла. 

Розподіл температурного поля по радіальній змінній на поверхні композиту 

і на лінії розділу у випадку імпульсного джерела тепла показано на рис. 3.13 – 

3.14, відповідно. На рис. 3.15 зображено температуру в центрі нагріву на лінії 

розділу матеріалів, залежно від тривалості імпульсу нагрівання, а на рис. 3.16 при 

тривалості імпульсу 1,0 для різних значень нормальної змінної. 

Проте, в задачах для тіл з нанопокриттями слід враховувати, що відносна 

товщина покриття може становити близько 5 810 10− −÷ м. Тому, поряд із іншими 

дослідженнями, особливе місце в роботі було відведено проблемі "тонкості 

покриття", яка становить значну проблему при прямому використанні чисельних 

методів. Одними із способів усунення цієї проблеми є або значне збільшення 

розміру покриття, або математичне спрощення постановки задачі, що може 

привести до значних остаточних погрішностей. Нами, завдяки розробленій 

методиці, без жодних математичних спрощень вдалося отримати стійкий до 

числових процедур розв’язок задачі для довільної відносної товщини покриття. 

Як свідчать наведені в табл. 3.2. результати розрахунку безрозмірної температури 
( )( , , ) ( , , ) / *iT T qα γ τ = α γ τ  в момент часу 1τ =  в центрі ділянки нагріву, для 

досягнення прийнятної точності для цього випадку достатньо враховувати 

відносну товщину покриття до 3
1 10−γ = .  

Таблиця 3.2. 

Температура поверхонь 0α = , залежно від товщини покриття. 

(0, , 1)T γ  
γ  1

1 10−γ =  2
1 10−γ =  3

1 10−γ =  4
1 10−γ =  5

1 10−γ =  
0.0 0.222022 0.102543 0.089780 0.088498 0.088369 
0.1 0.078238 0.075439 0.074830 0.074766 0.074760 
0.2 0.065654 0.063836 0.063358 0.063308 0.063303 



 93 

0.3 0.055111 0.054008 0.053633 0.053594 0.053590 
0.4 0.046234 0.045643 0.045349 0.045318 0.045315 
0.5 0.038734 0.038500 0.038269 0.038244 0.038242 
0.6 0.032381 0.032389 0.032207 0.032188 0.032186 
0.7 0.026996 0.027158 0.027015 0.026999 0.026998 
0.8 0.022433 0.022683 0.022571 0.022558 0.022557 
0.9 0.018573 0.018863 0.018775 0.018765 0.018764 
1.0 0.015314 0.015612 0.015543 0.015535 0.015534 
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Рис. 3.17. Часова трансформація 
температури поверхні покриття, 
залежно від його товщини 

Рис. 3.18. Часова трансформація 
температури поверхні покриття, 
залежно від його теплопровідності 

Це підтверджують і розрахунки розподілу в часі температури на поверхні 

поділу матеріалів покриття і півпростору для різних значень 1γ , подані на 

рис. 3.17. і 3.18. 

Проте, як з’ясувалось, це стосується лише випадку покриття, що має низькі, 

порівняно з основою, теплопровідні характеристики. Збільшення відносного 

коефіцієнту теплопровідності покриття призводить, як свідчать відповідні 

результати числового розрахунку поданого на рис.3.18, як до зростання 

температури, так і до суттєвої відмінності результатів, одержаних для різних 

значень відносної товщини покриття.  

За знайденим температурним полем було проведено розрахунки напружено-

деформованого стану в півпросторі з покриттям. При цьому вважалось, що 
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1 20.22, 0.33ν = ν =  і, відповідно, 1 20.28, 0.39κ = κ =  та були введені в розгляд 

безрозмірні величини ( ) ( )* /i i
T Tq dα = α%  для яких було покладено 

(1) (2)3 310 , 5 10T T
− −α = α = ⋅% % . Всі напруження були приведені до обезрозміреного 

вигляду з використанням коефіцієнта Ляме півпростору: 
( )

2( , , ) ( , , ) /i
kl klσ α γ τ = σ α γ τ µ . 
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Рис. 3.19. Розподіл дотичних напру-
жень, залежно від товщини покриття 

Рис. 3.20. Розподіл дотичних напру-
жень, залежно від пружних 
властивостей покриття 

На рис 3.19 подано результати розрахунку дотичних напружень вздовж 

ліній 0.25α =  в момент часу 1τ =  для випадку 1 2/ 10µ µ = . Як видно з наведеного, 

відносна товщина покриття при такому значенні відношення 1 2/µ µ  суттєво 

впливає як на абсолютну величину, так і якісну картину розподілу дотичних 

напружень в тілі. Для невеликих значень відносної товщини дотичні напруження 

набувають максимального абсолютного значення в покритті ( 1 0.5γ = ) чи 

півпросторі ( 1 0.1γ = ) та змінюють свій знак. Зі зменшенням відносної товщини 

покриття дотичні напруження перестають змінювати свій знак та стають 

найбільшими за абсолютною величиною вже на межі поділу матеріалів покриття 

та півпростору. Величину відносної товщини покриття для випадку 1 2/ 10µ µ =  

достатньо враховувати до 4
1 10−γ =  – далі результати практично не відрізняються. 



 95 

На рис. 3.20 подано результати розрахунку дотичних напружень в 

півпросторі з тонким ( 5
1 10−γ = ) покриттям в дальній від межі поділу матеріалів 

зоні, залежно від пружних характеристик покриття. Збільшення відношення 

пружної сталої 1µ  покриття по відношенню до відповідної сталої півпростору 

призводить до зміни знаку напружень та збільшення їх інтенсивності. При цьому 

напруження значно змінюються, як в областях, що значно віддалені від покриття, 

так і в областях поблизу нього. На відміну від цього випадку для покриття з 

відносною товщиною 1 0.1γ =  суттєвий вплив величини 1 2/µ µ  спостерігається 

лише в областях віддалених від покриття. При цьому діапазон значень цього 

відношення, що має вплив на напружений стан сильно відрізняється від випадку 

тонкого покриття – найбільший вплив спостерігається для значень 1 2/µ µ , що 

лежать в числовому інтервалі [1;100] , в той час, як для випадку 5
1 10−γ =  цей 

інтервал становить 3 7[10 ;10 ] . 
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Рис. 3.21. Залежність дотичних 

напружень від пружних властивостей 
покриття 

Рис. 3.22. Дотичні напруження на лінії 
розділу 

Ці висновки підтверджують і результати розрахунку (рис. 3.21) дотичних 

напружень на поверхні поділу матеріалів тонкого покриття ( 5
1 10−γ = ) та 

півпростору залежно від величини 1 2/µ µ . Як видно з наведеного, величина 
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1 2/µ µ  на поверхні поділу матеріалів суттєво впливає лише на максимум цих 

напружень, який досягається поблизу лінії 0.7α = , залишаючи практично 

незмінним характер їх розподілу. 

Для з'ясування впливу часової змінної на розподіл дотичних напружень за 

глибиною композитного тіла з параметрами 3 3
1 1 210 , / 10−γ = µ µ =  було проведено 

їх розрахунок на лінії 0.25α =  в ближній до поверхні поділу області (рис. 3.23) та 

дальній області (рис. 3.24). Як свідчать наведені результати свого максимуму в 

кожний момент часу дотичні напруження досягають на поверхні поділу 

матеріалів та з часом збільшуються. Проте, якщо в ближній зоні ці напруження з 

часом зростають рівномірно в усіх точках, то в дальній зоні при 0.2γ >  

спостерігається незначна релаксація, – так, наприклад, в момент часу 1τ =  в точці 

0.25γ =  значення дотичного напруження становить 0.41− , а в момент часу 5τ =  в 

цій же точці вже -0.17 (зменшення за абсолютною величиною близько 60%). 
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Рис. 3.23. Дотичні напруження за 
глибиною півпростору з покриттям 

(ближня зона) 

Рис. 3.24. Дотичні напруження за 
глибиною півпростору з покриттям 

(дальня зона) 

На рис. 3.25 подано результати розрахунку залежностей нормальних 

напружень γγσ  в центрі області нагріву від змінної γ  для різних значень відносної 

товщини покриття 1γ . Як видно з рисунку, під центром області нагріву нормальні 
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напруження завжди стискуючі, зменшення відносної товщини покриття 

призводить до збільшення їх рівня та зміщення точки максимуму вглиб 

півпростору. 
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Рис. 3.25. Нормальні напруження 

вздовж осі 0α = . 
Рис. 3.26. Нормальні напруження на 

поверхні спряження 

Розподіл нормальних напружень в покритті на межі поділу матеріалів 

залежно від часу при 3 3
1 1 210 , / 10−γ = µ µ =  наведено на рис. 3 26. З наведеного 

можна зробити наступні основні висновки: свого максимального за модулем 

значення нормальні напруження досягають при 0α =  в стаціонарному режимі, під 

час перехідного періоду ( 5τ ≤ ) в областях, що лежать поза ділянкою нагрівання 

виникають розтягуючі нормальні напруження, збільшення сталої пружності 1µ  

покриття по відношенню до відповідної сталої півпростору призводить до 

значного росту рівня нормальних напружень. 

Поведінка напружень αασ  в часі при 0α = , 1 0.1γ =  та 1 2/ 10µ µ =  залежно 

від змінної γ  показана на рис. 3.27. Як видно з графічного матеріалу, з ростом 

часу стрибок цих напружень на поверхні поділу матеріалів збільшується і вони 

поступово стають стискуючими як в півпросторі, так і в покритті. Дещо інша 

картина спостерігається в областях розташованих поза ділянкою нагрівання, про 

що свідчать результати розрахунку цих напружень на поверхні поділу матеріалів 
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при 3 3
1 1 210 , / 10−γ = µ µ =  – свого максимуму напруження αασ  досягають в 

стаціонарному режимі поблизу краю ділянки нагріву і є розтягуючими. 
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Рис. 3.27. Напруження αασ  при 0α = .  Рис. 3.28. Напруження αασ  на поверхні 
поділу. 

 

3.4. Квазістатична задача термопружності для півсмуги з покриттям 

 
Рис. 3.29 Схема задачі 

 

Розглядається неоднорідна півсмуга ( 0,x H y H≥ − ≤ ≤ ), що складається з 

основи ширини 22h  та двох однакових покрить ширини 1h  ( 1 2h h H+ = ) із 

відмінними від основи фізико-механічними характеристиками, нанесених на 

граничні поверхні основи 2y h= ±  (рис. 3.29). З моменту часу 0t =  півсмуга 

y 

x 
q(t
) 

2h2 

h1 

h1 
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починає нагріватись потоком тепла ( )q t∗ , рівномірно розподіленим на її торцевій 

поверхні 0x = , а з граничних поверхонь y H= ±  відбувається теплообмін за 

законом Ньютона із зовнішнім середовищем нульової температури. Вважається, 

що початкова температура всього пакета дорівнює нулю, а на межі поділу 

покриття та півпростору виконуються умови ідеального теплового контакту. 

Враховуючи фізичну та геометричну симетрію задачі відносно осі 0y = , в 

термінах безрозмірних змінних та величин x Hα = , y Hγ = , (2) 2
Ta t Hτ = , 

1 1h Hγ = , ( ) (2) ( )/i i
T T Ta a a=% , ( ) ( ) (2)/i i

T T Tλ = λ λ% , (2) (2)2( ) ( / ) /T Tq q H a Hτ = τ λ% , 

(1)Bi / TH= κ λ , задача теплопровідності формулюється наступним чином: 

( )2 ( ) 2 ( ) ( )ii i i
TT T a Tαα αα τ∂ + ∂ = ∂% , 1,2i = ; (3.110) 

( ) ( , ,0) 0, 1,2iT iα γ = = ; (3.111) 

( ) ( ) ( ), 0, 1,2i i
T T q iαλ ∂ = − τ α = =% % ; (3.112) 

(2) 0, 0Tγ∂ = γ = ; (3.113) 

(1) (1) 0, 1T BiTγ∂ + = γ = ; (3.114) 

(1)(1) (2) (1) (2)
1, ,TT T T Tγ γ= λ ∂ = ∂ γ = γ% . (3.115) 

Тут ( ) ,i
iT aλ  – відповідно, коефіцієнти теплопровідності та температуропро-

відності покриття ( 1)i =  та основи ( 2)i = ; κ  - коефіцієнт тепловіддачі з повер-

хонь покрить, ( ) ( , , )iT α γ τ , 1,2i =  – температурне поле в покритті та основі. 

До задачі (3.110) - (3.115) застосуємо інтегральне перетворення Лагер-

ра-Фур’є. В результаті одержимо 
1

( )2 ( ) 2 ( ) ( )

0
, 0,1,2,

n
ii i i

n i n i nk
k

d T T T q n
−

γγ
=

− ω = β − =∑ % K ; (3.116) 

(2) 0, 0nd Tγ = γ = ;       (3.117) 

(1) (1) 0, 1n nd T BiTγ + = γ = ; (3.118) 
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(1) (2)
n nT T= , (1) (1) (2)

1,n nT d T d Tγ γλ = γ = γ% , (3.119) 

де ( )( ) ii
n n Tq q= λ%% % , а ( ) ( )

0 0

( , ) exp( ) ( ) ( , )cos( )i i
n n nT L T d d

∞ ∞

ξ γ = −λτ λτ α γ ξγ γ τ∫ ∫  - трансфор-

манта за Лагерром-Фур’є. В (3.116), внаслідок застосування перетворення Фур’є, 

вже врахована гранична умова (3.112). Ця послідовність відрізняється від 

послідовності (3.63) лише наявністю в правій частині доданку ( )i
nq− % , а тому її 

загальний розв’язок можна подати у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

n
i i i ii i

n nn j j n j j
j

T A G B W Q− −
=

 ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ + ∑ , (3.120) 

де ( ) ( , )i
jG ξ γ , ( ) ( , )i

jW ξ γ  визначаються формулами (3.71), а ( )i
nQ  – частковий 

розв’язок неоднорідної послідовності, який, враховуючи, що ( )i
nq%  не залежить від 

змінної γ , має вигляд рекурентного рівняння 

1
( )( ) ( ) ( )

( )2
0

1 , 0,1,2, , 1,2
n

ii i i
n n mTi

T m
Q q a Q n i

a

−

=

 
= − λ = = 

ξ + λ   
∑% % K

%
. (3.121) 

Розв’язок рівняння (3.121), використовуючи метод математичної індукції 

знайдемо в вигляді 

11( ) 2
( )( ) ( )

( ) ( ) ( )2 2 2
0

1
n kni

ii i T
n n ki i i

T T Tk

a
Q q q

a a a

− −−

=

  λ ξ = −    ξ + λ ξ + λ ξ + λ   
∑%

% %
% % %

. (3.122) 

Невідомі (1) (1) (2) (2), , ,n n n nA B A B  знайдемо з трансформованих умов (3.117)--

(3.119). Безпосередня підстановка розв’язків (3.120) в ці умови після викладок 

описаних в першому підрозділі приводить до послідовності систем чотирьох 

алгебричних рівнянь 
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(1)
1,1 1,2 1,

(1)
2,1 2,2 2,3 2,4 2,

(2)3,1 3,2 3,3 3,4 3,

(2)4,3 4,4 4,

0 0

0 0

n n

nn

nn
n

n

Ab b c
b b b b cB
b b b b cA

b b cB

            =              

, 0,1,2,n = K , (3.123) 

де 
( ) ( )1,1 1 1 2,1 1 1 4,3 2 4,4 2Bi exp( ); Bi exp( ); ;b b b b= −ω + −ω = ω + ω = −ω = ω ; 

2,1 1 1 2,2 1 1 2,3 2 1 2,4 2 1exp( ); exp( ); exp( ); exp( )b b b b= −ω γ = ω γ = − −ω γ = − ω γ ; 

(1) (1)
3,1 1 1 1 3,2 1 1 1exp( ); exp( )T Tb b= −λ ω −ω γ = λ ω ω γ% % ;  

3,3 2 2 1 3,4 2 2 1exp( ) ; exp( )b b= ω −ω γ = −ω ω γ ; 

( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1)(1)
1,

1
(1) Bi (1) (1) Bi (1)

n

n n n j j j n j j j
j

c BiQ A G G B W W− −
=

 = − − + + +
 ∑ % % ; 

( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (1) (1) (1) (1)
2, 1 1 1 1

1

n

n n j j n j j n j j n j j
j

c A G B W A G B W− − − −
=

 = γ + γ − γ − γ ∑ ; 

( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
3, 1 1 1 1

1

n

n n j j n j j n j j n j jT T
j

c A G B W A G B W− − − −
=

 = γ + γ − λ γ − λ γ ∑ % %% %% % ; 

( ) ( )(2) (2) (2) (2)
4,

1
0 0

n

n n j j n j j
j

c A G B W− −
=

 = − + ∑ % % . 

Тут для зручності запису введено позначення ( ) ( )( ) ( );i i
j jG Gξ γ ≡ γ , 

( ) ( )( ) ( );i i
j jW Wξ γ ≡ γ , ( ) ( )( ) ( ) ,i i

j jG d Gγγ ≡ ξ γ% , ( ) ( )( ) ( ) ,i i
j jW d Wγγ ≡ ξ γ% . 

С використанням алгоритму Гауса, системи (3.123) можна звести до 

трикутного вигляду 

(1)
1,1 1,2 1,

(1)
2,2 2,3 2,4 2,

(2)
3,3 3,4 3,

(2)
4,4 4,

0 0

0

0 0

0 0 0

nn

nn

nn

nn

b b cA

b b b cB

b b cA

b cB

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

    
    
    

=    
    
            

, (3.124) 
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де нові коефіцієнти ,i jb∗  пов’язані із коефіцієнтами ,i jb  співвідношеннями 

2,2 1,2 2,1 1,1 2,2 2,3 1,1 2,3 2,4 1,1 2,4; ;b b b b b b b b b b b∗ ∗ ∗= − = − = − , 4,4 3,4 4,3 3,3 4,4b b b b b∗ ∗ ∗= − ; 

    ( ) ( )3,3 2,3 1,1 3,2 1,2 3,1 3,3 1,1 2,2 3,3 2,4 1,1 3,2 1,2 3,1 3,4 1,1 2,2;b b b b b b b b b b b b b b b b b b∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − + = − + , 

а новий стовбець вільних членів рівний 

2, 2,1 1, 1,1 2, 3, 2,1 3,1 3,2 1,1 2, 2,2 3,1 1, 1,1 3,; ( ) ( )n n n n n n nc b c b c c b b b b c b b c b c∗ ∗ ∗ ∗= − = − − − ; 

4, 4,3 3, 3,3 4,n n nc b c b c∗ ∗ ∗= − . 

Остаточно із систем (3.124) невідомі (1) (1) (2) (2), , ,n n n nA B A B  визначаються 

рекурентними співвідношеннями 

( )
*
4,(2) (2) * (2) *

3, 3,4* *
4,4 3,3

1,n
n n n n

c
B A c B b

b b
= = − , 

( )(1) * (2) * (2) *
2, 2,3 2,4*

2,2

1
n n n nB c A b B b

b
= − − , ( )(1) (1)

1, 1,2
1,1

1
n n nA c B b

b
= − . (3.125) 

Формули (3.125) дають змогу формально завершити побудову розв’язку 

вихідної задачі теплопровідності. При цьому температурне поле розраховується за 

формулою 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( ), 1,2i i
n n

n
T T d L i

∞∞

=

 
 α γ τ = λ ξ γ ξα ξ λτ =

π  
 

∑ ∫ . (3.126) 

Перед тим, як сформулювати умови навантаження на бічній поверхні плити 

на наш погляд слід зробити певні пояснення. Як відомо, двовимірні задачі теорії 

пружності в обмежених та напівобмежених областях у випадку вільних від напру-

жень границь мають певну специфіку, пов’язану із побудовою їх розв’язку тради-

ційними методами математичної фізики. При цьому існує певний набір крайових 

умов на одній (для напівобмеженого) чи двох протилежних (для обмеженого тіла) 
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поверхнях, які дають змогу без додаткових, часто громіздких та не цілком обґрун-

тованих математичних перетворень ефективно застосовувати класичні методи та 

методики, аналогічні до тих, що використовуються, наприклад. при розгляді задач 

теплопровідності в таких областях. У випадку квазістатичної задачі термопруж-

ності цей набір крайових умов є досить обмеженим. Розглянемо, наприклад, рів-

няння, якому у випадку квазістатичної задачі термопружності повинно задоволь-

няти об’ємне розширення ( ) ( )( , , ) div , 1,2i i iθ α γ τ = =U
r

: 

( )( )( ) 2 ( )3 4 , 1,2ii i
iT T i−∆θ = α − κ ∆ = , (3.127) 

З рівнянь (23) видно, що для отримання їх "безпроблемного" розв’язку 

об’ємне розширення ( ) ( , , )iθ α γ τ  та температура ( ) ( , , )iT α γ τ  повинні мати 

однотипне подання інтегралом Фур’є за змінною α . Для температури ( ) ( , , )iT α γ τ  

таке подання визначається крайовими умовами задачі теплопровідності на 

поверхні 0α =  і у нашому випадку має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , , )cos( ) , ( , , ) ( , , )cos( )i i i iT T d T T d
∞ ∞

α γ τ = ξ γ τ ξα ξ ξ γ τ = α γ τ ξα α
π ∫ ∫ .  

Для того, щоб таким же чином здійснити подання для об’ємного 

розширення повинна виконуватись умова  

( )
0

0.i
α α=

∂ θ =   (3.128) 

Аналогічно з іншого рівняння термопружної рівноваги 

( ) ( )( )( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2ii i i
i iTw T iγ γ∆ = − κ ∂ θ +α κ − ∂ =  (3.129) 

можна одержати  

( )
0

0iwα α=
∂ = , (3.130) 
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де ( ) ( , , )iw α γ τ  - компонента вектора переміщення в напрямку осі γ . 

Нескладно показати, що умови (3.128) і (3.130) на поверхні 0α =  

еквівалентні умовам шарнірного закріплення: 

( ) ( )( , , ) 0, 0, 0, 1,2i iu iαγα γ τ = σ = α = =  , (3.131) 

де ( ) ( , , )iu α γ τ  - компонента вектора переміщення в напрямку осі α . 

Крайові умови на поверхні 1γ =  можуть бути довільного типу. Без об-

меження загальності покладемо, що ця поверхня вільна від навантаження: 

(1) ( ,1, ) 0γγσ α τ = , (1) ( ,1, ) 0αγσ α τ = . (3.132) 

Очевидно, що для фізичної симетрії задачі відносно осі 0γ =  такі ж умови 

повинні виконуватись і на поверхні 1γ = − , а вимога симетрії приводить до умов 

на поверхні 0α =   

(2) (2)( ,0, ) 0, ( ,0, ) 0w αγα τ = σ α τ = .  (3.133) 

Крім того, вважатимемо, що на лінії поділу матеріалів покриття та основи 

виконуються умови ідеального термомеханічного контакту 

(1) (2)
1 1( , , ) ( , , )w wα γ τ = α γ τ , (1) (2)

1 1( , , ) ( , , )u uα γ τ = α γ τ ; (3.134) 

(1) (2)
1 1( , , ) ( , , )γγ γγσ α γ τ = σ α γ τ , (2) (2)

1 1( , , ) ( , , )αγ αγσ α γ τ = σ α γ τ . (3.135) 

Рівняння (3.127), (3.129) та умови (3.132)-(3.135) після застосування до них 

інтегральних перетворень Лагерра та Фур’є набудуть вигляду 

( )( )2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 ( ) ( )3 4 , 1,2ii i i i i
n n i n n nTd d T T q i−

γγ γγ θ − ξ θ = α − κ − ξ + = % ; (3.136) 

( ) ( )( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2ii i i i
n n i n i nTd w w d d T iγγ γ γ− ξ = − κ θ +α κ − = ; (3.137) 

(1)
, ( ,1) 0nγγσ ξ = ; (1)

, ( ,1) 0nαγσ ξ = ; (2) (2)
,( ,0) 0; ( ,0) 0n nw αγξ = σ ξ = ; (3.138) 



 105 

(1) (2)
1 1( , ) ( , )n nw wξ γ = ξ γ ; (1) (2)

1 1( , ) ( , )n nu uξ γ = ξ γ ; (3.139) 

(1) (2)
, 1 , 1( , ) ( , )n nγγ γγσ ξ γ = σ ξ γ ; (1) (2)

, 1 , 1( , ) ( , )n nαγ αγσ ξ γ = σ ξ γ . (3.140) 

Рівняння (3.136), (3.137) містять дискретну змінну n  як параметр, а тому їх 

розв’язок можна записати у вигляді 

( )( )( ) ( ) ( ) 2 ( )( , ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 4 ( , )ii i i i
n n n i nTC D T−θ ξ γ = ξ −ξγ + ξ ξγ + α − κ ξ γ . (3.141) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ( )exp ( )expi i i
n n nw F Hξ γ = ξ −ξγ + ξ ξγ +  

 ( )
( )

2 ( ) ( ) 2 ( )(1 ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 4 ( , )
2

i
i i iT

i n n i n
i

C D d T−
γ

αγ  + − κ ξ −ξγ + ξ ξγ + − κ ξ γ  β
% , (3.142) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 0( , ) ( , ) ( , ), 1, 2, ...; ( , ) ( , )i i ii i

n n nT T T n T T−ξ γ = ξ γ − ξ γ = ξ γ = ξ γ% % .  

Набір сталих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H  визначається із крайових умов та умов 

спряження (3.138)-(3.140). Безпосередня підстановка розв’язків (3.141), (3.142) в 

ці умови приводить до систем алгебричних рівнянь 

{ } { }(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
, ,, , , , , , ,

T
k l n n n n n n n n n kd C D F H C D F H f  =    (3.143) 

де ненульові коефіцієнти матриці ,k ld    містять комбінації експоненціальних 

функцій та фізико-механічних характеристик покриття та основи, а стовпець 

вільних членів - знайдені в попередньому підрозділі трансформанти температур 

та теплових потоків.  

Системи (3.143) стандартною процедурою Гаусса зводяться до трикутного 

виду, звідки визначаються всі невідомі ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H . 

Остаточний розв’язок задачі термопружності подається у вигляді 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( )i i
n n

n
d L

∞∞

=

 
 θ α γ τ = λ θ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ ; (3.144) 
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( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( )i i
n n

n
w w d L

∞∞

=

 
 α γ τ = λ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ . (3.145) 

Компонента вектора пружного переміщення ( ) ( , , )iu ρ γ τ  визначається 

співвідношенням 

( ) 1 ( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , ) ( , ) sin( ) ( )i i i
n n n

n
u d w d L

∞∞
−

γ
=

 
  α γ τ = λ ξ θ ξ γ − ξ γ ξα ξ λτ π  

 
∑ ∫ , (3.146) 

а ненульові компоненти тензора напружень – за співвідношеннями Дюамеля-

Неймана 

( ){
( ) }

( ) 2 ( ) ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2 2

3 4 cos( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

T d L

∞∞

γγ γ
=

λµ σ α γ τ = κ − θ + −
π

− α κ − ξα ξ λτ


∑∫
  

  

( ) }

( ) 1 2 ( ) 2 ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2

3 4 sin( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

d T d L

∞∞
−

αγ γ
=

γ

λµ  σ α γ τ = ξ κ θ − ξ − π 

− α κ − ξα ξ λτ


∑ ∫
  

За формулою (3.126) було розраховано температурне поле в півсмузі з 

покриттям у випадку, коли інтенсивність потоку тепла на її бічній поверхні 

задається співвідношенням 0( ) * (1 exp( ))q qτ = ⋅ − −τ τ% , де *q  – деяка розмірна 

величина, а 0τ  визначає час виходу теплового навантаження на стаціонарне 

значення. Тоді, 

0
0

0 0

1 1( ) *
n

n nq q
  τ ξ = δ −  λ λ + τ λ + τ   

, 

де 0nδ  – символ Кронекера. 
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Для проведення числових розрахунків було обрано металокерамічний 

композит, основа якого виготовлена із алюмінієвого стопу, а покриття із кераміки, 

фізико-механічні властивості яких наведено в таблиці 3.1. 

На рис. 3.30 подано результати розрахунку часової залежності знезрозміре-

ної температури * ( ) *( , , ) ( , , ) /iT T qα γ τ = α γ τ  при 0 4,0τ =  на певній віддалі від 

поверхні нагріву ( 1α = ) в центрі основи ( 0γ = ) для різних значень відносної 

товщини покриття та інтенсивності охолодження. Як і слід було очікувати, 

збільшення відносної товщини термоізолюючого покриття призводить до 

зменшення втрат тепла навіть і при інтенсивному теплообміні з поверхонь 

композитного тіла та суттєвого зростання часу виходу температури на 

стаціонарне значення. Як свідчать результати розрахунку температури на лінії 

1α =  при 1 0,1γ =  (рис. 3. 31) така тенденція зберігається і в інших областях 

композитного тіла. Причому з часом різниця між температурою центральних 

областей та областей розташованих поблизу покриття збільшується і суттєвий 

вплив на цю різницю має інтенсивність охолодження. Найбільший перепад 

температури досягається в області покриття 
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Рис. 3.30. Часова трансформація 
температурного поля при 1, 0α = γ =  

Рис. 3.31. Розподіл температури по 
глибині неоднорідного тіла 

. 

За знайденим температурним полем було розраховано напружений стан у 

півсмузі з покриттям при цьому напруження були знерозмірені з використанням 
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коефіцієнта Ляме півсмуги: ( )
2( , , ) ( , , ) /i

kl klσ α γ τ = σ α γ τ µ . На рис. 3.32 подано 

результати розрахунку дотичних напружень вздовж поверхні 0.5α =  в різні 

моменти часу та при різній відносній товщині покриття. Як свідчить наведене, 

вказані напруження набувають максимального за модулем значення в основі 

ближче до поверхні поділу матеріалів. Зі зменшенням відносної товщини 

покриття їх рівень в цих областях зменшується, а в областях, що знаходяться 

безпосередньо біля покриття зростає. Впродовж всього перехідного періоду 

дотичні напруження змінюють знак, причому розмір та розташування області в 

якій відбувається зміна знаку з часом майже не змінюється. 

На відміну від дотичних напружень, безрозмірні нормальні напруження 

( , , )γγσ α γ τ  в цій області є скрізь розтягуючими (рис. 3.33), а максимуму 

набувають приблизно в тих же областях, що і дотичні напруження. При цьому 

зміна відносної товщини покриття впродовж всього перехідного процесу має 

значно менший вплив на їх рівень, порівняно із дотичними напруженнями. 
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Рис. 3.32. Розподіл дотичних напружень 

по глибині неоднорідного тіла 
Рис. 3.33. Розподіл нормальних напру-
жень по глибині неоднорідного тіла 
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Рис. 3.34. Розподіл напружень αασ   
по глибині неоднорідного тіла 

Рис. 3.35. Розподіл напружень αασ   
в покритті 

На тій же лінії 0,5α =  були розраховані знерозмірені напруження 

( , , )αασ α γ τ  при 1 0.1γ =  в різні моменти часу (рис. 3.34). Як видно з наведеного, 

ці напруження за абсолютним значенням є максимальними в композиті і на лінії 

поділу матеріалів основи та покриття отримують розрив першого роду, величина 

якого з часом збільшується. При цьому максимального за модулем значення 

вказані напруження досягають в покритті і є стискуючими. На рис. 3.35 показано 

розподіл напружень ( , , )αασ α γ τ  по товщині покриття у випадку 1 0.01γ = . Як 

видно, з часом ці напруження зростають за абсолютним значенням та стають 

стискуючими і хоча характер їх розподілу за товщиною покриття кардинально 

відрізняється від результатів отриманих при 1 0.1γ =  абсолютні величини в обох 

випадках залишаються співрозмірними. 

 

Висновки до розділу 3 

• одержано  точні  замкнуті  розв’язки  квазістатичних  двовимірних  задач  

термопружності для кусково-однорідних тіл із плоскопаралельними границями 

поділу для довільної  кількості  складових,  їх  довільної  відносної  товщини  

та  контрастності фізико-механічних властивостей, що дає змогу 

використовувати одержані розв’язки при аналізі мезо- та наноструктур;  



 110 

• виявлено, що зміною взаємного розташування та кількості ізолюючих 

(кераміка) та зміцніючих (алюмінієвий  стоп)  шарів  можна  досягнути  

значного  зменшення внутрішніх температурних напружень за незмінності 

теплоізолюючих властивостей композитного тіла; 

• встановлено,  що  урахування  відносної  товщини  покриття  слід обов’язково 

пов’язувати із його відносними термомеханічними характеристиками 

(контрастністю), в  окремих  випадках  значні  зміни  в  остаточних  

результатах  спостерігаються  в діапазоні  відносних  товщин  покриття  

10−4-10−5, що  вимагає  певного  перегляду класичних уявлень механіки 

композитів;  

• з'ясовано  вплив  товщини  зовнішнього  ізолюючого  покриття  на  часову 

трансформацію  внутрішніх  температурних  напружень  в  півбезмежній  

неоднорідній плиті при її торцьовому нагріві та виявлено, що збільшення 

товщини покриття призводить не лише до покращення теплоізолюючих 

властивостей композитного тіла, а й до підвищення рівня напружень поблизу 

поверхні поділу матеріалів, що може викликати втрату адгезії, відшарування та 

руйнування теплоізолючих шарів 
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РОЗДІЛ 4.  

ОСЕСИМЕТРИЧНА КВАЗІСТАТИЧНА ЗАДАЧА ТЕРМОПРУЖНОСТІ 

ДЛЯ РАДІАЛЬНО-ШАРУВАТОГО ЦИЛІНДРИЧНОГО ТІЛА 

 

4.1 Нестаціонарна осесиметрична задача теплопровідності для радіально-

шаруватого циліндричного тіла. 

Розглянемо неоднорідне тіло, що складається з M  вкладених циліндрів 

різної товщини і з різними фізико-механічними властивостями. Циліндр з 

індексом «1» є внутрішнім циліндричним шаром композита, а з індексом «М» - 

зовнішнім. Вважається, що на зовнішніх поверхнях внутрішнього та зовнішнього 

циліндрів виконуються умови теплообміну із зовнішнім середовищем. Джерелом 

перехідного термонапруженого стану в тілі є локальна (за осьовою координатою) 

зміна температур цих середовищ (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1. Схема задачі 

Нестаціонарне температурне поле в тілі визначимо розв’язком початково-

крайової задачі 
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( )( ) ( )
( )

21 , 1, ;
i

i i
i

TT T a i Mρ ρ γ
∂

∂ ρ∂ + ∂ = =
ρ ∂τ

%  (4.1) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
01 2 ( , ),c

Tk k T Q∂
+ = γ τ ρ = ρ

∂ρ
; (4.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 ( , ), 1

M
M M M M

c
Tk k T Q∂

+ = γ τ ρ =
∂ρ

; (4.3) 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,i i
i iT T +ρ γ τ = ρ γ τ ; (4.4) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , ,i ii i
i iT TT T+ +

ρ ρλ ∂ ρ γ τ = λ ∂ ρ γ τ% %  (4.5) 

( ) ( , , 0) 0,iT ρ γ =  (4.6) 

де ( ) ( , , )iT ρ γ τ  - температурне поле i -го циліндра, / Mr Rρ = , / Mz Rγ =  - 

безрозмірні змінні циліндричної системи координат, 2/ Mat Rτ =  - критерій Фур’є, 

( )1 ( , )cQ γ τ , ( )( , )M
cQ γ τ  - температура середовищ, що оточують зовнішню та 

внутрішню поверхні композита, / ,i ia a a=% 1 /i i i
T T T

+λ = λ λ% , ,i
T iaλ  - відповідно 

коефіцієнти теплопровідності і температуропроводності i -го шару, a - коефіцієнт 

температуропроводності деякого матеріалу (вибирається залежно від завдань 

числового аналізу), /i i MR Rρ = , 0 , MR R  - радіуси внутрішньої і зовнішньої 

поверхонь композита, ( ), 1, 1iR i M= −  - радіуси поверхонь спряження між 

циліндрами. Зазначимо, що змінюючи значення ( )i
jk , що входять в умови (4.2), 

(4.3), можна легко перейти до умов першого чи другого роду. 

Без обмеження загальності будемо вважати, що температури граничних 

поверхонь є симетричними відносно площини 0γ = . Застосувавши до задачі (4.1)-

(4.5) інтегральне перетворення Лагерра за змінною τ   та cos -перетворення Фур’є 

за змінною γ  та врахувавши нульову початкову умову (4.6) одержимо трикутну 

послідовність крайових задач для звичайних диференційних рівнянь: 
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( )( ) ( ) ( )
1

2 ( )

0

1 , 0,1,2, ... , 1,
n

i i i
n i n i m

m
d d T T T n i M

−

ρ ρ
=

ρ − ξ + β = β = =
ρ ∑  (4.7) 

з відповідно трансформованими крайовими умовами та умовами спряження  

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1 1 1 10
0 ,1 2

n
n c n

T
k k T Q

∂ ρ
+ ρ =

∂ρ
; (4.8) 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 ,
1

1
M

MM M Mn
n c n

T
k k T Q

∂
+ =

∂ρ
; (4.9) 

( ) ( )( ) ( 1), ,i i
n i n iT T +ξ ρ = ξ ρ ; (4.10) 

( ) ( ) ( ) ( )1( ) ( 1), , .i ii i
n i n iT Td T d T+ +

ρ ρλ ξ ρ = λ ξ ρ% %  (4.11) 

Тут ( ) ( ) ( )

0 0

, cos( ) exp( ) ( , , ) L ( )i i
n nT T d d

∞ ∞ 
 ρ ξ = ξγ −λτ ρ γ τ λτ τ γ
 
 

∫ ∫  - зображення за 

Лагерром і Фур’є, ( )nL ⋅  - поліноми Лагерра, λ  - масштабний множник, i iaβ = λ % . 

Загальний розв’язок послідовності (4.7), відповідно до результатів другого 

розділу, можна записати у вигляді алгебричної згортки: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

0
( , ) ( , )

n
i i i ii

n n j j n j j
j

T A G B W− −
=

 = ξ ξ ρ + ξ ξ ρ  ∑ , (4.12) 

де 2
i iω = ξ + β , ( ) ( )i

n jA − ξ , ( ) ( )i
n jB − ξ  - функції, що визначаються з трансформова-

них умов (4.8)-(4.11). Відповідно ( )jG ⋅  і ( )jW ⋅  - лінійно-незалежні послідовності 

фундаментальних розв’язків систем (4.7), які можна подати у такому вигляді: 

( ) ( )
,

0
( , ) I ( )

j
i i k

k ij j k
k

G a
=

ξ ρ = ρ ω ρ∑ , (4.13)  

( ) ( ),
0

( , ) K ( )
j

i k
j k ij k

k
W a

=

ξ ρ = −ρ ω ρ∑ , (4.14) 
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де I ( ), K ( )p p⋅ ⋅  - модифіковані функції Бесселя. 

Для знаходження коефіцієнтів ( )
,
i
j ka  підставимо вирази ( )( , )i

jG ξ ρ , які мають 

подання (4.13) в (4.7). Оскільки  

( ) ( ) ( ) ( )1
1,

0

1 2
j

i k k
j k kj k

k
d d G a k I Iρ ρρ ω ρ ωρ ωρ ωρ

ρ
−

−
=

 = + ∑
 

то після підстановки цього виразу в рівняння  

( )
1

2

0

1 , 0, 1, 2, ... , 1,2
j

j j i m
m

d d G G G n i
−

ρ ρ
=

ρ − ω = β = =
ρ ∑  

одержимо: 

( ) ( )
1

1
, 1 ,

1 0 0

12
j j m

k k
j k k j k k

ik m k
a k I a I

a
ω ρ ωρ λ ρ ωρ

−
−

−
= = =

=∑ ∑ ∑%  

Прирівнюючи у цьому рівнянні коефіцієнти при однакових kρ ( )kI ωρ  ( 1,2,..k = ), 

прийдемо до рекурентних співвідношень на коефіцієнти ,j ka : 

( ) ( )
1

, 1 ,2 ( 1)

j
i i
j k m k

i i m k
a a

a k

−

+
=

λ
=

ω + ∑%
. (4.15) 

Аналогічні співвідношення одержуються і при підстановці подання (4.14). 

Для визначення функцій ( ) ( )i
n jA − ξ , ( ) ( )i

n jB − ξ  підставимо розв’язок (4.12) в 

умови (4.8)-(4.11), в результаті прийдемо до послідовності алгебричних рівнянь: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

1 1 1 1 1
0 01 2

0

11 1 1 1 1
0 01 2 ,

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ;

n

n j j j
j

n j j j c n

A k G k G

B k W k W Q

−
=

−

 ′ξ ξ ρ + ξ ρ +

′+ ξ ξ ρ + ξ ρ =

∑
 (4.16) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

, , ,1 2
0

, , ,1 2 ,

( ,1) ( ,1)

( ,1) ( ,1) ;

n
M M M M M

n j m j m j m
j

MM M M M M
n j m j m j m c n

A k G k G

B k W k W Q

−
=

−

 ′ξ ξ + ξ +

′+ ξ ξ + ξ =

∑
 (4.17) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

1 1 1 1

0

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ;

n
i i i i

i in j j n j j
j

n
i i i i

i in j j n j j
j

A G B W

A G B W

− −
=

+ + + +
− −

=

 ξ ξ ρ + ξ ξ ρ =  

 = ξ ξ ρ + ξ ξ ρ  

∑

∑
 (4.18) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

0

1 1 1 1( 1)

0

( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

n
i i i ii

i in j j n j jT
j

n
i i i ii

i in j j n j jT
j

A d G B d W

A d G B d W

ρ ρ− −
=

+ + + ++
ρ ρ− −

=

 λ ξ ξ ρ + ξ ξ ρ =  

 = λ ξ ξ ρ + ξ ξ ρ  

∑

∑

%

%
 (4.19) 

В рівняннях (4.16)-(4.19) в лівій частині залишимо доданки, що містять 

невідомі ( ) ( ),i i
n nA B , а решту перенесемо в праву частину. В результаті одержимо: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 11
0 01 0 2 0

1 1 1 11
0 01 0 2 0

1 1 1 1 1 1
0 0, 1 2

0

1 1 1 1 1
0 01 2

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ;

n

n

n

c n n j j j
j

n j j j

A k d G k G

B k d W k W

Q A k d G k d G

B k W k W

ρ

ρ

ρ ρ−
=

−

ρ + ρ +

+ ρ + ρ =

= − ρ + ρ +

′+ ρ + ρ 

∑
 (4.20) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 0 2 0 1 0 2 0(1) (1) (1) (1)M M M M M M M MM M
n nA k d G k G B k d W k Wρ ρ+ + + =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 2
0

1 2

(1) (1)

(1) (1) ;

n
M M M M M

n j j j
j

M M M M M
n j j j

A k d G k G

B k d W k W

ρ−
=

ρ−

= − + +

+ + 

∑
 (4.21) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11 1
0 0 0 0

1 1 1 1

1

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ;

i i i ii i i i
n i n i n i n i

n
i i i i

i in j j n j j
j
n

i i i i
i in j j n j j

j

A G B W A G B W

A G B W

A G B W

+ ++ +

+ + + +
− −

=

− −
=

ρ + ρ − ρ − ρ =

 = ρ + ξ ρ −  

 − ρ + ρ  

∑

∑

  (4.22) 

( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )
0 0

1 11 1( 1)
0 0

1 ) 1 1 1 1

1

(1)

1

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) .

i ii ii
n i n iT

i ii ii
n i n iT

n
i i i i i

i in j j n j jT
j

n
i i i i

i in j j n j jT
j

A d G B d W

A d G B d W

A d G B d W

A d G B d W

ρ ρ

+ ++ ++
ρ ρ

+ + + + +
ρ ρ− −

=

ρ ρ− −
=

λ ρ + ρ −

− λ ρ − ρ =

 = λ ρ + ρ −  

 − λ ρ + ρ  

∑

∑

%

%

%

 (4.23) 

Якщо врахувати значення для ( )
0 ( , )iG ξ ρ  і ( )

0 ( , )iW ξ ρ  відповідно до подань 

(4.13)-(4.14), та покласти 0,0 ,01, 0, 1, 2,ja a j= = = K, то одержимо трикутні 

послідовності лінійних рівнянь відносно невідомих ( )i
nA  і ( )i

nB , які в матричному 

записі матимуть вигляд 

( ) { } { }(1) (1) (2) (2) ( ) ( )
, ,, , , ,..., , , 0, 1, 2, ...M M

m k n n n n n n n kb A B A B A B c n= =
T T

. (4.24) 

Зауважимо, що коефіцієнти матриці ( ),m kb  не залежать від порядкового 

номера n , а її структура дозволяє досить просто привести її до трикутного виду 

для довільного M  і таким чином одержати аналітичний розв’язок систем (4.12). 

Матриця в (4.24) має вигляд: 
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1,1 1,2

2,1 2,2 2,3 2,4

3,1 3,2 3,3 3,4

2 , 2 1 2 , 2 2 , 2 1 2 , 2 2

2 1, 2 2 1, 2 1 2 1, 2 2 2 1, 2 2

2 2, 2 3 2 2,2 2 2 2, 2 1 2 2, 2

2 1, 2 3 2 1, 2 2 2 1

0 0
0 0
0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

i i i i i i i i

i i i i i i i i

M M M M M M M M

M M M M M

b b
b b b b
b b b b

b b b b

b b b b

b b b b

b b b

− + +

+ + + + + + +

− − − − − − −

− − − − −

L
L
L
L

L L

L L

L
L

L , 2 1 2 1, 2

2 , 2 1 2 , 20 0
M M M

M M M M

b

b b
− −

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 L

 (4.25) 

а її ненульові коефіцієнти обчислюються за формулами 

( ) ( )1 1
1,1 1 1 1 0 0 1 01 2I ( ) I ( )b k k= ω ω ρ + ω ρ ; ( ) ( )1 1

1,2 1 1 1 0 0 1 01 2K ( ) K ( )b k k= − ω ω ρ + ω ρ ;  

( ) ( )2 , 2 1 1I
i

i i i i iTb − = λ ω ω ρ ; ( ) ( )2 , 2 1Ki
i i i i iTb = −λ ω ω ρ ; 

( ) ( )1
2 , 2 1 1 1 1Ii

i i i i iTb +
+ + += −λ ω ω ρ ; ( ) ( )1

2 , 2 2 1 1 1Ki
i i i i iTb +

+ + += λ ω ω ρ ; 

( )2 1, 2 1 0Ii i i ib + − = ω ρ ; ( )2 1, 2 0Ki i i ib + = ω ρ ; ( )2 1, 2 1 0 1Ii i i ib + + += − ω ρ ; 

( )2 1, 2 2 0 1K ;i i i ib + + += − ω ρ  ( ) ( )
2 1, 2 1 01 2I ( ) I ( )M M

M M M M M M Mb k k− = ω ω ρ + ω ρ ; 

( ) ( )
2 , 2 1 01 2K ( ) K ( )M M

M M M M M M Mb k k= − ω ω ρ + ω ρ , 1, 1i M= − . (4.26) 

Стовбець вільних членів { },n kc  має вигляд. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

1 1 1 1 1 1
,1 0 0, 1 2

0

1 1 1 1 1
0 01 2

( ) ( )

( ) ( ) ;

n

n c n n j j j
j

n j j j

c Q A k d G k d G

B k W k W

ρ ρ−
=

−

= − ρ + ρ +

′+ ρ + ρ 

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

, 1 2
0

1 2

(1) (1)

(1) (1) ;

n
M M M M M

n M n j j j
j

M M M M M
n j j j

c A k d G k G

B k d W k W

ρ−
=

ρ−

= − + +

+ + 

∑
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1
,2

1

1

( ) ( )

( ) ( ) ;

n
i i i i

n i i in j j n j j
j

n
i i i i

i in j j n j j
j

c A G B W

A G B W

+ + + +
− −

=

− −
=

 = ρ + ξ ρ −  

 − ρ + ρ  

∑

∑
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 ) 1 1 1 1
,2 1

1

(1)

1

( ) ( )

( ) ( ) .

n
i i i i i

n i i in j j n j jT
j

n
i i i i

i in j j n j jT
j

c A d G B d W

A d G B d W

+ + + + +
+ ρ ρ− −

=

ρ ρ− −
=

 = λ ρ + ρ −  

 − λ ρ + ρ  

∑

∑

%

%
 

Матрицю (4.25) ,k lb    зведемо до діагонального вигляду. Для цього 

розглянемо перший верхній блок 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1,1 1,2
1 1 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1

0 1 1 0 1 1 0 2 1 0 2 1

0 0

T T T T

b b

I K I K
I K I K

 
 
λ ω ω ρ −λ ω ω ρ −λ ω ω ρ λ ω ω ρ 

 ω ρ ω ρ − ω ρ − ω ρ 
 

 (4.27) 

який після елементарних перетворень набуде вигляду 

* *
1,1 1,2

* * *
2,2 2,3 2,4

* *
3,3 3,4

0 0

0

0 0

b b

b b b

b b

 
 
 
 
 
 

, (4.28) 

де нові коефіцієнти пов’язані із попередніми співвідношеннями: 

* *
1,1 1,1 1,2 1,2; ;b b b b= =  ( ) ( ) ( ) ( )1 1*

2,2 1 1 1 1 1,1 1,2 1 1 1 1K I ;T Tb b b= −λ ω ω ρ − λ ω ω ρ  

( ) ( ) ( ) ( )2 2* *
2,3 2 1 2 1 1,1 2,4 2 1 2 1 1,1I ; K ;T Tb b b b= −λ ω ω ρ = λ ω ω ρ  

( ) ( ) ( )( )*
3,3 0 2 1 1,1 0 1 1 1,1 1,2 0 1 1 2,3 2,2I K I ;b b b b b b∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ω ρ ω ρ − ω ρ −  

( ) ( ) ( )( )*
3,4 0 2 1 1,1 0 1 1 1,1 1,2 0 1 1 2,4 2,2K K I ;b b b b b b∗ ∗ ∗ ∗ ∗= − ω ρ ω ρ − ω ρ −  
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( ) ( )( ) ( ) ( )1 1 1* *
, 1 , 1 ,2 ,2 1 1 1 0 1 1 0 ,1 1 1 1 11 2; I ( ) I ( ) I ;n n n n n Tc c c c k k c= = ω ω ρ + ω ρ − λ ω ω ρ  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ,2

1 1 1*
,3 ,3 1 1 1 0 1 1 0 ,1 1 1 2 11 2

0 1 1 1,1 1,2 0 1 1 2,2

I ( ) I ( ) I

K I ;
n

n n n Tc c k k c

b b c b∗ ∗ ∗ ∗

 = ω ω ρ + ω ρ − λ ω ω ρ × 
 

× ω ρ − ω ρ −
 (4.29) 

Поступимо так само із загальним блоком  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

* *
2 1,2 1 2 1,2

1 1
1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 0 1 0 1

0 0

I K K
I K K

i i i i
i i i i

i i i i i i i i i i i iT T T T

i i i i i i i i

b b

I
I

− − −
+ +

+ + + +

+ +

 
 
 λ ω ω ρ −λ ω ω ρ −λ ω ω ρ λ ω ω ρ
 

ω ρ ω ρ − ω ρ − ω ρ 
 

  

Провівши ті самі перетворення одержимо блок 

* *
2 1, 2 1 2 1, 2

* * *
2 , 2 2 , 2 1 2 , 2 2

* *
2 1, 2 1 2 1, 2 2

0 0

0 , 2, 1,

0 0

i i i i

i i i i i i

i i i i

b b

b b b i M

b b

− − −

+ +

+ + + +

 
 
  = −
 
 
 

 (4.30)  

де 

( ) ( ) ( )( )* * *
2 , 2 1 2 1, 2 1 1 2 1, 2K I ;i

i i i i i i i i i i iTb b b− − −= −λ ω ω ρ − ω ρ  

( ) ( )1* *
2 , 2 1 1 1 1 2 1, 2 1I ;i

i i i i i i iTb b+
+ + + − −= −λ ω ω ρ   

( ) ( )1* *
2 , 2 2 1 1 1 2 1, 2 1K ;i

i i i i i i iTb b+
+ + + − −= λ ω ω ρ  

( ) ( )

( ) ( )( )
1* *

2 1, 2 1 1 1 1 2 1, 2 1

* *
0 2 1, 2 1 2 1, 2 0K I

i
i i i i i i iT

i i i i i i i i

b I b

b b

+
+ + + + − −

− − −

= −λ ω ω ρ ×

× ω ρ − ω ρ −
 

( ) ( ) ( ) ( )( )* * *
0 1 2 1, 2 1 1 2 1, 2 1 1 2 1, 2K I ;i

i i i i i i i i i i i i iT I b b b+ − − − − −−λ ω ω ρ ω ρ − ω ρ  (4.31) 
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( ) ( )

( ) ( )( )
1* *

2 1, 2 2 1 1 1 2 1, 2 1

* *
0 2 1, 2 1 2 1, 2 0

K

K I

i
i i i i i i iT

i i i i i i i i

b b

b b

+
+ + + + − −

− − −

= λ ω ω ρ ×

× ω ρ − ω ρ −
 

( ) ( ) ( ) ( )( )* * *
0 1 2 1, 2 1 1 2 1, 2 1 1 2 1, 2K K I ;i

i i i i i i i i i i i i iT b b b+ − − − − −−λ ω ω ρ ω ρ − ω ρ  

( ) ( )* *
, 2 , 2 2 1, 2 1 , 2 1 1I ;i

n i n i i i n i i i iTc c b c− − −= − λ ω ω ρ  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

* *
, 2 1 , 2 2 1, 2 1 , 2 1 1

* *
0 2 1, 2 1 2 1, 2 0K I

i
n i n i i i n i i i iT

i i i i i i i i

c c b c I

b b

+ − − −

− − −

= − λ ω ω ρ ×

× ω ρ − ω ρ +
 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

* *
1 2 1, 2 1 2 1, 2 1

*
, 2 1 2 1, 2 1 , 2 1 0

K I

I

i
i i i i i i i i iT

n i i i n i i i

b b

c b c

− − −

+ − − −

+λ ω ω ρ − ω ρ ×

× − ω ρ
. 

Нарешті з останнього блоку 

* *
2 1, 2 1 2 1, 2

0 0I ( ) K ( )
M M M M

M M M M

b b− − − 
  ω ρ ω ρ 

, (4.32) 

одержимо 

* *
2 1, 2 1 2 1, 2

*
2 , 20

M M M M

M M

b b

b

− − − 
 
 
 

, (4.33)  

при 

( ) ( )* * *
2 , 2 2 1, 2 0 0 2 1, 2 1I K ;M M M M M M M M M Mb b b− − −= ω α − ω α  

( )* * * *
, 2 , 2 1 0 , 2 2 1, 2 1I .n M n M M M n M M Mc c c b− − −= ω α −  (4.34) 

Таким чином ми звели систему (4.24) до трикутної системи рівнянь: 
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* * *1,1 1,2 (1) , 1
*1 , 2* *

2 1, 2 1 2 1, 2
* * *

*( )2 , 2 2 , 2 1 2 , 2 2
, 2

* * ( )2 1, 2 1 2 1, 2 2

( )
*
2 , 2

0 0

0 0 0

0 0 0

0 0 0

0 0

nn

nn
i i i i

ii i i i i i
n in

ii i i i n

M
n

M M

b b cA
cBb b

b b b cA
b b B c

B
b

− − −

+ +

+ + + +

 
  
  
  
  
  
   =
  
  
  
  
  
  

 

L
O

L
MM

L

L

MO

L

*
, 2 1

*
, 2

n i

n Mc

+

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M

 (4.35) 

в якій коефіцієнти матриці та вільні члени визначаються відповідними рекурен-

тними співвідношеннями (4,29), (4.31), (4.34). 

З системи (4.35), використовуючи «зворотній хід», одержимо її рекурентний 

розв’язок 
*

, 2( )
*
2 , 2

n MM
n

M M

c
B

b
= ;  ( )( ) * ( ) *

, 2 1 2 1, 2*
2 1, 2 1

1M M
n n M n M M

M M
A c B b

b
− −

− −
= − ; (4.36) 

( )( ) * ( ) *
, 2 1 2 1, 2*

2 1, 2 1

1 , 1, 1i i
n n i n i i

i i
A c B b i M

b
− −

− −
= − = − ; (4.37) 

( )( ) * ( 1) * ( 1) *
, 2 2 , 2 2 2 , 2 1*

2 , 2

1 , 1, 1i i i
n n i n i i n i i

i i
B c B b A b i M

b
+ +

+ += − − = − . (4.38) 

Послідовно знайшовши зі співвідношень (4.36) –(4.38) всі ( )i
nA  і ( )i

nB , а, 

отже, і ( ) ( , )i
nT ξ γ  остаточний розв’язок задачі (4.1)-(4.6) подамо у вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )( )

0 00

2( , , ) L ( ) ( , ) ( , ) cos( )
n

i i ii i
n n j j n j j

n j
T A G B W d

∞ ∞

− −
= =

λ  ρ γ τ = λτ ξ ρ + ξ ρ ξγ ξ  π ∑ ∑∫ . (4.39) 

 



 122 

4.2. Квазістатична задача термопружності для радіально-шаруватого 

циліндричного тіла. 

Для визначення напружено-деформованого стану в осесиметричному 

випадку використаємо рівняння квазістатичної задачі теорії пружності відносно 

ключових функцій ( ) ( )( , , )i idivθ ρ γ τ = U
r

 (об’ємна деформація) та ( ) ( , , )iw ρ γ τ  

(переміщення в напрямку осі γ ). Як і у випадку плоско-паралельного шару вони в 

знерозмірених координатах, уведених в попередньому підрозділі, мають вигляд 

( )( ) ( )1 , 1,
1

ii ii
T

i
T i M+ ν

∆θ = α ∆ =
− ν

% ; (4.41) 

( )( ) ( ) ( )2(1 )1 , 1,
1 2 1 2

ii i ii
T

i i
w T i Mγ γ

+ ν
∆ = − ∂ θ + α ∂ =

− ν − ν
% ; (4.42) 

До рівнянь Пуассона (4.41), (4.42) слід додати початкові умови 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0) 0, 1,i iw i Mθ α γ = α γ = = , (4.43) 

крайові умови (без обмеження загальності покладемо, що граничні поверхні 

неоднорідного циліндра вільні від навантажень) 

(1) (1)
0 0( , , ) 0; ( , , ) 0ρρ ργσ ρ γ τ = σ ρ γ τ = ;  (4.44) 

( ) ( )(1, , ) 0; (1, , ) 0M M
ρρ ργσ γ τ = σ γ τ =   (4.45) 

та умови ідеального механічного контакту складових 

( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i
i iu u +ρ γ τ = ρ γ τ ; (4.46) 

( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i
i iw w +ρ γ τ = ρ γ τ ; (4.47) 

( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i
i i

+
ρρ ρρσ ρ γ τ = σ ρ γ τ ; (4.48) 

( ) ( 1)( , , ) ( , , ), 1, 1i i
i i i M+

ργ ργσ ρ γ τ = σ ρ γ τ = − . (4.49) 



 123 

Тут і надалі ( ) ( ) (0)i i
T T Tα = α α% , 0i iE E E=% , 2 1 2−

ρρ ρ γγ∆ = ∂ + ρ ∂ + ∂  - оператор 

Лапласа в циліндричній системі координат, ( ) , ,i
i iT Eα ν - відповідно, коефіцієнт 

лінійного температурного розширення, модуль Юнга і коефіцієнт Пуассона 

матеріалу i -го шару. 

До рівнянь (4.41) і (4.42) та умов (4.43)-(4.49) застосуємо інтегральне 

перетворення Фур’є-Лагерра. В результаті одержимо послідовність крайових 

задач: 

      ( )( )1 ( ) 2 ( ) 1 ( ) 2 ( )1( ) ( ) , 1,
1

ii i i ii
n n n nT

i
d d T T i M− −

ρ ρ ρ ρ
+ ν

ρ ρ∂ θ − ξ θ = α ρ ρ∂ − ξ =
− ν

% ;  (4.50) 

( )
( )1 ( ) 2 ( ) ( )2(1 )( ) , 1,

1 2 1 2

i
ii i in i

n n nT
i i

d w w T i M−
ρ ρ

ξθ + ν
ρ ρ∂ − ξ = − α ξ =

− ν − ν
% ; (4.51) 

з крайовими умовами 

(1) ( )
, 0 ,( , ) 0; (1, ) 0;M

n nρρ ρρσ ρ ξ = σ ξ =  (4.52) 

(1) ( )
, 0 ,( , ) 0; (1, ) 0M

n nργ ργσ ρ ξ = σ ξ = ; (4.53) 

та умовами спряження: 

( ) ( 1)( , ) ( , )i i
n i n iu u +ρ ξ = ρ ξ ; ( ) ( 1)( , ) ( , ), 1, 1i i

n i n iw w i M+ρ ξ = ρ ξ = − ; (4.54) 

( ) ( 1)
, ,( , ) ( , )i i

n i n i
+

ργ ργσ ρ ξ = σ ρ ξ ; ( ) ( 1)
, ,( , ) ( , ), 1, 1i i

n i n i i M+
ρρ ρρσ ρ ξ = σ ρ ξ = − . (4.55) 

Розв’язок рівняння (4.50) подамо у вигляді 

( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0

1( , ) I ( ) K ( ) ( , )
1

ii i i ii
n n n nT

i
C D T+ ν

θ ρ ξ = ξρ + ξρ + α ρ ξ
− ν

% , (4.56) 

тоді рівняння (4.51) можна записати так: 

( )1 ( ) 2 ( ) ( ) ( )
0 0( ) ( ) I ( ) ( ) K ( )

1 2
i i i i

n n n n
i

d d w w C D−
ρ ρ

ξ
ρ ρ − ξ = ξ ξρ + ξ ξρ −

− ν
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                                         ( ) ( )1 , 1,
1

i ii
nT

i
T i M+ ν

−α ξ =
− ν

% . (4.57) 

Розв’язок рівняння (4.57), знайдемо у вигляді 

( ) ( ) ( )
0 0( , ) ( ) I ( ) ( ) K ( )i i i

n n nw F Hρ ξ = ξ ξρ + ξ ξρ +
( )

( ) ( ) ( )
1 1

1( ) I ( ) ( ) K ( ) ( , )
2(1 2 ) 1

i
i i iiT

n n n
i i i

C D T
α + νρ  + ξ ξρ − ξ ξρ − ξ ρ ξ − ν β − ν

% % ; (4.58) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( )
0 0 1( , ) ( , ), ( , ) ( , ) ( , ), 1,2,...i i ii i

n n nT T T T T n−ρ ξ = ρ ξ ρ ξ = ρ ξ − ρ ξ =% % . 

Правильність часткового розв’язку неоднорідного рівняння (4.56), котрий 

залежить від температури легко перевірити, якщо врахувати рівняння на 

трансформанту температури  

( )2

0

1 ,
n

n
n n

m

T T T
=

∂ ∂
ρ − ξ = λ ξ ρ ρ ∂ρ ∂ρ 

∑ , 

і використати очевидну рівність: 

    ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
1

0 0

1 ( , ) ( , ) , , ,
n n

n
n n m m n

m m

T T T T T T
−

−
= =

 ∂ ∂
ρ − ξ ρ ξ − ρ ξ = ξ ρ − ξ ρ = ξ ρ  ρ ∂ρ ∂ρ  

∑ ∑ . 

На відміну від задачі для плоско-шаруватого тіла, коли можна було крайові 

умови та умови спряження записати лише в термінах розділюючих функцій, 

зреалізувати такий підхід в нашому випадку вкрай важко, а, можливо, і не 

реально. Тому визначимо спочатку всі необхідні компоненти вектора 

переміщення та тензора напружень через ключові функції, а потім перейдемо до 

крайових умов та умов спряження. 

Для визначення радіального переміщення ( ) ( , , )iu ρ γ τ  використаємо 

означення об’ємного розширення ( ) ( )( ) ( )1i i iu w−
ρ γθ = ρ ∂ ρ + ∂  та одержимо 

( ) ( ) ( )1 ( )i i iu w−
ρ γρ ∂ ρ = θ − ∂ . 
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В трансформантах за Лагерром-Фур’є 

1 ( ) ( ) ( )( )i i i
n n nu w−

ρρ ∂ ρ = θ − ξ , (4.59) 

звідки, інтегруючи, знайдемо 

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 0 1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1( , ) ( , ) ( , )
2 (1 2 )

4(1 ) I ( ) I ( ) 4(1 ) K ( ) K ( )

1I ( ) K ( ) ( , ).
1

i i i
n n n

i

i i
n i n i

i
i i iiT

n n n
i i

u w d

C D

F H T

ρ

ρ

ρ ξ = α θ α ξ − ξ α ξ α = ×
ρ ξ − ν

 × − ν ξρ − ξρ ξρ − − ν ξρ + ξρ ξρ − 

α + ν
− ξρ + ξρ + ∂ ρ ξ

β − ν

∫

% %

 (4.60) 

За відомими компонентами вектора пружного переміщення ( ) ( , , )iu ρ γ τ  і 

( ) ( , , )iw ρ γ τ  та відомою температурою ( ) ( , , )iT ρ γ τ  за співвідношеннями Дюамеля-

Неймана  

( ) ( ), , 2 3 2T
u Tρρ

∂
σ ρ γ τ = λθ + µ − α λ + µ

∂ρ
; (4.61) 

( ) ( ), , 2 3 2T
u Tββσ ρ γ τ = λθ + µ − α λ + µ
ρ

; (4.62) 

( ) ( ), , 2 3 2T
w Tγγ

∂
σ ρ γ τ = λθ + µ − α λ + µ

∂γ
; (4.63) 

( ), , 2 w u
ργ

 ∂ ∂
σ ρ γ τ = µ + ∂ρ ∂γ 

, (4.64) 

знайдемо компоненти тензора напружень. 

( )

( )

( )
, ( )

0 1

( ) ( )
0 1 1

( )
( ) ( )

1

1 I ( ) 2(1 ) I ( )
2 1 2

K ( ) 2(1 ) K ( ) 2 I ( )

2 12 K ( ) ( , );
1

i
n i

n i
i i
i i

n i n

i
i iiT

n n
i i

C

D F

H T

ργ

ρ

σ = ξρ ξρ − − ν ξρ +µ − ν

+ ξρ ξρ + − ν ξρ + ξ ξρ −

α + ν
− ξ ξρ − ξ∂ ρ ξ

β − ν

% %

 (4.65) 
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( )

( )
( )

( )
, ( ) 2 21

0

( )
( ) 2 21 1

0 0

( )
1

0

1 I ( )( , ) (3 2 ) I ( ) 4(1 )
2(1 2 )(1 )

K ( ) I ( )(3 2 ) K ( ) 4(1 ) I ( )
1

K ( ) 1K ( )
1

i
n i

n i i
i i i

i
i n

n i i
i

ii
n T

i i

C
E

FD

H

ρρσ   ξρ
ρ ξ = − ν ξρ − − ν + ξ ρ +  − ν + ν ξρ 

   ξρ ξρ
+ − ν ξρ + − ν + ξ ρ − ξ ξρ − −   ξρ + ν ρ   

 ξρ α
− ξ ξρ + + + ν ρ β 

% ( )2 ( ) 1 ( )( , ) ( , ) .
1

i i
n n

i
T T−

ρξ ρ ξ − ρ ∂ ρ ξ
− ν

% %

 (4.66) 

Підставляючи ці розв’язки в крайові умови і умови спряження одержимо 

( )

( )
( )

(1) 2 21 0
1 0 0 1 0

1 1 0
(1)

(1) 2 21 0 1 0
1 0 0 1 0 0 0

0 1 0

1(1)
1 0

0 0
1 0 1

I ( )1 (3 2 ) I ( ) 4(1 )
2(1 2 )(1 )

( ) I ( )(3 2 ) K ( ) 4(1 ) I ( )
1

K ( ) 1K ( )
1 1

n

n
n

n T

C

F FD

H

  ξρ
− ν ξρ − − ν + ξ ρ +  − ν + ν ξρ 

   ξρ ξρ
+ − ν ξρ + − ν + ξ ρ − ξ ξρ − −   ξρ + ν ρ   

 ξρ α
− ξ ξρ + = − + ν ρ β 

% ( )2 (1) 1 (1)
0 0 0

1
( , ) ( , ) ;n nT T−

ρξ ρ ξ − ρ ∂ ρ ξ
− ν

% %

 (4.67) 

( ) ( )(1) (1)
0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0

1
(1)

(1) (1) (1)1
1 0 1 0 0

1 1

1 I ( ) 2(1 ) I ( ) K ( ) 2(1 ) K ( )
1 2

2 12 I ( ) 2 K ( ) ( , );
1

n n

T
n n n

C D

F H Tρ

 ξρ ξρ − − ν ξρ + ξρ ξρ + − ν ξρ + − ν

α + ν
+ ξ ξρ − ξ ξρ = ξ∂ ρ ξ

β − ν

% %

 (4.68) 

( ) ( ) ( ) ( )
0 0 1 1

( )
( ) ( 1) ( 1)

0 0
1

( ) I ( ) ( ) K ( ) ( ) I ( ) ( ) K ( )
2(1 2 )

1 ( , ) ( ) I ( ) ( ) K ( )
1 2(1 2 )

i i i ii
n i n i n i n i

i
i

i i ii iT
n i n i n i

i i i

F H C D

T F H+ +

+

ρ  ξ ξρ + ξ ξρ + ξ ξρ − ξ ξρ − − ν

α + ν ρ
− ξ ρ ξ = ξ ξρ + ξ ξρ + ×

β − ν − ν

% %
 

( 1)
( 1) ( 1) ( 1)1

1 1
1 1

1( ) I ( ) ( ) K ( ) ( , )
1

i
i i iiT

n i n i n i
i i

C D T
+

+ + ++

+ +

α + ν × ξ ξρ − ξ ξρ − ξ ρ ξ  β − ν

% % ; (4.69) 
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( ) ( )

( )

( ) ( )
1 0 1 0

( )
( ) ( ) ( )

1 1
1

( 1) ( 1)
1 1 0 1

1 4(1 ) I ( ) I ( ) 4(1 ) K ( ) K ( )
2 (1 2 )

1 1I ( ) K ( ) ( , )
1 2 (1 2 )

4(1 ) I ( ) I ( ) 4(1

i i
n i i i i n i i i i

i
i

i i iiT
n i n i n i

i i i
i i

n i i i i n i

C D

F H T

C D

ρ
+

+ +
+ +

 − ν ξρ − ξρ ξρ − − ν ξρ + ξρ ξρ − ξ − ν

α + ν
− ξρ + ξρ + ∂ ρ ξ = ×

β − ν ξ − ν

× − ν ξρ − ξρ ξρ − − ν

% %

( )1 0) K ( ) K ( )i i i ξρ + ξρ ξρ −
( 1)

( 1) ( 1) ( 1)1
1 1

1 1

1I ( ) K ( ) ( , );
1

i
i i iiT

n i n i n i
i i

F H T
+

+ + ++
ρ

+ +

α + ν
− ξρ + ξρ + ∂ ρ ξ

β − ν

% %  (4.70) 

( )

( )

( ) 2 21
0

( )
( ) 2 21 1

0 0

( )
1

0

I ( )(3 2 ) I ( ) 4(1 )
2(1 2 )(1 )

K ( ) I ( )(3 2 ) K ( ) 4(1 ) I ( )
1

K ( )K ( )
1

ii i
n i i i i

i i i
i

i i n i i
n i i i i i

i i i

i
n i i

i
i i

E C

F ED

H E

  ξρ
− ν ξρ − − ν + ξ ρ +  − ν + ν ξρ 

   ξρ ξρ
+ − ν ξρ + − ν + ξ ρ − ξ ξρ − −   ξρ + ν ρ   

 ξρ
− ξ ξρ + + + ν ρ 

%

%

% % ( )
( )

( )

( )

2 ( ) 1 ( )

( 1) 2 21
1 0 1

1 1

( 1) 2 21
1 0 1

( 1)

1

( , ) ( , )
1

I ( )1 (3 2 ) I ( ) 4(1 )
2(1 2 )(1 )

K ( )(3 2 ) K ( ) 4(1 )

1

i
i iiT

n i i n i
i i

i i
n i i i i

i i i

i i
n i i i i

i
i

n

i

E T T

C

D

F

−
ρ

+
+ +

+ +

+
+ +

+

+

α
ξ ρ ξ − ρ ∂ ρ ξ =

β − ν

  ξρ
= − ν ξρ − − ν + ξ ρ +  − ν + ν ξρ 

 ξρ
+ − ν ξρ + − ν − ξ ρ − ξρ 

− ξ
+ ν

% % %

( 1)
1 1

0 0
1

I ( ) K ( )I ( ) K ( )
1

i
i n i

i i
i i i

H +

+

   ξρ ξρ
ξρ − − ξ ξρ + +   ρ + ν ρ   

( )
( )

1
2 ( 1) 1 ( 1)

1 1

1 ( , ) ( , ) ;
1

i
i iT

n i i n i
i i

T T
+

+ − +
ρ

+ +

α
+ ξ ρ ξ − ρ ∂ ρ ξ

β − ν
% % %  (4.70) 

( )
( )( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

1 ( )
0 1

1( ) ( )
0 1 1

( )
1 1( ) ( )

1

1
I ( ) 2(1 ) ( )
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( )

( )

( 1)
0 1 1

1
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K ( ) 2(1 ) K ( ) 2 I ( )

2 12 K ( ) ( , ).
1

i
n i i i i

i
i i

n i i i i n i
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i iiT

n i n i
i i

C I

D F
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+
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+
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ρ
+

= ξρ ξρ − − ν ξρ +− ν

+ ξρ ξρ + − ν ξρ + ξ ξρ −

α + ν
− ξ ξρ − ξ∂ ρ ξ

β − ν

% %

 (4.71) 

Виведені рівняння запишемо у вигляді алгебричної системи  

     { } { }(1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,, ,..., , , , ,..., , ,

Tl l l l M M
k l n n n n n n n n n kd C D C D F H F H f  =   (4.72) 

Структура матриці ,k ld    подібна до структури матриці ,k lb    

1,1 1,2 1,3 1,4

2,1 2,2 2,3 2,4

4 1, 4 3 4 1, 4 2 4 1, 4 1 4 1, 4 4 1, 4 1 4 1, 4 2 4 1, 4 3 4 1, 4 4
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d d d d d d d d
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d d d d d d d d
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L

L 4 2 4 , 4 1 4 , 4M M M M Md d− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
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 (4.73) 

де 

( )2 21 0
1,1 1 0 0 1 0

1 1 0

I ( )1 (3 2 ) I ( ) 4(1 ) ;
2(1 2 )(1 )

d
 ξρ

= − ν ξρ − − ν + ξ ρ − ν + ν ξρ 
 

( )2 21 0
1,2 1 0 0 1 0

1 1 0

K ( )1 (3 2 ) K ( ) 4(1 )
2(1 2 )(1 )

d
 ξρ

= − ν ξρ + − ν + ξ ρ − ν + ν ξρ 
;     

1 0
1,3 0 0

1 0

I ( )1 I ( )
1

d
 ξρ

= − ξ ξρ − + ν ρ 
; 1 0

1,4 0 0
1 0

K ( )1 K ( )
1

d
 ξρ

= − ξ ξρ + + ν ρ 
; 

( )2,1 0 0 0 1 1 0
1

1 I ( ) 2(1 ) I ( )
1 2

d = ξρ ξρ − − ν ξρ
− ν

;  2,3 1 02 I ( )d = ξ ξρ ; 
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( )2,2 0 0 0 1 1 0
1

1 K ( ) 2(1 ) K ( )
1 2

d = ξρ ξρ + − ν ξρ
− ν

; 2,4 1 02 K ( )d = − ξ ξρ ; 

4 1, 4 3i id − − =
2(1 2 )

i

i

ρ
− ν 1I ( )iξρ ; 4 1, 4 2i id − − =

2(1 2 )
i

i

ρ
−

− ν 1K ( )iξρ ; 

4 1, 4 1i id − − = 0I ( )iξρ ; 4 1, 4i id − = 0K ( )iξρ  

4 1, 4 1i id − + =
12(1 2 )

i

i+

ρ
−

− ν 1I ( )iξρ ; 4 1, 4 2i id − + =
12(1 2 )

i

i+

ρ
− ν 1K ( )iξρ ; 

4 1, 4 3i id − + = 0I ( )i− ξρ ; 4 1, 4 4i id − + = 0K ( )i− ξρ ; 

4 , 4 3i id − = 1
2 (1 2 )iξ − ν

( )1 04(1 ) I ( ) I ( )i i i i− ν ξρ − ξρ ξρ ; 
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4 , 4 1M Md − = 12 I ( )Mξ ξρ ; 4 , 4M Md = 12 K ( )Mξ ξρ ; 
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− ξ∂ ρ ξ
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% % . 

Як і в попередньому розділі системи (4.73) можна зводити до трикутного 

вигляду, а можна доручити їх розв’язування алгоритмічній програмі. Це має місце 

внаслідок того, що системи (4.73) не є трикутного вигляду і не мають змоги 

накопичувати похибки, одержані при попередніх значеннях n . Зазначимо, що цей 

факт перевірявся нами на багатьох задачах, як для плоско-шаруватих, так і 

радіально-шаруватих тіл і середовищ – різниці між кінцевими результатами не 

було. 

Остаточний розв’язок задачі (4.41)-(4.49) подається у вигляді: 
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( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( )i i
n n

n
d L

∞∞

=

 
 θ α γ τ = λ θ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ ;  (4.74) 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )sin( ) ( )i i
n n

n
w w d L

∞∞

=

 
 α γ τ = λ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ ; (4.75) 

а напруження визначаються за співвідношеннями Дюамеля-Неймана. 
 

 

4.3.  Числові результати 

За результатами, отриманими в попередніх підрозділах, було проведено 

числове дослідження термонапруженого стану в трьохшаровому композиті. 

Числовий аналіз проводився для тришарового циліндра, виготовленого з кераміки 

(Al2O3) і алюмінієвого сплаву, фізико-механічні властивості яких подано у 

таблиці 3. 1. при наступних вхідних параметрах задачі: (1) ( )
1 11; 1;Mk k= =  (1)

2 0;k =  

( )
2 ;Mk Bi=  ( ) (1)( , ) 0; ( , ) ( ) ( );M

c c MMQ Q Q Qγ τγ τ = γ τ = ϕ ⋅ τ   1 (1 exp( 5 ))Qτ = − − τ . 

2
1 exp( 4 );Qγ = − γ  (Рис. 4.2 а)., б).) 

-1 0 1
0

0.5

1
Qγ

1

γ

 0 1 2 3
0

0.5

1
Qτ

1

τ

 
Рис. 4.2. Схема теплового навантаження 

а) за змінною γ   б) за змінною τ   

Таким чином, внутрішня гранична поверхня циліндра знаходиться під дією 

теплового потоку інтенсивності 1Qγ , а зовнішня гранична поверхня знаходиться в 

умовах теплообміну за законом Ньютона з коефіцієнтом теплообміну Bi . 
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Рис.4.3. Зміна в часі температурного 

поля різних поверхнях 
Рис. 4.4. Зміна температури за 

радіальною змінною 

На рис. 4.3 подано результати розрахунку зміни в часі температурного поля 

в центрі ділянки нагріву ( )0γ =  для двох значень коефіцієнта теплообміну Bi  на 

різних поверхнях спряження та на граничних поверхнях. Як видно з рис. 4.3 

коефіцієнт теплообміну значно впливає на тривалість перехідного процесу та на 

розподіл температур в шарах композита. 
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Рис.4.5. Зміна дотичних напружень за 

радіальною змінною 
Рис. 4.6. Зміна дотичних напружень за 

змінною γ . 

На рис. 4.5  подано результати розрахунку безрозмірних дотичних 

напружень по товщині композита, а на рис. 4.6 – за осьовою змінною. З рисунків 

видно, що вказані напруження досягають свого максимального значення на лінії 



 134 

поділу серединного та зовнішнього шару і змінюють свій знак як за радіальною 

змінною, так і під час перехідного процесу та зосереджуються поблизу точки  

0,5γ = . 
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Рис.4.7. Зміна радіальних напружень за 
радіальною змінною 

Рис. 4.8. Зміна радіальних напружень за 
змінною γ . 

Аналогічні залежності спостерігаються на рис. 4.7 та рис. 4.8, де зображено 

графіки радіальних напружень. Проте на відміну від плоскої задачі, свого 

абсолютного максимуму вони досягають одночасно з дотичними напруженнями 

на лінії поділу серединного та зовнішнього шару. 
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Рис.4.9. Зміна радіальних напружень за 
змінною ρ   

Рис. 4.10. Зміна дотичних напружень за 
змінною ρ  
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Результати розрахунку радіальних та дотичних напружень у випадку зміни 

порядку розташування шарів (тобто, внутрішній і зовнішній – алюмінієвий сплав, 

а серединний - кераміка) зображено на рис. 4.9 та рис. 4.10. З наведених рисунків 

можна зробити висновок, що якісний розподіл вказаних напружень практично 

однаковий: максимуму вони досягають всередині композита і змінюють свій знак 

під час перехідного періоду. Крім того, слід зазначити, що в осесиметричній 

задачі існує певний момент часу 5τ ≈ , коли зазначені напруження практично 

рівні нулю в усіх точках композиту. 

4.4. Квазістатична задача термопружності для циліндричного тіла, 

виготовленого з функційно-градієнтного матеріалу 

З метою апробації розробленої методики на задачах для неоднорідних бага-

тошарових тіл циліндричної форми, розвинемо дану методику на квазістатичні 

задачі термопружності для циліндричних тіл, виготовлених з матеріалів, в яких 

фізико-механічні властивості є функціями радіальної змінної. 

Розглянемо циліндр ( )0 1ρ ρ≤ ≤ , теплофізичні та механічні властивості якого 

змінюються по ρ  за довільними законами. Вважатимемо, що циліндр перебуває в 

умовах осесиметричного теплового навантаження, аналогічного до навантаження 

у першому підрозділі.  

Побудова розв’язку задачі здійснюється шляхом уведення кусково-сталої 

апроксимації теплофізичних та механічних параметрів шару за формулами: 

( )
1

1 1
1

( ) ( )
M

i i i
i

f f f f Sρ ρ ρ
−

+ +
=

= + − −∑   (4.76) 

де if  - значення функції ( )f ρ  в точці 0, 0,1,..., , , 1i Mi Mρ ρ ρ ρ= = = . Вибір 

значень iρ  та їх кількість M  залежить від градієнтальності функції ( )f ρ  та 

точності наближення. В області 0 1ρ ρ≤ ≤  уведемо в розгляд підобласті 

1 , 0,1,..., 1i i i Mρ ρ ρ +≤ ≤ = − . Будемо вимагати, щоб в цих підобластях шукані 

характеристики термонапруженого стану задовольняли рівняння термопружності, 
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на поверхнях 0ρ ρ=  і 1Mρ =  задовольняли крайові умови, а на поверхнях 

, 1,2,..., 1i i Mρ ρ= = −  температура, компоненти вектора пружного переміщення 

та компоненти вектора напружень були неперервними, що відповідає умовам 

ідеального теплового і механічного контакту. 

Таким чином, наближена постановка задачі термопружності для функційно-

градієнтного шару в безрозмірних змінних має вигляд 

( )( ) ( )
( )

21 , 1,
i

i i
i

TT T a i M∂
∂ ∂ + ∂ = =

∂
%ρ ρ γρ

ρ τ
; (4.77) 

( ) ( , ,0) 0iT =ρ γ ; (4.78) 

( )
( )

( ) ( ) ( )
1

1 1 1 1
1 2 ( , )c

Tk k T Q∂
+ =

∂
γ τ

ρ
, 0ρ = ρ ;  

( )
( )

( ) ( ) ( )
1 2 ( , )

M
M M M M

c
M

Tk k T Q γ τ
ρ

∂
+ =

∂
, 1ρ = ;  (4.79) 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,i i
i iT Tρ γ τ ρ γ τ+= ; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1, , , , ,i i i i

T i T iT Tρ ρλ ρ γ τ λ ρ γ τ+ +∂ = ∂% %  (4.80) 

де ( ) ( , , )iT ρ γ τ  - температурне поле i -го циліндричного шару, / ,i ia a a=%  
1 /i i i

T T Tλ λ λ+=% , ,i
T iaλ  - відповідно наближені значення коефіцієнтів теплопровід-

ності і температуропровідності i -го шару, a  - опорний коефіцієнт темпера-

туропроводності, /i i MR R=ρ , 0 , MR R  - радіуси внутрішньої і зовнішньої 

поверхонь циліндра, ( ), 1, 1iR i M= −  - радіуси поверхонь розбиття. 

( ) ( ) ( )1 , 1,
1

i i ii
T

i

T i Mν
θ α

ν
+

∆ = ∆ =
−

% ; (4.81) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2(1 ) , 1,
1 2 1 2

i i i ii
T

i i

w T i Mγ γ

ν
θ α

ν ν
+

∆ = − ∂ + ∂ =
− −

% ; (4.82) 

( ) ( )( , ,0) ( , ,0) 0, 1,i iw i Mθ α γ α γ= = = ; (4.83) 
(1) (1)

0 0( , , ) 0; ( , , ) 0= =ρρ ργσ ρ γ τ σ ρ γ τ ; ( ) ( )(1, , ) 0; (1, , ) 0M M= =ρρ ργσ γ τ σ γ τ ; (4.84) 

( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i
i iu u +=ρ γ τ ρ γ τ ; ( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i

i iw w +=ρ γ τ ρ γ τ ; (4.85) 
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( ) ( 1)( , , ) ( , , )i i
i iρρ ρρσ ρ γ τ σ ρ γ τ+= ; ( ) ( 1)( , , ) ( , , ), 1, 1i i

i i i Mργ ργσ ρ γ τ σ ρ γ τ+= = −  (4.86) 

Задача (4.77)-(4.86) повністю відповідає задачі (4.1)-(4.6), (4.42)-(4.49), а 

тому, якщо усі характеристики термонапруженого стану подати у вигляді 

( )
1

(1) ( 1) ( )

1
( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )

M
M i i

i
i

X X X X Sρ γ τ ρ γ τ ρ γ τ ρ γ τ ρ ρ
−

+
+

=

= + − −∑  (4.87) 

то можна показати [185], що ( )( , , ) lim ( , , )M

M
X Xρ γ τ ρ γ τ

→∞
= , де, зокрема, 

( ) ( ) ( )

0 00

2( , , ) L ( ) ( , ) ( , ) cos( )
n

i i i
n n j j i n j j i

n j

T A G B W d
∞ ∞

− −
= =

 = + ∑ ∑∫
λ

ρ γ τ λτ ω ρ ω ρ ξγ ξ
π

; (4.88) 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) L ( )i i
n n

n
dθ α γ τ λ θ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ ;  (4.89) 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )sin( ) L ( )i i
n n

n
w w dα γ τ λ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ ; (4.90) 

Числовий експеримент проводився для наступних залежностей фізико-

механічних властивостей циліндра: 1 10(0,6 )(1 )Tλ ρ ρ= − − − 0 0,6ρ = , 

1 10(0,6 )(1 )Tλ ρ ρ= − − − , 1 10(0,6 )(1 )a ρ ρ= + − − , exp( 0,6(0,6 )(0.6 ))E ρ ρ= − − − , 

0,3 0,1ν ρ= − , 0,001 0,001Tα ρ= +  та при рівномірному розбитті області 

0,6 1ρ≤ ≤ . 

На рис.4.11 подано результати розрахунку безрозмірної температури в 

циліндрі для різної кількості розбиттів M , а на рис.4.12 – радіальних переміщень, 

результати розрахунку яких продубльовано в таблиці. Як видно з наведених 

результатів, зі збільшенням кількості розбиттів, розв’язок прямує до певного 

значення, яке ми можемо вважати розв’язком вихідної задачі термопружності для 

функційно-градієнтного циліндра. 
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Рис.4.11. Температурне поле в 
циліндрі, залежно від кількості 

розбиттів  

Рис. 4.12. Радіальні переміщення в 
циліндрі, залежно від кількості розбиттів 

Таблиця 4.2 

Розподіл радіальних переміщень за змінною ρ , залежно від кількості розбиттів  

ρ  ( ,0,2.0)u ρ  

 2M =  10M =  15M =  20M =  25M =  35M =  

6.0 .7922E-04 .9093E-04 .9320E-04 .9445E-04 .9523E-04 .9528E-04 

6.5 .8156E-04 .9476E-04 .9720E-04 .9854E-04 .9938E-04 .9940E-04 

7.0 .8377E-04 .9861E-04 .1012E-03 .1027E-03 .1035E-03 .1037E-03 

7.5 .8626E-04 .1027E-03 .1055E-03 .1071E-03 .1080E-03 .1082E-03 

8.0 .8942E-04 .1075E-03 .1105E-03 .1121E-03 .1131E-03 .1134E-03 

8.5 .9341E-04 .1130E-03 .1162E-03 .1180E-03 .1190E-03 .1193E-03 

9.0 .9831E-04 .1197E-03 .1231E-03 .1250E-03 .1261E-03 .1264E-03 

9.5 .1044E-03 .1277E-03 .1314E-03 .1334E-03 .1346E-03 .1349E-03 

1.0 .1121E-03 .1374E-03 .1414E-03 .1435E-03 .1448E-03 .1451E-03 

Зазначимо, що подібні результати отримано і для інших точок та значень 

часової змінної, а також для інших характеристик термонапруженого стану. 
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Висновки до розділу 4  

• розроблено  аналітичну  методику  побудови  розв’язку  квазістатичних  

задач  термопружності радіально-шаруватих тіл циліндричної форми;  

• досліджено  особливості  часової  трансформації  температурних  полів  та  

напруженодеформованого стану в таких тілах за різного виду теплового 

навантаження та при різних кількостей складових, їх відносних товщин та 

взаємного розташування;  

• запропоновано  використання  розробленої  методики  до  числового  

аналізу квазістатичного термонапруженого стану циліндричних тіл із функційно-

градієнтних матеріалів. 
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РОЗДІЛ 5.  

ЗМІШАНІ КВАЗІСТАТИЧНІ ЗАДАЧІ ТЕРМОПРУЖНОСТІ ДЛЯ 

ТІЛ З ПОКРИТТЯМИ  
 

5.1 Квазістатичні напруження в півпросторі з покриттям при змішаних 

умовах нагрівання 1-3-го роду 

Розглянемо півпростір з покриттям, що моделюється шаром товщини h  з 

відмінними від півпростору теплофізичними характеристиками. З моменту часу 

0t >  на поверхні покриття 0y =  задано розподіл температури ( , )Q x t , 

симетрично розподіленої в смузі ширини 2d . Зовні цієї смуги відбувається 

теплообмін за законом Ньютона із зовнішнім середовищем нульової температури. 

Вважається, що початкова температура півпростору та покриття дорівнює нулю, а 

на межі поділу покриття та півпростору виконуються умови ідеального теплового 

контакту. 

Введемо у розгляд безрозмірні змінні та величини x dα = , z dγ = , 
(2) 2
Ta t dτ = , 1 h dγ = , ( ) (2) ( )/i i

T T Ta a a=% , ( ) ( ) (2)/i i
T T Tλ λ λ=% , (1)( , ) ( , ) / Tq Q dα τ α τ λ= , 

(1)Bi / Tdκ λ= ,. У термінах цих змінних задачу теплопровідності сформулюємо 

таким чином: 

2 ( ) 2 ( ) ( ) ( )i i i i
TT T a Tαα γγ τ∂ + ∂ = ∂% , 1,2i = ; (5.1) 

( ) ( , ,0) 0, 1,2iT iα γ = = ; (5.2) 
(1) ( , ), 0, 1T Q α τ γ α= = ≤ ; (5.3) 

(1) (1) 0, 0, 1T BiTγ γ α∂ − = = > ; (5.4) 

(1) (2) (1) (1) (2)
1, ,TT T T Tγ γλ γ γ= ∂ = ∂ =% ; (5.5) 

(2) (2)lim ( , , ) lim ( , , ) 0T Tγγ γ
α γ τ α γ τ

→∞ →∞
= ∂ = . (5.6) 
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Тут ( ) ( ),i i
T Taλ  – відповідно коефіцієнти теплопровідності й температуропровідності 

покриття ( 1)i =  та півпростору ( 2)i = ; κ  - коефіцієнт тепловіддачі з поверхні 

покриття, ( ) ( , , )iT α γ τ ; 1,2i =  – температурне поле в покритті та півпросторі. 

До рівняння (5.1) застосуємо інтегральне перетворення Лагерра за змінною 

τ  та, враховуючи симетричність температурного поля відносно площини 0α = , 

cos -перетворення Фур’є за змінною α . У результаті отримаємо трикутну 

послідовність звичайних диференційних рівнянь 

1
2 ( ) 2 ( ) ( )

0
( ) , 0,1,2, , 1,2

n
i i i

n i n i k
k

d T a T a T n iγγ ξ λ λ
−

=

− + = = =∑% % K , (5.7) 

де ( ) ( )

0 0

( , ) exp( ) ( , , )cos( ) ( )i i
n n nT T d L dξ γ λτ α γ τ ξα α λτ τ

∞ ∞ 
= −  

 
∫ ∫  - трансформанта за 

Лагерром та Фур’є.  

Загальний розв’язок послідовностей (5.7), як відомо із попередніх розділів, 

можна записати у вигляді алгебричної згортки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) , 1,2
n

i i i i i
n n j j n j j

j
T A G B W iξ γ ξ ξ γ ξ ξ γ− −

=

 = + = ∑  , (5.8) 

де ( ) ( , )i
jG ξ γ , ( ) ( , )i

jW ξ γ  - лінійно незалежні фундаментальні розв'язки, які згідно з 

методом невизначених коефіцієнтів матимуть вигляд  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
, ,

0 0

( ) ( )
( , ) exp , ( , ) exp ,

! !

k kj j
i i i ii i

j i j k j i j k
k k

G a W a
k k

ω γ ω γ
ξ γ ω γ ξ γ ω γ

= =

−
= − =∑ ∑  (5.9) 

де введено позначення 2
i iaω ξ λ= + % . Коефіцієнти ( )

,
i

j ka  при цьому отримуються із 

рекурентних рівнянь 

1
( ) ( ) ( )
, 1 , 2 ,20.5

j
i i ii

j k j k m k
m ki

aa a aλ
ω

−

+ +
=

 
= − 

 
∑

%
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при довільних ( )
,0
i

ja  і ( )
, 0i

j ka ≡  при k j> . У подальших розрахунках покладемо 

( ) ( )
0,0 ,01, 0, 1, 1,2i i

ja a j i= = ≥ = . 

Невідомі (1) (1) (2) (2), , ,n n n nA B A B  знайдемо з умов (5.3)-(5.7). Розглянемо спочатку 

змішані умови (5.3), (5.4), які після застосування інтегрального перетворення 

Лагерра набудуть вигляду 

(1) (1) (1)0 : ( ), 1; Bi 0, 1n n n nT Q T Tγγ α α α= = ≤ ∂ − = > . (5.10) 

Безпосереднє застосування cos -перетворення Фур’є до цих умов неможливе 

внаслідок їх різнорідності. Тому продовжимо другу умову (5.10) на всю вісь, 

увівши в розгляд невідому функцію ( )ng α  

(1) (1) ( ), 1;
0 :

0, 1.
n

n n

g
T BiTγ

α α
γ

α
 ≤

= ∂ − =  >
 (5.11) 

Після застосування до (5.11) cos -перетворення Фур’є, отримаємо 

(1) (1) ( ), 0n n nT BiT gγ ξ γ∂ − = = , (5.12) 

де 
1

0

( ) ( )cos( )n ng g dξ α αξ α= ∫ . Застосовуючи інтегральне перетворення Лагерра та 

cos -перетворення Фур’є до умов (5.5)–(5.6), отримаємо 

(1) (2) (1) (1) (2)
1, ,n n T n nT T T Tγ γλ γ γ= ∂ = ∂ =% ; (5.13) 

(2) (2)lim ( , ) lim ( , ) 0n nT Tγγ γ
ξ γ ξ γ

→∞ →∞
= ∂ = . (5.14) 

З вигляду фундаментальних розв’язків (5.9) та умов (5.14) випливає, що 
(2) 0nB ≡ . З умов (5.12), (5.13) знайдемо решту невідомих у вигляді рекурентних 

співвідношень 

( )( ) ( )( )
(1)

,1 2 1 1 1 1 2 ,2 ,3(1)
(1) (1)

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

( )exp( ) ( )( )

exp( ) exp( )
n T n n

n
T T

c Bi c c
A

Bi Bi
ω λ ω ω γ ω ω

ω ω λ ω ω γ ω ω λ ω ω γ

− + + − +
=

+ + + − − −

%
% % ; 
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( )( ) ( )( )
(1)

,1 2 1 1 1 1 2 ,2 ,3(1)
(1) (1)

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

( )exp( ) ( )( )

exp( ) exp( )
n T n n

n
T T

c Bi c c
B

Bi Bi
ω λ ω ω γ ω ω

ω ω λ ω ω γ ω ω λ ω ω γ

− − + + +
=

+ + + − − −

%
% % ; 

(1) (1) (1) (1)
,3 1 1 1 1 1 1(2)

2 2 1

exp( ) exp( )
exp( )

n T n T n
n

c B A
A

λ ω ω γ λ ω ω γ
ω ω γ

− + −
=

−

% %
, (5.15) 

де  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1(1) (1)
,1

1

0 0
n

n n n j j n j j
j

c g A G B Wξ ξ ξ− −
=

 = − + ∑ % % ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1(2) (1) (1)
,2 1 1 1

1

n

n n j j n j j n j j
j

c A G A G B Wξ γ ξ γ γ− − −
=

 = − − ∑ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1(2) (1) (1) (1) (1)
,3 1 1 1

1

n

n n j j T n j j T n j j
j

c A G A G B Wξ γ λ ξ γ λ ξ γ− − −
=

 = − − ∑ % % % % % ; 

( ) ( )( ) ( ) ,i i
j jG Gγ ξ γ≡ , ( ) ( )( ) ( ) ,i i

j jW Wγ ξ γ≡ ,  

( ) ( )( ) ( ) ,i i
j jG d Gγγ ξ γ≡% , ( ) ( )( ) ( ) ,i i

j jW d Wγγ ξ γ≡% . 

Повернемося до змішаних умов (5.10). Враховуючи подання (5.11) та 

формули обернення cos -перетворення Фур’є, ці умови можна записати у вигляді 

послідовності парних інтегральних рівнянь 

[ ]1

0 0

( ) 1 ( ) cos( ) ( ) ( )cos( ) , 1n n ng f d Q F dξ ξ ξ ξα ξ α ξ ξα ξ α
∞ ∞

− + = − − ≤∫ ∫ ; (5.16) 

0

( )cos( ) 0, 1, 0,1,2,ng d nξ ξα ξ α
∞

= > =∫ K  (5.17) 

де 

( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2 1 1 1 2 1 1 1

1 2 1 1 2 1 1 1

exp( 2 )
( )

exp( 2 )
T T

T T

Bi Bi
f

Bi Bi

ω λ ω ω ξ ω ξ ω λ ω ω γ
ξ

ω ω λ ω ω ω λ ω ω γ

+ − + − + − − −
=

+ + + − − −

% %

% % ; 

( ) ( )
( )( ) ( )( )

,1 2 1 1 1 2 1 1 1 1 ,2 2 ,3

1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

exp( ) ( )exp( ) 2
( )

exp( ) exp( )
n T T n n

n
T T

c c c
F

Bi Bi

ω λ ω ω γ ω λ ω ω γ ω ω
ξ

ω ω λ ω ω γ ω ω λ ω ω γ

 − − − + + + =
+ + + − − −

% %%
% % ; 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1(1) (1)
,1

1

0 0
n

n n j j n j j
j

c A G B Wξ ξ− −
=

 = − + ∑ % %% . 

Для побудови розв’язку парних інтегральних рівнянь (5.18), (5.19) 

скористаємося методикою, описаною в другому розділі. Для цього запишемо 

шукану функцію ( )ng ξ  у вигляді ряду Неймана 

, 2
0

( ) ( )n n k k
k

g a Jξ ξ
∞

=

= ∑ .  (5.18) 

Безпосередньою підстановкою легко пересвідчитися, що рівняння (5.17) 

задовольняється тотожно при довільних коефіцієнтах ,n ka , а з рівняння (5.16) 

після перетворень отримуємо послідовності безмежних систем лінійних 

алгебричних рівнянь 

, , , ,
0

,n k n m m k n k
m

a a b c
∞

=

+ =∑% %  (5.19) 

де 
1/ 2

, , (2 ) ;n k n ka a k −=%   

1
, 2 2

0

2 2 2 ( ) ( ) ( ) ;m k m kb m k f J J dξ ξ ξ ξ ξ
∞

−= ∫   

1/ 2 1
, 2

0

2 2 ( ) ( ) ( ) ;n k n n kc k q F J dξ ξ ξ ξ ξ ξ
∞

− − = − + ∫   

0

( ) ( )cos( ) .n nq Q dξ α αξ α
∞

= ∫   

Використовуючи властивості рядів Неймана, розривних інтегралів Вебера-

Шафхейтліна [21] та теорему доведену в другому розділі можна встановити, що  

( )2

,
, 0

m k
m k

b
∞

=

< ∞∑ ,   ( )2

,
0

, 0,1,2,n k
k

c n
∞

=

< ∞ =∑ K . (5.20) 

Виконання умов (5.20) свідчить про квазірегулярність систем (5.19) і 

забезпечує збіжність числової процедури редукції.  
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Знаходження невідомих ,n ka%  із систем (5.19) завершує побудову розв’язку 

задачі теплопровідності. При цьому температурне поле в покритті та півпросторі 

розраховується за формулою 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( ), 1,2i i
n n

n
T T d L iα γ τ λ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞

=

 
= = 

 
∑ ∫ . (5.21) 

Напружено-деформований стан у півпросторі з покриттям, зумовлений 

температурним полем (5.21), знайдемо за умови, що поверхня покриття 0γ =  

вільна від навантажень, на безмежності переміщення та напруження дорівнюють 

нулю, а на поверхнях поділу матеріалу покриття та півпростору виконуються 

умови ідеального механічного контакту.  

Таким чином, як і в попередніх розділах, задача полягає у відшуканні 

розв’язку двох рівнянь Пуассона відносно ключових функцій 
( ) ( )( , , ) div , 1,2i i iθ α γ τ = =U

r
 – об’ємного розширення і ( ) ( , , ), 1,2iw iα γ τ =  – 

нормальних компонент вектора пружного переміщення ( )iU
r

: 

( )( ) ( ) 2 ( )3 4i i i
T i Tθ α κ −∆ = − ∆ ; ( ) ( )( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2i i i i

i T iw T iγ γκ θ α κ∆ = − ∂ + − ∂ =  (5.22) 

при крайових умовах 

(1) ( , 0, ) 0γγσ α τ = , (1) ( , 0, ) 0αγσ α τ = ; (5.23) 

умовах на нескінченності 

(2) (2)

, ,
lim ( , , ) lim ( , , ) 0w

α γ α γ
θ α γ τ α γ τ

→∞ →∞
= =  (5.24) 

і умовах спряження 

(1) (2)
1 1( , , ) ( , , )w wα γ τ α γ τ= , (1) (2)

1 1( , , ) ( , , )u uα γ τ α γ τ= ;  
(1) (2)

1 1( , , ) ( , , )γγ γγσ ρ γ τ σ ρ γ τ= , (2) (2)
1 1( , , ) ( , , )αγ αγσ α γ τ σ α γ τ= . (5.25) 
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Тут, як і завжди, 2 ( 2 ) /i i i iκ λ µ µ= + ; ( ) , ,i
T i iα λ µ  – відповідно коефіцієнт лінійного 

температурного розширення та сталі Ляме матеріалу покриття та півпростору. 

Після застосування до рівнянь (5.22) інтегрального перетворення Лагерра та 

інтегрального перетворення Фур’є отримаємо їх розв’язок 

( )( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( , ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 4 ( , )i i i i i
n n n T i nC D Tθ ξ γ ξ ξγ ξ ξγ α κ ξ γ−= − + + − . (5.26) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ( )exp ( )expi i i
n n nw F Hξ γ ξ ξγ ξ ξγ= − + +  

( )
( )

2 ( ) ( ) 2 ( )(1 ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 4 ( , )
2

i
i i iT

i n n i n
i

C D d Tγ

αγ
κ ξ ξγ ξ ξγ κ ξ γ

β
− + − − + + − 

% , (5.27) 

де ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 0 0( , ) ( , ) ( , ), 1, 2, ...; ( , ) ( , )i i i i i

n n nT T T n T Tξ γ ξ γ ξ γ ξ γ ξ γ−= − = =% % .  

Враховуючи умови (5.24), знайдемо, що 

(2) (2) 0n nD H= ≡ . (5.28) 

Решту невідомих знайдено із трансформованих крайових умов (5.23) та 

умов спряження (5.25). Оскільки серед них немає умов змішаного типу, то 

алгоритм знаходження невідомих є ідентичним до результатів другого розділу 

роботи і тут не наводиться. 

Остаточний розв’язок задачі (5.22)–(5.25) подається у вигляді 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( )i i
n n

n
d Lθ α γ τ λ θ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ ; 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )cos( ) ( )i i
n n

n
w w d Lα γ τ λ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ . (5.29) 

Компонента вектора пружного переміщення ( ) ( , , )iu ρ γ τ  визначається з 

рівності 

( ) 1 ( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , ) ( , ) sin( ) ( )i i i
n n n

n
u d w d Lγα γ τ λ ξ θ ξ γ ξ γ ξα ξ λτ

π

∞∞
−

=

 
 = −  

 
∑ ∫ , (5.30) 
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а ненульові компоненти тензора напружень – за співвідношеннями Дюамеля-

Неймана 

( ){
( ) }

( ) 2 ( ) ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2 2

3 4 cos( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

T d L

∞∞

γγ γ
=

λµ σ α γ τ = κ − θ + −
π

− α κ − ξα ξ λτ


∑∫
  

  

( ) }

( ) 1 2 ( ) 2 ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2

3 4 sin( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

d T d L

∞∞
−

αγ γ
=

γ

λµ  σ α γ τ = ξ κ θ − ξ − π 

− α κ − ξα ξ λτ


∑ ∫
  

( ) }

( ) 2 ( ) ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2

3 4 cos( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
T i n n

d w

T d L

∞∞

=


= − − 



− − 

∑ ∫αα γ
λµ

σ α γ τ κ θ
π

α κ ξα ξ λτ

 

Числовий розрахунок термонапруженого стану в півпросторі з покриттям 

проведено у випадку, коли температура смуги на поверхні покриття задається 

співвідношенням 0( , ) * (1 exp( ))Q qα τ τ τ= × − − , де *q  – величина, що має 

розмірність температури. Числові розрахунки виконувались для основи, 

виготовленої із титанового стопу й покриття із кераміки, теплофізичні властивості 

яких [310] наведено в табл. 5.1. 

Таблиця 5.1  

Термомеханічні властивості матеріалів покриття та півпростору 

 ( ) 2(м сек)i
Ta ( )( ) (Вт м×К )i

Tλ  ( ) (1 K)i
Tα  (ГПа)iE iν  

1i =  

( )Ti- 6Al- 4V  
7.924 10−×  1.21 65.8 10−×  348.4  0.24  

2i =  ( )3 4Si N  6.612 10−×  6.2  6.868 10−× 105.6  0.29  

На рис. 5.1 наведено результати розрахунку знерозміреної температури 
* ( ) *( , , ) ( , , ) /iT T qα γ τ α γ τ=  на поверхнях constγ =  при 1Bi = , 1 0,1γ =  у момент 

часу 2τ = . При утриманні 50 членів ряду за поліномами Лагерра та 20 рівнянь у 
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системах (5.19) похибка при задоволенні крайових умовах не перевищує 1% , а 

незначна осциляція розв’язку на поверхні 0γ =  пояснюється ефектом Гіббса при 

числовому розрахунку інтегралів (5.21). Як бачимо з рисунка, в областях, 

розташованих під поверхнею нагрівання, виникають великі градієнти 

температури, пов’язані з різнорідністю умов. Як свідчать результати розрахунків 

для інших значень часової змінної τ , така картина має місце впродовж усього 

перехідного періоду і зберігається в стаціонарному режимі. 

0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2
T*(α, γ, 2)

γ=0

γ=0.05

γ=0.1

γ=0.2

γ=0.5

α  0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.2

-0.8

-0.4

0

0.4
σγγ(α, γ, 1.0).105

 γ

α=0.0

α=0.5

α=1.0

α=1.5

 
Рис. 5.1 Розподіл температури на різних 

поверхнях constγ =  

Рис. 5.2 Розподіл нормальних 

напружень для різних α  

На рис. 5.2 зображено розподіл знерозмірених нормальних напружень 
( )

2( , , ) ( , , ) /i
γγ γγσ α γ τ σ α γ τ µ=  за змінною γ  для різних α  та Bi  при 1τ = . Як 

випливає з наведеного, рівень нормальних напружень із віддаленням від центру 

ділянки нагріву знижується. В областях, розташованих під областю нагріву ці 

напруження скрізь стискуючі, а в областях поза зоною нагріву змінюють знак. 

Причому максимального додатного значення набувають на поверхні поділу 

матеріалів покриття та основи під лінією 1α = . 
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-0.5

0
σαγ(α, 0.1, τ).105

τ=0.5
τ=1
τ=2
τ=5

α  
Рис 5.3  Розподіл дотичних напружень на поверхні поділу матеріалів покриття та 

півпростору в різні моменти часу 

Трансформація в часі знерозмірених дотичних напружень 
( )

2( , , ) /i
αγ αγσ σ α γ τ µ=  на поверхні між покриттям та основою при 1Bi =  зображена 

на рис.3. Як і слід було очікувати, максимального за модулем значення ці 

напруження досягають поблизу лінії поділу крайових умов (5.в областях із 

найбільшим градієнтом температури) та з плином часу зростають. 

 

5.2 Квазістатична задача термопружності для двошарової плити при 

змішаних умовах нагрівання 2-3-го роду 

Розглянемо плиту, що складається з двох шарів різної товщини 

( )1 2ih h h H+ =  з різними коефіцієнтами теплопровідності ( )i
Tλ  и 

температуропровідності ( )i
Ta . Один із шарів ( 1)i =  будемо називати покриттям, а 

інший ( 2)i =  - основою. Будемо вважати, що починаючи з моменту часу 0t = , 

двошарова плита нагрівається на поверхні покриття ( )0z =  потоком тепла 

інтенсивності ( , )q r t , осесиметрично розподіленій в крузі радіуса R . Поза цього 

круга відбувається теплообмін за законом Ньютона із зовнішнім середовищем, що 

має нульову температуру. Нижня основа плити ( )z H=  теплоізольована. 
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У термінах безрозмірних змінних і величин /r Rα = , /z Rγ = , (0) 2/Ta t Rτ = , 

1 1 /h Rγ = , 2 /H Rγ = , (0)Bi / TRκ λ= , 2 (0) (0)( , ) ( , / ) /T Tq q R R a Rα τ α τ λ=% , ( ) (0) ( )/i i
T T Ta a a=% , 

( ) ( ) (0)/i i
T T Tλ λ λ=% , задачу теплопровідності запишемо таким чином: 

( ) ( ) ( )2 1 ( ) 2 ( ) , 1, 2i i ii i
TT T T a T iαα α γγ τα −∂ + ∂ + ∂ = ∂ =% ; (5.31) 

( ) ( , ,0) 0, 1, 2iT iα γ = = , (5.32) 

( ) ( )1 1(1) (1) (1)0 : ( , ), 1; Bi 0, 1T TT q T Tγ γγ λ α τ α λ α= ∂ = − ≤ ∂ − = >% %% ; (5.33) 

( )2
2 : 0Tγγ γ= ∂ =  (5.34) 

( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2(1) (2)
1 : ; T TT T T Tγ γγ γ λ λ= = ∂ = ∂% % . (5.35) 

Тут ( )i
Tλ , ( )i

Ta  – коефіцієнти теплопровідності та температуропровідності по-

криття ( 1)i =  та основи ( 2)i =  відповідно; κ  – коефіцієнт тепловіддачі з поверхні 

покриття, ( ) ( , , )iT α γ τ , 1,2i = , – температурне поле у покритті та основі. 

До рівняння (5.31) застосуємо інтегральне перетворення Лаґерра за змінною 

τ  та, враховуючи симетричність температурного поля відносно осі 0α = , 

інтегральне перетворення Ханкеля за змінною α . Поступаючи далі так, як і в 

попередніх підрозділах, одержимо трикутну послідовність звичайних диференці-

альних рівнянь 

1
2 ( ) 2 ( ) ( )

0
( ) ,    0,1,2, ,    1,2

n
i i i

n i n i k
k

d T a T a T n iγγ ξ λ λ
−

=

− + = = =∑% % K , (5.37) 

де ( ) ( )
0

0 0

( , ) exp( ) ( , , ) ( ) ( )i i
n n nT T J d L dξ γ λτ α α γ τ ξα α λτ τ

∞ ∞ = −   ∫ ∫  – трансформанта за 

Лаґерром і Ханкелем. 

Загальний розв’язок послідовностей (5.37) подамо у вигляді алгебричної 

згортки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0

( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ,    1,2
n

i i i i i
n n j j n j j

j
T A G B W iξ γ ξ ξ γ ξ ξ γ− −

=

= + =∑ [ ] , (5.38) 
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де ( ) ( , )i
jG ξ γ , ( ) ( , )i

jW ξ γ  – лінійно незалежні фундаментальні розв’язки, які згідно з 

методом невизначених коефіцієнтів мають вигляд 

( ) ( )
,

0

( )
( , ) exp( )

!

kj
i i i

j i j k
k

G a
k

ω γ
ξ γ ω γ

=

= − ∑ , ( ) ( )
,

0

( )
( , ) exp( )

!

kj
i i i

j i j k
k

W a
k

ω γ
ξ γ ω γ

=

−
= ∑  (5.39) 

при 2
i iaω ξ λ= + % . Коефіцієнти ( )

,
i

j ka  одержуємо із рекурентних співвідношень 

1
( ) ( ) ( )
, 1 , 2 ,2

1
2

j
i i ii

j k j k m k
m ki

aa a aλ
ω

−

+ +
=

 
= − 

 
∑

%
, 

в яких для подальших розрахунків покладемо ( )
0,0 1ia = , ( )

,0 0i
ja = , 1j ≥ , 1,2i = . 

Невідомі (1)
nA , (1)

nB , (2)
nA , (2)

nB  знайдемо з умов (5.33)–(5.37). Розглянемо спо-

чатку змішані умови (5.33), які після застосування інтегрального перетворення 

Лаґерра набудуть вигляду 

(1) (1) (1)0 :    ( ),    1,    Bi 0,    1n n n nT q T Tγ γγ α α α= ∂ = − ≤ ∂ − = > . (5.40) 

Безпосереднє застосування cos -перетворення Фур’є до цих умов знову ж 

таки неможливе внаслідок їх різнорідності, тому, як і в попередньому підрозділі. 

другу з умов (5.40) продовжимо на всю вісь, увівши в розгляд невідому функцію 

( )ng α : 

(1) (1) ( ), 1,
0 :     Bi

0, 1.
n

n n

g
T Tγ

α α
γ

α
≤= ∂ − =  >

 (5.41) 

Тут слід зазначити, що, якщо покласти в (5.41) ( ) ( )n ng qα α= − , то 

отримаємо граничну умову, яка враховує теплообмін за законом Ньютона по всій 

граничній поверхні покриття, включаючи і область нагріву. Ця умова часто ви-

користовується у формулюваннях задач з метою уникнути проблеми різнорідності 

умов. 

Після застосування до (5.41) cos -перетворення Фур’є одержимо 



 152 

(1) (1)Bi ( ),      0n n nT T gγ ξ γ∂ − = = , (5.42) 

де 
1

0

( ) ( )cos( )n ng g dξ α αξ α= ∫ .  

Застосувавши інтегральне перетворення Лаґерра та cos -перетворення Фур’є 

до умов (5.34), (5.35), одержимо 

(2)
2 : 0, 0,1,2,nd T nγγ γ= = = K ; (5.43) 

(1) (2) (1) (1) (2) (2)
1 : ; , 0,1,2,n n T n T nT T d T d T nγ γγ γ λ λ= = = =% % K . (5.44) 

Безпосередньою підстановкою загального розв’язку (5.38) в умови 

(5.42)-(5.44) і перенесенням усіх доданків, які не містять невідомих з нижніми ін-

дексами n , у праву частину одержимо послідовність систем алгебричних рівнянь 

(1)
1,1 1,2 1,

(1)
2,1 2,2 2,3 2,4 2,

(2)
3,1 3,2 3,3 3,4 3,

(2)
4,3 4,4 4,

0 0

0 0

nn

nn

nn

nn

b b cA
b b b b cB
b b b b cA

b b cB

    
    
    =
    
     

    

, 0,1,2,n = K  , (5.45) 

де 

(1) (1)
1,1 1 1,2 1 4,3 2 2 2 4,4 2 2 2Bi; Bi; exp( ); exp( )T Tb b b bλ ω λ ω ω ω γ ω ω γ= − − = − = − − =% % ; 

2,1 1 1 2,2 1 1 2,3 2 1 2,4 2 1exp( ); exp( ); exp( ); exp( )b b b bω γ ω γ ω γ ω γ= − = = − − = − ; 

(1) (1)
3,1 1 1 1 3,2 1 1 1exp( ); exp( )T Tb bλ ω ω γ λ ω ω γ= − − =% % ;  

(2) (2)
3,3 2 2 1 3,4 2 2 1exp( ) ; exp( )T Tb bλ ω ω γ λ ω ω γ= − = −% % , 

( ) ( )
1,

(1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1

( )

( ) ( ,0) Bi ( ,0) ( ) ( ,0) Bi ( ,0) ;

n n

n

n j T j j n j T j j
j

c g

A d G G B d W Wγ γ

ξ

ξ λ ξ ξ ξ λ ξ ξ− −
=

= −

 − − + − ∑ % %  

( ) ( )(1) (1) (1) (1)
2, 1 1

1

( ) , ( ) ,
n

n n j j n j j
j

c A G B Wξ ξ γ ξ ξ γ− −
=

 = − + + ∑  
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( ) ( )( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

( ) , ( ) ,
n

i i i i
n j j i n j j i

j
A G B Wξ ξ γ ξ ξ γ+ + + +

− −
=

 + + ∑ ; 

( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1)
3, 1 1

1

( ) , ( ) ,
n

n T n j j n j j
j

c A d G B d Wγ γλ ξ ξ γ ξ ξ γ− −
=

 = − + + ∑%  

       ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (2)
1 1

1

( ) , ( ) ,
n

T n j j n j j
j

A d G B d Wγ γλ ξ ξ γ ξ ξ γ− −
=

 + + ∑% ; 

( )(2) (2)
4, 2

1

( ) ,
n

n n j j
j

c A d Gγξ ξ γ−
=

= − +∑ ( )(2) (2)
2( ) ,n j jB d Wγξ ξ γ−  . 

Системи (5.45) із використанням процедури Гаусса зведено до трикутного 

виду 

(1)
1,1 1,2 1,

(1)
2,2 2,3 2,4 2,

(2)
3,3 3,4 3,

(2)
4,4 4,

0 0
0
0 0
0 0 0

nn

nn

nn

nn

b b cA
b b b cB

b b cA
b cB

∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗

    
    
     =    
            

, (5.46) 

де 

( ) ( )* (1) (1)
2,2 1 1 1 1 1 1Bi exp( ) Bi exp( )T Tb λ ω ω γ λ ω ω γ= − − + +% % ; 

( ) ( )* (1) * (1)
2,3 1 2 1 2,4 1 2 1Bi exp( ); Bi exp( )T Tb bλ ω ω γ λ ω ω γ= − + − = − +% % ; 

( )( )
( )( )

* (1) (2) (1)
3,3 2 1 1 1 1 2 1

(1) (2) (1)
1 1 1 2 1

exp( ) exp( ) Bi

exp( ) Bi ;

T T T

T T T

b ω γ ω γ λ ω λ ω λ ω

ω γ λ ω λ ω λ ω

= − − − − −
− + + 

% % %

% % %
 

( )( )
( )( )

* (1) (2) (1)
3,4 2 1 1 1 1 2 1

(1) (2) (1)
1 1 1 2 1

exp( ) exp( ) Bi

exp( ) Bi ;

T T T

T T T

b ω γ ω γ λ ω λ ω λ ω

ω γ λ ω λ ω λ ω

= − + − −
− − + 

% % %

% % %
 

* * *
4, 4 2 2 2 3,4 2 2 4,4exp( ) exp( )b b bω ω γ ω γ = − − + −  ; 

( )(1)
2, 1 1 1, 1 2,exp( ) Bin n T nc c cω γ λ ω∗ = − + +% ;  

( )(1) (1)
3, 1 1 1 2, 1 2, 3, 2,22 exp( )n T n T n nc c c c bλ ω ω γ λ ω∗ ∗ ∗= − +% % ; 

* * *
4, 2 2 2 3, 3,3 4,exp( )n n nc c b cω ω γ= − − − . 
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Із систем (5.46) невідомі ( ) ( )i
n jA ξ−  і ( ) ( )i

n jB ξ−  визначаються із рекурентних 

співвідношень 

( )
*
4,(2) (2) * (4) *

3, 3,4* *
4,4 3,3

1,n
n n n n

c
B A c B b

b b
= = − , 

( )(1) * (2) * (2) *
2, 2,3 2,4*

2,2

1
n n n nB c A b B b

b
= − − , ( )(1) (1)

1, 1,2
1,1

1
n n nA c B b

b
= − . (5.47) 

Повернемось до змішаних умов (5.40). Враховуючи подання (5.41) і фор-

мули обернення інтегрального перетворення Ханкеля, ці умови запишемо у 

вигляді послідовності парних інтегральних рівнянь 

(1) (1)
0

0

( ) Bi( ( ) ( )) ( ) ( ), 1n n n ng A B J d qξ ξ ξ ξ ξα ξ α α
∞

 + + = − ≤ ∫ % ; (5.48) 

0
0

( ) ( ) 0, 1, 0,1,2,ng J d nξ ξ ξα ξ α
∞

= > =∫ K  . (5.49) 

Враховуючи розв’язок (5.47), після перетворень рівняння (5.48) приведемо 

до вигляду 

[ ] 0 0
0 0

( ) 1 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , 1n n ng f J d q F J dξ ξ ξ ξα ξ α ξ ξ ξα ξ α
∞ ∞

+ = − + ≤∫ ∫% , (5.50) 

де  

( )
( )( ) ( )( )

(2) (1) (2) (1)
2 1 1 1 2 1 1 1

(1) (2) (1) (1) (2) (1)
1 2 1 1 1 1 2 1 1 1

Bi exp( ) ( )exp( )
( ) ,

Bi exp( ) Bi exp( )
T T T T

T T T T T T

f
λ ω λ ω ω γ λ ω λ ω ω γ

ξ
λ ω λ ω λ ω ω γ λ ω λ ω λ ω ω γ

 − − − + =
+ + + − − −

% % % %

% % % % % %

а ( )nF ξ  є комбінацією ,n ic , тобто містить ( ) ( )i
kA ξ  і ( ) ( )i

kB ξ  вже при 1k n≤ − . 

Згідно методики, описаної в другому розділі розкладемо невідомі ( )ng ξ , 

0,1,2,n = K  в ряди Неймана: 

1
, 2 1

0
( ) ( )n n k k

k
g d Jξ ξ ξ

∞
−

+
=

= ∑ . (5.51) 
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Рівняння (5.49) при цьому задовольняється тотожно при довільних ,n kd , а з 

рівнянь (5.50) одержимо безмежні системи алгебричних рівнянь 

, , ,
0

, 0,1,2,n m n k km n m
k

d d mη ζ
∞

=

+ = =∑% % K , (5.52) 

де 

, ,2 1n m n md m d= + ⋅% ; 
( ) ( ) ( )2 1 2 1

0

2 2 1 2 1km k m

f t
k m J t J t dt

t
η

∞

+ += + + ∫ ; 

( ) ( ), 2 1
0

2 2 1 ( )n m n n mm q t F t J t dtζ
∞

+= + − +  ∫ ; 
1

0
0

( ) ( ) ( )n nq t q J t dα α α α= ∫ % . 

Зважаючи на вигляд функцій ( )f t  та ( )g t  і спираючись на твердження 

теореми із другого розділу можна встановити, що 

( ) ( )22
,

, 0 0
; , 0,1,2,km n m

k m m
nη ζ

∞ ∞

= =

< ∞ < ∞ =∑ ∑ K , 

що, в свою чергу обумовлює застосування до систем (5.52) метода редукції. 

Розв’язуючи послідовно ( 0,1,2,n = K ) систем (5.52) знаходимо за 

формулами (5.51) функції ( )ng ξ . З їх використанням та формул (5.47) визначаємо 

всі ( ) ( )i
kA ξ  і ( ) ( )i

kB ξ , що входять в розв’язки (5.38). Остаточний розв’язок вихідної 

задачі має вигяд 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( ) ( , ) ( )i i
n n

n
T L T J dα γ τ λ λτ ξ ξ γ ξα ξ

∞∞

=

= ∑ ∫ . (5.53) 

Напружено-деформований стан у плиті з покриттям, викликаний 

температурним полем (5.53), визначимо в припущенні, що поверхня покриття 

0γ =  вільна від навантажень, на граничній поверхні основи переміщення 

дорівнюють нулеві (умови жорсткого закріплення), а на поверхнях поділу 

матеріалу покриття та півпростору виконуються умови ідеального 

термомеханічного контакту. 
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Таким чином, задача полягає у відшуканні розв’язку двох рівнянь Пуассона 

відносно ключових функцій ( ) ( )( , , ) divi iθ α γ τ = U , 1,2i = , – об’ємного розширення 

і ( ) ( , , )iw α γ τ , 1,2i = , – нормальних компонент вектора пружного переміщення: 

( ) ( ) 2 ( )3 4i i i
T i Tθ α κ −∆ = − ∆( ) , 

( ) 2 ( ) ( ) 2 ( )1 3 4 ,      1,2i i i i
i T iw T iγ γκ θ α κ∆ = − ∂ + − ∂ =( ) ( ) , (5.54) 

при крайових умовах 

(1) (1)( ,0, ) 0,      ( ,0, ) 0γγ αγσ α τ σ α τ= = , (5.55) 

(2) (2)
2 2( , , ) 0,    ( , , ) 0u wα γ τ α γ τ= =  (5.56) 

і умовах спряження 

(1) (2) (1) (2)
1 1 1 1( , , ) ( , , ),     ( , , ) ( , , )w w u uα γ τ α γ τ α γ τ α γ τ= = , 

(1) (2) (2) (2)
1 1 1 1( , , ) ( , , ),       ( , , ) ( , , )γγ γγ αγ αγσ ρ γ τ σ ρ γ τ σ α γ τ σ α γ τ= = . (5.57) 

Тут, як і раніше, 2 ( 2 )i i i iκ λ µ µ= + / ; ( )i
Tα , iλ , iµ  – відповідно коефіцієнти 

лінійного температурного розширення і сталі Ляме матеріалів покриття і 

півпростору. 

Після застосування до рівнянь (5.54) інтегрального перетворення Лаґерра та 

інтегрального перетворення Ханкеля одержимо їх розв’язок 

( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( )( , ) ( )exp( ) ( )exp( ) (3 4 ) ( , )i i i i i
n n n T i nC D Tθ ξ γ ξ ξγ ξ ξγ α κ ξ γ−= − + + − , 
( ) ( ) ( )( , ) ( )exp( ) ( )exp( )i i i
n n nw F Hξ γ ξ ξγ ξ ξγ= − + +  (5.58) 

( )
2 ( ) ( ) 2 ( )(1 ) ( )exp( ) ( )exp( ) (3 4 ) ( , )

2

i
i i iT

i n n i n
i

C D d Tγ

αγ
κ ξ ξγ ξ ξγ κ ξ γ

β
−+ − − + + − %[ ] , 

де ( ) ( ) ( )
1( , ) ( , ) ( , )i i i

n n nT T Tξ γ ξ γ ξ γ−= −% , 1,2,n = K ; ( ) ( )
0 0( , ) ( , )i iT Tξ γ ξ γ=% . 

Невідомі ( )i
nC , ( )i

nD , ( )i
nF , ( )i

nH  визначимо із системи алгебричних рівнянь 

(3.103) при 2M = . 
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Остаточний розв’язок задачі (5.54)–(5.57) одержимо у вигляді 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )i i
n n

n
J d Lθ α γ τ λ ξθ ξ γ ξα ξ λτ

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ , 

( ) ( )
0

0 0

( , , ) ( , ) ( ) ( )i i
n n

n
w w J d Lα γ τ λ ξ ξ γ ξα ξ λτ

∞∞

=

 
=  

 
∑ ∫ . 

( ) ( ) ( )

0 0
1( , , ) ( , ) ( , ) ( ) ( )i i i

n n n
n

Ju d w d Lγα γ τ λ θ ξ γ ξ γ ξα ξ λτ
∞∞

=

 
= − 

 
∑ ∫[ ] , (5.59) 

( )
( ) ( )

0 0

( )
( )

0

( , ) 1( , , ) ( , )
(1 )(1 2 ) (1 )

( , ) ( ) ( );
1 2

i
i ii n

i n
i i in

i
iT

n n
i

E d w

T J ga d L

∞∞

γγ γ
=

  ν θ ξ γσ α γ τ = λ ξ + ξ γ − + ν − ν + ν 
α
− ξ γ ξ ξ λτ− ν  

∑ ∫
 

( )( )

( )( )
( ) ( )

0
0 0

( ) ( ) 1
0 1

0

( , )( , , ) ( , ) ( )
(1 )(1 2 ) 1 2

1 ( , ) ( , ) ( ) ( ) ( );
1

ii
i ii n T

i n
i i in

i i
n n n

i

E T J d

d w J J d L

∞∞

αα
=

∞
−

γ

  αν θ ξ γσ α γ τ = λ ξ − ξ γ ξα ξ + + ν − ν − ν  

+ θ ξ γ − ξ γ ξ ξα − α ξα ξ λτ

+ ν 


∑ ∫

∫
 

( ) ( )
( ) 2 ( )

0 0

( ) ( )
1

1 ( , )
( , , ) 2 ( , )

(1 2 )

1 ( , ) ( ) ( ).
1 2

i
i ni i

i n
in

i ii
n nT

i

d
E w

d T J d L

∞∞
γ

αγ
=

γ

  − ν θ ξ γ
 σ α γ τ = λ − ξ ξ γ −

 − ν 
+ ν

−α ξ γ ξα ξ λτ− ν  

∑ ∫
 (5.60) 

За формулою (5.53) виконувався розрахунок температурного поля в плиті із 

алюмінієвого стопу ( 27(2) 9.06 се10 м кTa −×= ; ( )(2) 22.22 10 Вт м×КT = ×λ ) з 

покриттям із кераміки ( 27(1) .19 101 м секTa −×= ; ( )(1) 3.6 10Вт м×КT = ×λ ) при 

R H= , у випадку, коли інтенсивність потоку тепла на поверхні покриття 

задається виразом 2 2
0( , ) (1 ) (1 exp( )) *q qα τ α τ τ= − − −% , де *q  – величина, що має 

розмірність температури ( Co ). Розрахунки проводились при 0 4.0τ = . При цьому 
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інтенсивність потоку тепла була більшою за 90% від стаціонарного значення вже 

при 0.6τ = . В розрахунках в якості знерозмірюючих величин (0)
Tλ  и (0)

Ta  були 

вибрані відповідні величини алюмінієвого стопу. 

На рисунку 5.4 подані результати розрахунку знерозміреного теплового 

потоку 
( )

( )( , , ) ( , , )
*

i
iTQ T

q γ

λ
α γ τ α γ τ= ∂

%
%

 за змінною α  в момент часу 1.0τ =  при 

1 0.1γ = , Bi 2=  на різних поверхнях constγ = . Як видно з рисунка, тепловий потік 

на поверхні 0γ =  має розрив першого роду, що є насідком різнорідності крайових 

умов і якісно підтверджує їх виконання. При віддаленні від поверхні нагріву 

розрив зникає, тепловий потік в приповерхневих областях змінює знак при 

переході через лінію зміни крайових умов ( 1α = ), що свідчить про домінування 

процесу охолодження в цих областях при 1α > .  

 

Для з'ясування впливу теплообміну в зоні нагріву на розподіл температури 

були проведені розрахунки безрозмірною температури ( )( , , ) ( , , ) /iT T qα γ τ α γ τ∗ ∗= %  

на поверхні розділу матеріалів покриття і основи при Bi 1=  і різних значень 

безрозмірного часу для двох видів крайових умов: 

0 0.5 1 1.5 2
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Рис. 5.4 Розподіл теплового потоку на 
різних поверхнях constγ =  

Рис. 5.5 Розподіл температури за 
змінною α  на поверхні 1 0.1γ γ= =  
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а) різнорідні крайові умови (5.33) - суцільна лінія; 

б) крайова умова (5.41) при ( ) ( )n ng qα α= −  - переривчаста лінія. 

Як випливає з наведених на рисунку 5.5 результатів, процес теплообміну в 

зоні нагріву значно (до 20%) знижує температуру навіть на деякій відстані від 

поверхні покриття. На самій поверхні відмінність між відповідними результатами 

ще істотніше. 

На рисунку 5.6 показані результати розрахунку впливу інтенсивності охо-

лодження на розподіл безрозмірної температури по товщині пакета на поверхні 

1.0α =  (під лінією розділу граничних умов) для значень часової змінної 1.0τ =  і 

10.0τ =  при 1 0.1γ = . Як видно з розрахунків, в перші моменти часу вплив 

охолодження на розподіл температури помітно лише в покритті. Температура 

вільної поверхні покриття при Bi 5=  трохи нижче, ніж температура поверхні 

розділу матеріалів покриття і основи. При значенні, 10.0τ = , яке практично 

відповідає усталеному режиму, вплив теплообміну на розподіл температури 

можна вважати суттєвим для всієї поверхні. 

 
В області 0α = , що розташована безпосередньо під центром плями нагріву 

(рис. 5.7) розподіл температури по змінній γ  при Bi 1=  дещо інший - температура 

покриття значно вище температури основи, різниця температур в моменти часу 
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Рис. 5.6  Розподіл температури 
поверхні 1.0α =  за змінною γ  

Рис. 5.7.  Розподіл температури за 
змінною γ  на лінії 0α =   
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1.0τ =  і 10.0τ =  не суттєва. Останнє свідчить про те, що час виходу температури 

на стаціонарне значення в областях під зоною нагріву значно менше, ніж в 

областях поза цією зоною. 

З цього ж рисунка можна зробити висновки про вплив відносної товщини 

покриття на температуру покриття і основи вздовж лінії 0α = . Як свідчать 

наведені результати, найбільший вплив величина товщини покриття має на 

температуру областей, які розташовані безпосередньо під плямою нагріву. 

 

На рисунку 5.8 показано розподіл температури поверхні 0γ =  в різні 

моменти часу, залежно від інтенсивності охолодження. З розрахунків слідує, що 

вплив інтенсивності теплообміну на температуру поверхні покриття спосте-

рігається у всіх її точках. Різниця полягає в кількісній оцінці впливу - так для 

точок розташованих під плямою нагріву відносне відміну результатів, отриманих 

для Bi 0=  (теплоізоляція) і Bi 5=  знаходиться в межах 10%, а для точок 

розташованих поза плями нагріву така відмінність досягає 70%. 

Ця тенденція зберігається і на поверхні розділу матеріалів покриття і 

основи. Про це, зокрема, можна судити з результатів розрахунку розподілу в часі 

температури в різних точках поверхні 1 0.1γ γ= = , поданих на рисунку 5.9. Звідси 
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Рис. 5.8  Розподіл температури 
поверхні покриття в різні моменти 

часу 

Рис. 5.9  Розподіл в часі температури 
точок поверхні розділу матеріалів  
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можна також зробити висновок про вплив теплообміну на тривалість перехідного 

процесу - чим інтенсивніше теплообмін, тим швидше температура виходить на 

стаціонарне значення. 

За знайденим температурним полем розраховано напруження у плиті з 

покриттям. При цьому напруження були знерозмірені з використанням модуля 

зсуву півпростору: ( )
2( , , ) ( , , )i

k kσ α γ τ = σ α γ τ µl l / . На рисунку 5.10 подано 

результати обчислення дотичних напружень ( , , )αγσ α γ τ  на поверхні поділу 

матеріалів покриття та основи в момент часу 2τ =  при Bi 1=  та при значеннях 

відносної товщини покриття 1 0.01, 0.1, 0.2, 0.5γ = . Як свідчить наведене, вказані 

напруження набувають максимального за модулем значення поблизу лінії поділу 

крайових умов і зі збільшенням відносної товщини покриття зростають. 

  
Рис. 5.10 Дотичні напруження на межі 

поділу матеріалів 
Рис. 5.11 Радіальні напруження на межі 

поділу матеріалів 
 

На відміну від цих результатів, вплив зміни відносної товщини покриття на 

розподіл та абсолютне значення знерозмірених напружень ( , , )αασ α γ τ , результати 

обчислення яких на поверхні поділу матеріалів покриття і півпростору в момент 

часу 2τ =  при Bi 1=  зображено на рис. 5.11, є значно меншим. Ці напруження 

практично скрізь є стискуючими і зі зменшенням відносної товщини покриття їх 

абсолютне значення зростає. Крім того, ці напруження за абсолютним значенням 

значно перевищують дотичні. 
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Рис. 5.12 Нормальні напруження на межі поділу матеріалів 

На рисунку 5.12 подано результати розрахунку розподілу нормальних 

напружень ( , , )γγσ α γ τ  за змінною γ  на поверхнях 0, 0.5,1.0,1.5α =  при 1 0.1γ =  в 

момент часу 2τ =  для значень інтенсивності охолодження Bi 1.0, 2.0=  поза 

ділянкою нагріву. 

Як слідує з наведеного, рівень нормальних напружень є співрозмірним із 

рівнем дотичних напружень і з віддаленням від центру ділянки нагріву зни-

жується. В областях, розміщених під областю нагріву, ці напруження скрізь є 

стискуючими, зменшення інтенсивності охолодження призводить у цій зоні до 

збільшення їх абсолютного значення. В областях поза зоною нагріву ці на-

пруження змінюють знак, причому максимального додатного значення набувають 

на поверхні поділу матеріалів покриття та основи під лінією 1α = . Зменшення 

інтенсивності охолодження ділянки поза зоною нагріву призводить до зменшення 

рівня нормальних напружень в цій області. 

 

5.3 Змішана квазістатична задача термопружності для півбезмежної 

плити із двостороннім покриттям. 

Розглянемо півбезмежну неоднорідну плиту, що складається з основи, 

товщини 22h  та нанесених на її бічні сторони однакових покрить товщини 1h  

(рис. 1). З моменту часу 0t =  плита миттєво занурюється на глибину L  в середо-

вище, що має сталу температуру T ∗ . 
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Рис. 5.13 
Схема задачі 

Нехтуючи процесом теплопровідності в середовищі та приповерхневими 

явищами в покритті та плиті, будемо вважати, що в результаті цього занурення на 

торцевих поверхнях плити та покрить та на частинах бічних поверхонь покрить, 

що мають довжину L  вважається заданим часовий розподіл температури ( )T t∗ . 

Зовні цих ділянок на поверхнях покрить відбувається теплообмін за законом 

Ньютона із середовищем нульової температури. Вважається, що початкова 

температура плити та покрить рівна нулю, а на поверхнях поділу матеріалів плити 

та покрить виконуються умови ідеального теплового контакту. 

Зважаючи на геометричну та фізичну симетрію задачі відносно осі 

1 2y h h= +  задачу теплопровідності сформулюємо наступним чином: 

( )2 ( ) 2 ( ) ( )ii i i
TT T a Tαα γγ τ∂ + ∂ = ∂% , 1,2i = ; (5.61) 

( ) 0, 0, 1,2iT i= τ = = ; (5.62) 

( ) ( ), 0, 1,2iT T i∗= τ α = =   (5.63) 

(1) ( ), 0, 1T T ∗= τ γ = α ≤ ; (5.64) 

(1) (1) 0, 0, 1T BiTγ∂ − = γ = α > ; (5.65) 

(1)(1) (2) (1) (2)
1, ,TT T T Tγ γ= λ ∂ = ∂ γ = γ% ; (5.66) 

(2)
20,Tγ∂ = γ = γ  (5.67) 
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Тут x Lα = , y Lγ = , (2) 2
Ta t Lτ = , 1 1h Lγ = , ( )2 1 2h h Lγ = + , 

( ) (2) ( )/i i
T T Ta a a=% , ( ) ( ) (2)/i i

T T Tλ = λ λ% , (1)( , ) ( , ) / Tq Q dα τ = α τ λ , (1)Bi / Td= κ λ , ( ) ( ),i i
T Taλ  – 

відповідно, коефіцієнти теплопровідності та температуропровідності покриття 

( 1)i =  та основи ( 2)i = ; κ  - коефіцієнт тепловіддачі з поверхні покриття, 

( ) ( , , )iT α γ τ , 1,2i =  – температурне поле в покритті та основі. 

До рівняння (5.61) застосуємо інтегральне перетворення Лагерра за змінною 

τ  та sin−перетворення Фур’є за змінною α . В результаті, враховуючи нульові 

початкові умови та умови на торці (5.63) одержимо трикутну послідовність 

звичайних диференційних рівнянь 

1
( )2 ( ) 2 ( )

0
( ) ,

n
ii i

n i n i nk
k

d T a T a T T
−

∗
γγ

=

− ξ + λ = λ − ξ∑% %  (5.68) 

де ( ) ( )

0 0

( , ) exp( ) ( , , )sin( ) ( )i i
n n nT T d L d

∞ ∞ 
 ξ γ = −λτ α γ τ ξα α λτ τ
 
 

∫ ∫  - трансформанта за 

Лагерром та Фур’є, 
0

exp( ) ( ) ( )n nT T L d
∞

∗ ∗= −λτ τ λτ τ∫ . 

Аналогічно до результатів, одержаних в попередніх розділах, загальний 

розв’язок послідовностей (5.68) запишемо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

0
( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )

n
i i i ii i

n nn j j n j j
j

T A G B W Q− −
=

 ξ γ = ξ ξ γ + ξ ξ γ + ∑ , (5.69) 

де  

11( ) 2
( )

2 2 2
0

n kni
i T

n n k
i i ik

a
Q T T

− −−
∗ ∗

=

  λξ ξ = −    ω ω ω   
∑%

, (5.70) 

а ( ) ( , )i
jG ξ γ , ( ) ( , )i

jW ξ γ  - лінійно незалежні фундаментальні розв'язки, які мають 

вигляд (3.25) 



 165 

Невідомі (1) (1) (2) (2)( ), ( ), ( ), ( )n n n nA B A Bξ ξ ξ ξ  знайдемо з умов (5.64)-(5.67). 

Розглянемо спочатку змішані умови (5.64),(5.65), які після застосування 

інтегрального перетворення Лагерра набудуть вигляду 

(1) (1) (1), 1; Bi 0, 1n n n nT T T T∗
γ= α ≤ ∂ − = α > . (5.71) 

Безпосереднє застосування sin−перетворення Фур’є до цих умов є 

неможливим, внаслідок їх різнорідності, тому поступимо традиційно для цього 

розділу - продовжимо другу умову (5.71) на всю вісь, увівши при цьому в розгляд 

невідому функцію ( )ng α : 

(1) (1) ( ), 1;
0, 1.

n
n n

g
T BiTγ

α α ≤
∂ − =  α >

 (5.72) 

Умова (5.72) тепер задана на всьому проміжку зміни α  і є однотипною, а 

тому після застосування до неї sin−перетворення Фур’є одержимо 

(1) (1) ( ), 0n n nT BiT gγ∂ − = ξ γ = , (5.73) 

де 
1

0

( ) ( )sin( )n ng g dξ = α αξ α∫ .  

Застосовуючи інтегральне перетворення Лагерра та sin−перетворення 

Фур’є до умов (5.66)-(5.67) одержимо 

(1)(1) (2) (1) (2)
1, ,n n n nTT T T Tγ γ= λ ∂ = ∂ γ = γ% ; (5.74) 

(2)
20,nT∂ = γ = γ . (5.75) 

Безпосередня підстановка розв’язків (5.69) в умови (5.73)-(5.75) після 

виділення в лівій частині лише невідомих з нижнім індексом n  приводить до 

систем алгебричних рівнянь 
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1 1 1 1 2 1 2 1

1 1 1 1 2 1 2 1

2 2 2 2

(1)
1 1 1,

(1)
2,

(2) 3,1 1 2 2
(2) 4,2 2

0 0

0 0

n n

nn

nn
n

n

Bi Bi A c
e e e e cB

ce e e e A
ce e B

−ω γ ω γ −ω γ ω γ

−ω γ ω γ −ω γ ω γ

−ω γ ω γ

 −ω − ω −       − −     =    −λω λω ω −ω          −ω ω  

 (5.76) 

в яких права частина з ростом дискретної величини n  поповнюється розв’язками, 

знайденими при її попередніх значеннях і має вигляд: 

( ) ( )(1) (1) (1) (1) (1) (1)(1)
1,

1
( ) (0) Bi (0) (0) Bi (0)

n

n n n n j j j n j j j
j

c g BiQ A G G B W W− −
=

 = ξ + − − + −
 ∑ % % ; 

( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (1) (1) (1) (1)(2) (1)
2, 1 1 1 1

1
;

n

n n n n j j n j j n j j n j j
j

c Q Q A G B W A G B W− − − −
=

 = − + γ + γ − γ − γ ∑

( ) ( ) ( ) ( )(2) (2) (2) (2) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
3, 1 1 1 1

1

n

n n j j n j j n j j n j jT T
j

c A G B W A G B W− − − −
=

 = γ + γ − λ γ − λ γ ∑ % %% %% % ; 

( ) ( )(2) (2) (2) (2)
4, 2 2

1

n

n n j j n j j
j

c A G B W− −
=

 = − γ + γ ∑ % % . (5.77) 

Із використанням результатів попереднього підрозділу, одержано 

рекурентний розв’язок систем (5.76) у який входить невідома функція ( )ng ξ . Для 

її визначення повернемось до змішаних умов (5.71). Враховуючи подання (5.73) та 

формули обернення sin -перетворення Фур’є ці умови можна записати у вигляді 

послідовності парних інтегральних рівнянь 

[ ]1

0 0

( ) 1 ( ) sin( ) ( )sin( ) , 0 1
2n n ng f d T F d

∞ ∞
− ∗π

ξ ξ + ξ ξα ξ = − + ξ ξα ξ ≤ α ≤∫ ∫  (5.78) 

0

( )sin( ) 0, 1, 0,1,2,ng d n
∞

ξ ξα ξ = α > =∫ K  , (5.79) 

де ( )ng ξ  - шукана функція, ( )f ξ  та ( )nF ξ  - відомі. 
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Для побудови розв’язку послідовностей парних інтегральних рівнянь (5.78), 

(5.79) скористаємось описаною в другому розділі методикою та подамо шукану 

функцію ( )ng ξ  у вигляді ряду Неймана 

, 2 1
0

( ) ( )n n k k
k

g a J
∞

+
=

ξ = ξ∑ .  (5.80) 

Як і раніше, безпосередньою підстановкою легко пересвідчитись, що 

рівняння (5.79) задовольняється тотожно при довільних коефіцієнтах ,n ka , а з 

рівняння (5.78) одержуємо послідовності безмежних систем лінійних алгебричних 

рівнянь 

, , , ,
0

n k n m m k n k
m

a a b c
∞

=

+ =∑% %  (5.81) 

де 
1/2

, , (2 1)n k n ka a k −= +% ;  

, 2 1 2 1
0

( )2 2 1 2 1 ( ) ( )m k m k
fb m k J J d

∞

+ +
ξ

= + + ξ ξ ξ
ξ∫   

, 2 1
0

( ) ( )2 2 1 ( )n n
n k k

T Fc k J d
∞ ∗

+
 ξ ξ

= + − + ξ ξ 
ξξ  

∫ ; 1 cos( )n nT T∗ ∗ − ξ
ξ =

ξ
. (5.82) 

Використовуючи вигляд функцій ( )f ξ  та ( )nF ξ , властивості рядів Неймана 

та розривних інтегралів Вебера-Шафхейтліна та теорему з другого розділу можна 

встановити, що  

( )2
,

, 0
m k

m k
b

∞

=

< ∞∑ ,   ( )2
,

0
n k

k
c

∞

=

< ∞∑ . (5.83) 

Знаходження невідомих ,n ka%  з систем (5.83) завершує побудову розв’язку 

вихідної задачі теплопровідності. При цьому температурне поле в покритті та 
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плиті розраховується за формулою 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( ) ( , )sin( )i i
n n

n
T L T d

∞∞

=

λ
α γ τ = λτ ξ γ ξα ξ

π ∑ ∫  (5.84) 

При розрахунку інтегралів в розв’язку (5.84) для малих α  виникають 

труднощі обчислювального характеру, пов’язані із нерівномірною збіжністю 

інтегралів виду 

( )
0

1 cos sin (1 )
2

d S
∞

+
− ξ π

ξα ξ = − α
ξ∫  (5.85) 

де ( )S x+  - функція Хевісайда. 

Для усунення цієї проблеми частина розв’язку, пов’язана із інтегралами 

(5.85) виділяється, а сам розв’язок подається у вигляді 

      ( ) ( )

0 0

2 1 cos( , , ) ( ) (1 ) ( ) ( , )i i
n n n

n
T T S L T T d

∞∞
∗ ∗

+
=

 − ξ
α γ τ = τ − α + λ λτ ξ γ − ξ π ξ 

∑ ∫ . (5.86) 

Як свідчать подальші числові експерименти, таке подання значно покращує 

практичну збіжність інтегралів, особливо на границі покриття 0γ =  та при малих 

значеннях α . 

Перед тим, як сформулювати задачу термопружності, або, точніше, умови 

навантаження на бічній поверхні плити та покрить, як і в третьому розділі слід 

зробити певні пояснення. По-перше, з рівняння, якому задовольняє об’ємне 

розширення ( ) ( )( , , ) div , 1,2,3i i iθ α γ τ = =U
r

: 

( )( )( ) 2 ( )3 4 , 1,2ii i
iT T i−∆θ = α − κ ∆ = , (5.87) 

знову ж таки слідує, що об’ємне розширення ( ) ( , , )iθ α γ τ  та температура 

( ) ( , , )iT α γ τ  повинні мати однотипне подання інтегралом Фур’є за змінною α . Для 
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температури ( ) ( , , )iT α γ τ  таке подання визначається крайовими умовами задачі 

теплопровідності на поверхні 0α =  і у нашому випадку має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , , )sin( ) , ( , , ) ( , , )sin( )i i i iT T d T T d
∞ ∞

α γ τ = ξ γ τ ξα ξ ξ γ τ = α γ τ ξα α
π ∫ ∫ . 

Для того, щоб таким же чином здійснити подання для об’ємного 

розширення повинна виконуватись умова  

( )
00
( )i

α=
θ = θ τ . (5.88) 

Аналогічно з рівняння термопружної рівноваги відносно компоненти 

вектора пружного переміщення ( ) ( , , )iu α γ τ : 

( ) ( )( )( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2,3ii i i
i iTu T iα α∆ = − κ ∂ θ +α κ − ∂ =  (5.89) 

можна одержати  

( )
0

0, 1,2,3iu iα α=
∂ = = . (5.90) 

З означення об’ємного розширення та умов (5.88), (5.90) знайдемо, що 

( )
0

0, 1,2,3iw iγ α=
∂ = = . (5.91) 

Далі, враховуючи, що з міркувань симетрії ( )
0

0iw
α=γ=

= , одержимо, що при 

0α =  повинні виконуватись умови 

( )
0

0i
α=

θ = , ( )
0

0, 1,2,3iw i
α=

= = . (5.92) 

Нескладно показати, що умови (5.92) та (5.90) на поверхні 0α =  приводять 

до умови відсутності нормальних напружень: 



 170 

( )
0

0, 1,2,3i iαα α=
σ = =  , (5.93) 

що поряд з другою умовою (5.92) можна трактувати, як наявність на поверхні 

α=0 абсолютно гнучкої і нерозтягливої мембрани. 

Задля виконання умови симетрії покладемо, що граничні поверхні покрить є 

вільними від зовнішнього навантаження, зокрема: 

(1) ( ,1, ) 0γγσ α τ = , (1) ( ,1, ) 0αγσ α τ = , (5.94) 

що призведе до можливості розгляду задачі лише в області 0 1≤ γ ≤  та умов при 

0γ =   

(2) (2)( ,0, ) 0, ( ,0, ) 0w αγα τ = σ α τ = . (5.95) 

Таким чином, задача полягає у визначенні розв’язку двох рівнянь Пуассона: 

(5.88) та  

( ) ( )( )( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2ii i i
i iTw T iγ γ∆ = − κ ∂ θ +α κ − ∂ =  (5.96) 

в області 0 ; 0 1≤ α < ∞ ≤ γ ≤  при граничних умовах (5.92), (5.94), (5.95) та умовах 

спряження 

(1) (2)
1 1( , , ) ( , , )w wα γ τ = α γ τ , (1) (2)

1 1( , , ) ( , , )u uα γ τ = α γ τ ; (5.97) 

(1) (2)
1 1( , , ) ( , , )γγ γγσ α γ τ = σ α γ τ , (2) (2)

1 1( , , ) ( , , )αγ αγσ α γ τ = σ α γ τ . (5.98) 

Рівняння (5.88), (5.96) та умови (5.94), (5.95) та (5.97)-(5.98) після 

застосування до них інтегральних перетворень Лагерра за змінною τ  та sin -

перетворення Фур’є за змінною α  та урахування умов (5.92) набудуть вигляду 

( )( )2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( ) 2 ( )3 4 , 1,2ii i i i
n n i n n nTd d T T T i− ∗

γγ γγ θ − ξ θ = α − κ − ξ + ξ =  ; (5.99) 

( ) ( )( )2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )1 3 4 , 1,2ii i i i
n n i n i nTd w w d d T iγγ γ γ− ξ = − κ θ +α κ − = ; (5.100) 
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(1)
, ( ,1) 0nγγσ ξ = ; (1)

, ( ,1) 0nαγσ ξ = ; (2) (2)
,( ,0) 0; ( ,0) 0n nw αγξ = σ ξ = ; (5.101) 

(1) (2)
1 1( , ) ( , )n nw wξ γ = ξ γ ; (1) (2)

1 1( , ) ( , )n nu uξ γ = ξ γ ; (5.102) 

(1) (2)
, 1 , 1( , ) ( , )n nγγ γγσ ξ γ = σ ξ γ ; (1) (2)

, 1 , 1( , ) ( , )n nαγ αγσ ξ γ = σ ξ γ . (5.103) 

Рівняння (5.99), (5.100) містять дискретну змінну n  як параметр, а тому їх 

розв’язок можна записати у вигляді 

( )( ) ( ) ( ) ( )
2

4 1( , ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 ( , )ii i i i
n n n n nT

i
C D T T ∗  

θ ξ γ = ξ −ξγ + ξ ξγ + α − ξ γ −    ξκ   
,(5.104) 

( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ( )exp ( )expi i i
n n nw F Hξ γ = ξ −ξγ + ξ ξγ +  

  ( )
( )

2 ( ) ( ) 2 ( )(1 ) ( )exp( ) ( )exp( ) 3 4 ( , )
2

i
i i iT

i n n i n
i

C D d T−
γ

αγ  + − κ ξ −ξγ + ξ ξγ + − κ ξ γ  β
% , (5.105) 

де ( ) ( ) ( )( ) ( )
1 0 0( , ) ( , ) ( , ), 1, 2, ...; ( , ) ( , )i i ii i

n n nT T T n T T−ξ γ = ξ γ − ξ γ = ξ γ = ξ γ% % .  

Набір сталих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H  визначається із крайових умов та умов 

спряження (3.138)-(3.140). Безпосередня підстановка розв’язків (3.141), (3.142) в 

ці умови приводить до систем алгебричних рівнянь 

{ } { }(1) (1) (1) (1) (2) (2) (2) (2)
, ,, , , , , , ,

T
k l n n n n n n n n n kd C D F H C D F H f  =    (5.106) 

де ненульові коефіцієнти матриці ,k ld    містять комбінації експоненціальних 

функцій та фізико-механічних характеристик покриття та основи, а стовпець 

вільних членів - знайдені в попередній частині розділу трансформанти температур 

та теплових потоків.  

Системи (3.143) стандартною процедурою Гаусса зводяться до трикутного 

виду, звідки визначаються всі невідомі ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nC D F H . 

Остаточний розв’язок задачі термопружності подається у вигляді 
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( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )sin( ) ( )i i
n n

n
d L

∞∞

=

 
 θ α γ τ = λ θ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ ; (3.144) 

( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , )sin( ) ( )i i
n n

n
w w d L

∞∞

=

 
 α γ τ = λ ξ γ ξα ξ λτ

π  
 

∑ ∫ . (3.145) 

Компонента вектора пружного переміщення ( ) ( , , )iu ρ γ τ  визначається 

співвідношенням 

( ) 1 ( ) ( )

0 0

2( , , ) ( , ) ( , ) cos( ) ( )i i i
n n n

n
u d w d L

∞∞
−

γ
=

 
  α γ τ = −λ ξ θ ξ γ − ξ γ ξα ξ λτ π  

 
∑ ∫ , (3.146) 

а ненульові компоненти тензора напружень – за співвідношеннями Дюамеля-

Неймана 

( ){
( ) }

( ) 2 ( ) ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2 2

3 4 cos( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

T d L

∞∞

γγ γ
=

λµ σ α γ τ = κ − θ + −
π

− α κ − ξα ξ λτ


∑∫
 (3.147) 

  

( ) }

( ) 1 2 ( ) 2 ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2

3 4 sin( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

d T d L

∞∞
−

αγ γ
=

γ

λµ  σ α γ τ = ξ κ θ − ξ − π 

− α κ − ξα ξ λτ


∑ ∫
 (3.148) 

( ) }

( ) 2 ( ) ( )

0 0

( ) 2 ( )

2( , , ) 2

3 4 cos( ) ( )

i i ii
i n n

n

i i
i n nT

d w

T d L

∞∞

αα γ
=

λµ  σ α γ τ = κ θ − − π 

− α κ − ξα ξ λτ


∑ ∫
 (3.149) 

Числовий розрахунок температурного поля в плиті, виготовленій із 

алюмінієвого сплаву, з покриттям із кераміки ( 27(1) .19 101Ta м сек−×= ; 

( )(1) 36T Вт м Кλ = ⋅  27(2) 9.06 се10 м кTa −×= ; ( )(2) 22.22 10 Вт м КTλ = × ⋅  проведе-

но у випадку, коли температура частини поверхні покриття та торця плити 
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задається співвідношенням 0( ) (1 exp( )) *T q∗ τ = − −τ τ , де *q  – величина, що має 

розмірність температури. 

Було прийнято, крім того, що півтовщина плити з покриттям рівна глибині 

занурення композитного тіла ( 1 2h h L+ = ), а відносна товщина покриття 1 0.1γ = . 

На рисунку 5.14 подано результати розрахунку температурного поля на 

поверхні покриття в момент часу 2τ = , проведеного за формулою (5.84) (рисунок 

а) та б)) та формулою (5.86) (рисунок в)). Різниця в результатах, зображених на 

перших двох рисунках в тому, що для рисунка а) розрахунок інтегралу 

проводився за стандартними, розробленими для практично всіх розділів роботи 

квадратурними формулами, які дають високу збіжність і хорошу точність у 

випадку інтегралів із рівномірною збіжністю. Для розрахунків, зображених на 

рисунку б) була створена спеціальна квадратурна формула, яка 

використовувалась для обчислення як інтегралів (5.82), так і інтегралів (5.84), 

проте повністю позбавитись похибок, пов’язаних із ефектом Гібса так і не 

вдалося. І лише використання формул (5.84) та звиклої процедури інтегрування 

дозволило задовольнити крайові умови з точністю до 0.1% . 
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Рис. 5.14 Температурне поле поверхні покриття  
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Висновки до розділу 5  

• розроблено  методику  побудови  аналітичних  розв’язків  плоскої  та  

осесиметричної задач нестаціонарної теплопровідності для тіл з плоскопара-

лельними покриттями за змішаних умов нагрівання (охолодження) в довільній 

комбінації;  

• досліджено  перехідні  термонапружені  стани  в  шарі  та  півпросторі  із  

покриттям  за змішаних умов нагрівання 1-3-го та 2-3-го роду;  

• виявлено, що найнебезпечнішими стосовно можливого руйнування  ділянками  є 

області, розташовані поблизу лінії поділу крайових умов;  

• одержано розв’язок змішаної квазістатичної задачі термопружності для 

півбезмежної плити із двостороннім покриттям та проведено регуляризацію 

процедури числового обернення інтегрального перетворення Фур’є. 
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РОЗДІЛ 6  

ДИНАМІЧНІ ЗАДАЧІ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ТІЛ З 

ПЛОСКО-ПАРАЛЕЛЬНИМИ ГРАНИЦЯМИ РОЗДІЛУ 

 
6.1. Динамічна задача теорії пружності для прямокутної пластинки 

Як зазначалось в першому розділі точних розв’язків просторових задач 

теорії пружності в динамічному формулювання є дуже мало. Одним із об’єктів 

для якого вдається одержати замкнутий розв’язок є прямокутна пластинка, на 

двох протилежних границях якої задано специфічні умови силового 

навантаження. На прикладі цієї задачі продемонструємо особливості застосування 

методу поліномів Лагерра до динамічних задач для скінченних тіл в плоскому 

випадку.  

Розглянемо прямокутну пластинку розміром 2 2h l×  по 1x  та 1y , відповідно, 

де 1x  та 1y  – декартові координати. З моменту часу 0t =  пластинку навантажено 

нормальними зусиллями ( )p t , прикладеними до її торців 1x l= ± , які нерухомо 

закріплені в напрямі осі 1y . Граничні поверхні 1y h= ±  залишаються вільними від 

навантаження. Введемо у розгляд безрозмірні змінні та величини 1 /x x l= , 

1 /y y l= , 1 /c t lτ = , 0 /x h l= , 2
1 2/ ( 2 ) /c cκ = = λ + µ µ , де 1c , 2c  – швидкості 

поширення поздовжніх і поперечних хвиль у матеріалі пластинки, λ , µ  – пружні 

сталі. 

У термінах цих змінних, вважаючи, що до моменту часу 0t =  пластинка 

перебувала в стані спокою, задачу сформулюємо так: 

2 2 2

2 2 2x y
∂ θ ∂ θ ∂ θ

+ =
∂ ∂ ∂τ

; (6.1) 

2 2 2
2 2

2 2 2 ( 1)y y yu u u
yx y

∂ ∂ ∂ ∂θ
+ = κ − κ −

∂∂ ∂ ∂τ
; (6.2) 
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0, 0, 0y
y

u
u

∂∂θ
θ = = = = τ =

∂τ ∂τ
; (6.3) 

( 1, , ) 0; ( 1, , ) ( )y xxu y y p± τ = σ ± τ = ± τ ; (6.4) 

0 0( , , ) 0; ( , , ) 0xx xyx y x yσ ± τ = σ ± τ = , (6.5) 

де, як і раніше ( , , ) yx uux y
x y

∂∂
θ τ = +

∂ ∂
 – об’ємне розширення; ( , , )xu x y τ , ( , , )yu x y τ  

– компоненти вектора пружного переміщення; ( , , ), ( , , )ij ijx y x yσ τ ε τ  – відмінні від 

нуля компоненти тензора напруження та тензора деформацій. 

З умов (6.4), враховуючи, що ( 1, , )yθ ± τ
1

x

x

u
x =±

∂
=

∂
, одержимо  

1 2( 1, , ) ( 1, , )xx y y−µ σ ± τ = κ θ ± τ . (6.6) 

Знайдемо розв’язок сформульованої задачі спочатку із використанням 

інтегрального перетворення Лапласа. Для цього застосуємо до рівняння (6.1) 

інтегральне перетворення Лапласа за часовою змінною τ  та скінчене 

перетворення Фур’є за змінною x . Враховуючи симетрію задачі, нульові 

початкові умови (6.3), співвідношення (6.6) та умови (6.4), замість рівняння (6.1), 

одержимо 
2

2 2 1
2

2( ) ( 1) ( )nn n
n n

d s p s
dy

+θ ξ
− ξ + θ = −

κµ
, (6.7) 

де ( , )n y sθ
1

1 0

cos( ) ( , , )exp( )n x x y s d dx
∞

−

= ξ θ τ − τ τ∫ ∫  – зображення за Лапласом і Фур’є, 

( )2 1 / 2, 0,1,2,n n nξ = π + = K. 

Трансформоване рівняння (6.2), відповідно, набуде вигляду 

2
2 2 2 2

2 ( ) (1 )n n
n n

d v ds v
dydy
θ

− ξ + κ = − κ , (6.8) 
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де 
1

1 0

( , ) cos( ) ( , , )exp( )n n yv y s x u x y s d dx
∞

−

= ξ τ − τ τ∫ ∫ . 

Розв’язок рівняння (6.7), враховуючи, що ( , )n y sθ  є парною функцією 

змінної y , подамо у вигляді 

1 2 2
1

( 1) 2 ( )( , ) ( )ch( )
n

n
n n

p sy s A s y − ξ
θ = γ +

µκ γ
 (6.9) 

при 2 2
1 n sγ = ξ + . 

З урахуванням (6.9) розв’язок рівняння (6.8) одержимо у вигляді 

1
2 12( , ) ( )sh( ) ( )sh( )n n nv y s B s y A s y

s
γ

= γ + γ  (6.10) 

при 2 2 2
2 n sγ = ξ + κ . 

Іншу компоненту вектора пружного переміщення  

( , )nu y s
1

1 0

sin( ) ( , , )exp( )n xx u x y s d dx
∞

−

= ξ τ − τ τ∫ ∫   (6.11) 

знайдемо, враховуючи співвідношення 1 n
n n

n

dvu
dy

 
= θ − ξ  

 у вигляді 

1
2 2 12 2 2

1

( 1) 2 ( )( , ) ( ) ch( ) ( )ch( ) .
n

n
n n n n

p su y s B s y A s y
s

− ξ −
= − ξ γ γ − γ +

µκ γ
 (6.12) 

Величини ( )nA s  і ( )nB s  знайдемо з крайових умов (6.5), які в 

трансформантах за Лапласом і Фур’є та в термінах знайдених вище виразів 

набудуть вигляду 

2
0( 2) 2 0, 0,n n

n n n
du du v y y
dy dy

κ − θ + = − ξ = = ± . (6.13) 
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Враховуючи вирази (6.10)-(6.12), з умов (6.13) знайдемо 

2 2 2 2
2 2 0 1 0
2

11

( )sh( ) ( ) 2 sh( ) ( )( ) , ( )
( , )( , )

n n n n
n n

s y p s y p sA s B s
ss

ξ + γ γ − ξ γ
= =

γ ∆ ξγ ∆ ξ
. (6.14) 

Тут 
2

2
( 1) 2 ( 2) ( )( )

n
n

n
p sp s − ξ κ −

=
µκ

,  

2 2 2 2
1 2 1 0 2 0 2 1 0 2 0( , ) 4 sh( )ch( ) ( ) ch( )sh( )n ns y y y y∆ ξ = ξ γ γ γ γ − ξ + γ γ γ .  

За відомими ( )nA s  і ( )nB s одержимо 

2

2 2
1 2 1 0 2 2 2 0 1 2

1

1( , )
( 2)

2 sh( )ch( ) ( )sh( )ch( ) ;

n
n

n n
n

u y s

py y y y


= + κ − ξ

ξ  + γ γ γ γ − ξ + γ γ γ  ∆  γ  
1 1 2 2 2

1 2 2 0 1 1 0 2( , ) ( )sh( )sh( ) 2 sh( )sh( )n n n nv y s y y y y p− −  = γ ∆ ξ + γ γ γ − ξ γ γ   (6.15) 

Обернення за Лапласом проведемо із використанням теореми розвинення. 

Остаточно для довільної функції навантаження ( )p τ  отримаємо 

( )

( )

1

2
2

0
2 2 2

1 2 1 0 2 , ,1 2 0 1
, ,12

1 11

2 2 2
1 2 1 0 2 , ,2 2 0 1

2
1 2

4 2( , , ) 1 ( 1) sin( )

2 sh( )ch( ) 2 sh( )ch( )
( , )

( , )

2 sh( )cos( ) 2 sin( )ch( )

( , )

n
x n n

n

k
n n k

n k
k

n n k

k

pu x y x

y y y y
f

n k

y y y y

n k

∞∗

=

=

 τ = − − ξ ξ × µ κ 

 γ γ γ γ − ξ − κ η γ γ× η τ +
γ ∆

γ γ γ γ − ξ − κ η γ γ
+

γ ∆

∑

∑ %

% % %

%

( )

2

, ,2
1

2 2 2
1 2 1 0 2 , ,3 2 0 1

, ,32
1 31

( , )

2 sin( )cos( ) 2 sin( )cos( )
( , ) ;

( , )

k

n k

n n k
n k

k

f

y y y y
f

n k

=

∞

=

η τ +

γ γ γ γ + ξ − κ η γ γ + η τ 
γ ∆ 

∑

∑
% % % % % %

%%

(6.16) 
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( )

( )

1

2

2
0

2 2 2 2
, ,1 2 0 1 1 0 2

, ,1
1 11

2 2 2 2
, ,2 2 0 1 1 0 2

, ,2
1 21

4 2( , , ) 1 ( 1)

2 sh( )sh( ) 2 sh( )sh( )
( , )

( , )

2 sin( )sh( ) 2 sh( )sin( )
( ,

( , )

n
y n

n

k
n n k n

n k
k

k
n n k n

n k
k

pu x y

y y y y
f

n k

y y y y
f

n k

∞∗

=

=

=

 τ = − − ξ × µ κ 

 ξ − κ η γ γ − ξ γ γ× η τ + γ ∆

ξ − κ η γ γ − ξ γ γ
+ η

γ ∆

∑

∑

∑

%

% %
%

( )2 2 2 2
, ,3 2 0 1 1 0 2

, ,3
1 31

)

2 sin( )sin( ) 2 sin( )sin( )
( , ) cos( ).

( , )
n n k n

n k n
k

y y y y
f x

n k

∞

=

τ +

ξ − κ η γ γ − ξ γ γ + η τ ξγ ∆ 
∑

% % % %
%%

 

Тут , ,1n kη , , ,2n kη , , ,3n kη  – відповідно, додатні корені рівнянь 

2 2 2 2
1 2 1 0 2 0 2 1 0 2 04 sh( )ch( ) ( ) ch( )sh( ) 0n ny y y yξ γ γ γ γ − ξ + γ γ γ =   (6.17) 

при 2 2
1 nγ = ξ − η , 2 2 2

2 nγ = ξ − κ η , 10 n
−≤ η ≤ κ ξ ; 

2 2 2 2
1 2 1 0 2 0 2 1 0 2 04 sh( )cos( ) ( ) ch( )sin( ) 0n ny y y yξ γ γ γ γ − ξ + γ γ γ =% % % %  (6.18) 

при 2 2 2
2 nγ = κ η − ξ% , 1

n n
−κ ξ < η ≤ ξ ; 

2 2 2 2
1 2 1 0 2 0 2 1 0 2 04 sin( )cos( ) ( ) cos( )sin( ) 0,n ny y y yξ γ γ γ γ + ξ + γ γ γ =% % % % % % %  (6.19) 

при 2 2
1 nγ = η − ξ% , nη > ξ ; 

{
, ,1

1 , ,1

2
2 2 1

1 0 2 0 1 0 2 0
1 2

( , )

4 sh( )ch( ) sh( )ch( )

n k
n k

s

n

dn k i
ds

y y y y

=±η

∆
∆ ≡ = ± η ×

 γ κ γ
× ξ γ γ + γ γ + γ γ

%
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]2
0 2 1 0 2 0 0 1 1 0 2 0

2 2 2
2 1 0 2 0

2
2 2 2 2 2 2 0

2 0 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0
2

ch( )ch( ) sh( )sh( )

4 ( )ch( )sh( )

( ) sh( )sh( ) / ( ) ch( )ch( ) ;

n

n n

x y y y y y

y y

yy y y y y

+ γ γ γ + κ γ γ γ −

− κ ξ + γ γ γ −

κ − ξ + γ γ γ γ − ξ + γ γ γ γ 

{
, ,2

2 2
2 , ,2 1 0 2 0

1

2
21

1 0 2 0 0 2 1 0 2 0 0 1
2

( , ) 4 sh( )cos( )

sh( )cos( ) ch( )cos( )

n k
n k n

s

dn k y y
ds

y y x y y y

=±η

∆ γ
∆ ≡ = η ξ γ γ − γ

κ γ
− γ γ + γ γ γ + κ γ ×

γ

%% %m

% % %
%

 

] 2 2 2
1 0 2 0 2 1 0 2 0

2
2 2 2 2 2 2 0

2 0 1 0 2 0 1 2 1 0 2 0
2

sh( )sin( ) 4 ( )ch( )sin( )

( ) sh( )sin( ) / ( ) ch( )cos( ) ;

n

n n

y y y y

yy y y y y

× γ γ − κ ξ − γ γ γ −

κ − ξ − γ γ γ γ + ξ − γ γ γ γ 

% % %

% % % %
%

 

]

, ,3

2 2
3 , ,3 1 0 2 0

1

2
21

1 0 2 0 0 2 1 0 2 0 0 1 1 0
2

2 2 2 2 2 2
2 0 2 1 0 2 0 2

( , ) 4 sin( )cos( )

sin( )cos( ) cos( )cos( ) sin( )

sin( ) 4 ( )cos( )sin( ) ( )

n k
n k n

s

n n

dn k y y
ds

y y y y y y y

y y y

=±η

 ∆ γ∆ ≡ = η ξ γ γ +  γ 

κ γ
+ γ γ + γ γ γ − κ γ γ ×

γ

× γ − κ ξ − γ γ γ − ξ − γ

%% % %m
%

% % % % % % % %
%

% % % % % 0
1 0 2 0

1
2

2 2 2 0
2 1 0 2 0

2

sin( )sin( )

( ) cos( )cos( ) .n

y y y

y y y

γ γ +
γ

κ + ξ − γ γ γ γ 

% %
%

% % %
%

 

Функції ( , )f η τ  обчислюють з використанням інтегральної згортки 

0

( , ) ( )sin( )f p t t dt
τ

η τ = τ − η∫ . (6.20) 

Формули (6.16) дають точний замкнутий розв’язок динамічної задачі теорії 

пружності для прямокутної пластини за довільної залежності зовнішнього 

навантаження від часу. За одержаними компонентами вектора переміщення (6.16) 
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компоненти тензора деформацій і тензора напружень обчислюють за формулами 

(6.6). 

Знайдемо тепер розв’язок задачі (6.1)-(6.7) із використанням інтегрального 

перетворення Лагерра поряд із скінченним перетворенням Фур’є. Після вже 

традиційних перетворень прийдемо до послідовності задач 

2 1
, 2 2 2 1

, ,2
0

2( ) ( 1) ( 1)
m

m n n n
n m n k n m

k

d
m k p

dy

−
+

=

θ ξ
− ξ + λ θ = λ − + θ + −

κµ∑ ; (6.21) 

2 1
, ,2 2 2 2 2 2

, ,2
0

( ) ( 1) (1 )
m

m n m n
n m n k n

k

d v d
v m k v

dydy

−

=

θ
− ξ + κ λ = λ κ − + + − κ∑ , (6.22) 

де , ( )m n yθ
1

1 0

cos( ) ( ) ( , , )exp( )n mx L x y d dx
∞

−

= ξ λτ θ τ −λτ τ∫ ∫  – зображення за Лагерром і 

Фур’є, ( )2 1 / 2, 0,1,2,n n nξ = π + = K. 

Загальний розв’язок "однорідного" рівняння (6.21) згідно із результатами 

другого розділу роботи подамо у вигляді 

, , , , ,
0

( ) ( ) ( )
m

m n m j n j n m j n j n
j

y A G y B W y− −
=

 θ = + ∑ ,  (6.23) 

де ,j nA  і ,j nB  - набір сталих, а  

( )

( )

1,1
, 1 1, , ,

0

1,1
, 1 1, , ,

0

( )
exp( ) ;

!

( )
exp( )

!

j k
n

j n n j k n
k
j k

n
j n n j k n

k

y
G y y a

k

y
W y y a

k

=

=

ω
ω = −ω

−ω
ω = ω

∑

∑
 (6.24) 

при 2 2
1,n nω = ξ + λ  і 1

, ,j k na , що задовольняють рекурентним співвідношенням 
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1
1 1 1

, 1, , 2, , ,
1,

( 1)
2

j

j k n j k n p k n
n p k

a a j p a
−

+ +
=

 λ  = − − +
ω  

 
∑ . (6.25) 

Зважаючи, що mp  не залежить від змінної y  остаточний загальний 

розв’язок послідовності (6.23) матиме вигляд 

, , , , , 2 2
0

2( ) ( ) ( ) ( 1)
( )

m
n n

m n m j n j n m j n j n m
nj

y A G y B W y p− −
=

ξ θ = + + −  κµ ξ + λ∑ . (6.26) 

Далі, враховуючи рівняння (6.23) та очевидне співвідношення 

1 2
0

( 1) 2
m

l l l m
l

m l − −
=

 − + − + = ∑ θ θ θ θ , 

загальний розв’язок рівняння (6.22) подамо у вигляді 

( ) ( ) ( ) ( ), , 2, , 2, ,2
0

1n

m n m j n j n m j n j n y m n
j

w y C G y D W y d y− −
=

 = + + ∑ %ω ω θ
λ

, (6.27) 

при 2 2 2
2,n nω = ξ + λ κ  і 2

, ,j k na , що задовольняють рекурентним співвідношенням 

1
2 2 2
, 1, , 2, , ,

2,
( 1)

2

j

j k n j k n p k n
n p k

a a j p a
−

+ +
=

 λκ  = − − +
ω  

 
∑ . 

Невідомі ,m nA , ,m nB , ,m nC , ,m nD  знайдемо із трансформованих за Лагерром 

і Фур’є умов (6.5) 

, , 0 , , 0( ) 0; ( ) 0xx m n xy n my yσ ± = σ ± = , (6.28) 

які приводять до систем рівнянь розмірності (4 4× ), побудова розв’язку яких не 

становить принципових труднощів. 

Остаточно розв’язок вихідної задачі подається у вигляді 



 183 

,
0 0

( , , ) ( )cos( ) ( )m n n m
m n

x y y x L
∞ ∞

= =

θ τ = λ θ ξ λτ∑∑ ; (6.29) 

,
0 0

( , , ) ( )cos( ) ( )m n n m
m n

v x y v y x L
∞ ∞

= =

τ = λ ξ λτ∑∑ . (6.30) 

0 1 2 3 4 5
-0.08

-0.04

0

0.04

0.08

0.12
σxy(0.1, 0.8, τ)/µ

 τ

M=100
M=200
Laplace

 
Рис. 6.1 Порівняльний аналіз результатів обрахунку дотичних напружень 

0 1 2 3 4 5
-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2
σxx(0, 0.2, τ)

 τ

M=100
M=200
Laplace

 
Рис. 6.2. Порівняльний аналіз результатів обрахунку нормальних напружень 

На рис. 6.1 і рис. 6.2 показано результати розрахунку дотичних та 

нормальних напружень в пластинці розрахованих із використанням схем методу 
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інтегрального перетворення Лапласа та методу поліномів Лагерра. 

В обох випадках ряди в перетворенні Фур’є обчислювались до 100n = . В 

результатах, обчислених за Лапласом ряди за змінною τ  обчислювались до 

100k = . Ряди за поліномами Лагерра обчислювались до 100m =  та 200m = . Всі 

розрахунки приведені для навантаження, яке змінювалось за законом 
2

0( ) (1 exp( ))p p∗τ = − −τ τ  при 0 30τ = . 

З наведеного видно, що зі збільшенням кількості утримуваних членів в 

рядах за Лагерром розв’язки зближуються. Подальше збільшення приводить до 

зменшення відносної похибки між результатами до 1%.  

Слід зазначити, що зменшення параметру 0τ  (зменшення швидкості 

навантаження) призводить до пониження числа членів рядів за Лагерром, 

необхідного для досягнення потрібної точності. 

 

6.2 Нестаціонарні коливання шаруватої плити 

Розглядається композитна плита, що складається із M  плоских шарів різної 

товщини та з різними фізико-механічними властивостями. Шар з індексом i  має 

товщину ih , 1 i M≤ ≤  і характеризується пружними сталими Ламе iλ , iµ  і 

густиною iρ .  

 
Рис. 6.3 Схема задачі 
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Вектор переміщення ( )iU  в кожному шарі задовольняє рівнянню руху: 

2 ( ) 2 ( ) 2 ( )
1, 2,( ) ( )i i i

i i tc grad div c rot rot ∂− =U U U  (6.31) 

з нульовими початковими умовами. Вважаться, що гранична поверхня верхнього 

шару ( 1i = ) перебуває під дією високоінтенсивного силового навантаження, 

розподіленого в смузі ширини 2l , а гранична поверхня нижнього шару ( i M= ) 

жорстко закріплена (Рис. 6.1). Крім того, впродовж всього перехідного процесу на 

поверхнях поділу матеріалів шарів виконуються умови ідеального механічного 

контакту. 

Для формулювання початково-крайової задачі теорії пружності, відмінного 

від формулювання запропонованого в попередньому підрозділі, проведемо 

некласичне розділення векторного рівняння руху (6.31) із використанням 

потенціалів – об’ємного розширення  

( ) ( ) ( )( , )i i i
x yx y u vθ = ∂ + ∂  (6.32) 

та функції прискорення зсуву  

( ) 2 2 ( ) ( )
1,

i i i
i yc vτφ θ= ∂ − ∂% . (6.33) 

В термінах цих функцій векторне рівняння руху (6.31) розділяється на два 

незалежних скалярних рівняння 

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
1,

i i i
x y ic τθ ∂ θ ∂ θ∂ + = % ; (6.34) 

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
2,

i i i
x y ic τφ φ φ∂ + ∂ = ∂% . (6.35) 

Тут 1 1,
x yx y
H H

= =  – безрозмірні змінні прямокутної системи координат, 

( ) ( , , )iu x y τ , ( ) ( , , )iv x y τ  – компоненти вектора переміщення ( ) ( , , )i x y τU в напрямку 

осі 0x  та 0y ; 1,0c t
h

τ =  безрозмірний (динамічний) час; 1,0 1,0
1, 2,

1, 2,

,i i
i i

c c
c c

c c
= =% % , 
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1,
2i i

i
i

c λ µ
ρ
+

= , 2,
i

i
i

c µ
ρ

=  – швидкості поширення хвиль розширення та зсуву в 

матеріалі i -го шару. 

До рівнянь (4) додаються початкові умови, які в термінах функцій ( )iθ  та 
( )iφ  мають вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) 0, 0i i i iθ θ φ φ τ= = = = =& & ; (6.35) 

крайові умови на граничних поверхнях  

(1) (1)( , ), 0, 0yy xyp x yσ τ σ= = = ; ( ) ( ) 0, /M Mu v y H h= = =  (6.36) 

та умови ідеального механічного контакту складових 

( ) ( 1) ( ) ( 1);i i i iu u v v+ += = ; ( ) ( 1) ( ) ( 1); , .i i i i
yy yy yx yx iy yσ σ σ σ+ += = =  (6.37) 

Тут 
1

1 i

i m
m

y h
h =

= ∑  – координати поверхонь поділу матеріалів композиту.  

В попередньому підрозділі ми попередньо знаходили всі компоненти 

вектора переміщення та тензора напружень через ключові функції, а потім 

задовольняли крайові умови та умови спряження. В цьому підрозділі, спираючись 

на результати другого розділу, продемонструємо інший підхід та сформулюємо 

крайові умови та умови спряження в термінах ключових функцій. Згідно 

результатів другого розділу крайові умови на граничних поверхнях плити будуть 

мати вигляд 

( ) ( )2 2 (1) 2 (1) (1) 2
1 2

1,1

1 12 , 0y y yp y
cτ τκ ∂ θ ∂ θ ∂ φ ∂

µ
− + + = =

%
;  

2
2 (1) (1) 2 (1)1

2
1,1

1 0 , 0
2x y y

c τ

κ
θ φ φ ∂ ∂ + − ∂ = = %

 (6.38) 

2 ( ) ( ) 0M M
x y∂ θ ∂ ϕ− = ;  ( ) ( ) 0,M M

y
Hy
h

∂ θ ϕ+ = = , (6.39) 
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де ( , )yp x τ  заданий на поверхні 0y =  розподіл нормального навантаження. 

Аналогічні перетворення, пророблені з умовами (6.37), приведуть до умов 

спряження в термінах функцій ( )iθ  та ( )iφ  на поверхнях  

    
2

1,( ) ( ) ( 1) ( 1)
2

1, 1

ii i i i
y y

i

c
c

∂ θ φ ∂ θ φ+ +

+

   + = +   
%
%

; 
2

1,2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)
2

1, 1

[ ] [ ]ii i i i
x y x y

i

c
c

∂ θ ∂ ϕ ∂ θ ∂ ϕ+ +

+

− = −
%
%

; 

2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)2 2
2 ( ) 2 ( 1)1

2 2
1, 1, 1

1 1
2 2

i i i i
y y y yi ii i

i
i ic cτ τ

∂ θ ∂ φ ∂ θ ∂ φκ κ
∂ θ ∂ θ

+ +
++

+

 + +    − + = Ω − +    
     % %

;  

2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)2 2
2 ( ) 2 ( 1)1

2 2
1, 1, 1

,
2 2

i i i i
x y x yi ii i

i
i ic cτ τ

∂ ∂ θ φ ∂ ∂ θ φκ κ
∂ φ ∂ φ

+ +
++

+

    + +    − = Ω − 
  % %

 (6.40) 

де 
2

1 2, 1
2
2,

i i
i

i i

c
c

ρ
ρ
+ +Ω = . 

За відомими ( )iθ  та ( ) , 1i i Mϕ ≤ ≤  нормальна компонента вектора перемі-

щення ( ) ( , , )iv x y τ  обчислюється із задачі Коші 

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1,

1 , 0, 0i i i i i
y

i

v v v
cτ τ∂ φ ∂ θ ∂ τ = + = = = %

, (6.41) 

а компонента ( ) ( , , )iu x y τ  визначається за формулою 

( ) ( ) ( )

0

( , , ) [ ( , , ) ( , , )]
x

i i i
yu x y y v z dτ θ ς τ ∂ ς τ ς= −∫ . (6.42) 

Покладемо, що нормальне навантаження симетрично розподілено відносно 

площини 0x = . Тоді ( )iθ  і ( )iφ  - парні функції змінної x . Враховуючи це, 

застосуємо до рівнянь (6.34) та (6.35) інтегральне перетворення Лагерра за 

змінною τ  і cos -перетворення Фур’є за змінною x . В результаті одержимо 

2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
1,

0
( 1)

n
i i i

y n n i k
k

d c n kθ ξ θ λ θ
=

− = − +∑% ; (6.43) 
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2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
2,

0
( 1)

n
i i i

y n n i k
k

d c n kφ ξ φ λ φ
=

− = − +∑% , (6.44) 

де  

( )
( ) ( )

( ) ( )
0 0

( , ) ( , )
exp( ) cos( )

( , ) ( , )

i i
n n

ni i
n n

y x y
L x dxd

y x y
θ ξ θ

λτ λτ ξ τ
φ ξ φ

∞ ∞ 
= − 

 
∫ ∫  (6.45) 

 - зображення за Фур’є і Лагерром.  

Після перенесення доданку при k n=  з правої частини рівнянь (6.43), (6.44) 

у ліву частину, одержимо трикутні послідовності звичайних диференціальних 

рівнянь  

1
2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )

1, 1,
0
( 1)

n
i i i

y n i n i k
k

d c n kθ ζ θ λ θ
−

=

− = − +∑% ;  

1
2 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )

2, 2,
0
( 1)

n
i i i

y n i n i k
k

d c n kφ ζ φ λ φ
−

=

− = − +∑% , (6.46) 

де 2 2 2 2
, ,k i k icζ ξ λ= + % .  

Загальний розв’язок рівнянь (6.46), як відомо із другого розділу, має вигляд 

алгебричної згортки 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1, 1,

0

( ) ( )
n

i i i i i
n n j j n j j

j
A G y B W yθ − −

=

 = + ∑ ;  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2, 2,

0

( ) ( )
n

i i i i i
n n j j n j j

j
C G y D W yφ − −

=

 = + ∑ . (6.47) 

Тут ( )
, ( )i

k jG y  і ( )
, ( )i

k jW y  - лінійно незалежні фундаментальних розв’язки 

послідовностей рівнянь (6.46), які із використанням методу невизначених 

коефіцієнтів можна подати у вигляді 

,( )
, , ,

0

( )
( ) exp( )

!

kj
k ii

k j k i j k
k

y
G y y a

k
ω

ζ
=

= − ∑ ;  
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,( )
, , ,

0

( )
( ) exp( )

!

kj
k ii

k j k i j k
k

y
W y y a

k
ω

ζ
=

−
= ∑ . (6.48) 

Безпосередня підстановка подань (6.48) в послідовності рівнянь (6.46) 

приводить до рекурентних співвідношень для визначення коефіцієнтів ,j ka   

1
,

, 1 , 2 ,
,

( 1)
2

j
l i

j k j k p k
p kl i

a a j p a
ω
ζ

−

+ +
=

 
= − − + 

 
∑ . (6.49) 

У рекурентних співвідношеннях (6.49) всі ,0ja  - довільні і , 0j ka ≡  при k j> . 

Набір невідомих сталих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n j n j n j n jA B C D− − − − , що входить в загальний розв’язок 

(16) слугує для задовольняння крайовим умовам (6.38)-(6.39) та умовам 

спряження (6.40), які після застосування інтегрального перетворення Лагерра та 

інтегрального перетворення Фур’є набудуть вигляду 

( ) ( )
2

2 2 (1) (1) (1)
1 2

0 01,1

2 ( 1) ( 1) , 0
n n

k n n k
k k

n k n k p y
c
ξ λ

κ λ θ ξθ φ
µ= =

− − + − + = − + =∑ ∑%
; (6.50) 

2 22
(1) (1) (1)1

2
01,1

( 1) 0 , 0
2

n

y n n n
k

d n k y
c

κ λξ
θ φ φ

=

 + + − + = =  ∑%
; (6.51) 

2 ( ) ( ) 0M M
n y ndξ θ ϕ+ = ; ( ) ( ) 0,M M

y n n M
Hd y
h

+ = = =θ ϕ γ ; (6.52) 

2
1,( ) ( ) ( 1) ( 1)

2
1, 1

,ii i i i
y n n y n n i

i

c
d d

c
+ +

+

 + = + = 
%
%

θ ϕ θ ϕ γ γ ; (6.53) 

2
1,2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)

2
1, 1

[ ],ii i i i
n y n n y n i

i

c
d d

c
+ +

+

+ = + =
%
%

ξ θ ϕ ξ θ ϕ γ γ ; (6.54) 

( ) ( )2 2 ( ) ( ) ( )
2

0 1,

2 ( 1)
n

i i i
i k n n

k i

n k
c
ξ

κ λ θ ξθ φ
=

− − + − + =∑ %
  

( ) ( )2 2 ( 1) ( 1) ( 1)
1 2

0 1, 1

2 ( 1) ,
n

i i i
i i k n n i

k i

n k
c

+ + +
+

= +

  = Ω − − + − + = 
  

∑ %
ξ

κ λ θ ξθ φ γ γ  (6.55) 

2 22
( ) ( ) ( )

2
01,

( 1)
2

n
i i ii

y n n
ki

d n k
c

κ λξ
θ φ φ

=

 + − − + =  ∑%
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2 22
( 1) ( 1) ( 1)1

2
01, 1

( 1) ,
2

n
i i ii

i y n n i
ki

d n k
c

+ + ++

=+

   = Ω + − − + =    
∑%

κ λξ
θ φ φ γ γ . (6.56) 

Розглянемо умову (6.50) та врахуємо вирази (6.47) для ( )i
nθ  і ( )i

nϕ : 

( )2 2 (1) (1) (1) (1)
1 1, 1,

0 0

2
(1) (1) (1) (1)

1, 1,2
01,1

1 ( 1) (0) (0)

(0) (0)

n k

k j j k j j
k j

n

n j j n j j
j

n k A G B W

A G B W
c

− −
= =

− −
=

 − − + + − 

 − + − 

∑ ∑

∑%

κ λ

ξ
     

2 2
(1) (1) (1) (1)

2, 2,2
0 01,1

(0) (0) ( 1)
n n

n j j n j j k
j k

C G D W n k p
c
ξ λ

µ− −
= =

 − + = − + ∑ ∑%
. (6.57) 

В рівняннях (6.57) залишимо в лівій частині доданки, які містять 
(1) (1) (1), ,n n nA B C  і (1)

nD , а решту перенесемо в праву частину. В результаті, врахувавши 

подання (6.4), одержимо рівняння 

(1) (1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1,3 1,4n n n n nb A b B b C b D H+ + + = ,  (6.58) 

де 
2 2 2 22 2

2 21 1
1,1 1,22 2

1,1 1,1

,
2 2

b b
c c

κ λ κ λξ ξ
λ λ= − − = − −

% %
, 1,3 1,42 2

1,1 1,1

,b b
c c
ξ ξ

= − = −
% %

;  

( ) ( )
2 1

(1) 2 2 (1) (1)
1

0 0
( 1) 1 ( 1)

n n

n k k k
k k

H n k p n k A Bλ
κ λ

µ

−

= =

= − + − − − + +∑ ∑ . (6.59) 

Поступаючи таким самим чином з рештою крайових умов (6.51)-(6.52) та 

умовами спряження (6.53)-(6.56), одержимо систему алгебричних рівнянь для 

визначення невідомих ( ) ( ) ( ), ,i i i
n n nA B C , ( )i

nD  
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1,1 1,4

2,1 2,4

3,1 3,4 3,5 3,8

4,1 4,4 4,5 4,8

4 3,4 7 4 3,4 4 4 3,4 3 4 3,4

4 2,4 7 4 2,4 4 4 2,4 3 4 2,4

4 1,4 3 4 1,4

4 ,4 3 4 ,4

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

M M M M M M M M

M M M M M M M M

M M M M

M M M

b b
b b
b b b b
b b b b

b b b b
b b b b

b b
b b

− − − − − − −

− − − − − − −

− − −

−

K K K
K K K
K K K
K K K

M K N K M
K K K
K K K

K K K
K K K

(1) (1)

(1) (2)

(1) (3)

(1) (4)

( ) (4 3)

( ) (4 2)

( ) (4 1)

( ) (4 )

n n

n n

n n

n n

M M
n n

M M
n n

M M
n n

M M
M n n

A H
B H
C H
D H

A H
B H
C H
D H

−

−

−

    
    
    
    
    
    
    =
    
    
    
    
    
    

    

M M  

 (6.60) 

де 
2 2 2 22 2 2 2

1,1 1,1 2,1 2,11 1
2,1 2,1 2,3 2,42 2 2 2

1,1 1,1 1,1 1,1

; ; ; ;
2 2

b b b b
c c c c

= − = = + = − +
% % % %

ξ ζ ξ ζ ξ ζ ξ ζκ λ κ λ
  

2 2
4 1,4 3 1, 4 1,4 2 1,

4 1,4 1 2, 2, 4 1,4 2, 2,

exp( ); exp( );
exp( ); exp( );

M M M M M M M M

M M M M M M M M M M

b b
b b

− − − −

− − −

= − =

= − − =

ξ ζ γ ξ ζ γ

ζ ζ γ ζ ζ γ
 

4 ,4 3 1, 1, 4 ,4 2 1, 1,

4 ,4 1 2, 4 ,4 2,

exp( ); exp( );
exp( ); exp( );

M M M M M M M M M M

M M M M M M M M

b b
b b

− −

−

= − − =

= − =

ζ ζ γ ζ ζ γ

ζ γ ζ γ
 

2 2
4 1,4 3 1, 4 1,4 2 1,

4 1,4 1 2, 2, 4 1,4 2, 2,

2 2
4 1,4 1 1, 1 4 1,4 2 1, 1

4 1,4 3 2, 1 2, 1 4 1,

exp( ); exp( );
exp( ); exp( );

exp( ); exp( );
exp( );

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i

b b
b b

b b
b b

− − − −

− − −

− + + − + +

− + + + −

= − =

= − − =

= − − = −

= −

ξ ζ γ ξ ζ γ

ζ ζ γ ζ ζ γ

ξ ζ γ ξ ζ γ

ζ ζ γ 4 4 2, 1 2, 1exp( );i i i i+ + += −ζ ζ γ

 

4 ,4 3 1, 1, 4 ,4 2 1, 1,

2 2
4 ,4 1 2, 4 ,4 2,

4 ,4 1 2, 1 1, 1 4 ,4 2 2, 1 1, 1

2 2
4 ,4 3 2, 1 4 ,4 4 2

exp( ); exp( );

exp( ); exp( );
exp( ); exp( );

xp( ); exp(

i i i i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

i i i i i i

b b

b b
b b

b b

− −

−

+ + + + + +

+ + +

= − − =

= − =

= − = −

= − = −

ζ ζ γ ζ ζ γ

ξ ζ γ ξ ζ γ

ζ ζ γ ζ ζ γ

ξ ζ γ ξ ζ , 1 );i i+ γ

 

2 2 2 22 2
2 2

4 1,4 3 1, 4 1,4 2 1,2 2
1, 1,

exp( ); exp( );
2 2

i i
i i i i i i i i

i i

b b
c c+ − + −

   
= − − − = − −   

   % %
κ λ κ λξ ξ

λ ζ γ λ ζ γ  

4 1,4 1 2, 4 1,4 1,2 2
2, 2,

exp( ); exp( );i i i i i i i i
i i

b b
c c+ − += − =
% %
ξ ξ

ζ γ ζ γ  
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2 2 2
21

4 1,4 1 1, 12
1, 1

2 2 2
21

4 1,4 2 1, 12
1, 1

exp( );
2

exp( );
2

i
i i i i

i

i
i i i i

i

b
c

b
c

+
+ + +

+

+
+ + +

+

 
= − − − 

 
 

= − − 
 

%

%

κ λ ξ
λ ζ γ

κ λ ξ
λ ζ γ

 

4 1,4 3 2, 1 4 1,4 4 1, 12 2
2, 1 2, 1

exp( ); exp( );i i i i i i i i
i i

b b
c c+ + + + + +

+ +

= − − = −
% %
ξ ξ

ζ γ ζ γ  

2 2
1, 1,

4 2,4 3 1, 4 2,4 2 1,2 2
1, 1,

2 22 2 2 2
2, 2,

4 2,4 1 2, 4 2,4 2,2 2
1, 1,

exp( ); exp( );

exp( ); exp( );
2 2

i i
i i i i i i i i

i i

i ii i
i i i i i i i i

i i

b b
c c

b b
c c

+ − + −

+ − +

= − − =

   
= + − = − +   

   

% %

% %

ξ ζ ξ ζ
ζ γ ζ γ

ξ ζ ξ ζκ λ κ λ
ζ γ ζ γ

 

2 2
1, 1 1, 1

4 2,4 1 1, 1 4 2,4 2 1, 12 2
1, 1 1, 1

2 2 2
2, 1 1

4 2,4 3 2, 12
1, 1

2 2 2
2, 1 1

4 2,4 4 2, 12
1, 1

exp( ); exp( );

exp( );
2

exp( );
2

i i
i i i i i i i i

i i

i i
i i i i

i

i i
i i i i

i

b b
c c

b
c

b
c

+ +
+ + + + + +

+ +

+ +
+ + +

+

+ +
+ + +

+

= − = −

 
= + − 

 
 

= − + 
 

% %

%

%

ξ ζ ξ ζ
ζ γ ζ γ

ξ ζ κ λ
ζ γ

ξ ζ κ λ
ζ γ

 

Структура матриці ( ),k lb  систем (6.60) дає змогу як і в попередніх розділах 

роботи, із використанням процедури Гауса, звести їх до трикутного вигляду 

1,1 1,2 1,3 1,4

2,2 2,3 2,4

3,3 3,5 3,8

4,4 4,8

4 3,4 3 4 3,4 2 4 3,4 1 4 3,4

4 2,4 2 4 2,4 1 4 2,4

4 1,4 1 4 1,4

0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0

M M M M M M M M

M M M M M M

M M M M

b b b b

b b b

b b b

b b

b b b b

b b b

b b

− − − − − − −

− − − − −

− − −

K K
% % % K K

% % %K K
% %K K K

M K O K M
% % % %K K

% % %K K
% %K K

K K

(1) (1)

(1) (2)

(1) (3)

(1) (4)

( ) (4 3)

( ) (4 2)

( ) (4 1)

( ) (4 )

4 ,40 0

n n

n n

n n

n n

M M
n n

M M
n n

M M
n n

M M
n n

M M

A H
B H
C H
D H

A H
B H
C H
D Hb

−

−

−

 
    
    
    
    
    
    
   = 
    
    
    
    
    
        

 

%
%
%

M M
%
%
%
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 (6.61) 
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В системах (6.61) величини ,i jb%  та ( )i
nH%  пов’язані із відповідними ,i jb  та ( )i

nH  

через рекурентні співвідношення. 

Трикутна структура систем (6.61) дає змогу одержати її точний рекурентний 

розв’язок для довільного числа шарів M : 

(4 1) ( )(4 )
4 1,4( ) ( )

4 ,4 4 1,4 1

, ,
M MM

n n M MM Mn
n n

M M M M

H D bHD C
b b

−
−

− −

−
= =

%%%
K% % , 

(1) (1) (1) (1)
1,4 1,3 1,2(1)

1,1

n n n n
n

H b D b C b B
A

b
− − −

= . (6.62) 

Знайшовши послідовно із (6.62) всі ( ) ( ) ( ), ,i i i
n n nA B C , ( )i

nD , одержимо за 

формулами (17) трансформанти ( ) ( )i
n yθ  і ( ) ( )i

n yϕ , із використанням яких транс-

форманти компонент вектора переміщень обчислюються за формулами 

( )( ) ( ) ( )
2 2

1,

1i i i
n n y n

i

v d
c

ϕ θ
λ

= − %%
%

; ( )( ) ( ) 2 ( ) ( )
2 2

1,

1 12i i i i
n n n y n

i

u d
c

θ ξ θ ϕ
ξ λ

 
= + − 

  
% %

%
, (6.63) 

де 
( ) ( ) ( ) ( )

1 22i i i i
n n n nθ θ θ θ− += − +% , ( ) ( ) ( ) ( )

1 22i i i i
n n n nϕ ϕ ϕ ϕ− −= − +% % % % , 

при ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 20, 0i i i iθ θ ϕ ϕ− − − −= ≡ = ≡ . 

Відмінні від нуля трансформанти тензора напружень обчислюються згідно 

закону Гука 

( )( ) 2 ( ) ( )
, / 2 2i i i

yy n i i n y nd uσ µ η θ= − + ; ( )( ) 2 ( ) ( )
, / 2 2i i i

xx n i i n nvσ µ η θ ξ= − − ; 

( ) ( ) ( )
, /i i i

xy n i y n nd u vσ µ ξ= − , (6.64) 

де iµ  - модуль зсуву в матеріалі i -го шару. 

За відомими трансформантами відповідні оригінали відновлюються за 

формулами 
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( ) ( )

( ) ( )
,

0( ) ( )0
,

( , , ) ( )
2( , , ) ( ) ( ) cos( )

( , , ) ( )

i i
n

i i
xx n xx n

ni i
yy yy n

v x y v y
x y L y x d
x y y

τ
λ

σ τ λτ σ ξ ξ
π

σ τ σ

∞∞

=

 
 = 
  

∑ ∫  

( ) ( )

( ) ( )
0 ,0

( , , ) ( )2 ( ) sin( )
( , , ) ( )

i i
n

ni i
nxy xy n

u x y u y
L x d

x y y
τ λ

λτ ξ ξ
σ τ σπ

∞∞

=

 
= 

  
∑ ∫  (6.65) 

За формулами (6.65) розраховувався напружено-деформований стан в плиті 

періодичної структури, шари якої виготовлені з кераміки та алюмінієвого сплаву 

(табл. 3.1.). При числових розрахунках було покладено, що нормальне 

навантаження має вигляд  

22
2

02( , ) 1 (1 exp( ))xp x P
l

τ τ τ∗  
= − − − 

 
, (6.66) 

де P∗ - розмірна величина (GPa ), 0τ - параметр, який характеризує час виходу 

навантаження на стаціонарне значення. Така залежність дає змогу узгодити 

початкові та крайові умови, а також у багатьох випадках досить точно наблизити 

реальну залежність динамічного навантаження від часу. За характерний лінійний 

розмір h  було вибрано товщину плити H . При цьому вважалось, що півдовжина 

ділянки навантаження l H= . 

При числових розрахунках враховувалось три випадки кількості та 

розташування складових плити, кожен з яких передбачає однакове відношення 

об’ємів матеріалів кераміки та алюмінієвого сплаву. 

I -й випадок – кількість шарів 3M = , шари з кераміки 1,3i = , 1 3 0.1h h= = , 

шар з алюмінієвого сплаву 22, 0.8i h= = ; 

II -й випадок – кількість шарів 5M = , шари з кераміки 1,3,5i = , 

1 3 5 0.067h h h= = = , шари з алюмінієвого сплаву 2,4i = , 2 4 0.4h h= = ; 

III -й випадок – кількість шарів 7M = , шари з кераміки 1,3,5,7i = , 

1 3 5 7 0.05h h h h= = = = , шари з алюмінієвого сплаву 2,4,6,i =  2 4 6 0.267h h h= = = . 
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На рис. 6.4 подано розподіл в часі нормальних переміщень на поверхні пли-

ти 0y =  на лінії 0x = , а на рис. 6.5 часовий розподіл безрозмірних нормальних 

напружень /yy Pσ ∗  на нижній поверхні плити ( 1y = ) на тій же лінії 0x = . 

0 5 10 15 20
-0.001

-0.0005

0

0.0005

0.001

II
I

III

τ

v,mm

 
Рис. 6.4 Переміщення на поверхні 0y = . 
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-1.5

-1

-0.5

0
I
II
III

σyy/P*

τ  
Рис. 6.5 Розподіл в часі нормальних напружень на поверхні 1y = . 
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I
II
III
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Рис. 6.6 Розподіл в часі дотичних напружень на поверхні 1My y −= . 
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Як видно з наведеного, кількість шарів композитної плити практично не 

впливає на амплітуду коливань вказаних складових напружено-деформованого 

стану. При цьому дещо змінюється частота коливань нормальних напружень, що 

пояснюється збільшенням числа відбитих від поверхонь спряження хвиль.  

Зовсім інший ефект спостерігається при розгляді дотичних напружень, 

результати розрахунку яких на поверхні 1My y −=  - поверхні поділу 

передостаннього та останнього шарів композитної плити на лінії 0.5x =  подано 

на рис. 6.6. На відміну від попередніх результатів, збільшення числа складових 

плити значно зменшує як рівень дотичних напружень на поверхнях поділу 

матеріалів, так і амплітуду їх коливань. 

 

6.3 Динамічна осесиметрична задача теорії пружності для шаруватого 

півпростору 

Розглядається багатошаровий півпростір, що складається з M  елементів 

(елементи з індексами 1 1i M≤ ≤ −  – плоско–паралельні шари завтовшки ih , а з 

індексом M  – півпростір). Елементам композитного середовища відповідають 

сталі Ляме ,i iλ µ  та густини iρ . У безрозмірній циліндричній системі координат 

, ,r z ϕ  в осесиметричному випадку, коли відсутня залежність від полярного кута 

напружено–деформований стан визначається із системи рівнянь 

( )1 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
1, , 1i i i

r r z ir r c i Mτ∂ ∂ θ ∂ θ ∂ θ− + = ≤ ≤% ; (6.67) 

( )1 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )
2, , 1i i i

r r z ir r c i Mτ∂ ∂ φ ∂ φ ∂ φ− + = ≤ ≤%  (6.68) 

при нульових початкових умовах 

( ) ( ) ( ) ( ) 0i i i i
τ τθ ∂ θ φ ∂ φ= = = = ; (6.69) 

крайових умовах на поверхні композитного тіла 0z = : 
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( )
2 2

2 (1) 2 (1) (1) 21 1
2
1,1

11
2 2z z zp

cτ τ

κ κ
∂ θ ∂ θ ∂ φ ∂

 
− + + = 

  %
; (6.70) 

2
1 (1) (1) 2 (1)1

2
1,1

1 ( ) 0
2r r zr r

c τ

κ
∂ ∂ ∂ θ φ ∂ φ−  + − = %

; (6.71) 

умовах ідеального механічного контакту при 
1

1 i

i k
k

z z h
h =

= = ∑ : 

( )
2

2 ( ) 2 ( ) ( )
2

1,

11
2

i i ii
z z

icτ

κ
∂ θ ∂ θ ∂ φ

 
− + + = 

  %
  

( )
2

2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)1
2
1, 1

11
2

i i ii
i z z

icτ

κ
∂ θ ∂ θ ∂ φ+ + ++

+

   = Ω − + +  
   %

; (6.72) 

2
1 ( ) ( ) 2 ( )

2
1,

1 ( )
2

i i ii
r r z

i

r r
c τ

κ
∂ ∂ ∂ θ φ ∂ φ−  + − = %

  

2
1 ( 1) ( 1) 2 ( 1)1

2
1, 1

1 ( )
2

i i ii
i r r z

i

r r
c τ

κ
∂ ∂ ∂ θ φ ∂ φ− + + ++

+

   = Ω + −    %
; (6.73) 

( ) ( ) ( 1) ( 1)
2 2
1, 1, 1

1 1i i i i
z z

i ic c
∂ θ φ ∂ θ φ+ +

+

   + = +   % %
; (6.74) 

1 ( ) ( ) 1 ( 1) ( 1)
2 2
1, 1, 1

1 1i i i i
r r z r r z

i i

r r r r
c c

∂ ∂ θ ∂ φ ∂ ∂ θ ∂ φ− − + +

+

   − = −   % %
 (6.75) 

і умовах на нескінченності 

( ) ( ) 0,M M zθ φ= = → ∞ . (6.76) 

У співвідношеннях (6.67)–(6.76) ( ) ( )( , , ) div ( , , )i ir z r zθ τ τ= U
r

 – об'ємне 

розширення; ( ) ( , , )iu r z τ , ( ) ( , , )iw r z τ  – відповідно, радіальна і нормальна складові 

вектора ( ) ( , , )i r z τU
r

 пружних переміщень, ( ) 2 2 ( ) ( )
1,( , , )i i i

ir z c wτ γφ τ ∂ ∂ θ= −%  – 

прискорення зсуву; 
1,0

th
c

τ =  – безрозмірний час; 1, 1,0
1,

2, 1,

, ,i
i i

i i

c c
c

c c
κ = =%  1,ic  2,ic  – 

відповідно, швидкість поздовжньої й поперечної хвилі в матеріалі i -го шару; 
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2
1 2, 1

2
2,

i i
i

i i

c
c

ρ
ρ
+ +Ω = , 2

1 1,1

( , )
z

p zp
c

τ
ρ

= ; ( ),p z τ  – задане на поверхні 0z =  нормальне зусилля; 

1,0c , h  – деякі розмірні величини. 

За знайденими із задачі (6.67)–(6.76) функціями ( ) ( , , )i r zθ τ  і ( ) ( , , )i r zφ τ  

нормальна компонента ( ) ( , , )iw r z τ вектора переміщень визначається із задачі Коші 

2 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

1,

1 , 0, 0i i i i i
z

i

w w w
cτ τ∂ φ ∂ θ ∂ τ = + = = = %

 , (6.77) 

а радіальна компонента ( ) ( , , )iu r z τ  із використанням інтеграла 

( ) ( ) ( )

0

1( , , ) ( , , ) ( , , )
r

i i i
zu r z x x z x w x z dx

r
τ θ τ ∂ τ = − ∫ . (6.78) 

Після застосування інтегрального перетворення Лагерра та перетворення 

Ханкеля до рівнянь (6.67), (6.68) отримаємо послідовності звичайних 

диференційних рівнянь 

1
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

1, 1,
0
( 1) ,

n
i i i

z n i n i m
m

d n mθ ς θ ω θ
−

=

− = − +∑  (6.79) 

1
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

2, 2,
0
( 1) , 1

n
i i i

z n i n i m
m

d n m i Mφ ς φ ω φ
−

=

− = − + ≤ ≤∑ , (6.80) 

де ( ) ( )
0

0 0

( , ) exp( ) ( ) ( , , ) ( )i i
n nF z L rF r z J r drdξ λτ λτ τ ξ τ

∞ ∞

= −∫ ∫  – зображення за Лагерром 

та Ганкелем, 2 2 2 2
1,i iς ξ λ η= + % , 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2, 1, 2,, ,i i i i i i i iς ξ λ η η ω λ η ω λ η η= + = =% % % .  

З точністю до позначень рівняння (6.79), (6.80) повністю співпадають із 

аналогічними рівняннями попереднього підрозділу (6.) та (6.), а тому їх загальний 

розв’язок запишемо у вигляді  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1, 1,

0

( ) ( ) ( )
n

i i i i i
n n j j n j j

j
z A G z B W zθ − −

=

 = + ∑ ; (6.81) 



 199 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2, 2,

0

( ) ( ) ( )
n

i i i i i
n n j j n j j

j
z C G z D W zφ − −

=

 = + ∑ , (6.82) 

де ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1i i i i
n j n j n j n jA B C D i M− − − − ≤ ≤  – невідомі, які визначаються із крайових умов 

і умов спряження, а ( ) ( )
1, 1,( ) , ( )i i

j jG z W z , ( ) ( )
2, 2,( ) , ( )i i

j jG z W z  – послідовність 

фундаментальних розв'язків рівнянь (15), які з використанням методу 

невизначених коефіцієнтів можна подати у вигляді 

, ,( ) ,
, ,

0

( )
( ) e

!
l i

kj
z l ii l i

l j j k
k

z
G z a

k
ς ω−

=

= ∑ ; , ,( ) ,
, ,

0

( )
( ) e

!
l i

kj
z l ii l i

l j j k
k

z
W z a

k
ς ω

=

−
= ∑ . (6.83) 

Коефіцієнти ,
,

l i
j ka  при цьому задовольняють рекурентним співвідношенням  

1
,, , ,

, 1 , 2 ,
,

( 1)
2

j
l il i l i l i

j k j k p k
p kl i

a a j p a
ω
ς

−

+ +
=

 
= − − + 

 
∑ . (6.84) 

У співвідношеннях (6.84) 1,2,..., 0,1,..., 1j k j= = − , всі ,
,

l i
j ka  при j k<  дорівнюють 

нулю, ,
,0

l i
ja . залишаються довільними для всіх j . 

Для знаходження коефіцієнтів ( ) ( ) ( ) ( ), , , , 1i i i i
n j n j n j n jA B C D i M− − − − ≤ ≤  застосуємо 

інтегральне перетворення Лагерра за часовою та інтегральне перетворення 

Ганкеля за радіальною змінними до крайових умов (6.70)-(6.71): 

( )
2

2 (1) 2 (1) (1)1
2

0 1,

2 2
1

0

11 ( 1)
2

( 1) ;
2

n

m z n z n
m i

n
m
z

m

n m d d
c

n m p

=

=

 
− − + + + = 

 

= − +

∑

∑

%
κ

λ θ θ φ

λ κ
 (6.85) 

22
(1) (1) 2 (1)1

2
01,

( 1) 0 , 0
2

n

z n n m
mi

d n m z
c

κξ
θ φ λ φ

=

 + + − + = =  ∑%
 (6.86) 

та умов спряження (6.72)-(6.75): 
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( )
2 2

2 ( ) 2 ( ) ( ) 1
2

0 1,

11 ( 1) 1
2 2

n
i i ii i

m z n z n i
m i

n m d d
c

κ κ
λ θ θ φ +

=

   − − + + + = Ω − ×   
   

∑ %
  

      ( )2 ( 1) 2 ( 1) ( 1)
2

0 1, 1

1( 1)
n

i i i
m z n z n

m i

n m d d
c

λ θ θ φ+ + +

= +

× − + + + 


∑ %
; (6.87) 

22
( ) ( ) 2 ( )

2
01,

( 1)
2

n
i i ii

z n n m
mi

d n m
c

κξ
θ φ λ φ

=

 + + − + =  ∑%
  

    
22

( 1) ( 1) 2 ( 1)1
2

01, 1

( 1)
2

n
i i ii

i z n n m
mi

d n m
c

κξ
θ φ λ φ+ + ++

=+

   = Ω + + − +    
∑%

; (6.88) 

( ) ( ) ( 1) ( 1)
2 2
1, 1, 1

1 1i i i i
z n n z n n

i i

d d
c c

θ φ θ φ+ +

+

   + = +   % %
; (6.89) 

2 ( ) ( ) 2 ( 1) ( 1)
2 2
1, 1,

1 1 , , 1 1i i i i
n z n n z n i

i i

d d z z i M
c c

ξ θ φ ξ θ φ+ +   + = + = ≤ ≤ −   % %
; (6.90) 

( ) ( ) 0,M M
n n zθ φ= = → ∞ . (6.91) 

З умов (6.91) відразу одержимо ( ) ( )0, 0, 0,1,2,M M
l lB D l≡ ≡ = K . ) 

Решта крайових умов та умов спряження в трансформантах співпадають з 

відповідними умовами попереднього розділу, а тому решта невідомих 
( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n j n j n j n jA B C D− − − −  при , ,

0,0 ,01, 0, 1,2,3,l i l i
ja a j= = = K . знаходяться із 

послідовностей систем рівнянь розмірності ( ) ( )4 2 4 2M M− × − . 

1,1 1,4

2,1 2,4

3,1 3,4 3,5

4,1 4,4 4,5

4 3,4 7 4 3,4 3 4 3,4 2

4 2,4 7 4 2,4 3 4 2,4 2

4 1,4 3 4 1,4 2

4 ,4 3 4 ,4 2

0 0
0 0

0 0
0 0

0 0
0 0
0
0

M M M M M M

M M M M M M

M M M M

M M M M

b b A
b b
b b b
b b b

b b b
b b b

b b
b b

− − − − − −

− − − − − −

− − − −

− −

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

K K
K K
K K
K K

M K N K M
K K
K K

K K
K K

(1) (1)

(1) (2)

(1) (3)

(1) (4)

( 1) (4 5)

( 1) (4 4)

( ) (4 3)

( ) (4 2)

n n

n n

n n

n n

M M
n n

M M
n n

M M
n n

M M
n n

H
B H
C H
D H

C H
D H
A H
C H

− −

− −

−

−

   
   
   
   
   
   
   =
   
   
   
   
   
   
   

M M  (6.92) 
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Зведення цієї системи до трикутного вигляду та її рекурентний розв’язок 

дає змогу формально завершити побудову розв'язку задачі (6.67)–(6.76). При 

цьому відмінні від нуля компоненти вектора пружних переміщень і тензора 

напружень будуть мати вигляд 

( ) ( ) ( )
1

0

( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )i i i
zu r z z w z J r dτ θ ξ τ ∂ ξ τ ξ ξ

∞

 = − ∫ ;  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

0 0

( , , ) ( , , ) ( ) , ( , , ) ( , , ) ( )i i i iw r z w z J r d r z z J r dτ ξ ξ τ ξ ξ θ τ ξθ ξ τ ξ ξ
∞ ∞

= =∫ ∫ ;  

2( )
( ) ( )

12
1, 0

( , , ) ( , , ) 2 ( , , ) ( )
i

i irz

i i i

r z z w z J r d
c

σ τ ξ
φ ξ τ ξ τ ξ ξ

ρ η

∞   
 = − +  
   

∫ ;  

( )
( ) ( ) ( )

2 2
1,

( , , ) 2 1( , , ) ( , , ) ( , , )
i

i i irr
z

i i i

r z r z w r z u r z
c r

σ τ
θ τ ∂ τ τ

ρ η
 = − + 
 

;  

( ) ( )
( )

2 2 2
1,

( , , ) 2 2 ( , , )1 ( , , )
i i

i

i i i i

r z u r zr z
c r

ϕϕσ τ τ
θ τ

ρ η η
 

= − + 
 

; 

( )
( ) ( )

2 2 2
1,

( , , ) 2 21 ( , , ) ( , , )
i

i izz
z

i i i i

r z r z w r z
c

σ τ
θ τ ∂ τ

ρ η η
 

= − + 
 

, (6.94) 

де { } { }( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

0
, , , , ( )i i i i i i

n n n n
n

w w Lθ φ λ θ φ λτ
∞

=

= ∑ , а компоненти ( )i
nw  обчислюються з 

початкової задачі (6.77), яка в трансформантах за Лагерром має вигляд 

рекурентного рівняння 

2 ( ) ( ) ( )
2

0 1,

1( 1) , 0,1,2,
n

i i i
n n z n

m i

n m w n
c

λ φ ∂ θ
=

 − + = + = ∑ K
%

. (6.95)) 

Враховуючи, що для довільної послідовності nF  при 1 2 0F F− −= = , 

виконується рівність  

( )1 2
0
( 1) 2 , 0,1,2,

n

m m m n
m

n m F F F F n− −
=

− + − + = =∑ K, 
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розв’язок рівнянь (6.95) знайдемо за формулами 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 22 2

1 2 2i i i i i i i
n n n n z n z n z n

i

w d d dφ φ φ θ θ θ
η λ − − − − = − + + − + %

. (6.96) 

2 4 6 8 10
0

0.4

0.8

1.2

1.6

2 w*(0., 0.5,  τ)

 τ

 0 2 4 6 8 10
0

0.5

1

1.5

2

2.5
σ∗(0., 0.5, τ)

 τ

 
Рис. 1.  

Нормальні переміщення в центрі 
поверхні спряження 

Рис. 2. 
Нормальні напруження в центрі 

поверхні спряження. 

Для апробації запропонованої методики були обчислені нормальні 

переміщення ( , , )w r z τ  і нормальні напруження ( , , )zz r zσ τ  на межі поділу 

пружного шару й півпростору, зумовлених ударним навантаженням поверхні 

0z =  у вигляді 2( , ) * 1 (1 ) ( )p r p r S r Sτ τ+ += − −  при таких значеннях вхідних 

параметрів: 1
1 1 2 1 2 10.5; 1; 0.943; 1.528; 1.543h

hγ η η η η= = = = = = Ω =% % . При цьому 

переміщення й напруження були віднесені до відповідних розв'язків статичних 

задач, які одержані граничним переходом ( 0λ → ) з розв’язку для (1) ( , )nw r z  та 
(1)

, ( , )zz n r zσ  при 0n = . 

На рис. 1 і рис. 2 подано результати розрахунку знерозмірених переміщень 
* (1) (1)( , , ) ( , , ) / ( , )stw r z w r z w r zτ τ≡  і напружень * (1) (1)

,( , , ) ( , , ) / ( , )zz zz str z r z r zσ τ σ τ σ≡  на 

поверхні поділу матеріалів шару й півпростору в точці 0r = . 
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Помітно, що зміна в часі переміщень і нормальних напружень під час 

перехідного періоду має форму коливань біля стану статичної рівноваги 

(одиничного значення). Для переміщень і для напружень перша хвиля приходить 

у момент часу 0.5τ = , що повністю відповідає фізиці явища. Найбільшого 

значення амплітуда коливань досягає в перші після приходу хвилі стиску моменти 

часу й надалі зменшується. Відповідні екстремальні значення на початку 

перехідного періоду досягаються під час приходу хвиль, відбитих від поверхні 

тіла й поверхні поділу матеріалів. Наступне багаторазове відбиття приводить до 

збільшення частоти коливань і зменшення їх амплітуди. 

 

Висновки до розділу 6  

• із використанням некласичного розщеплення рівнянь руху пружного сере-

довища здійснено нове формулювання динамічної задачі теорії пружності для 

кусково-однорідних тіл із плоско-паралельними границями поділу;  

• розроблено аналітичну методику побудови точних розв’язків динамічних 

задач теорії пружності для плоскошаруватих тіл із довільною кількістю 

складових, їх товщини та контрастності;  

• досліджено особливості процесу нестаціонарних коливань композитного 

шаруватого тіла, залежно від кількості складових та за незмінності об’много 

відношення матеріалів та встановлено при цьому ефект "розмивання" 

напруженого стану;  

• проведено числову апробацію розробленої методики на динамічній задачі 

для півпростору із покриттям. 
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РОЗДІЛ 7  

НЕСТАЦІОНАРНІ КОЛИВАННЯ РАДІАЛЬНО-ШАРУВАТИХ 

ТІЛ ЦИЛІНДРИЧНОЇ ФОРМИ 
 

7.1. Одновимірні динамічні задачі теорії пружності для тіл із системою 

циліндричних поверхонь відбиття 

7.1.1. Нестаціонарні коливання системи концентричних циліндрів. 

Розглядається композит, що складається з вкM ладених циліндричних 

шарів різної товщини і з різними механічними властивостями. Циліндр з індексом 

«1» є внутрішнім шаром композита, а з індексом « M » - зовнішнім. Джерелом 

нестаціонарних процесів в композиті є високоінтенсивне ударне навантаження 

його внутрішньої поверхні (рис. 7.1). 

 
Рис. 7.1. Схема задачі. 

Для визначення поля напружень і деформацій в композиті, в припущенні, 

що на лінії розділу циліндричних шарів виконуються умови ідеального механіч-

ного контакту, знайдемо розв’язок початково-крайової задачі: 

( )( ) ( ) ( )1 2 2 2 0,      1,i i i
iu u c u i Mρ ρ τρ ρ ρ− −∂ ∂ − − ∂ = =% ; (7.1) 
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( )1
0 0( ),    pρρσ τ ρ ρ= − =     ( ) 0, 1M

ρρσ ρ= = ; (7.2) 

( ) ( )

( ) ( )

1

1

i i

i i

u u

ρρ ρρσ σ

+

+

= 


= 
  , 1, 1i i Mρ ρ= = − ; (7.3) 

( ) ( ) 0,    0,    1,i iu u i Mτ τ= ∂ = = = , (7.4) 

де / Mr Rρ =  - безрозмірна змінна циліндричної системи координат, /i i MR Rρ = , 

0 , MR R  - радіуси внутрішньої і зовнішньої поверхонь композита , 1, 1iR i M= −  - 

радіуси поверхонь спряження між шарами, ( ) ( , )iu ρ τ  - віднесене до MR  радіальне 

переміщення в тілі, ,1 1

1

,  i
i

M

c c tc
c R

τ= =%  - динамічний час, ,1ic  - швидкість поширення 

повздовжніх хвиль в матеріалі i -го шару, 1c  - швидкість повздовжніх хвиль в 

деякому матеріалі, ( )i
ρρσ  - радіальні напруження в i -му шарі, які можна записати за 

допомогою співвідношень закону Гука: 

( ) ( )
( )(1 )

(1 )(1 2 ) (1 )(1 2 )

i
i ii i i i

i i i i

E E uuρρ ρ

ν ν
σ

ν ν ν ν ρ
−

= ∂ +
+ − + −

,  (7.5) 

або 

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2
i

i i
i i i

uuρρ ρσ µ κ κ
ρ

 
= ∂ + −  

 
, (7.6) 

де   

2 2λ µ
κ

µ
+

= . (7.7) 

До задачі (7.1)-(7.4) застосуємо інтегральне перетворення Лагерра. В резуль-

таті, враховуючи результати другого розділу, прийдемо до послідовностей задач 

( ) ( ) ( ) ( )
1

1 2 2 2

0
( ) ( 1) ,      1,

n
i i i i

n n i n i m
m

u u u n m u i Mρ ρρ ρ ρ ω ω
−

− −

=

∂ ∂ − − = − + =∑ ; (7.8) 

( )1
0, 0,    n npρρσ ρ ρ= − = ; ( )

, ,    1M
n M npρρσ ρ= − = ; (7.9) 
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( ) ( )

( ) ( )

1

1

i i
n n

i i
n n

u u

ρρ ρρσ σ

+

+

= 


= 
  , 1, 1i i Mρ ρ= = − . (7.10) 

Тут 
0

( ) exp( ) ( , ) ( , ) ,    0,1,...n nX Fo X Fo L Fo dFo nρ λ ρ λ
∞

= − =∫  - зображення за 

Лагерром, i icω λ= %  

Розв’язок послідовності (7.8), як відомо з другого розділу роботи, можна 

записати у вигляді алгебричної згортки: 

( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( )
n

i i i
n n j j n j j

j
u C G D Wρ ρ ρ− −

=

 = + ∑  (7.11) 

де  

( )1
,

0

( ) ,
2 !

kj
k ii

j j k
k

I
G a

k
ρωρω

ρ +

=

 =  
 

∑   
( )1

,
0

( ) ,
2 !

kj
k ii

j j k
k

K
W a

k
ρωρω

ρ +

=

− =  
 

∑  (7.12) 

а коефіцієнти , 1j ka +  задовольняють рекурентним співвідношенням 

1

, 1 ,( 1) ,      1,2,... ,  0,1, , 1
j

j k m k
m k

a j m a j k j
−

+
=

= − + = = −∑ K . (7.13) 

Безпосередня підстановка розв’язку (7.11) в умови (7.9)-(7.10) приводить до 

співвідношень: 

( ) ( )

( ) ( )

2 (1) ' (1) '
1 0 0 0 0

0

2
,0(1) (1)1

0 0 0 0
00 1

2 ;

n

n j j n j j
j

n
n

n j j n j j
j

C G D W

p
C G D W

κ ω ρ ω ρ

κ
ω ρ ω ρ

ρ µ

− −
=

− −
=

 + + 

−  + + = − 

∑

∑
 (7.14) 

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( 1) ( 1)

0 0

;
n n

i i i i
n j j i i n j j i i n j j i i n j j i i

j j
C G D W C G D Wω ρ ω ρ ω ρ ω ρ+ +

− − − −
= =

   + = +   ∑ ∑  (7.15) 
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( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )

2
2 ( ) ' ( ) ' ( ) ( )

0 0

2 ( 1) ' ( 1) '
1 1 1 1

0

2n n
i ii i i i

i i n j j i i n j j i i n j j i i n j j i i
j ji

n
i i

i i n j j i i n j j i i
j

C G D W C G D W

C G D W

µ κ
µ κ ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ

ρ

µ χ ω ρ ω ρ

− − − −
= =

+ +
+ + − + − +

=

−
   + + + =   

 = + + 

∑ ∑

∑

        
( )

( ) ( )
2

1 1 ( 1) ( 1)
1 1

0

2
;

n
i i i i

n j j i i n j j i i
ji

A G B W
µ κ

ω ρ ω ρ
ρ

+ + + +
− + − +

=

−
 + + ∑  (7.16) 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ' ( ) '

2
( ) ( )

2

2 0;

n
M M

n j j M n j j M
j o

n
M MM

n j j M n j j M
j oM

C G D W

C G D W

− −
=

− −
=

 + + 

−  + + = 

∑

∑

ω ω

κ
ω ω

κ

 (7.17) 

В рівностях (7.14)-(7.17) залишимо в лівій частині доданки при 0j =  , а 

решту перенесемо в праву частину. В результаті, як і в попередніх розділах, 

одержимо системи алгебричних рівнянь 

{ } { }(1) (1) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,, ,  ...  ,  , ,  ...  ,  , ,l l M M

k l n n n n n n n kb C D C D C D H=  
T T

 (7.18) 

де матриця ,k lb  не залежить від номера n  і має вигляд 

1,1 1,2

2,1 2,2 2,3 2,4

3,1 3,2 3,3 3,4

2 ,2 1 2 ,2 2 ,2 1 2 ,2 2

2 1,2 1 2 1,2

0 0 0 0 0  ..... 0 0
0 0 0  ..... 0 0
0 0 0  ..... 0 0

  .....  .....   .....   .......... ..... .....  ..... ...... ......
 0  0  0  .....  0  0
0 0

i i i i i i i i

i i i

b b
b b b b
b b b b

b b b b
b b

− + +

+ − + 2 1,2 1 2 1,2 1

2 ,2 1 2 ,2

0  ..... 0 0
..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... ..... .....
0 0 0 0 0 0 0  .....

i i i i i

M M M M

b b

b b

+ + + +

−

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (7.19) 

а її ненульові коефіцієнти обчислюються за формулами 

( ) ( )2
1,1 1 1 0 0 1 1 0 1

0

2 ;b I Iκ ω ρ ω ρ ω
ρ

= −  ( ) ( )2
1,2 1 1 0 0 1 1 0 1

0

2 ;b K Kκ ω ρ ω ρ ω
ρ

= − −  

( )2 ,2 1 1 ;i i i ib I ω ρ− =  ( )2 ,2 1 ;i i i ib K ω ρ=  ( )2 ,2 1 1 1 ;i i i ib I ω ρ+ += −  ( )2 ,2 2 1 1 ;i i i ib K ω ρ+ += −  
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( ) ( )2
2 1,2 1 0 1

2
;i

i i i i i i i i i
i

b I Iµ
µ κ ω ω ρ ω ρ

ρ+ − = −  ( ) ( )2
2 1,2 0 1

2
;i

i i i i i i i i i
i

b K Kµ
µ κ ω ω ρ ω ρ

ρ+ = − −  

( ) ( )2 1
2 1,2 1 1 1 1 0 1 1 1

2
;i

i i i i i i i i i
i

b I Iµ
µ κ ω ω ρ ω ρ

ρ
+

+ + + + + + += − +  (7.20) 

( ) ( )2 1
2 1,2 2 1 1 1 1 0 1 1 1

2
;i

i i i i i i i i
i

b K Kµ
µ κ ω ω ρ ω ρ

ρ
+

+ + + + + + += +   

( ) ( )2
2 ,2 1 0 12 ;M M M M M Mb I Iκ ω ω ω− = −  ( ) ( )2

2 ,2 0 12 ;M M M M M Mb K Kκ ω ω ω= − −  

Відповідно, коефіцієнти стовпця вільних членів в системах (7.18) мають 

вигляд 

( ) ( )

( ) ( )

0, 2 (1) ' (1) '
1, 1 0 0 0 0

11

2
(1) (1)1

0 0 0 0
10

2 ;

n
n

n n j j n j j
j

n

n j j n j j
j

p
H C G D W

C G D W

χ ω ρ ω ρ
µ

χ
ω ρ ω ρ

ρ

− −
=

− −
=

 = − − + − 

−  − + 

∑

∑
 (7.21) 
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2 , 1 1

1 1
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j j
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− + − + − −
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   = + − +   ∑ ∑  
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j
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=
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 (7.22) 

Матрицю ,k lb   , як і в попередніх розділах роботи, зведемо до 

діагонального вигляду. Для цього розглянемо перший верхній блок 
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1,1 1,2 ,1

2,1 2,2 2,3 2,4 ,2

3,1 3,2 3,3 3,4 ,3

0 0
 

n

n

n

b b H
b b b b H
b b b b H

 
 
 
 
 

 (7.23) 

який після елементарних перетворень набуде вигляду: 

* *
1,1 1,2 ,1

* * *
2,2 2,3 2,4 ,2

* *
3,3 3,4 ,3

0 0
0  
0 0

n

n

n

b b H
b b b H

b b H

∗

∗

∗

 
 
 
 
 

, (7.24) 

де 

1,1 1,1 ,b b∗ =   1,2 1,2 ,b b∗ =   ,1 ,1,n nH H∗ =  2,2 1,2 2,1 1,1 2,2 ,b b b b b∗ = −   2,3 2,3 1,1 ,b b b∗ = −  

2,4 2,4 1,1 ,b b b∗ = −   ,2 ,1 2,1 ,2 1,1 ,n n nH H b H b∗ = −  

( )3,3 1,1 2,3 1,2 3,1 1,1 3,2 1,1 3,3 2,2 ,b b b b b b b b b b∗ ∗= − − +  

( )3,4 1,1 2,4 1,2 3,1 1,1 3,2 1,1 3,4 2,2 ,b b b b b b b b b b∗ ∗= − − +  

( ) ( ),3 ,2 1,2 3,1 1,1 3,2 ,1 3,1 ,3 1,1 2,2 .n n n nH H b b b b H b H b b∗ ∗ ∗= − − −  

Аналогічно поступимо із загальним блоком, який після перетворень набуде 

вигляду 

* *
2 1,2 1 2 1,2 ,2 1

* * *
2 ,2 2 ,2 1 2 ,2 2 ,2

* *
2 1,2 1 2 1,2 2 ,2 1

0 0
0  
0 0

i i i i n i

i i i i i i n i

i i i i n i

b b H
b b b H

b b H

∗
− − − −

∗
+ +

∗
+ + + + +

 
 
 
 
 

. (7.25) 

Останній блок після перетворень набуде вигляду: 

* * *
2 1, 2 1 2 1, 2 , 2 1

* *
2 , 2 , 2

 
0

M M M M n M

M M n M

b b H
b H

− − − −
 
  
 

. (7.26) 

Таким чином ми звели систему (7.24) до трикутної системи рівнянь: 
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 (7.27) 

 в якій коефіцієнти матриці та вільні члени визначаються рекурентними спів-

відношеннями  

1,1 1,1 ,b b∗ =   1,2 1,2 ,b b∗ =  2 ,2 2 1,2 2 ,2 1 2 ,2 2 1,2 1 ,i i i i i i i i i ib b b b b∗
− − − −= −   

2 ,2 1 2 ,2 1 2 1,2 1 ,i i i i i ib b b∗
+ + − −= −  2 ,2 2 2 ,2 2 2 1,2 1 ,i i i i i ib b b∗

+ + − −= −  

( )2 1,2 1 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1 2 1,2 2 1,2 1 2 ,2 2 1,2 1 2 1,2 1 ,i i i i i i i i i i i i i i i i i ib b b b b b b b b∗ ∗ ∗
+ + + − + − + − − + + − −= − +  

( )2 1,2 2 2 ,2 2 2 1,2 2 1,2 1 2 1,2 2 1,2 1 2 ,2 2 1,2 2 2 1,2 1 ,i i i i i i i i i i i i i i i i i ib b b b b b b b b∗ ∗ ∗
+ + + − + − + − − + + − −= − +  

2 ,2 2 1,2 2 ,2 1 2 ,2 2 1,2 1 ,M M M M M M M M M Mb b b b b∗ ∗ ∗
− − − −= −  

,1 ,1,n nH H∗ =   ,2 ,2 1 2 ,2 1 ,2 2 1,2 1 ,n i n i i i n i i iH H b H b∗
− − − −= −  

( ) ( ),2 1 ,2 2 1,2 2 1,2 1 2 1,2 2 1,2 1 ,2 1 2 1,2 1 ,2 1 2 1,2 1 2 ,2 ,n i n i i i i i i i i i n i i i n i i i i iH H b b b b H b H b b∗ ∗ ∗
+ − + − + − − − + − + − −= − − −  

,2 ,2 1 2 ,2 1 ,2 2 1,2 1 .n M n M M M n M M MH H b H b∗ ∗ ∗ ∗
− − − −= −   

Застосовуючи до системи (7.31) «зворотній» хід Гауса, одержимо її 

рекурентний розв’язок 
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 211 

Визначивши всі коефіцієнти ( ) ( ),i i
n nC D  з рекурентних співвідношень (7.28) 

остаточний розв’язок задачі одержимо у вигляді: 

( ) ( ) ( )

0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
n

i i i
n n j j n j j

n j
u L C G D Wρ τ λ λτ ρ ρ

∞

− −
= =

 = + ∑ ∑ . (7.29)  

З метою числової апробації розв’язку (7.29) та встановлення відповідності 

між кількістю утримуваних складових в ряді та точністю розрахунку переміщень 

порівняємо розв’язок задачі про нестаціонарні коливання товстостінного 

однорідного циліндра, одержаний із використанням інтегрального перетворення 

Лапласа в праці [ ], та розв’язок (7.29) при 1M = . Зазначимо, що в роботі [ ] 

розв’язок одержано при ( )( ) 1 cos( )p Aτ ωτ= − . 

За формулами (7.29) розраховувались переміщення в однорідному 

порожнистому циліндрі з відносними радіусами внутрішньої поверхні 0 0,5ρ =  та 

зовнішньої 1 1ρ = . В таблиці 1. наведені результати розрахунку вказаних 

переміщень в середині циліндра 0,75ρ =  для різних значень τ  та різної кількості 

членів ряду за Лагерром та результатами, отриманими із використанням інтег-

рального перетворення Лапласа. З наведеного видно, що хороша збіжність двох 

методів спостерігається при утриманні 60 членів ряду за поліномами Лагерра.  

Таблиця 7.1 

Порівняння результатів, отриманих різними методами 
* 4(0.75, ) *10u τ , Лагерр 

τ  4

(0.75, )
*10

u τ

Лаплас N=28 N=34 N=48 N=52 N=56 N=60 

0.1000 0.0550 0.0856 0.0708 0.0618 0.0576 0.0564 0.0554 

0.2000 0.1356 0.1865 0.1633 0.1490 0.1414 0.1388 0.1360 

0.3000 0.2331 0.2810 0.2620 0.2496 0.2411 0.2376 0.2335 

0.4000 0.3372 0.3653 0.3567 0.3504 0.3442 0.3411 0.3374 

0.5000 0.4378 0.4367 0.4407 0.4421 0.4405 0.4394 0.4383 

0.6000 0.5263 0.4940 0.5096 0.5187 0.5231 0.5245 0.5257 
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0.7000 0.5964 0.5366 0.5613 0.5769 0.5870 0.5911 0.5958 

0.8000 0.6445 0.5647 0.5952 0.6153 0.6301 0.6364 0.6440 

0.9000 0.6693 0.5792 0.6119 0.6342 0.6519 0.6595 0.6673 

1.0000 0.6714 0.5810 0.6126 0.6348 0.6533 0.6612 0.6692 

1.1000 0.6530 0.5716 0.5993 0.6193 0.6364 0.6437 0.6531 

1.2000 0.6172 0.5524 0.5742 0.5902 0.6041 0.6099 0.6169 

1.3000 0.5679 0.5253 0.5395 0.5503 0.5597 0.5633 0.5669 

1.4000 0.5090 0.4916 0.4976 0.5024 0.5063 0.5075 0.5085 

1.5000 0.4444 0.4530 0.4505 0.4492 0.4474 0.4461 0.4449 

1.6000 0.3777 0.4111 0.4005 0.3932 0.3859 0.3823 0.3771 

1.7000 0.3119 0.3671 0.3493 0.3365 0.3245 0.3190 0.3121 

1.8000 0.2496 0.3223 0.2985 0.2812 0.2654 0.2584 0.2503 

1.9000 0.1926 0.2778 0.2495 0.2286 0.2102 0.2025 0.1947 

2.0000 0.1423 0.2346 0.2032 0.1801 0.1604 0.1524 0.1435 

2.1000 0.0994 0.1935 0.1605 0.1364 0.1168 0.1091 0.1005 

2.2000 0.0642 0.1550 0.1220 0.0981 0.0798 0.0729 0.0649 

2.3000 0.0365 0.1198 0.0881 0.0656 0.0494 0.0437 0.0367 

2.4000 0.0158 0.0880 0.0589 0.0387 0.0256 0.0179 0.0161 

2.5000 0.0013 0.0600 0.0345 0.0175 0.0048 0.0019 0.0013 

Крім того, було проведено числове дослідження напруженого стану в 

трьохшаровому композиті. Числовий аналіз проводився для тришарового 

циліндра, виготовленого з кераміки (Al2O3) ( 1 70E = ГПа, 1 0,33ν = ) і алюмінієвого 

сплаву ( 2 343E = ГПа, 2 0,22ν = ), причому циліндричні шари 

( 0 1 2 30,5; 0,6; 0,9; 1ρ ρ ρ ρ= = = = ) з кераміки були зовнішнім та внутрішнім 

шаром, а з алюмінієвого сплаву – серединним. Навантаження внутрішньої 

поверхні складеного циліндра було імпульсного типу 

22

1
(0.5 ) 0.25 , 1( )

0, 1
p τ τ

τ
τ

 − − ≤ =
 >
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На рисунку 7.2 зображено розподіл радіальних переміщень в часі для різних 

значень радіальної змінної. Наведені результати відповідають фізичній картині 

деформування циліндричного тіла – час приходу сигналу відповідає 

геометричному розташуванню точки, перший імпульс фактично повторює 

імпульс навантаження. 

0 1 2 3 4 5
-0.0002

-0.0001

0

0.0001

0.0002
u(ρ,τ)

τ

 ρ=0.5

 ρ=0.8

 ρ=1.0
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-8e-006

-4e-006

0

4e-006

8e-006
 σρρ(ρ,τ)/µ(1)

τ ρ=0.6

 ρ=0.9

 ρ=0.75

 

Рис. 7.2. Розподіл радіальних 

переміщень в часі 

Рис. 7.3. Розподіл радіальних 

напружень в часі 

На рисунку 7.3 подано результати розрахунку безрозмірних радіальних 

напружень на поверхнях поділу циліндричних шарів та в центрі композитного 

тіла. З наведеного видно, що після проходження імпульсу навантаження вказані 

напруження зменшують амплітуду коливань і здійснюють їх біля положення 

статичної рівноваги. Вплив неоднорідності циліндричного тіла відчутно 

спостерігається в перші після проходження імпульсу моменти часу і згодом 

внаслідок накладання набігаючих і відбитих від поверхонь спряження хвиль 

нівелюється. 
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7.1.2. Нестаціонарні коливання простору із циліндричною вкладкою. 

В попередньому підрозділі використовувався результат, одержаний для 

однорідного циліндра методом інтегрального перетворення Лапласа. При цьому 

обернення за Лапласом проводилось із використанням теореми розкладу, що є 

наслідком відомої теореми про лишки. Слід зазначити, що в піонерських працях, в 

яких закладалися основи операційного числення (методу перетворення Лапласа), 

у тому числі і у згаданій праці [ ] проводиться весь спектр необхідних доведень та 

обґрунтувань, що дають змогу провести математично строге обернення за 

Лапласом. Зокрема для використаного нами випадку циліндра було проведено 

аналіз характеристичного рівняння та його коренів, що дало змогу правильно 

застосувати теорему про лишки. Зазначимо, що у випадку, коли один із розмірів 

об’єкту, що розглядається є безмежним, використати теорему про лишки не 

вдається, оскільки всі корені характеристичного рівняння є точками галуження і 

обчислення контурного інтегралу (формули обернення перетворення Лапласа) 

проводиться вже іншими методами. Покажемо на конкретному прикладі, що 

застосування перетворення Лагерра є практично однотипним для скінченних тіл 

та напівбезмежних середовищ. Для наочності та простоти всіх викладок 

обмежимось випадком простору із циліндричним включенням, який легко 

узагальнюється на випадок простору із системою циліндричних вкладок [ ]. 

Розглянемо пружне середовище з циліндричним отвором, в який без натягу 

та зазору припасовано пружний циліндр із відмінними від середовища 

механічними властивостями (рис. 7.4). 

 

Рис.7.4. Схема задачі 
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Джерелом нестаціонарних процесів в такому тілі є змінне в часі силове 

навантаження внутрішньої поверхні циліндра ( )p t . 

Для визначення поля напружень і деформацій в циліндрі та просторі, в 

припущенні, що на поверхні їх поділу виконуються умови ідеального механічного 

контакту, знайдемо розв’язок початково-крайової задачі: 

1 ( ) 2 ( ) 2 2 ( )( ) 0, 1,2i i i
iu u c u iρ ρ τρ ρ ρ− −∂ ∂ − − ∂ = =% ; (7.30) 

(1)
0( ),pρρσ τ ρ ρ∗= − = ;  (2) 0,u ρ= → ∞ ; (7.31) 

(1) (2) (1) (2),u u ρρ ρρσ σ= =   1ρ = ; (7.32) 

( ) ( ) 0, 0, 1,2i iu u iτ τ= ∂ = = = , (7.33) 

де 1/r Rρ =  – безрозмірна радіальна змінна циліндричної системи координат; 

0 0 1/R Rρ = , 0 1,R R  – відповідно, радіуси внутрішньої та зовнішньої поверхні 

циліндра, ( ) ( , )iu ρ τ  – віднесене до 1R  радіальне переміщення в циліндрі ( 1i = ) та 

просторі ( 2i = ); 1,1 1,1

,1 1

,i
i

c c t
c

c R
τ= =%  – безрозмірний час; ,1ic  – швидкість 

розповсюдження хвиль розширення в матеріалі циліндра та простору; ( ) ( , )i
ρρσ ρ τ  - 

радіальні напруження, які визначаються законом Гука (7.6). 

Застосування інтегрального перетворення Лагерра до задачі (7.30)-(7.33) 

приведе нас до послідовності задач  

1
1 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

0
( ) ( 1) , 1,2

n
i i i i

n n i n i m
m

d d u u u n m u iρ ρρ ρ ρ ω ω
−

− −

=

− − = − + =∑ ; (7.34) 

(1)
, 0,n npρρσ ρ ρ= − = , (2) 0,nu ρ= → ∞ ; (7.35) 

(1) (2) (1) (2)
, ,,n n n nu u ρρ ρρσ σ= = , 1ρ = . (7.36) 

Рівняння (7.34) повністю співпадають із рівняннями (7.8) при 2M = , а тому 

їх розв’язок має вигляд 
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( ) ( ) ( )

0

( ) ( ) ( ) , 1,2
n

i i i
n n j j i n j j i

j
u C G D W iρ ω ρ ω ρ− −

=

 = + = ∑ . (7.37) 

Враховуючи умови на безмежності (7.35) та вигляд фундаментальних 

розв’язків (7.12), одержимо, що 

(2) 0, 0,1,2,...jC j≡ = . (7.38) 

Провівши ідентичні до першого підрозділу викладки прийдемо до 

рекурентних послідовностей систем лінійних алгебричних рівнянь 

(1)
1,1 1,2 ,1

(1)
2,1 2,2 2,3 ,2

(2)
3,1 3,2 3,3 ,3

0 n n

n n

n n

b b C H
b b b D H
b b b D H

    
    =    

        

, (7.39) 

де 

( ) ( )2
1,1 1 1 0 1 0 1 1 0

0

2I Ib κ ω ω ρ ω ρ
ρ

= − ; ( ) ( )2
1,2 1 1 0 1 0 1 1 0

0

2K Kb κ ω ω ρ ω ρ
ρ

= − − ;  

( )2,1 1 1Ib ω= ; ( )2,2 1 1Kb ω= ; ( )2,3 1 2Kb ω= − ; ( ) ( )2
3,1 1 1 0 1 1 12b I Iκ ω ω ω= − ; 

( ) ( )2
3,2 1 1 0 1 1 12b K Kκ ω ω ω= − − ; ( ) ( )( )2

3,3 2 2 2 0 2 1 2K 2Kb µ κ ω ω ω= +% , 

при 2 2 1µ µ µ=% .  

Стовбець вільних членів в системах (7.39) має вигляд: 

( )(1) 2 ' 2
1, 1 1 0 1 1 0

11

( 2) ( )
n

n
n n j j j

j

pH C G Gκ ω ρ κ ω ρ
µ −

=

 = − − + − − ∑  

      ( )(1) 2 ' 2
1 1 0 1 1 0

1

( 2) ( )
n

n j j j
j

D W Wκ ω ρ κ ω ρ−
=

 − + − ∑ ; 

( ) ( ) ( )(2) (1) (1)
2, 2 1 1

1

n

n n j j n j j n j j
j

H D W C G D Wω ω ω− − −
=

 = − − ∑ ; 

( ) ( ) ( ) ( )(2) 2 ' 2 (1) 2 ' 2
3, 2 2 2 2 2 1 1 1 1

1 1

2 ( 2) ( )
n n

n n j j j n j j j
j j

H D W W C G Gµ κ ω κ ω κ ω κ ω− −
= =

   = + − − + − −  ∑ ∑%

      ( )(1) 2 ' 2
1 1 1 1

1

( 2) ( )
n

n j j j
j

D W Wκ ω κ ω−
=

 − + − ∑ , 
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де  

1
,

0

I ( )( )' ( ) I ( )
2 !

pj
p ii

j i j p i p ip
p

G a
p

ω ρω ρ
ω ρ ω ω ρ

ρ
+

=

 
= − 

 
∑ , 

1
,

0

( )( )'( ) ( )
2 !

pj
p ii

j i j p i p ip
p

K
W a K

p
ω ρω ρ

ω ρ ω ω ρ
ρ

+

=

 −
= − − 

 
∑ . 

Застосовуючи метод Гауса до систем алгебричних рівнянь (7.39) знайдемо 

їх рекурентний розв’язок 

( )( )
( ) ( ){ }

,1 2,1 ,2 1,1 1,2 3,1 3,2 1,1(2)

1,1 2,3 3,2 1,1 1,2 3,1 3,3 1,2 2,1 2,2 1,1

n n
n

H b H b b b b b
D

b b b b b b b b b b b

− −
= −

− + −
 

    
( )( )

( ) ( ){ }
,1 3,1 ,3 1,1 1,2 2,1 2,2 1,1

1,1 2,3 3,2 1,1 1,2 3,1 3,3 1,2 2,1 2,2 1,1

n nH b H b b b b b

b b b b b b b b b b b

− −
−

− + −
; 

(2)
,1 2,1 ,2 1,1 2,3 2,1(1)

1,2 2,1 2,2 1,1

n n n
n

H b H b b b D
D

b b b b
− +

=
−

;
(1)

,1 1,2(1)

1,1

, 0,1,2,n n
n

H b D
C n

b
−

= = K  . (7.40) 

За відомими (1)
nC , (1)

nD , (2)
nD  остаточний розв’язок вихідної задачі одержано 

у вигляді 

(1) (1) (1)

0 0

( , ) ( ) ( ) ( )
n

n n j j n j j
n j

u L C G D Wρ τ λ λτ λρ λρ
∞

− −
= =

 = + ∑ ∑ ;  

(2) (2)
2

0 0

( , ) ( ) ( )
n

n n j j
n j

u L D W cρ τ λ λτ λ ρ
∞

−
= =

= ∑ ∑ % . (7.41) 

Для числового аналізу було вибрано циліндр із відносним радіусом 

внутрішньої поверхні 0 0.6ρ =  та 2
1 3.5κ =  на якій діє зовнішнє навантаження: 

2
0( ) (1 exp( ))p pτ τ τ∗= − − , (7.42) 

де p∗  – розмірна величина (Па). 
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Залежність (7.42) дає змогу добре узгодити нульові початкові умови із 

крайовими, а параметр 0τ  при цьому визначає час виходу зовнішнього 

навантаження на стаціонарне значення. 

0 4 8 12
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0.008
u(1)(1.,τ)

τ

1

2
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4
5

 0 2 4 6 8
-1.2

-0.8

-0.4

0
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σρ

τ
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ρ=1.5
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Рис. 7.5. Переміщення зовнішньої 

поверхні циліндра при різних механіч-

них властивостях простору 

Рис. 7.6. Розподіл в часі радіальних 

напружень на різних поверхнях 

На рис. 7.5 подано часовий розподіл знерозмірених переміщень (1) ( , )u ρ τ  на 

поверхні 1ρ =  при 2
2 2.5κ =  і різних відносних механічних властивостей просто-

ру: 2 2 0.5, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005cµ = =% % , - відповідно, криві 1, 2, 3, 4, 5. Розрахунки 

проводились при 0 3τ =  і в рядах за поліномами Лагерра утримувалось 60 членів.  

Як видно з наведеного, зменшення відносних механічних властивостей 

простору призводить до збільшення амплітуди коливань та припинення процесу 

затухання хвиль, що добре узгоджується із фізикою явища. При значеннях 

відносних характеристик 2 2 0.01cµ = =% %  і 2 2 0.005cµ = =% %  результати практично 

співпадають (криві 4 та 5). 

Результати розрахунку переміщень, отримані для значення 2 2 0.005cµ = =% %  

при 0.8ρ =  порівнювались в свою чергу із результатами, одержаними для 

однорідного циліндра із використанням інтегрального перетворення Лапласа для 

навантаження (7.42). Виявилось, що при утриманні 60 членів ряду за поліномами 

Лагерра відносна похибка між результатами отриманими двома методами не 

перевищує 0.5 %. 



 219 

За результатами, отриманими для випадку циліндра і простору було 

проведено також розрахунок напружено-деформованого стану в сталевому 

тонкостінному циліндрі ( 0 0.9ρ = , 2
1 3.5κ = ), вкладеному у середовище із 

пісковику ( 2
2 2.7κ = , 2 0.67c =% , 2 0.16µ =% ). 

При цьому вважалось, що навантаження внутрішньої поверхні циліндра є 

функцією імпульсного типу: 

( )22(1 ) 1 , 2( )
0, 2.

pp τ τ
τ

τ

∗ − − ≤
=
 >

 (7.43) 

На рис. 7.6 подано часовий розподіл знерозмірених радіальних напружень 
( ) ( , )i pρ ρρσ σ ρ τ ∗=  в різних точках циліндра та простору. При цьому, враховуючи 

результати порівняльного аналізу, наведеного вище, утримувалось 60 членів ряду 

за поліномами Лагерра. Крива при 0.9ρ =  описує часову залежність зовнішнього 

навантаження. 
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Рис. 7.7 Залежність від часу радіальних 

переміщень 

Рис. 7.8 Розподіл в часі радіальних 

напружень. 

Як свідчать наведені результати, максимального за модулем значення 

вказані напруження досягають на поверхні, де діє навантаження. На поверхні 

поділу матеріалів циліндра і зовнішнього середовища ( 1ρ = ) під час дії імпульсу 

навантаження радіальні напруження складають близько 50% від його рівня, а 

після моменту часу 3τ =  змінюють свій знак і досить швидко затухають. 
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Приблизно такі самі висновки можна зробити і щодо радіальних напружень в 

матеріалі середовища. 

На рис. 7.7 зображено зміну переміщень в різних точках циліндра і 

середовища при 1 0.01p µ∗ = . Як видно з наведеного переміщення двох 

граничних поверхонь циліндра практично співпадають, що добре узгоджується із 

малою відносною товщиною циліндра та податливістю оточуючого середовища.  

Результати розрахунку безрозмірних колових напружень ( ) /i pϕ ϕϕσ σ ∗≡  

наведено на рис. 7.8. При цьому напруження, що діють в просторі для наочності 

були збільшені в 10 разів.  

Як свідчать наведені результати колові напруження в циліндрі за 

абсолютним значенням перевищують відповідні радіальні майже у 5 разів. В 

просторі рівень цих напружень різко падає, що пояснюється значно нижчими 

пружними характеристиками його матеріалу. Максимального значення колові 

напруження набувають в моменти часу, що слідують відразу після закінчення дії 

імпульсу навантаження і якісно подібні до часового розподілу радіальних 

переміщень. 

 

7.2 Динамічна задача теорії пружності для багатошарового циліндра при 

осесиметричному локальному навантаженні 

7.2.1. Розповсюдження пружних хвиль у пружному просторі із циліндрич-

ною порожниною. 

На відміну від задач для тіл з плоско-паралельними границями поділу, 

динамічні просторові задачі теорії пружності для тіл з циліндричною структурою 

досі не мають точних, математично обґрунтованих аналітичних розв’язків, навіть 

у найпростіших випадках. Тому, на нашу думку, доречно розпочати розгляд 

двовимірних осесиметричних задач із задачі про розповсюдження пружних хвиль 

в просторі із циліндричною порожниною. Крім того на прикладі цієї задачі із 

використанням відносно не громіздких викладок можна описати особливості 
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застосування інтегрального перетворення Лагерра до задач динамічної теорії 

пружності для тіл циліндричної форми. 

Розглянемо пружний простір із порожниною у формі циліндра радіуса R , 

джерелом нестаціонарних процесів в якому є локальне за осьовою змінною 

осесиметричне навантаження поверхні порожнини (рис. 7.9). 

 
Рис. 7.9 Схема задачі 

В термінах безрозмірних змінних і величин /r Rρ = , /z Rγ = , 1 /c t Rτ = , 

( )2
1 2/ 2 /c cκ λ µ µ= = +  початкова-крайова задача відносно об’ємного розширен-

ня ( , , )θ ρ γ τ  і осьової компоненти вектора переміщення ( , , )w ρ γ τ  має вигляд 

2 2 2

2 2 2

1θ θ θ θ
ρ ρ ρ γ τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
; (7.44) 

( )
2 2 2

2 2
2 2 2

1 1 ;w w w w θ
κ κ

ρ ρ ρ γ τ γ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

+ + = − −
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (7.45) 

( , ,0) ( , ,0) ( , ,0) ( , ,0) 0w wτ τθ ρ γ θ ρ γ ρ γ ρ γ= ∂ = = ∂ = ; (7.46) 

1(1, , ) ( , )fρρσ γ τ γ τ= , 2(1, . ) ( , )fργσ γ τ γ τ= ; (7.47) 

0,wθ ρ= = → ∞ ,  (7.48) 

До задачі (7.44)-, (7.48) застосуємо інтегральне перетворення Лагерра за 

змінною τ  і інтегральне перетворення Фур’є за змінною γ . При цьому будемо 
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вважати, що навантаження симетричне відносно площини 0γ = , і, відповідно, 

( , , )θ ρ γ τ  – парна, а ( , , )w ρ γ τ  – непарна функції змінної γ . В результаті одержимо 

( ) ( )
2 1

2 2 2
2

0

1 1
n

n n
n m

m
n mθ θ

ξ λ θ λ θ
ρ ρ ρ

−

=

∂ ∂
+ − + = − +

∂ ∂ ∑ ; (7.49) 

( ) ( ) ( )
2 1

2 2 2 2 2 2
2

0

1 1 1
n

n n
n m n

m

w w w n m w dγξ λ κ λ κ κ θ
ρ ρ ρ

−

=

∂ ∂
+ − + = − + − −

∂ ∂ ∑ , (7.50) 

0,n nwθ ρ= = → ∞ ;  (7.51) 

, 1,(1, ) ( )n nfρρσ ξ ξ= , , 2,(1, ) ( )n nfργσ ξ ξ= ,  (7.52) 

де 
0 0

( , , )cos( )( , )
exp( ) ( )

( , , )sin( )( , )
n

n
n

d
L d

w dw
θ ρ γ τ ξγ γθ ρ ξ

λτ λτ τ
ρ γ τ ξγ γρ ξ

∞ ∞  
= −  

  
∫ ∫  – зображення за Лагер-

ром і Фур’є. 

Загальний розв’язок рівнянь (7.49), що задовольняє умові (7.51), згідно 

результатів другого розділу роботи можна подати у вигляді алгебричної згортки 

( ) ( )1
0

, ( )
n

n n j j
j

A Wθ ρ ξ ξ ω ρ−
=

= ∑ , (7.53) 

де  

( ) ( )11
1 ,

0

K
2 !

kj
k

j j k
k

W a
k
ω ρω ρ

ω ρ
=

 = − 
 

∑ , 2 2
1ω ξ λ= + . (7.54) 

Коефіцієнти ,j ka  при цьому визначаються із рекурентних співвідношень 

( )
1

, 1 ,1
j

j k m k
m k

a j m a
−

+
=

= − +∑ . (7.55) 

Враховуючи рівняння (7.49) та очевидне співвідношення 

1 2
0
( 1) ( , ) 2 ( , ) ( , ) ( , )

n

m m m n
m

n m θ ρ ξ θ ρ ξ θ ρ ξ θ ρ ξ− −
=

 − + − + = ∑  (7.56) 

загальний розв’язок рівняння (7.50) подамо у вигляді 
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( ) ( ) ( )2 2
0

, ( ) ,
n

n n j j n
j

w B W ξ
ρ ξ ξ ω ρ θ ρ ξ

λ−
=

= −∑ % , (7.57) 

де 2 2 2
2ω ξ λ κ= + , 1 22n n n nθ θ θ θ− −= − +% , при 1 2 0θ θ− −= ≡ . 

Трансформанту за Лагерром і Фур’є іншої компоненти вектора переміщення 

( , )nu ρ ξ , враховуючи, що 1 ( )n n nu wρθ ρ ρ ξ−= ∂ + , знайдемо у вигляді 

( )1 ( )( , ) ( , ) ( , )i
n nu r r w r dr

ρ

ρ ξ ρ θ ξ ξ ξ−= −∫ . (7.58) 

Після інтегрування одержимо 

( ) ( ) ( )
2 2
1

1 1 1 22 2
0

( , ) ( ) 2 ( ) ( )
n

n n j n j n j j n j j
j

u A A A W B Wω ξ
ρ ξ ξ ξ ξ ω ρ ξ ω ρ

λ λ− − − − − −
=

   = − − −  
   

∑ % %

 (7.59) 

при 

( ) ( )1
,

0

K
2 !

kj
k ii

j i j k
k i

W a
k
ω ρω ρ

ω ρ
ω
+

=

 = − − 
 

∑% . (7.60) 

Враховуючи, що ( )1 2
, 2 2n n nuρρ ρµ σ κ θ− = − + ∂ , з першої умови (7.52) 

одержимо рівняння 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 '
1 1 1 2 12

0 0

22 ( ) ( ) 2 ( ) ( )
n n

n j j n j n j n j j
j j

A W A A A Wκ ξ ω ω ξ ξ ξ ξ ω
λ− − − − − −

= =

 − + − − − ∑ ∑ %  

( ) 1,'
2

0

( )
2 ( )

n
n

n j j
j

f
B W

ξ
ξ ξ ω

µ−
=

− =∑ % , (7.61) 

де введено позначення ' ( ) ( )j jW d Wρωρ ωρ≡% % . 

В лівій частині (7.61) залишимо доданки з індексом n , а решту перенесемо в 

праву частину 

( )
2

1,2 ' '1
0 1 0 1 0 22

( )22 ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) n
n n n

f
A W A W B W

ξω
κ ξ ω ξ ω ξ ξ ω

λ µ
− + − = −% %  
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( ) ( )
2

2 '1
1 12

1
2 2 ( )

n

n j j j
j

A W Wω
κ ω ω

λ−
=


− − + +


∑ %  

( ) ( ) ( )
2 1

' '
1 2 1 22

0 1

2 2 2
n n

n j n j j n j j
j j

A A W B Wξ
ω ξ ω

λ

−

− − − − −
= =

 + − × +∑ ∑% % . (7.62) 

Враховуючи значення для 0 ( )iW ω  та '
0 ( )iW ω%  при 0,0 ,01, 0, 1,2,ja a j= = = K, 

остаточно одержимо 

1,1 1,2 1,( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nb A b B hξ ξ ξ ξ ξ+ = , (7.63) 

де  

( ) ( ) ( ) ( )
2

1 22 1
1,1 0 1 1 1 1,2 0 22 2

2

K22 K K , 2 Kb b
ωωξ

κ ω ω ξ ω
λ λ ω

  
= + + = − +  

   
 

( ) ( )
2

1, 2 '1
1, 1 12

1

( )
( ) 2 2 ( )

n
n

n n j j j
j

f
h A W W

ξ ω
ξ κ ω ω

µ λ−
=

= − − + +∑ %  

( ) ( ) ( )
2 1

' '
1 2 1 22

0 1

2 2 2
n n

n j n j j n j j
j j

A A W B Wξ
ω ξ ω

λ

−

− − − − −
= =

 + − × +∑ ∑% % . (7.64) 

Поступаючи так само, із другої умови (7.52) одержимо рівняння 

2,1 2,2 2,( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n nb A b B hξ ξ ξ ξ ξ+ = , (7.65) 

де 
2 2

1 2
2,1 1 1 2,2 1 22

2

2 K ( ), K ( )b bξω ω ξ
ω ω

λ ω
+

= = − , 

( ) ( )( )2, 2 '
2, 1 1 12

1

( ) n
n

n n j j j
j

f
h A W W

ξ ξ
ω ω ω

µ λ −
=

= + + −∑ %  

( ) ( ) ( ) ( )( )
3 1

2 '
1 2 1 2 22

0 1

2
n n

n j n j j n j j j
j j

A A W B W Wξ
ω ξ ω ω

λ

−

− − − − −
= =

 − − − +∑ ∑% % . (7.66) 

Розв’язуючи спільно рівняння (7.63) і (7.65) одержимо їх розв’язок 
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1,1 2, 2,1 1,

1,1 2,2 1,2 2,1

1, 1,2

1,1

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) , 0,1,2,
( )

n n
n

n n
n

b h b h
B

b b b b
h b B

A n
b

−
=

−

−
= = K

ξ ξ ξ ξ
ξ

ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ
ξ

ξ

 (7.67) 

Після визначення всіх ( )nA ξ  і ( )nB ξ  із рекурентного розв’язку (7.67), 

компоненти вектора переміщення подаються у вигляді 

( )
0 0

2, , ( ) ( , )cos( )n n
n

u L u dλ
ρ γ τ λτ ρ ξ ξγ ξ

π

∞∞

=
∑ ∫  (7.68) 

( )
0 0

2, , ( ) ( , )sin( )n n
n

w L w dλ
ρ γ τ λτ ρ ξ ξγ ξ

π

∞∞

=
∑ ∫ , (7.69) 

де ( , )nw ρ ξ  і ( , )nu ρ ξ  розраховуються за формулами (7.57) і (7.58), а відмінні від 

нуля компоненти тензора напружень визначаються згідно закону Гука за 

формулами 

2

0 0

2( , , ) ( ) ( 2) ( , ) 2 ( , ) cos( )n i n n
n

L d u dρρ ρ

λ
σ ρ γ τ µ λτ κ θ ρ ξ ρ ξ ξγ ξ

π

+∞∞

=

 = − + ∑ ∫ ; 

0 0

2( , , ) ( ) ( , ) ( , ) sin( )n n n
n

L d w u dργ ρ

λ
σ ρ γ τ µ λτ ρ ξ ξ ρ ξ ξγ ξ

π

+∞∞

=

 = − ∑ ∫ ; 

2

0 0

2( , , ) ( ) ( 2) ( , ) 2 ( , ) cos( )n i n n
n

L w dγγ

λ
σ ρ γ τ µ λτ κ θ ρ ξ ξ ρ ξ ξγ ξ

π

+∞∞

=

 = − + ∑ ∫ ; 

   2

0 0

2 ( , )2( , , ) ( ) ( 2) ( , ) cos( )n
n i n

n

uL dϕϕ

ρ ξλ
σ ρ γ τ µ λτ κ θ ρ ξ ξγ ξ

π ρ

+∞∞

=

 
= − + 

 
∑ ∫ .

 (7.70) 
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7.2.2 Побудова рекурентного розв’язку динамічної двовимірної задачі для 

багатошарового циліндра 

Спираючись на результати попереднього підрозділу розглянемо тепер 

динамічну двовимірну задачу для багатошарового циліндра, що навантажений 

локально на своїх граничних поверхнях (рис. 7.10) 

 
Рис. 7.10. Схема задачі 

В математичному плані задача полягає у відшуканні розв’язку 2M  

хвильових рівнянь 

2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( )
2
1,2 2 2

1i i i i

icθ θ θ θ
ρ ρ ρ γ τ

∂ ∂ ∂ ∂
+ + =

∂ ∂ ∂ ∂
% ; (7.71) 

( )
2 ( ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( )

2 2
2,2 2 2

1 1
i i i i i

i i
w w w wc θ

κ
ρ ρ ρ γ τ γ

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
+ + = − −

∂ ∂ ∂ ∂ ∂
% . (7.72) 

з нульовими початковими умовами 

( ) ( ) ( ) ( )( , ,0) ( , ,0) ( , ,0) ( , ,0) 0i i i iw wτ τθ ρ γ θ ρ γ ρ γ ρ γ= ∂ = = ∂ = , (7.73) 

крайовими умовами для 1-го та M -го циліндрів 

(1)
0 1,0( , , ) ( , )fρρσ ρ γ τ γ τ= , (1)

0 2,0( , . ) ( , )fργσ ρ γ τ γ τ= ; (7.74) 

( )
1,(1, , ) ( , )M

Mfρρσ γ τ γ τ= , ( )
2,(1, . ) ( , )M

Mfργσ γ τ γ τ= , (7.75) 
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та умовами спряження циліндричних шарів 

( ) ( 1) ( ) ( 1)( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )i i i i
i i i iu u w wρ γ τ ρ γ τ ρ γ τ ρ γ τ+ += = ; (7.76) 

( ) ( 1) ( ) ( 1)( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , ),i i i i
i i i iρρ ρρ ργ ργσ ρ γ τ σ ρ γ τ σ ρ γ τ σ ρ γ τ+ += =  (7.77) 

де / Mr Rρ = , / Mz Rγ = , 1,0 / Mc t Rτ = , 1, 1, 1,0/i ic c c=% , 2, 2, 1,0/i ic c c=% , 2
1, 2,/i i ic cκ = , 

/i i MR Rρ = , 0,MR R  – зовнішній та внутрішній радіуси композитного циліндра; iR  

– радіус поверхні поділу матеріалів i -го та 1i + -го циліндра; 1,ic , 2,ic  – швидкості 

поширення хвиль розширення та зсуву у матеріалі i -го циліндра; 1,0c  – швидкість 

поширення хвиль розширення в деякому матеріалі (вибирається залежно від 

завдань числового аналізу); ,0 ( , )if γ τ  і , ( , )i Mf γ τ  – задані, відповідно, на 

внутрішній та зовнішній поверхнях композитного циліндра нормальні ( 1i = ) та 

дотичні ( 2i = ) зусилля. 

Застосування інтегрального перетворення Лагерра за часовою змінною та 

інтегрального перетворення Фур’є до рівнянь (7.71), (7.72) з урахуванням 

початкових умов (7.73) та фізичних умов симетрії призводить до послідовності 

звичайних диференціальних рівнянь  

( ) ( )
2 ( ) ( ) 1

2 2 2 ( ) 2 2 ( )
1, 1,2

0

1 1
i i n

i in n
i n i m

m
c c n mθ θ

ξ λ θ λ θ
ρ ρ ρ

−

=

∂ ∂
+ − + = − +

∂ ∂ ∑% % ; (7.78) 

( ) ( ) ( )
2 ( ) ( ) 1

2 2 2 ( ) 2 2 ( ) ( ) 2
2, 2,2

0

1 1 1
i i n

i i in n
i n i m n i

m

w w c w c n m wξ λ λ ξθ κ
ρ ρ ρ

−

=

∂ ∂
+ − + = − + + −

∂ ∂ ∑% % . (7.79) 

де 
( ) ( )

( ) ( )
0 0

( , ) ( , , )cos( )
exp( ) ( )

( , ) ( , , )sin( )

i i
n

ni i
n

d
L d

w w d
θ ρ ξ θ ρ γ τ ξγ γ

λτ λτ τ
ρ ξ ρ γ τ ξγ γ

∞ ∞  
= −   

   
∫ ∫  – зображення за 

Лагерром та Фур’є, λ  – масштабний множник. 

Загальний розв’язок послідовності (7.76) має вигляд алгебричної згортки 

( ) ( )( ) ( ) ( )
1, 1,

0

( , )
n

i i i
n n j j i n j j i

j
A G B Wθ ρ ξ ω ρ ω ρ− −

=

 = + ∑ , (7.80) 
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де 2 2 2
1, 1,i icω ξ λ= + % , ( ) ( )i

n jA ξ− , ( ) ( )i
n jB ξ−  – набір сталих, а ( )jG x  та ( )jW x  – лінійно 

незалежні послідовності фундаментальних розв’язків рівнянь (7.78), які, згідно 

результатів другого розділу роботи, можна подати у вигляді 

( ) ( )
,

0

I
2 !

kj
k

j j k
k

xxG x a
k=

 =  
 

∑ , ( ) ( )
,

0

K
2 !

kj
k

j j k
k

xxW x a
k=

 = − 
 

∑ , (7.81) 

де I ( )k x  і K ( )k x  – модифіковані функції Бесселя, а коефіцієнти ,j ka  визначаються 

із рекурентних співвідношень  

( )
1

, 1 ,1
j

j k m k
m k

a j m a
−

+
=

= − +∑ , 

де , 0j ka =  при k j>  і ,0ja  – довільні. 

Враховуючи отриманий для ( ) ( , )i
nθ ρ ξ  вираз (7.80), розв’язок рівнянь (7.79) 

можна записати у вигляді  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2, 2, 2 2

0 1,

( , ) ( , )
n

i i i i
n n j j i n j j i n

j i

w C G D W
c

ξ
ρ ξ ω ρ ω ρ θ ρ ξ

λ− −
=

 = + − ∑ %
%

, (7.82) 

де 2 2 2
2, 2,i icω ξ λ= + % , ( ) ( ) ( ) ( )

1 22i i i i
n n n nθ θ θ θ− −= − +% , при 1 2 0θ θ− −= ≡ . 

Трансформанту за Лагерром і Фур’є іншої компоненти вектора переміщення 
( ) ( , )i
nu ρ ξ , враховуючи, що ( ) 1 ( ) ( )( )i i i

n n nu wρθ ρ ρ ξ−= ∂ + , знайдемо у вигляді 

( )( ) 1 ( ) ( )( , ) ( , ) ( , )i i i
n n nu r r w r dr

ρ

ρ ξ ρ θ ξ ξ ξ−= −∫ . (7.83) 

Обчисливши відповідні інтеграли, одержимо 

( ) ( )
2 2

1,( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1,2 2 2 2

0 1, 1,

( , ) 2
n

ii i i i
n n j n j n j j i

j i i

u A A A G
c c

ω ξ
ρ ξ ω ρ

λ λ− − − − −
=

 
= − − + 

  
∑ %

% %
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( ) ( )
2 2
1, ( ) ( ) ( )

1 2 1,2 2 2 2
0 1, 1,

2
n

i i i i
n j n j n j j i

j i i

B B B W
c c

ω ξ
ω ρ

λ λ− − − − −
=

 
+ − − − 

  
∑ %

% %
 

( ) ( )( ) ( )
2, 2,

0

n
i i

n j j i n j j i i
j

C G D Wξ ω ρ ω ρ− −
=

 − + ∑ % % , (7.84) 

де  

( ) ( )1 ,,
, ,

0,

I1
2 !

kj
k m im i

j m i j k
km i

G a
k
ω ρω ρ

ω ρ
ω

+

=

 
=  

 
∑% ,  

( ) ( )1 ,,
, ,

0,

K1
2 !

kj
k m im i

j m i j k
km i

W a
k
ω ρω ρ

ω ρ
ω

+

=

 
= − − 

 
∑% . 

Набір функцій ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ), ( )i i i i
n n n nA B C Dξ ξ ξ ξ  визначимо з крайових умов 

(7.74), (7.75) та умов ідеального механічного контакту (7.76), (7.77). Для цього 

розглянемо перше рівняння (7.74), яке після застосування інтегральних 

перетворень Лагерра і Фур’є набуде вигляду 

(1)
0 1,0,( , , ) ( )nfρρσ ρ γ τ ξ= . 

Враховуючи, що ( )1 2 (1) (1)
1 , 1 2 2n n nuρρ ρµ σ κ θ− = − + ∂ , де 1µ  – модуль зсуву 

матеріалу внутрішнього циліндра, із цього рівняння одержимо 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

2 2
1,12 (1) (1) (1) (1) (1)

1 1,1 0 1,1 0 1 22 2 2 2
0 0 1,1 1,1

2 2
1,1(1) (1) (1)

1,1 0 1 2 1,1 02 2 2 2
0 1,1 1,1

2 2 2

2 2

n n

n j j n j j n j n j n j
j j

n

j n j n j n j j
j

A G B W A A A
c c

G B B B W
c c

ω ξ
κ ω ρ ω ρ

λ λ

ω ξ
ω ρ ω ρ

λ λ

− − − − − − −
= =

− − − − −
=

 
 − + + − − ×     

 
′ ′× + − − − 

  

∑ ∑

∑

% %

% %
% %

      ( ) ( ) 1,0,n(1) (1)
2,1 0 2,1 0

0 1

2 ;
n

n j j n j j
j

f
C G D Wξ ω ρ ω ρ

µ− −
=

 ′ ′− + = ∑ % %  (7.85) 

де введено позначення 

( ) ( ) ( ) ( ),
, , ,

1j m i
j m i j m i j m i

dG
G G G

d
ω ρ

ω ρ ω ρ ω ρ
ρ ρ

′ ≡ = −
%

% % , 



 230 

( ) ( ) ( ) ( ),
, , ,

1j m i
j m i j m i j m i

dW
W W W

d
ω ρ

ω ρ ω ρ ω ρ
ρ ρ

′ ≡ = −
%

% % . 

В рівняннях (7.85) залишимо в лівій частині лише доданки, що містять 

невідомі з індексом n , а всі решта перенесемо в праву частину. В результаті при 

0,0 1a =  після всіх обчислень, аналогічно випадку попереднього підрозділу, 

одержимо рівняння 

(1) (1) (1) (1)
1,1 1,2 1,3 1,4 1,n n n n nb A b B b C b D H+ + + = , (7.86) 

де 

( ) ( )
2
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22 I Ib
c c
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( ) ( )1 2,1 0
1,3 0 2,1 0

2,1 0

I
2 Ib

ω ρ
ξ ω ρ

ω ρ

 
= − 

  
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( ) ( ) ( ) ( )
2

1 2,1 01,12
1,2 1 0 1,1 0 1 1,1 0 1,4 0 2,1 02 2 2 2

1,1 1,1 0 2,1 0

K22 K K ; 2 K ;b b
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ω ρωξ
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% %

( ) ( ) ( )
2

(1) (1)
1,1 0 2,1 0 2,1 02 2

01,1

2 2
n

j n j j n j j
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W C G D W
c
ξ

ω ρ ξ ω ρ ω ρ
λ − −

=

 ′ ′ ′× + + ∑ %% %
%

. (7.87) 

Провівши аналогічні викладки з іншими крайовими умовами (7.74), (7.75) 

та умовами спряження (7.76), (7.77) прийдемо до послідовності алгебричних 

рівнянь, відносно невідомих ( ) ( ) ( ) ( ), , ,i i i i
n n n nA B C D  

( ){ } { }(1) (1) (1) (1) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
, ,, , , ,  ... ,  , , , ,  ... , , ,  , ,l l l l M M M M

k l n n n n n n n n n n n n n kb A B C D A B C D A B C D H=
T T

 (7.88) 

Коефіцієнти матриці системи (7.88) подібно до співвідношень (7.86) є 

комбінаціями модифікованих функцій Бесселя, а права частина, як і (7.87), окрім 

заданих функцій містить розв’язки, одержані при попередніх значеннях n . Перші 
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дві стрічки в системі (7.86) відповідають умовам (7.74), дві останні – умовам 

(7.75), а внутрішні блоки – умовам спряження (7.76), (7.77). 

Структура матриці в рівняннях (7.88) має, як і в задачах попередніх розділів 

блоково-теплицеву структуру 
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де 1,ib  визначаються співвідношеннями (7.87), а решта має вигляд 
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7.2.3. Числовий аналіз 

За формулами (7.89), (7.90) було розраховано напружено-деформований 

стан у тришаровому циліндрі при ( ) ( )2 22
1,0 ( , ) 1 1 exp( )f p aγ τ γ τ∗= − − − , 

2,0 1, 2,( , ) ( , ) ( , ) 0M Mf f fγ τ γ τ γ τ= = = , / 0,01p µ∗ = , де p∗  – розмірна величина 

( )2H/ì ; a  – безрозмірний параметр, що характеризує час виходу зовнішнього 

навантаження на усталене значення. При розрахунках в рядах за поліномами 

Лагерра утримувалося до 80 членів – це давало змогу обмежити відносну похибку 

обчислень значеннями меншими за 1%. 

На рисунку 7.11 зображено розподіл в часі знерозмірених переміщень 

вільної поверхні неоднорідного циліндра (1,0, )u u τ∗ ≡  при різних значеннях 

параметра a  (різних швидкостях навантаження) та при різних значеннях 0ρ .  
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Рис. 7.11. Переміщення вільної границі циліндра та при різній товщині циліндра. 

а) при різних швидкостях навантаження б) при різній товщині циліндра 

Помітно, що при 0,2a =  розподіл в часі переміщень має квазістатичний 

характер і динамічними ефектами в циліндрі можна знехтувати; при 1a =  

максимальні динамічні переміщення переважають відповідні статичні в 1,4  рази, 

а при 5a =  більше ніж вдвічі. Відмітимо, що значення 0,2a = , наприклад, для 

знерозмірюючого матеріалу циліндра зі сталі при 0,1ìR =  відповідає швидкості, 

за якої навантаження досягає 95%  усталеного значення приблизно за 0,3ì c .  
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Зменшення загальної товщини стінки циліндра призводить до значного 

збільшення амплітуди коливань (зменшення товщини вдвічі від 0 0,6ρ =  до 

0 0.8ρ =  збільшує амплітуду коливань більш ніж втричі). Крім того, зі зміною 

загальної товщини неоднорідного циліндра змінюється розташування статичної 

рівноваги, яке добре узгоджується з відомими результатами для відповідної задачі 

статики. 

На рисунках 7.12 та 7.13 подано, відповідно, результати розрахунку 

знерозмірених радіальних ( ,0, ) /ρ ρρσ σ ρ τ µ=  напружень на серединній поверхні 

циліндра для різної його товщини при 1a =  та окружних напружень 

( ,0, ) /ϕ ϕϕσ σ ρ τ µ=  у різних точках поперечного перерізу. Як видно з рисунків, 

зменшення загальної товщини циліндра не збільшує амплітуди коливань 

радіальних напружень, а призводить до зближення їх часового розподілу з 

відповідним розподілом зовнішнього навантаження. Колові напруження у 

поперечному перерізі циліндра досягають свого максимуму як за амплітудою 

коливань, так і за статичним значенням на внутрішній (навантаженій) поверхні 

циліндра. 

 

0 2 4 6 8 10
-0.004

-0.003

-0.002

-0.001

0

0.001
σρ

τ

ρ0=0.4

ρ0=0.6

ρ0=0.8

 0 2 4 6 8 10
-0.01

0

0.01

0.02

0.03
σϕ

 τ

ρ=1

ρ=0.7 ρ=0.4

 
Рис.7.12.  

Знерозмірені радіальні напруження при 
різних значеннях товщини циліндра  

Рис. 7.13  
Знерозмірені окружні напруження при 
різних в різних точках його перерізу 
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Висновки до розділу 7  

• розроблено аналітичну методику дослідження процесу поширення 

пружних хвиль в радіально-шаруватих тілах циліндричної форми;  

• за результатами порівняльного аналізу виявлено хороше співпадіння 

одержаних в частковому одновимірному випадку розв’язків, із розв’язками, 

одержаними із використанням інтегрального перетворення Лапласа;  

• із використанням розробленої методики проведено числовий аналіз задачі 

про нестаціонарні коливання простору із системою циліндричних вкладок, який 

може використовуватись при моделюванні технологічного процесу гідравлічного 

розриву сланцевих пластів;  

• вперше одержано та числово апробовано розв’язки динамічних 

двовимірних осесиметричних задач теорії пружності для простору із 

циліндричною порожниною та шаруватого циліндра. 
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ВИСНОВКИ 

 

У дисертаційній роботі розв’язано важливу науково-технічну проблему, що 

полягала у розробці методів аналітико-числового аналізу процесу трансформації 

двовимірних нестаціонарних температурних полів та напружено-деформованих 

станів у плоско- та циліндрично-шаруватих тілах і середовищах, зумовленого 

змінюваними в часі тепловими та силовими навантаженнями, у тому числі 

мішаного типу. Основні наукові результати є такими. 

1. На основі методу поліномів Лагерра створено високоефективний матема-

тичний апарат для побудови та числового дослідження розв’язків початково-

крайових задач механіки шаруватих тіл та середовищ. При цьому:  

а) зведено початково-крайові задачі для рівняння теплопровідності та 

хвильового рівняння в кожному шарі до трикутних послідовностей 

звичайних диференційних рівнянь; 

б) знайдено загальні розв’язки цих послідовностей у вигляді алгебричних 

згорток та показано спосіб одержання їх фундаментальних розв’язків для 

прямокутної та циліндричної систем координат; 

в) розроблено методику розв’язування систем алгебричних рівнянь, що 

моделюють силове чи температурне навантаження граничних поверхонь 

неоднорідного тіла та термомеханічну взаємодію складових за їх довільної 

кількості; 

г) із використанням методу рядів Неймана створено аналітично-числову 

методику розв’язування послідовностей систем парних інтегральних рівнянь, 

які виникають при застосуванні методу інтегральних перетворень до 

нестаціонарних задач із мішаними крайовими умовами  

д) з’ясовано умови на відомі вхідні функції та параметри, при яких пос-

лідовності нескінчених систем лінійних алгебричних рівнянь, що одер-

жуються при застосуванні вищезгаданої методики, є квазірегулярними; 

2. Одержано точні замкнуті розв’язки квазістатичних двовимірних задач 

термопружності для кусково-однорідних тіл із плоскопаралельними границями 
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поділу для довільної кількості складових, їх довільної відносної товщини та 

контрастності фізико-механічних властивостей, що дає змогу використовувати 

одержані розв’язки при аналізі мезо- та наноструктур. При цьому: 

а) виявлено, що зміною взаємного розташування та кількості ізолюючих 

(кераміка) та зміцнюючих (алюмінієвий стоп) шарів можна досягнути 

значного зменшення внутрішніх температурних напружень за незмінності 

теплоізолюючих властивостей композитного тіла; 

б) встановлено, що урахування відносної товщини покриття слід обов’язково 

пов’язувати із його відносними термомеханічними характеристиками 

(контрастністю); в окремих випадках значні зміни в остаточних результатах 

спостерігаються в діапазоні відносної товщини покриття 4 510 10− −− , що, на 

нашу думку, вимагає певного уточнення класичних уявлень механіки 

композитів; 

в) з’ясовано, що збільшення товщини зовнішнього ізолюючого покриття в 

півбезмежній неоднорідній плиті при змінному в часі нагріві її торцевої 

поверхні значно впливає на часову трансформацію внутрішніх температур-

них напружень і може призвести до специфічних видів руйнування. 

3. Розроблено аналітичну методику побудови розв’язку квазістатичних задач 

термопружності радіально-шаруватих тіл циліндричної форми та досліджено 

особливості часової трансформації температурних полів та напружено-

деформованого стану в таких тілах за різного виду теплового навантаження та 

при різних кількостей складових неоднорідного тіла. 

4. Запропоновано та апробовано використання розробленої методики до 

аналізу квазістатичного термонапруженого стану циліндричних тіл із функційно-

градієнтних матеріалів. 

5. Досліджено перехідні термонапружені стани в шарі та півпросторі із 

покриттям за змішаних умов нагрівання різного роду та виявлено найістотніші 

механічні ефекти, зумовлені наявністю лінії поділу крайових умов. 
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6. Розроблено новий метод побудови точних розв’язків динамічних задач 

теорії пружності для плоскошаруватих тіл із довільною кількістю складових. При 

цьому: 

а) із застосуванням некласичного розщеплення векторного рівняння руху 

пружного середовища в загальній циліндричній системі координат, що 

використовує фізичні функції – об’ємне розширення, нормальну компоненту 

вектора переміщення та прискорення зсуву сформульовано першу та другу 

основні задачі теорії пружності для шаруватих тіл за умов ідеального 

механічного контакту складових; 

б) досліджено динамічну реакцію плоскошаруватої плити на локальне 

високоінтенсивне нормальне навантаження та показано, що порядок взаєм-

ного розміщення та відносної товщини шарів істотно впливає на розподіл 

напружено-деформованого стану, максимальні за модулем значення напру-

жень та їх стрибків на поверхнях поділу шарів протягом усього перехідного 

періоду. 

7. Розроблено аналітичну методику дослідження процесу поширення пруж-

них хвиль в радіально-шаруватих тілах циліндричної форми із використанням 

якої здійснено числовий аналіз задачі про нестаціонарні коливання простору із 

системою циліндричних вкладок, який може використовуватись при моделюванні 

технологічного процесу гідравлічного розриву газоносних пластів. 

8. Одержано та чисельно апробовано розв’язки динамічних двовимірних 

осесиметричних задач теорії пружності для простору із циліндричною порож-

ниною та шаруватого циліндра. 
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