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АНОТАЦІЯ

Євстигнеєв Б. Є. «Моделювання властивостей неоднорідних матеріалів на
основі характеристик їхнього акустичного та електромагнітного розсіювання»
— Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису.

Дисертація на здобуття ступеня доктора філософії за спеціальністю 113
прикладна математика. — Інститут прикладних проблем механіки і матема-
тики ім. Я. С. Підстригача Національної академії наук України, Львів, 2026.

У роботі розв’язано важливе науково-прикладне завдання — розроблен-
ня математичних моделей розрахунку й оптимізації фізичних характеристик
неоднорідних матеріалів, опромінених акустичним і електромагнітним (ЕМ)
полями. Це завдання реалізовано через побудову моделей, які дають змогу
розраховувати характеристики неоднорідних матеріалів і застосовувати чи-
слові методи для їх подальшої оптимізації.

Результатом розв’язання цього завдання є моделі розсіювання акустичних
та ЕМ хвиль на сукупності включень малого розміру, на поверхні яких задаю-
ться імпедансні граничні умови. Також розроблено аналітично-числові методи
дослідження характеристик розсіювання на таких включеннях з подальшим
використанням для моделювання матеріалів, показник заломлення та магні-
тна проникність яких відрізняються від властивостей початкового матеріалу.

Розроблене програмне забезпечення може бути використане в системах ав-
томатизованого проєктування матеріалів з новими фізичними властивостями,
придатними для багатьох теоретичних і прикладних досліджень.
Об’єктом дослідження є процеси взаємодії акустичних та електромагні-

тних хвиль зі структурами неоднорідних матеріалів.
Предметом дослідження є математичні моделі акустичного і електро-

магнітного розсіювання на сукупності включень малого розміру.
Наукова новизна одержаних результатів дисертаційної роботи полягає в

такому:

1. Уперше розроблено математичну модель розсіювання акустичних і еле-
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ктромагнітних хвиль на сукупності імпедансних включень малого розміру
у випадку їхнього нерегулярного та хаотичного розміщення.

2. Збіжність методу послідовних наближень розв’язання допоміжних систем
лінійних алгебраїчних рівнянь встановлено на основі числових даних та
визначено емпіричні умови застосовності асимптотичного методу (порогові
значення співвідношення d/a, де d — відстань між включеннями, а a —
їхній характерний розмір), за яких ітераційний процес збігається.

3. Точність асимптотичного методу встановлено на основі порівняння з ета-
лонним розв’язком, отриманим з використанням методу потенціалів Де-
бая, який адаптовано на випадок дійсних значень діелектричної прони-
кності.

4. Розроблено схему оберненого синтезу ефективної магнітної проникності, у
якій явний асимптотичний оператор прямої ЕМ задачі поєднано з обмеже-
ним генетичним алгоритмом; умови застосовності асимптотичної моделі
забезпечуються безпосередньо під час формування параметрів мікростру-
ктури, а ключові припущення прямої задачі підтверджено незалежними
числовими тестами.

Практичне значення отриманих результатів:
1. На основі математичних моделей задач розсіювання розроблено методи й

алгоритми розв’язування задач акустичного та ЕМ розсіювання на сукупності
включень малого розміру.

2. Розроблено ефективний метод розміщення включень в однорідному ма-
теріалі, який для нерегулярного та хаотичного розподілу враховує обмеження
на співвідношення геометричних розмірів включень і відстані між ними.

3. На основі розроблених алгоритмів реалізовано програмне забезпечення
для розрахунку показника заломлення та магнітної проникності неоднорідних
матеріалів.

4. Отримані результати числового моделювання можуть слугувати основою
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для рекомендацій щодо формування матеріалів з наперед заданими показни-
ком заломлення та магнітною проникністю.

Робота складається зі вступу, п’яти розділів, висновків, переліку викори-
станих джерел і додатку.

У вступі висвітлено актуальність тематики досліджень і обґрунтовано ви-
бір теми; сформульовано мету, об’єкт, предмет і завдання дисертаційної ро-
боти; відображено наукову новизну та практичне значення отриманих резуль-
татів; вказано зв’язок роботи з науковими програмами і науково-дослідними
темами Інституту. Також відзначено внесок здобувача, подано відомості про
апробацію результатів досліджень, список публікацій, структуру й обсяг ро-
боти.

У першому розділі проведено огляд літератури за темою дисертацій-
ного дослідження, окреслено основні проблеми, які потребують подальшого
розв’язання під час дослідження розсіювання на об’єктах малого розміру, ви-
кладено й обговорено фізичні концепції та теоретичні основи розсіювання аку-
стичного та ЕМ полів у неоднорідних середовищах. Наведено базові формули,
які використовуються під час постановки і розв’язання задач розсіювання.

Загальне формулювання задач розсіювання передбачає використання си-
стеми рівнянь Максвелла, які описують взаємозв’язок електричної і магнітної
компонент ЕМ поля. Відзначено, що точний розв’язок цієї системи можливий
лише для розсіювачів простої форми (плоскі нескінченні межі розділу одно-
рідних матеріалів, клини, кругові циліндри, сфери, конуси) з простою стру-
ктурою матеріалу (ідеальний електричний провідник, однорідні або шаруваті
матеріали), освітлених канонічним джерелом (плоскі, циліндричні або сфери-
чні хвилі). Однак такі розв’язки надзвичайно важливі для сучасної системи
знань про випромінювання, поширення, дифракцію та розсіювання ЕМ хвиль.

Важливе значення мають також асимптотичні розв’язки для ідеалізованих
геометрій, які служать будівельними блоками в інженерних методах (геоме-
трична теорія дифракції/універсальна теорія дифракції — geometrical theory
of diffraction/universal theory of diffraction — GTD/UTD, фізична оптика —
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physical optics — PO, фізична теорія дифракції — physical theory of diffrac-
tion — PTD) для моделювання високочастотних ЕМ полів у реальному сере-
довищі.

Відзначено, що розв’язання задач акустичного та ЕМ розсіювання і ди-
фракції навіть для простих геометрій може бути досить складним. Водночас
останні досягнення в обчислювальних технологіях уможливили пряме число-
ве моделювання ЕМ явищ для об’єктів, порівнянних із довжиною хвилі, а
комп’ютерні засоби візуалізації дали ефективні способи представлення пове-
дінки розсіяних полів. Попри це, самі числові підходи мають суттєві фунда-
ментальні обмеження. Пряме застосування методів на основі дискретизації до
макроскопічних неоднорідних структур, розміри яких перевищують десяток
довжин хвиль, призводить до систем лінійних рівнянь з мільйонами невідо-
мих. Такі системи нереально розв’язати з огляду на необхідні часові витрати
та обсяг оперативної пам’яті комп’ютера. Істотно й те, що числовий розв’язок
не може дати якісного фізичного уявлення про основні механізми розсіювання
та дифракції.

З огляду на це окреслено проблеми використання числових методів під час
розв’язання задач розсіювання та розглянуто оптимізаційні задачі, розв’язки
яких використовуються для моделювання матеріалів з бажаними властиво-
стями.
Другий розділ присвячено асимптотичним методам та числовому аналізу

прямих задач розсіювання на системах малих включень. Подано загальну ідею
асимптотичного підходу, спільну для акустичних та ЕМ хвиль.

Ця ідея полягає в тому, що вплив кожного малого включення на загальне
поле зводиться до дії точкового джерела, зосередженого в центрі включення.
Інтенсивність такого джерела визначається граничними умовами на поверх-
ні включення, його геометричними параметрами та полем, що діє на нього з
боку падаючої хвилі та решти включень. З погляду дискретизації задачі, інте-
гральне представлення розсіяного поля, яке містить поверхневі інтеграли по
кожному включенню, переходить у суму точкових внесків.



6

Це дає змогу замінити задачу розсіювання на системі об’ємних тіл алге-
браїчною системою рівнянь відносно ефективних полів у точках розміщення
включень. Розмірність цієї системи визначається кількістю включень, а не
кількістю ступенів вільності на їх поверхнях, що суттєво знижує обчислю-
вальну складність.

Подальше спрощення досягається шляхом фрагментації області розсіюва-
ння на окремі підобласті з великою кількістю включень. Якщо включення
розподілені в деякій підобласті з достатньою густиною, дискретна сума перехо-
дить в інтеграл, і задача зводиться до інтегрального рівняння для ефективного
поля. Аналіз цього рівняння дає змогу вивести явні формули для ефективних
параметрів середовища — показника заломлення, діелектричної або магнітної
проникності у термінах мікроскопічних характеристик включень.

Деталізовано моделі для обох випадків розсіювання і встановлено умови
застосовності та обмеження методу. Окремо описано регулярний, хаотичний і
шарований способи просторового розподілу включень, верифіковано точність
асимптотичного розв’язку (зокрема шляхом порівняння з еталонними розв’яз-
ками та з колокаційним розв’язком для акустичної задачі), досліджено збі-
жність ітераційних процедур, а також проаналізовано чутливість характери-
стик розсіювання до фізичних параметрів та вплив розподілу включень на
структуру поля.
Третій розділ присвячено використанню потенціалів Дебая та узагальне-

них сфероїдальних функцій для постановки і розв’язання задачі електрома-
гнітного розсіювання з метою перевірки адекватності запропонованого асим-
птотичного підходу.

Потенціали Дебая використовуються в межах застосування узагальненого
методу власних коливань (УМВК) до розв’язання задач розсіювання на тілах
заданої геометрії. Загальний розв’язок задачі розсіювання записується у ви-
гляді комбінації власних функцій з множниками, які є власними значеннями
відповідних однорідних задач. Розглянуто особливості використання УМВК
для розв’язання задач на тілах з координатними поверхнями та здійснено пе-



7

рехід від загального комплексного представлення електричної провідності до
дійсних значень, що також суттєво спростило обчислювальну схему методу.

Особливу увагу приділено розв’язуванню відповідних однорідних задач,
лінійна комбінація розв’язків яких дає змогу побудувати розв’язок загальної
задачі розсіювання. З використанням потенціалів Дебая і граничних умов на
поверхні розсіювача отримано систему лінійних алгебраїчних рівнянь, з якої
визначаються коефіцієнти розкладу, тобто відповідні власні значення однорі-
дної задачі. Досліджено збіжність ітераційного процесу розв’язання отрима-
них систем лінійних алгебраїчних рівнянь, що дало змогу перейти до порівня-
ння з числовими результатами асимптотичного методу.

Проведено порівняння числових результатів, отриманих асимптотичним
підходом, і встановлено межі його застосовності до розв’язання задач роз-
сіювання.
У четвертому розділі розглянуто моделювання матеріальних властиво-

стей неоднорідних середовищ на основі асимптотичного розв’язку прямої за-
дачі. Виведено явні формули для ефективної магнітної проникності та аку-
стичного показника заломлення, виконано числове моделювання їх просторо-
во неоднорідних розподілів для різних типів мікроструктур і проаналізовано
технічну оптимізацію програмної реалізації як передумову подальшого обер-
неного синтезу.
П’ятий розділ присвячено постановці оптимізаційних задач, на основі

яких отримано значення фізичних параметрів неоднорідного матеріалу, близь-
кі до заданих. На основі варіаційної постановки задачі розроблено відповідний
метод і алгоритми розв’язання оптимізаційної задачі.

На відміну від класичної оберненої задачі розсіювання, де за даними про
розсіяне поле відновлюють невідомий об’єкт або параметри середовища, у цьо-
му розділі розглядається задача іншого типу — задача оберненого синтезу ма-
теріалу. Її мета полягає не у відновленні вже існуючої структури, а у побудові
такої допустимої мікроструктури, яка забезпечує наперед задані ефективні
фізичні характеристики.
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На початковому етапі передбачалося дослідити окремі задачі оптиміза-
ції за показником заломлення, магнітною та діелектричною проникностями.
Однак проведений аналіз показав, що асимптотичний розв’язок прямої задачі
дає змогу побудувати більш загальну обчислювальну схему. У ній конкретна
фізична характеристика середовища визначається не структурою самого ал-
горитму, а вибором цільового функціоналу. Тому в подальшому розглянуто
універсальну задачу оберненого синтезу, яка допускає оптимізацію за різними
параметрами ефективного середовища.

Отримано числові результати та проведено порівняння з розв’язками пря-
мих задач, наведеними в попередніх розділах. Сформульовано низку рекомен-
дацій для технологічної процедури формування матеріалів із заданими значе-
ннями показника заломлення та магнітної проникності.
Висновки присвячено висвітленню основних наукових і практичних ре-

зультатів, отриманих у результаті проведення дисертаційної роботи.
Ключові слова: акустичне та електромагнітне розсіювання, асимптотична

модель, включення малого розміру, імпедансні граничні умови, показник за-
ломлення, магнітна проникність, аналітична регуляризація, математичне та
комп’ютерне моделювання, явні розв’язки, система лінійних алгебраїчних рів-
нянь, метод послідовних наближень, збіжність.
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ABSTRACT

Yevstyhneiev B. Ye. “Modeling the properties of heterogeneous materials based on
the characteristics of their acoustic and electromagnetic scattering” — Qualifying
scientific work submitted as a manuscript.

Dissertation submitted for the degree of Doctor of Philosophy in specialty 113
Applied Mathematics. — Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics
and Mathematics, National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2026.

This dissertation addresses an important scientific and applied problem: devel-
oping mathematical models for calculating and optimizing the physical properties
of inhomogeneous materials exposed to acoustic and electromagnetic (EM) fields.
The problem is solved by constructing models that enable calculation of material
properties and application of numerical methods for their subsequent optimization.

The main results include scattering models for acoustic and EM waves by en-
sembles of small inclusions with impedance boundary conditions on their surfaces,
together with analytical and numerical methods for studying the scattering charac-
teristics of such inclusions. These methods are then used to model materials whose
refractive index and magnetic permeability differ from those of the host medium.

The developed software can be used in computer-aided design systems for ma-
terials with novel physical properties suitable for a wide range of theoretical and
applied studies.
The object of the study is the interaction of acoustic and electromagnetic

waves with the microstructures of inhomogeneous materials.
The subject of the study is mathematical models of acoustic and electro-

magnetic scattering by ensembles of small inclusions.
The scientific novelty of the dissertation results is as follows:
1. For the first time, the mathematical model of acoustic and electromagnetic

wave scattering has been generalized to irregular and chaotic arrangements of small
inclusions.

2. The convergence of the method of successive approximations for solving
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auxiliary systems of linear algebraic equations has been established on the basis
of numerical experiments. Empirical applicability conditions of the asymptotic
method, expressed in terms of threshold values of the inclusion spacing-to-size
ratio, have also been determined.

3. The accuracy of the asymptotic method has been validated through compar-
ison with benchmark solutions obtained using the Debye-potential method adapted
to the case of real-valued dielectric permittivity.

4. A scheme for the inverse synthesis of effective magnetic permeability has been
developed by combining the explicit asymptotic forward operator for the electro-
magnetic scattering problem with a constrained genetic algorithm. The applicabil-
ity conditions of the asymptotic model are enforced directly during microstructure
generation, while the key assumptions of the forward model are confirmed by in-
dependent numerical benchmark tests.
The practical significance of the results:
1. Based on mathematical models of scattering problems, methods and algo-

rithms for acoustic and EM scattering by ensembles of small inclusions have been
developed.

2. An effective method for arranging inclusions within a homogeneous material
has been developed; for irregular and chaotic distributions, it enforces constraints
on the ratio of inclusion size to inter-inclusion spacing.

3. Software has been implemented to calculate the refractive index and mag-
netic permeability of inhomogeneous materials.

4. The numerical modeling results can serve as a basis for recommendations on
fabricating materials with prescribed refractive index and magnetic permeability.

The dissertation comprises an introduction, five chapters, conclusions, a bibli-
ography and an appendix.

In the introduction, the relevance of the research topic is substantiated and
the choice of subject is justified; the aim, object, subject and tasks of the disser-
tation are formulated; and the scientific novelty and practical significance of the
results are presented. The author’s contribution, information on the dissemination
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of results, a list of publications and the structure and scope of the work are also
given.

In Chapter 1, a literature review on the dissertation topic is presented; the
main open problems in scattering by small objects are outlined; and the phys-
ical concepts and theoretical foundations of acoustic and EM field scattering in
inhomogeneous media are discussed. The basic formulas used in formulating and
solving scattering problems are given.

The general formulation of scattering problems relies on Maxwell’s equations,
which relate the electric and magnetic components of the EM field. Exact solu-
tions are available only for scatterers of simple geometry (plane interfaces of ho-
mogeneous media, wedges, circular cylinders, spheres, cones) with simple material
structure (perfect electric conductor, homogeneous or layered media), illuminated
by canonical sources (plane, cylindrical or spherical waves). Nevertheless, such
solutions are fundamental to the modern understanding of EM wave radiation,
propagation, diffraction and scattering.

Asymptotic solutions for idealized geometries also play an important role as
building blocks in high-frequency engineering methods (geometrical theory of diffrac-
tion/ universal theory of diffraction — GTD/UTD, physical optics — PO, physical
theory of diffraction — PTD) for modeling EM fields in realistic environments.

Solving acoustic and EM scattering and diffraction problems, even for simple ge-
ometries, can be highly challenging. Recent advances in computational technologies
have enabled direct numerical modeling of EM phenomena for wavelength-sized ob-
jects, and visualization tools provide effective means of representing scattered-field
behavior. However, numerical approaches have fundamental limitations. Direct
application of discretization-based methods to macroscopic inhomogeneous struc-
tures larger than about ten wavelengths leads to linear systems with millions of
unknowns that are impractical to solve within reasonable time and memory con-
straints. Moreover, numerical solutions alone cannot yield qualitative insight into
the underlying scattering and diffraction mechanisms.

Accordingly, the limitations of numerical methods in scattering problems are
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discussed, and optimization problems whose solutions are used to model materials
with desired properties are considered.
Chapter 2 is devoted to asymptotic methods and numerical analysis of di-

rect scattering problems for systems of small inclusions. The general idea of the
asymptotic approach, common to both acoustic and EM waves, is presented.

This idea is that the effect of each small inclusion on the total field is repre-
sented by a point source located at the inclusion center. The strength of this source
is determined by the boundary conditions on the inclusion surface, its geometric
parameters and the field due to the incident wave and the other inclusions. From a
discretization standpoint, the integral representation of the scattered field, which
involves surface integrals over each inclusion, reduces to a sum of point contribu-
tions.

This allows the scattering problem for a system of volumetric bodies to be
replaced by an algebraic system for the effective fields at the inclusion locations.
The size of this system is determined by the number of inclusions rather than by
the number of degrees of freedom on their surfaces, which substantially reduces the
computational cost.

Further simplification is achieved by partitioning the scattering domain into
subregions containing many inclusions. When inclusions are sufficiently densely
distributed in a subregion, the discrete sum becomes an integral, and the problem
reduces to an integral equation for the effective field. Analysis of this equation
yields explicit formulas for the effective medium parameters — refractive index,
dielectric permittivity or magnetic permeability — in terms of the microscopic
inclusion properties.

The models for both scattering cases are detailed, and the applicability condi-
tions and limitations of the method are established. Regular, chaotic and layered
inclusion arrangements are described separately; the accuracy of the asymptotic
solution is verified (including comparison with reference solutions and with a col-
location solution for the acoustic problem); convergence of iterative procedures is
investigated; and the sensitivity of scattering characteristics to physical parameters
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and the influence of inclusion distribution on the field structure are analyzed.
Chapter 3 is devoted to the use of Debye potentials and generalized spheroidal

functions in formulating and solving the electromagnetic scattering problem in
order to verify the adequacy of the proposed asymptotic approach.

Debye potentials are used within the generalized method of eigenoscillations
(GMO) to solve scattering problems for bodies of prescribed geometry. The general
solution is written as a combination of eigenfunctions with coefficients given by the
eigenvalues of the corresponding homogeneous problems. Features of applying
GMO to bodies with coordinate surfaces are discussed, and a transition from a
general complex representation of electrical conductivity to real values is made,
which also substantially simplifies the computational scheme.

Particular attention is paid to solving the corresponding homogeneous prob-
lems, a linear combination of whose solutions yields the solution to the general
scattering problem. Using Debye potentials and boundary conditions on the scat-
terer surface, a system of linear algebraic equations is obtained from which the
expansion coefficients — the corresponding eigenvalues of the homogeneous prob-
lem — are determined. Convergence of the iterative solution process for these
systems was investigated, enabling comparison with numerical results obtained by
the asymptotic method.

A comparison of numerical results obtained by the asymptotic approach is
carried out, which establishes the limits of its applicability to scattering problems.

In Chapter 4, modeling of material properties of inhomogeneous media based
on the asymptotic solution of the direct problem is considered. Explicit formulas for
the effective magnetic permeability and acoustic refractive index are derived, nu-
merical modeling of their spatially inhomogeneous distributions for different types
of microstructures is performed, and the technical optimization of the software
implementation is analyzed as a prerequisite for further inverse synthesis.
Chapter 5 is devoted to the formulation of optimization problems used to

obtain physical parameters of an inhomogeneous material close to prescribed val-
ues. Based on a variational formulation, an appropriate method and algorithms
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for solving the optimization problem are developed.
Unlike the classical inverse scattering problem, in which an unknown object

or medium parameters are reconstructed from scattered-field data, this chapter
considers a different type of problem — inverse material synthesis. Its goal is not
to reconstruct an existing structure, but to construct an admissible microstructure
that provides prescribed effective physical properties.

Initially, separate optimization problems for refractive index, magnetic perme-
ability and dielectric permittivity were planned. However, analysis showed that
the asymptotic solution of the direct problem allows a more general computational
scheme to be constructed, in which the specific physical property of the medium is
determined not by the structure of the algorithm itself, but by the choice of the ob-
jective functional. Accordingly, a universal inverse synthesis problem is considered
that permits optimization with respect to various effective-medium parameters.

Numerical results are obtained and compared with direct-problem solutions
presented in the preceding chapters. A number of recommendations are formulated
for the fabrication procedure for materials with prescribed refractive index and
magnetic permeability.

The conclusions summarize the main scientific and practical results obtained
in the dissertation.
Keywords: acoustic and electromagnetic scattering, asymptotic model, small-

size inclusion, impedance boundary conditions, refractive index, magnetic perme-
ability, analytical regularization, mathematical and computer modeling, explicit
solutions, system of linear algebraic equations, method of successive approxima-
tions, convergence.
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