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РЕЦЕНЗІЯ 
на дисертаційну роботу  
Соляр Ольги Ігорівни 

«Контактні задачі з невідомими областями взаємодії за врахування тертя», 
поданої до захисту на здобуття наукового ступеня доктора філософії 

з галузі знань 11 – Математика та статистика 
за спеціальністю 113 – Прикладна математика 

 
Актуальність теми дисертації та зв'язок з науково-технічними 

програмами. Дослідження контактної взаємодії є одним із важливих напрямків 
механіки деформівного твердого тіла, оскільки використання результатів таких 
досліджень безпосередньо впливають на забезпечення міцності, надійності, 
довговічності та ефективності роботи широкого класу машин, механізмів і 
конструкцій. 

На відміну від безфрикційних контактних задач, у фрикційних задачах 
поряд із нормальними складовими контактних напружень необхідно враховувати 
також тангенціальні. Якщо в класичній задачі Герца в області контакту 
реалізується переважно стислий напружений стан, то за наявності сил тертя 
можуть виникати розтягувальні напруження, які є однією з причин зародження та 
подальшого розвитку різного роду дефектів. У більшості випадків у контактних 
задачах область взаємодії наперед невідома, що  ускладнює процес побудови 
розв'язків.  

Визначення та дослідження напружено-деформованого стану в зоні 
контакту має важливе практичне значення, оскільки саме вона часто є місцем 
концентрації напружень, втрати несучої здатності та зародження різного роду 
дефектів, що спричиняє подальше руйнування конструкцій. Тому розроблення 
ефективних методик дослідження фрикційних контактних задач із незаданими 
областями контакту є актуальною науковою проблемою, розв'язання якої 
сприятиме підвищенню довговічності, надійності та експлуатаційної ефективності 
інженерних об’єктів різноманітного цільового призначення. 

Дисертаційна робота здобувачки спрямована на розв'язання актуального 
науково-прикладного завдання, що полягає у розробленні числово-аналітичних 
методик розв'язування двовимірних і тривимірних фрикційних контактних задач 
із невідомими областями контакту та дослідженні напружено-деформованого 
стану в зоні контактної взаємодії.  

За своїм науковим спрямуванням робота відповідає Планам наукових 
досліджень Інституту прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Під-
стригача НАН України: "Моделювання та оптимізація термомеханічних процесів 
у шаруватих тілах, зокрема оболонках та пластинах, при термомеханічних 
навантаженнях за врахування теплопереносу випромінюванням, термочутливості 
та дефектності елементів структури" (номер держреєстрації ВБ 19-13/456 (2020-
2024 рр.)) та "Математичні моделі і методи для аналізу та оптимізації термо-
механічної поведінки структурно-неоднорідних тіл за комплексних навантажень" 
(номер держреєстрації ВБ 13-19/492 (2025-2029 рр.)).  
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Новизна презентованих результатів проведених здобувачкою 
досліджень полягає у розробленні ефективного підходу до розв'язування дво- та 
тривимірних фрикційних контактних задач із незаданими областями взаємодії, 
який ґрунтується на застосуванні методу інтегральних рівнянь і нерівностей 
Сіньйоріні з подальшим зведенням задачі до квадратичного програмування. 

На основі запропонованого підходу здобувачкою розроблено методику 
дослідження осесиметричних фрикційних контактних задач для півпростору та 
тіла зі сферичною порожниною з невідомими областями контакту. З 
використанням покрокового методу за часовою координатою досліджено процес 
зношування поверхні під дією сил тертя, зумовлених обертанням шорсткого 
штампа. 

У роботі запропоновано числово-аналітичний алгоритм розв'язування 
тривимірних фрикційних контактних задач для півпростору та шару, за 
допомогою якого досліджено вплив форми штампа, фізико-механічних 
характеристик матеріалів і коефіцієнта тертя на напружено-деформований стан та 
розподіл контактних напружень. Встановлено, що внаслідок дії сил тертя поблизу 
межі області контакту виникають локальні розтягувальні напруження, величина 
яких може бути співмірною з максимальними контактними. 

Здобувачкою також розроблено методику дослідження плоских фрикційних 
контактних задач для анізотропної смуги. На її основі виконано аналіз 
напруженого стану в околі тріщин, розташованих у зонах розтягувальних 
напружень, що виникають поблизу штампа внаслідок дії сил тертя. 

Наукова обґрунтованість і відповідність темі дисертації отриманих 
результатів та їх достовірність. Сформульовані у дисертаційній роботі наукові 
положення, висновки і рекомендації є достатньо обґрунтованими. Їх достовірність 
забезпечується строгістю постановки сформульованих задач та методів їх 
розв’язування, доброю узгодженістю розв’язків окремих задач з наявними 
аналітичними розв’язками та відомими в літературі розв’язками інших авторів, 
порівнянням результатів, отриманих побудованими в роботі алгоритмами з 
результатами, отриманими іншими методами, зокрема з використання пакету 
прикладних програм ANSYS та виконанням комп’ютерних експериментів. 
Результати, отримані здобувачкою під час виконання дисертаційних досліджень, 
повністю відповідають темі дисертаційної роботи.  

Практичне та теоретичне значення отриманих результатів. Отримані в 
дисертаційній роботі результати мають важливе теоретичне та практичне 
значення. Теоретична цінність роботи полягає в подальшому розвитку методів 
дослідження фрикційних контактних задач із невідомими областями взаємодії, що 
враховують сили тертя, складну геометрію контактуючих тіл та особливості їх 
механічної поведінки. Запропоновані числово-аналітичні методики та алгоритми 
розширюють можливості дослідження контактної взаємодії для широкого класу 
некласичних задач механіки деформівного твердого тіла 

Практичне значення одержаних результатів полягає у можливості їх 
використання під час інженерних розрахунків, проєктування та удосконалення 
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контактуючих вузлів, оцінювання їх міцності, довговічності та тріщиностійкості 
елементів машин, механізмів і будівельних конструкцій. 

Загалом результати дисертаційного дослідження відповідають сучасним 
напрямкам розвитку механіки контактної взаємодії та можуть бути рекомендовані 
до використання в науково-дослідній діяльності, інженерній практиці та при 
розв'язуванні прикладних задач проєктування. 

Теоретичне значення отриманих результатів полягає в тому, що під час 
дослідження осесиметричної задачі про зношування пружного півпростору під 
дією штампа з локальними хвилястостями встановлено закономірності еволюції 
контактних тисків у процесі зношування. Показано, що внаслідок зношування 
локальні максимуми контактних тисків, зумовлені наявністю хвилястостей на 
поверхні штампа, поступово зменшуються, а за достатньо великих значень 
часової координати їх розподіл наближається до розподілу, характерного для 
контакту з гладким штампом. 

Крім того, встановлено, що в усіх розглянутих випадках у центральній 
частині основи штампа після тривалого процесу зношування формується 
поверхня, близька до конічної, що зумовлює концентрацію контактних тисків у 
цій області. Отримані результати можуть бути використані для прогнозування 
зміни геометрії контактуючих поверхонь у процесі експлуатації та оцінювання їх 
довговічності. 

Результати, отримані в роботі, можуть бути використані у випадках  
хвилястих штампів, які зумовлюють появу інтенсивних контактних напружень. 
Також показано, що за рахунок зношування контактні напруження істотно 
зменшуються, що дозволяє відшукати оптимальне прикладене до штампа зусилля. 

При дослідженні контактної взаємодії півпростору та шару залежно від 
форми штампів, механічних характеристик та тертя, встановлено, що біля штампа 
виникають розтягувальні напруження, співмірні з максимальними контактними, 
які можуть призводити до виникнення поверхневих тріщин, котрі при повторних 
навантаженнях зростають. У зв’язку з цим становлять значний практичний та 
теоретичний інтерес виконані дослідження напружень в околі тріщин розміщених 
біля штампів, які дозволять прогнозувати процеси зародження руйнувань. 

Особистий внесок здобувачки в отриманні наукових результатів. Усі 
результати, що становлять основний зміст дисертації, отримані авторкою 
самостійно. В опублікованих у співавторстві роботах здобувачці належить аналіз 
літературних джерел, в яких розглянуті питання, споріднені з напрямком 
досліджень дисертаційної роботи, розроблення та обґрунтування методик і 
відповідного програмного забезпечення, виконання числових експериментів, 
дослідження точності отриманих розв'язків, інтерпретація отриманих результатів, 
формулювання висновків механічного характеру і рекомендацій, які увійшли до 
дисертаційної роботи.  

У цілому, кількість публікацій здобувачки відповідає вимогам Міністерства 
освіти і науки України. Дослідження за темою дисертації виконано авторкою в 
межах планів наукових досліджень ІППММ ім. Я. С. Підстригача НАН України, 
теоретичних, прикладних і експериментальних досліджень розрахованих на 
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чотирирічну програму підготовки аспірантів ступеня доктора філософії з галузі 
знань 11 – Математика та статистика за спеціальністю 113 – Прикладна 
математика.  

Рівень виконання поставленого завдання та оволодіння здобувачкою 
методологією наукової діяльності. Зміст дисертації відображає суть 
розв’язаного наукового завдання. Мова дисертації зрозуміла, дисертантка вільно 
володіє науковою і технічною термінологією в області контактної механіки. 
Терміни та визначення, які використовує авторка, відповідають прийнятим у 
чинних нормативних та нормативно-технічних документах. Стиль роботи 
доступний, викладений матеріал сприймається легко. Усі поставленні в роботі 
завдання виконані у повному обсязі.  

Аналіз змісту дисертації. Дисертаційна робота складається з анотації, 
вступу, чотирьох розділів, висновків списку використаних джерел та додатків. 
Загальний обсяг дисертації складає 219 сторінок, до яких входить список 
використаних джерел зі 168 позицій на 15 сторінках та 3 додатків на 18 сторінках.  

У вступі наведено обґрунтування вибору теми дослідження; сформульовано 
мету, об’єкт, предмет і завдання дисертаційної роботи; відображено наукову 
новизну і практичне значення отриманих результатів; висвітлено зв’язок роботи з 
науковими програмами, планами і темами. Також відзначено внесок здобувачки, 
відомості про апробацію результатів досліджень, наведено список публікацій 
здобувачки, подано структуру і обсяг роботи.  

У першому розділі здобувачкою проаналізовано сучасних стан досліджень в 
галузі контактної механіки, методів розв’язування просторових та плоских 
контактних задач з незаданими областями взаємодії. 

У другому розділі побудовано чисельний алгоритм розв’язування 
осесиметричної задачі теорії пружності про взаємодію пружного півпростору з 
жорстким штампом, поверхня якого має складну форму. З використанням 
розробленого алгоритму досліджено осесиметричну задачу про взаємодію 
пружного півпростору з параболоїдним штампом, що має неглибоку виїмку або 
систему виїмок. 

Розглянуто також осесиметричну задачу теорії пружності про втискання 
штампа у півпростір за зношування, зумовленого дією сил тертя. Контактну 
задачу сформульовано у вигляді інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні, а 
процес зношування досліджено покроково за часовою координатою, на яких 
область контакту і розподіл напружень в ній знаходили числово. З використанням 
розробленого алгоритму розглянуто також осесиметричну задачу про взаємодію 
пружного півпростору з штампом, що має локальні нерівності. 

Побудовано чисельний алгоритм розв’язування задачі про сферичну 
порожнину в просторі, в яку втискається жорсткий штамп осесиметричної форми. 
Досліджено задачу про втискання осесиметричного жорсткого витягнутого та 
сплюснутого сфероїдальних штампів у пружний простір з сферичною 
порожниною. 

У третьому розділі запропоновано ефективний підхід до розв’язування 
фрикційних контактних задач про взаємодію двох тіл та шару з штампами 
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складної форми. Підхід ґрунтується на числово-аналітичному алгоритмі, 
побудованому на основі методу інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з 
подальшим зведенням до задачі квадратичного програмування. Для розглянутих 
типів задач виконано розв’язування тестових прикладів, які вказують на 
достовірність отриманих результатів. Показано, що розроблений алгоритм, є 
ефективним і дає змогу розв’язувати вказані вище задачі з контрольованою 
точністю.  

У четвертому розділі розроблено методику для дослідження напружень біля 
штампа і тріщин в анізотропній смузі з жорстко закріпленою основою, яка 
базується на методі інтегральних рівнянь, ядра яких записано на розв’язках типу 
Гріна для смуги.  Виконано тестування числового алгоритму. Наведені результати 
розрахунків отримані за допомогою пакету прикладних програм ANSYS та 
підтверджують достовірність розв’язків розглянутих контактних задач. 

На основі побудованого розв’язку розглянуто контактну задачу для 
анізотропної смуги за врахування тертя. Розрахунки виконано для штампа, який 
має параболічну основу або близьку до плоскої із закругленими краями. При 
цьому розглянуто штамп, який зміщується тільки вертикально або може 
повертатись в процесі навантаження. Також досліджено випадок двох штампів 
при врахуванні тертя. 

Проведено дослідження напружень біля внутрішньої та крайової тріщини у 
анізотропній смузі при вибраних способах навантаження. При дії штампа 
приймали, що тріщина є крайовою і знаходиться в області, де діють розтягувальні 
напруження. Визначали коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН), область 
контакту та контактні напруження залежно від розміщення тріщини та її довжини. 
Встановлено істотний вплив орієнтації осей ортотропії на КІН та контактні 
напруження під штампом. 

Кожний розділ містить підсумкові висновки, що відображають проміжні 
результати дослідження. У загальних висновках дисертації наведені результати 
виконаної роботи загалом.  

Відсутність (наявність) порушень академічної доброчесності. В 
опублікованих працях здобувачки основні результати дисертаційної роботи 
представлені з достатньою повнотою. Кількість, обсяг та якісний рівень 
публікацій відповідають вимогам Міністерства освіти і науки України, в них не 
виявлено академічного плагіату, текстових чи ідейних запозичень, а також 
недостовірної чи сфальсифікованої інформації. Ознак, порушення академічної 
доброчесності не встановлено. 

По роботі можна зробити такі зауваження: 
1. Недостатньо висвітлено питання єдиності розв’язку квадратичного 
програмування, котре покладене в основу чисельного аналізу розглянутих 
в роботі контактних задач. 

2. На стор. 67 повторно сформульовано гіпотезу Кулона про співвідношення 
між дотичними та нормальними контактними напруженнями, хоча можна 
було б зробити тільки посилання на неї.   
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