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ВІДГУК 

офіційного опонента 

на дисертаційну роботу 

Соляр Ольги Ігорівни 

"Контактні задачі з невідомими областями взаємодії за врахування тертя", 

подану на здобуття ступеня доктора філософії 

з галузі знань 11 – Математика та статистика 

за спеціальністю 113 – Прикладна математика 

 

Актуальність обраної теми та її зв’язок з науковими програмами, 

планами та темами.  

Дисертаційна робота О.І. Соляр присвячена розв’язанню актуального 

науково-прикладного завдання, що полягає у розробці математичних підходів до 

дослідження складних фрикційних контактних задач з невідомими областями 

взаємодії та аналізу впливу тертя на розподіл контактних тисків під штампами 

складних форм а також напружень у прилеглих зонах. Обрана тематика є 

важливою з огляду на те, що контактна взаємодія є одним з основних способів 

передавання навантажень до елементів конструкцій і деталей машин, а 

концентрація напружень у зонах контакту може призводити до їх передчасного 

зношування та руйнування. Слід відзначити, що для задач взаємодії тіл складної 

геометрії області контакту, як правило, є наперед невідомими, що зумовлює їх 

належність до класу некласичних і недостатньо досліджених. Суттєві додаткові 

труднощі виникають у разі врахування тертя між тілами та багатозв’язності 

контактної області. У зв’язку з цим розроблення чисельно-аналітичних підходів 

до визначення та дослідження напружено-деформованого стану в зоні контактної 

взаємодії для дво- та тривимірних фрикційних контактних задач з невідомими 

областями контакту слід вважати своєчасною, актуальною та науково 

обґрунтованою. 

Дослідження за темою дисертації виконано в Інституті прикладних проблем 

механіки і математики ім. Я.С. Підстригача НАН України у межах науково-

дослідних тем відділу термомеханіки Інституту прикладних проблем механіки і 

математики ім. Я.С. Підстригача НАН України в рамках держбюджетних тем:  

 ВБ 19-13/456 (2020-2024 рр.) «Моделювання та оптимізація термомеханічних 

процесів у шаруватих тілах, зокрема оболонках та пластинах, при 

термомеханічних навантаженнях за врахування теплопереносу 

випромінюванням, термочутливості та дефектності елементів структури»;  

 ВБ 13-19/492 (2025-2029 рр.) «Математичні моделі і методи для аналізу та 

оптимізації термомеханічної поведінки структурно-неоднорідних тіл за 

комплексних навантажень». 

Оцінка змісту та завершеності дисертації.  

Дисертаційна робота є завершеним науковим дослідженням, у межах якого 

із застосуванням методів математичного та комп’ютерного моделювання 



 2 

виконано аналіз напружено-деформованого стану в зоні контактної взаємодії для 

дво- та тривимірних фрикційних контактних задач з невідомими областями 

контакту. 

Обсяг основної частини дисертаційної роботи – 186 сторінок: вона 

складається з анотації, вступу, чотирьох розділів, загальних висновків, трьох 

додатків та списку використаних джерел із 168 найменувань. Результати 

авторських числових розрахунків подано на 104 рисунках та наведено у 6 

таблицях. 

У вступі наведено обґрунтування вибору теми дослідження; сформу-

льовано мету, об’єкт, предмет і завдання дисертаційної роботи; відображено 

наукову новизну та практичне значення отриманих результатів; висвітлено 

зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами та грантами. Також 

відзначено внесок здобувачки, відомості про апробацію результатів досліджень, 

наведено список публікацій здобувачки, подано структуру і обсяг роботи.  

У першому розділі проаналізовано сучасні наукові дослідження в галузі 

контактної механіки деформівних твердих тіл, методи розв’язування просторових 

та двовимірних контактних задач теорії пружності з наперед невідомими 

областями взаємодії.  

У другому розділі наведено підхід до розв’язування фрикційних контактних 

задач з невідомими областями взаємодії, який базується на методі інтегральних 

рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з подальшим зведенням до задачі квадратичного 

програмування з використанням числового методу квадратур. Розроблено 

методику дослідження осесиметричних контактних задач для півпростору та тіла 

з сферичною порожниною з невідомими областями взаємодії. Досліджено процес 

зношування під шорстким штампом, який зумовлений  силами тертя під штампом, 

що обертається. Задачу про зношування розв’язано кроковим методом за часом. 

Виконано дослідження впливу тертя на розподіл контактних тисків під штампами 

складної форми та напружень біля них. 

У третьому розділі побудовано числово-аналітичний алгоритм розв’язуван-

ня фрикційної просторової контактної задачі про взаємодію двох тіл та про взає-

модію шару зі штампами складної форми. Досліджено контактні тиски, які вини-

кають в результаті взаємодії півпростору та шару залежно від форми  штампів, 

механічних характеристик та тертя. Встановлено, що біля штампа виникають  

розтягувальні напруження, які можуть бути сумірні з максимальними тисками.  

У четвертому розділі побудовано алгоритм розв’язування фрикційної 

контактної задачі для анізотропної півплощини і смуги при жорсткому 

закріпленні її нижньої межі. На основі наведених співвідношень розглянуто 

фрикційні контактні задачі для півплощини. Для розглянутих типів задач 

виконано розв’язування тестових прикладів, які вказують на достовірність 

отриманих результатів. Проведено дослідження концентрації напружень біля 

штампа та тріщин.  

Результати, отримані під час виконання дисертаційних досліджень, 

повністю відповідають темі дисертаційної роботи.  

Усі поставленні в роботі завдання виконані в повному обсязі.  

Зміст дисертації відображає суть розв’язаного наукового завдання.  
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Повнота викладу результатів дисертації в публікаціях. 

Основні результати досліджень, отримані в дисертаційній роботі, 

опубліковано в 20-ти наукових працях, у тому числі 1 розділ у колективній 

монографії, 1 стаття у міжнародному рецензованому науковому журналі, який має 

Impact Factor та індексується у міжнародній науково-метричній базі Scopus 

(квартиль Q2); 4 статті у виданнях, які індексуються у міжнародній науково-

метричній базі Scоpus (квартиль Q3), 3 статті у виданнях категорії «Б»; 3 статті у 

наукових періодичних виданнях категорії «Б». Дві статті опубліковано 

самостійно. Отримані результати доповідались на 11-ти міжнародних і 

всеукраїнських конференціях, опубліковані у тезах і доповідях конференцій.  

Основні наукові результати та їх новизна. 

У дисертаційному дослідженні розвинуто ефективні підходи до 

розв’язування фрикційних просторових контактних задач з невідомими областями 

взаємодії, який базується на методі інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з 

подальшим зведенням до задачі квадратичного програмування. Розроблено 

методику розв’язування контактних осесиметричних задач про взаємодію 

пружного півпростору та простору з сферичною порожниною зі штампом, 

поверхня якого має складну форму. Розглянуто фрикційну контактну 

осесиметричну задачу, коли між штампом і пружним півпростором мають місце 

сили тертя. Досліджено процес зношування від дії сил тертя, залежно від форми 

штампа та часу взаємодії. Побудовано числово-аналітичний алгоритм 

розв’язування фрикційної просторової контактної задачі про взаємодію двох тіл 

та взаємодію шару зі штампами складної геометричної форми. Розроблено підхід 

до розв’язування плоскої фрикційної контактної задачі для шару із закріпленою 

основою, яка виготовлена з анізотропного матеріалу. Досліджено розподіл 

напружень біля тріщин в основі, розміщених в областях розтягувальних 

напружень, що виникають біля штампа. Розроблене відповідне програмне 

забезпечення, верифіковане на задачах, для яких відомі аналітичні розв'язки та 

розв’язані іншими числовими методами (зокрема, пакетом програм ANSYS). 

Проведені числові розрахунки показали, що розроблений у роботі аналітико-

числовий підхід є ефективним і дає змогу розв’язувати широкий клас контактних 

задач з невідомими областями взаємодії за дії штампів складних форм, в тому 

числі з урахуванням сил тертя та зношування.  

Наукова обґрунтованість і достовірність отриманих результатів. 

Сформульовані у дисертаційній роботі наукові положення, отримані 

результати, висновки та рекомендації є достатньо обґрунтованими. Їх 

достовірність забезпечується строгим формулюванням розглянутих фрикційних 

контактних задач, класичних методів їх розв’язування, доброю узгодженістю 

розв’язків задач з аналітичними та відомими в літературі розв’язками інших 

авторів, аналізом обчислювальних експериментів і перевіркою практичної 

збіжності отриманих розв'язків сформульованих задач. Отримані в роботі 

результати повністю відповідають сучасним потребам механіки контактної 

взаємодії різного роду елементів конструкцій та є практично важливими.  
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Практичне та теоретичне значення отриманих результатів.  

Результати, отримані в дисертаційній роботі, мають суттєве теоретичне та 

практичне значення, оскільки спрямовані на розв’язання складних фрикційних 

контактних задач теорії пружності з невідомими областями взаємодії, що є 

характерними для розрахунку елементів конструкцій різного роду машин. У 

роботі враховано вплив тертя та складної геометрії контактуючих тіл, що істотно 

ускладнює математичне формулювання та аналіз розв’язків таких задач і 

водночас залишається недостатньо висвітленим у наукових дослідженнях. 

Запропоновані підходи та отримані результати відповідають сучасним потребам 

механіки контактної взаємодії та можуть бути використані в інженерній практиці 

та подальших теоретичних та фундаментальних наукових дослідженнях. 

Відсутність (наявність) порушень академічної доброчесності.  

В опублікованих працях здобувачки основні результати дисертаційної ро-

боти представлені з достатньою повнотою. Кількість, обсяг і якісний рівень 

публікацій відповідають вимогам Міністерства освіти і науки України, в них не 

виявлено академічного плагіату, текстових чи ідейних запозичень, а також 

недостовірної чи сфальсифікованої інформації. Ознак порушення академічної 

доброчесності не встановлено.  

Зауваження до викладеного у дисертації.  
1. Для побудови механіко-математичних моделей складних фрикційних 

елементів конструкцій з невідомими областями взаємодії поряд з врахуванням 

геометричних параметрів задач потрібно також ще брати до уваги реальні 

механічні характеристики усіх складових цих конструкцій. Уведений тут 

«коефіцієнт тертя» в широкому діапазоні значень (0;1) краще розглядати як 

певний параметр задачі – величина пропорційності заданих дотичних напружень 

відносно нормальних, який пов’язаний з реальними коефіцієнтами тертя для 

твердих тіл, що в основному знаходяться в діапазоні (0;0.3). Окремо стоїть 

непроста проблема врахування податливості матеріалу штампа (не абсолютно 

жорсткого) на напружено-деформовані стани контактуючих тіл. 

2. Прийнята у роботі гіпотеза про зношування в процесі експлуатації 

фрикційної пари «штамп-основа» саме абсолютно жорсткого штампа потребує 

додаткового обґрунтування. Зношування твердих матеріалів напряму залежить від 

їх зсувних деформацій (які для абсолютно жорсткого тіла відсутні) і природній 

процес – це зношування ділянки під штампом податливішої на зсув основи за дії 

сил тертя.  

3. У роботі мало інформації щодо порівняння отриманих результатів для 

розглянутих задач (хоча б в окремих часткових випадках) з аналогічними 

механічними та геометричними формулюваннями, отриманими іншими 

науковцями та експериментаторами, особливо, що стосуються врахування тертя 

та зношування. Така інформація була б додатковим свідченням коректності 

поданих математичних моделей стосовно реальних механічних взаємодій 

контактуючих тіл та вірогідності отриманих автором результатів. 
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Дослідження за темою дисертації виконано в Інституті прикладних проблем 


механіки і математики ім. Я.С. Підстригача НАН України у межах науково-


дослідних тем відділу термомеханіки Інституту прикладних проблем механіки і 


математики ім. Я.С. Підстригача НАН України в рамках держбюджетних тем:  


 ВБ 19-13/456 (2020-2024 рр.) «Моделювання та оптимізація термомеханічних 


процесів у шаруватих тілах, зокрема оболонках та пластинах, при 


термомеханічних навантаженнях за врахування теплопереносу 


випромінюванням, термочутливості та дефектності елементів структури»;  


 ВБ 13-19/492 (2025-2029 рр.) «Математичні моделі і методи для аналізу та 


оптимізації термомеханічної поведінки структурно-неоднорідних тіл за 


комплексних навантажень». 


Оцінка змісту та завершеності дисертації.  


Дисертаційна робота є завершеним науковим дослідженням, у межах якого 


із застосуванням методів математичного та комп’ютерного моделювання 







 2 


виконано аналіз напружено-деформованого стану в зоні контактної взаємодії для 


дво- та тривимірних фрикційних контактних задач з невідомими областями 


контакту. 


Обсяг основної частини дисертаційної роботи – 186 сторінок: вона 


складається з анотації, вступу, чотирьох розділів, загальних висновків, трьох 


додатків та списку використаних джерел із 168 найменувань. Результати 


авторських числових розрахунків подано на 104 рисунках та наведено у 6 


таблицях. 


У вступі наведено обґрунтування вибору теми дослідження; сформу-


льовано мету, об’єкт, предмет і завдання дисертаційної роботи; відображено 


наукову новизну та практичне значення отриманих результатів; висвітлено 


зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами та грантами. Також 


відзначено внесок здобувачки, відомості про апробацію результатів досліджень, 


наведено список публікацій здобувачки, подано структуру і обсяг роботи.  


У першому розділі проаналізовано сучасні наукові дослідження в галузі 


контактної механіки деформівних твердих тіл, методи розв’язування просторових 


та двовимірних контактних задач теорії пружності з наперед невідомими 


областями взаємодії.  


У другому розділі наведено підхід до розв’язування фрикційних контактних 


задач з невідомими областями взаємодії, який базується на методі інтегральних 


рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з подальшим зведенням до задачі квадратичного 


програмування з використанням числового методу квадратур. Розроблено 


методику дослідження осесиметричних контактних задач для півпростору та тіла 


з сферичною порожниною з невідомими областями взаємодії. Досліджено процес 


зношування під шорстким штампом, який зумовлений  силами тертя під штампом, 


що обертається. Задачу про зношування розв’язано кроковим методом за часом. 


Виконано дослідження впливу тертя на розподіл контактних тисків під штампами 


складної форми та напружень біля них. 


У третьому розділі побудовано числово-аналітичний алгоритм розв’язуван-


ня фрикційної просторової контактної задачі про взаємодію двох тіл та про взає-


модію шару зі штампами складної форми. Досліджено контактні тиски, які вини-


кають в результаті взаємодії півпростору та шару залежно від форми  штампів, 


механічних характеристик та тертя. Встановлено, що біля штампа виникають  


розтягувальні напруження, які можуть бути сумірні з максимальними тисками.  


У четвертому розділі побудовано алгоритм розв’язування фрикційної 


контактної задачі для анізотропної півплощини і смуги при жорсткому 


закріпленні її нижньої межі. На основі наведених співвідношень розглянуто 


фрикційні контактні задачі для півплощини. Для розглянутих типів задач 


виконано розв’язування тестових прикладів, які вказують на достовірність 


отриманих результатів. Проведено дослідження концентрації напружень біля 


штампа та тріщин.  


Результати, отримані під час виконання дисертаційних досліджень, 


повністю відповідають темі дисертаційної роботи.  


Усі поставленні в роботі завдання виконані в повному обсязі.  


Зміст дисертації відображає суть розв’язаного наукового завдання.  







 3 


Повнота викладу результатів дисертації в публікаціях. 


Основні результати досліджень, отримані в дисертаційній роботі, 


опубліковано в 20-ти наукових працях, у тому числі 1 розділ у колективній 


монографії, 1 стаття у міжнародному рецензованому науковому журналі, який має 


Impact Factor та індексується у міжнародній науково-метричній базі Scopus 


(квартиль Q2); 4 статті у виданнях, які індексуються у міжнародній науково-


метричній базі Scоpus (квартиль Q3), 3 статті у виданнях категорії «Б»; 3 статті у 


наукових періодичних виданнях категорії «Б». Дві статті опубліковано 


самостійно. Отримані результати доповідались на 11-ти міжнародних і 


всеукраїнських конференціях, опубліковані у тезах і доповідях конференцій.  


Основні наукові результати та їх новизна. 


У дисертаційному дослідженні розвинуто ефективні підходи до 


розв’язування фрикційних просторових контактних задач з невідомими областями 


взаємодії, який базується на методі інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з 


подальшим зведенням до задачі квадратичного програмування. Розроблено 


методику розв’язування контактних осесиметричних задач про взаємодію 


пружного півпростору та простору з сферичною порожниною зі штампом, 


поверхня якого має складну форму. Розглянуто фрикційну контактну 


осесиметричну задачу, коли між штампом і пружним півпростором мають місце 


сили тертя. Досліджено процес зношування від дії сил тертя, залежно від форми 


штампа та часу взаємодії. Побудовано числово-аналітичний алгоритм 


розв’язування фрикційної просторової контактної задачі про взаємодію двох тіл 


та взаємодію шару зі штампами складної геометричної форми. Розроблено підхід 


до розв’язування плоскої фрикційної контактної задачі для шару із закріпленою 


основою, яка виготовлена з анізотропного матеріалу. Досліджено розподіл 


напружень біля тріщин в основі, розміщених в областях розтягувальних 


напружень, що виникають біля штампа. Розроблене відповідне програмне 


забезпечення, верифіковане на задачах, для яких відомі аналітичні розв'язки та 


розв’язані іншими числовими методами (зокрема, пакетом програм ANSYS). 


Проведені числові розрахунки показали, що розроблений у роботі аналітико-


числовий підхід є ефективним і дає змогу розв’язувати широкий клас контактних 


задач з невідомими областями взаємодії за дії штампів складних форм, в тому 


числі з урахуванням сил тертя та зношування.  


Наукова обґрунтованість і достовірність отриманих результатів. 


Сформульовані у дисертаційній роботі наукові положення, отримані 


результати, висновки та рекомендації є достатньо обґрунтованими. Їх 


достовірність забезпечується строгим формулюванням розглянутих фрикційних 


контактних задач, класичних методів їх розв’язування, доброю узгодженістю 


розв’язків задач з аналітичними та відомими в літературі розв’язками інших 


авторів, аналізом обчислювальних експериментів і перевіркою практичної 


збіжності отриманих розв'язків сформульованих задач. Отримані в роботі 


результати повністю відповідають сучасним потребам механіки контактної 


взаємодії різного роду елементів конструкцій та є практично важливими.  
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Практичне та теоретичне значення отриманих результатів.  


Результати, отримані в дисертаційній роботі, мають суттєве теоретичне та 


практичне значення, оскільки спрямовані на розв’язання складних фрикційних 


контактних задач теорії пружності з невідомими областями взаємодії, що є 


характерними для розрахунку елементів конструкцій різного роду машин. У 


роботі враховано вплив тертя та складної геометрії контактуючих тіл, що істотно 


ускладнює математичне формулювання та аналіз розв’язків таких задач і 


водночас залишається недостатньо висвітленим у наукових дослідженнях. 


Запропоновані підходи та отримані результати відповідають сучасним потребам 


механіки контактної взаємодії та можуть бути використані в інженерній практиці 


та подальших теоретичних та фундаментальних наукових дослідженнях. 


Відсутність (наявність) порушень академічної доброчесності.  


В опублікованих працях здобувачки основні результати дисертаційної ро-


боти представлені з достатньою повнотою. Кількість, обсяг і якісний рівень 


публікацій відповідають вимогам Міністерства освіти і науки України, в них не 


виявлено академічного плагіату, текстових чи ідейних запозичень, а також 


недостовірної чи сфальсифікованої інформації. Ознак порушення академічної 


доброчесності не встановлено.  


Зауваження до викладеного у дисертації.  
1. Для побудови механіко-математичних моделей складних фрикційних 


елементів конструкцій з невідомими областями взаємодії поряд з врахуванням 


геометричних параметрів задач потрібно також ще брати до уваги реальні 


механічні характеристики усіх складових цих конструкцій. Уведений тут 


«коефіцієнт тертя» в широкому діапазоні значень (0;1) краще розглядати як 


певний параметр задачі – величина пропорційності заданих дотичних напружень 


відносно нормальних, який пов’язаний з реальними коефіцієнтами тертя для 


твердих тіл, що в основному знаходяться в діапазоні (0;0.3). Окремо стоїть 


непроста проблема врахування податливості матеріалу штампа (не абсолютно 


жорсткого) на напружено-деформовані стани контактуючих тіл. 


2. Прийнята у роботі гіпотеза про зношування в процесі експлуатації 


фрикційної пари «штамп-основа» саме абсолютно жорсткого штампа потребує 


додаткового обґрунтування. Зношування твердих матеріалів напряму залежить від 


їх зсувних деформацій (які для абсолютно жорсткого тіла відсутні) і природній 


процес – це зношування ділянки під штампом податливішої на зсув основи за дії 


сил тертя.  


3. У роботі мало інформації щодо порівняння отриманих результатів для 


розглянутих задач (хоча б в окремих часткових випадках) з аналогічними 


механічними та геометричними формулюваннями, отриманими іншими 


науковцями та експериментаторами, особливо, що стосуються врахування тертя 


та зношування. Така інформація була б додатковим свідченням коректності 


поданих математичних моделей стосовно реальних механічних взаємодій 


контактуючих тіл та вірогідності отриманих автором результатів. 
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