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У дисертаційній роботі  розв'язано актуальну науково-прикладну задачу 

математичного  моделювання  поведінки  та  імовірнісно-статистичного  аналізу 

вибіркових оцінок характеристик ефективних портфелів фінансових активів за 

припущень  багатовимірного  еліптичного  розподілу  та  слабко  стаціонарного 

гауссівського  процесу  для  вектора  дохідностей  активів,  а  також  побудови 

стиснених оцінок ваг портфелів з найменшою дисперсією та з максимальним 

відношенням Шарпа у випадку, коли кількість активів є зіставною з обсягом 

вибірки історичних спостережень.

Актуальність теми. Класична теорія оптимального портфеля Марковіца 

та її розвиток (модель оцінки капітальних активів, портфель з максимальним 

відношенням Шарпа, портфель з найменшим рівнем Value-at-Risk) визначають 

оптимальні  ваги  портфеля  через  невідомі  параметри  розподілу  дохідностей 

(вектор  очікуваних  дохідностей  та  коваріаційну  матрицю).  На  практиці  ці 

параметри  замінюють  їхніми  вибірковими  оцінками,  унаслідок  чого  ваги  та 

характеристики  портфеля  стають  випадковими  величинами,  а  їхні  вибіркові 

оцінки не обов'язково є незміщеними. Зміщення зростає з кількістю активів і 

спадає  з  обсягом  вибірки,  причому  особливо  гостро  проблема  постає  у 

високорозмірних задачах, коли кількість активів k є зіставною з обсягом вибірки 

n.  Тому  дослідження  статистичних  властивостей  оцінок  характеристик 

ефективних  портфелів  та  побудова  їхніх  виправлених  і  стиснених  оцінок  є 

актуальною задачею прикладної фінансової математики.



Об'єктом дослідження є вибіркові оцінки характеристик ефективних 

портфелів  фінансових  активів  (портфелів  з  найменшою  дисперсією,  з 

максимальним відношенням Шарпа та з найменшим рівнем Value-at-Risk).

Предметом  дослідження  є  асимптотичні  розподіли,  зміщення, 

виправлені  та  стиснені  оцінки  відношення  Шарпа,  Value-at-Risk  та  ваг 

ефективних портфелів фінансових активів за припущень багатовимірного 

еліптичного  розподілу  та  слабко  стаціонарного  гауссівського  процесу,  а 

також у задачах високої  розмірності. Дослідження ґрунтується на методах 

теорії ймовірностей та математичної статистики, теорії еліптичних розподілів, 

дельта-методі,  теорії  випадкових  матриць,  методі  стисненого  оцінювання,  а 

також  на  чисельних  методах  та  імітаційному  моделюванні  методом  Монте-

Карло.

Перший розділ присвячено огляду літератури та теоретичним основам 

дослідження: розглянуто  становлення  теорії  портфеля  та  поняття 

диверсифікації,  постановки  задач  побудови  ефективних  портфелів  і  їхні 

характеристики, означення квантильних мір ризику (Value-at-Risk та умовного 

Value-at-Risk)  і  їхні  властивості,  проблему  статистичного  оцінювання  за 

обмежених вибірок, високорозмірні підходи й метод стисненого оцінювання, а 

також клас еліптичних розподілів, дельта-метод і слабко стаціонарні процеси, 

що використовуються в подальших розділах.

У другому розділі для портфеля з найменшою дисперсією знайдено 

асимптотичний розподіл вибіркових оцінок відношення Шарпа та Value-at-

Risk. Встановлено,  що  їхні  асимптотичні  дисперсії  залежать  від  параметра 

ексцесу λ  еліптичного розподілу;  ці  результати є  новими як  для  еліптичних 

розподілів загалом, так і для нормального розподілу як їх часткового випадку. 

Оскільки зміщення вибіркових оцінок повільно спадає до нуля зі зростанням 

обсягу  вибірки  історичних спостережень,  побудовано виправлені  оцінки,  які 

усувають це зміщення. Імітаційне моделювання для нормального, t-розподілу 
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наближення: для портфелів розмірності k ≤ 30 добре наближення досягається за 

обсягів  вибірки  n  ≥  1000,  а  для  k=100  —  за  більших  обсягів  вибірки.  Для 

портфеля з найменшим рівнем Value-at-Risk знайдено асимптотичний розподіл 

вибіркової оцінки відношення Шарпа за двох припущень: еліптичного розподілу 

з незалежними реалізаціями та слабко стаціонарного гауссівського процесу з 

автокореляцією.  Побудовано  інтервали  довіри  для  відношення  Шарпа  та 

процедуру  перевірки  гіпотез  про  його  статистичну  значущість;  обчислено 

максимальний  рівень  довіри  Value-at-Risk,  за  якого  ефективність  (у  сенсі 

відношення  Шарпа)  портфеля  є  статистично  значущо  відмінною  від  нуля. 

Отримані результати застосовано до реальних даних індексу Dow Jones, у тому 

числі з використанням методу біжучого вікна.

У третьому розділі у задачах високої розмірності побудовано стиснену 

оцінку  ваг  портфеля  з  найменшою  дисперсією. Доведено,  що  критерій 

максимізації  відношення Шарпа не може бути використаний для визначення 

оптимальної  інтенсивності  стиснення,  тому розглянуто критерій максимізації 

відношення очікуваної дохідності до дисперсії. Доведено збіжність оптимальної 

інтенсивності стиснення до детермінованих граничних значень в обох режимах 

c<1 та c>1, причому у випадку c>1 використано псевдообернену матрицю Мура–

Пенроуза;  знайдено  явний  вигляд  граничної  інтенсивності  та  побудовано  її 

консистентні оцінки на основі результатів теорії випадкових матриць.

У четвертому розділі  аналогічну задачу розв'язано для портфеля з 

максимальним відношенням Шарпа. Оскільки відношення Шарпа не може 

бути  використано  для  визначення  оптимальної  інтенсивності  стиснення, 

застосовано критерій мінімізації позавибіркової дисперсії. Знайдено в замкненій 

формі оптимальну інтенсивність стиснення та побудовано її консистентні оцінки 

для обох режимів c<1 та c>1.

Наукова  новизна  одержаних  результатів. Знайдено  асимптотичні 

розподіли вибіркових оцінок відношення Шарпа та  Value-at-Risk портфеля з 

найменшою  дисперсією  для  класу  багатовимірних  еліптичних  розподілів; 



отримано  асимптотичний  розподіл  вибіркової  оцінки  відношення  Шарпа 

портфеля  з  найменшим  рівнем  Value-at-Risk  за  припущення  слабко 

стаціонарного  гауссівського  процесу  з  автокореляцією  та  сформульовано 

процедуру  перевірки  значущості  цього  відношення;  запропоновано  стиснену 

оцінку  ваг  портфеля  з  найменшою  дисперсією  за  критерієм  максимізації 

позавибіркового  відношення  очікуваної  дохідності  до  дисперсії,  при  цьому 

доведено неможливість використання критерію максимізації відношення Шарпа 

для визначення оптимальної інтенсивності стиснення; запропоновано стиснену 

оцінку  ваг  портфеля  з  максимальним  відношенням  Шарпа  за  критерієм 

мінімізації позавибіркової дисперсії.

Практичне  значення. Побудовані  розрахункові  формули  та  інтервали 

довіри для відношення Шарпа і Value-at-Risk дають змогу кількісно оцінювати 

точність  відповідних  вибіркових  оцінок  при  управлінні  інвестиційними 

портфелями,  а  запропоновані  стиснені  оцінки  ваг  портфелів  можуть  бути 

безпосередньо застосовані у задачах розподілу капіталу, у яких кількість активів 

є  зіставною  з  обсягом  доступних  історичних  спостережень.  Розроблено 

програмний комплекс  для  порівняння  вибіркових та  стиснених оцінок,  який 

реалізує  генерування  вибірок  з  еліптичних  розподілів  і  процесу  VAR(1), 

обчислення вибіркових і  виправлених оцінок,  побудову стиснених оцінок та 

оцінювання  їхніх  якісних  характеристик  (зміщення,  дисперсії, 

середньоквадратичної похибки) методом Монте-Карло. Імітаційні експерименти 

підтвердили суттєву перевагу стисненої оцінки над вибірковою для усіх значень 

c=k/n, окрім близьких до нуля.

Окремі  результати  теоретичного  і  практичного  характеру можуть  бути 

використані у навчальному процесі при викладанні нормативних та спеціальних 

курсів  з  прикладної  математики,  математичної  статистики  та  фінансової 

математики для студентів закладів вищої освіти.

Дисертація  складається  зі  вступу,  чотирьох розділів,  висновків,  списку 

використаних  джерел  та  додатків.  Роботу  виконано  в  Інституті  прикладних 



проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН України в межах 

науково-дослідних тем установи (номери державної реєстрації 0124U000739 та 

0125U000322),  а  також  у  межах  науково-дослідної  теми  Львівського 

національного університету імені Івана Франка «Математичні моделі та методи 

в теорії портфеля» (номер державної реєстрації 0124U002266); в усіх зазначених 

темах  здобувач  брав  участь  як  виконавець.  Основні  результати  дисертації 

доповідалися  та  обговорювалися  на  наукових  семінарах  і  конференціях  та 

опубліковано  у  наукових  працях  автора,  у  тому  числі  у  виданнях,  що 

індексуються у наукометричній базі Scopus.
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