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У роботі вирішено важливе науково-прикладне завдання – розроблення 

числово-аналітичних методик та підходів до визначення та дослідження 

напружено-деформованого стану в зоні контактної взаємодії для дво- та 

тривимірних фрикційних контактних задач з невідомими областями контакту. 

Об’єктом дослідження є тривимірні та плоскі фрикційні контактні задачі з 

невідомими областями взаємодії. 

Предметом дослідження є розвинення підходів математичного, числового і 

комп'ютерного моделювання для дослідження напружено-деформованого стану 

в зоні контактної взаємодії. 

Наукова новизна роботи: 

1. Розроблено підхід до розв’язування просторових фрикційних контактних 

задач з невідомими областями взаємодії, який базується на методі інтегральних 

рівнянь-нерівностей Сіньйоріні з подальшим зведенням до задачі 

квадратичного програмування та виконано дослідження впливу тертя на 

розподіл контактних тисків під штампами складної форми та напружень біля 

них. 

2. На основі підходу розроблено методику дослідження осесиметричних 

контактних задач для півпростору та тіла з сферичною порожниною з 

невідомими областями взаємодії. 

3. Досліджено процес зношування під шорстким штампом, який зумовлений  

силами тертя під штампом, що обертається. Задачу про зношування розв’язано 

кроковим методом за часом. 



4. Побудовано числово-аналітичний алгоритм розв’язування фрикційних 

контактних задач для півпростору та шару. Досліджено контактні тиски, які 

виникають в результаті взаємодії півпростору та шару залежно від форми  

штампів, механічних характеристик та тертя. Встановлено, що біля штампа 

виникають  розтягувальні напруження, які можуть бути сумірні з 

максимальними тисками. 

5. Розроблено методику дослідження фрикційних контактних задач для 

суцільної анізотропної смуги та анізотропної смуги з тріщинами, розміщеними 

в областях розтягувальних напружень, які виникають біля штампа. 

Практичне та теоретичне значення одержаних результатів. 

Практичне та теоретичне значення отриманих результатів полягає у 

розробці комплексного підходу до визначення і дослідження напружено-

деформованого стану в умовах силового контакту, оскільки зона контактної 

взаємодії часто є зоною втрати міцності або зоною зародження руйнувань 

елементів конструкції та деталей машин.  

У роботі розглянуто осесиметричну контактну задачу для півпростору з 

урахуванням обертання штампа та зношування в області взаємодії. Досліджено 

вплив процесу зношування на еволюцію контактного тиску та зміну його 

розподілу в області контакту. Зокрема встановлено, що внаслідок зношування 

підвищені контактні тиски в околі локальних нерівностей поступово 

зменшуються і за достатньо великих значень часової координати набувають 

розподілу, характерного для штампа зі згладженою поверхнею. 

В усіх розглянутих випадках, для яких проводились розрахунки, форма 

основи штампа в його центральній частині після зношування (при достатньо 

великих часах) виявилася конусоподібною, у зв’язку з чим тут виникали високі 

тиски (ефект Галіна). 

Отримані результати можуть бути використані у випадках, коли під 

хвилястими штампами виникають високі контактні тиски. Один із способів 

оптимізації форми штампа може бути здійснений шляхом його попереднього 

обертання навколо осі. Як показано в роботі за рахунок зносу контактні 



напруження можуть бути істотно зменшені при оптимальному виборі 

прикладеного до штампа навантаження та часу його обертання. 

На основі побудованого числово-аналітичного алгоритму досліджено 

контактні тиски та дотичні напруження, які виникають в результаті взаємодії 

півпростору та шару залежно від форми штампів, механічних характеристик та 

тертя. Встановлено, що біля штампа виникають розтягувальні напруження, які 

можуть бути сумірні з максимальними тисками. Такі напруження можуть 

приводити до виникнення поверхневих тріщин, які надалі підростають при 

повторних навантаженнях (що, наприклад, відбувається при русі поїздів по 

рельсах). У зв’язку з цим становить значний практичний інтерес розроблена 

методика досліджень напружень біля тріщин розміщених біля штампів у 

композитах, які дозволять прогнозувати процеси зародження руйнувань. 

 Дисертаційна робота складається зі вступу, чотирьох розділів, висновків, 

використаних джерел та додатків. У вступі наведено обґрунтування вибору 

теми дослідження; сформульовано мету, об’єкт, предмет і завдання 

дисертаційної роботи; відображено наукову новизну і практичне значення 

отриманих результатів; висвітлено зв’язок роботи з науковими програмами, 

планами і темами. Також відзначено внесок здобувачки, відомості про 

апробацію результатів досліджень, наведено список публікацій здобувачки, 

подано структуру і обсяг роботи. 

 У першому розділі проаналізовано сучасні дослідження в галузі 

контактної механіки, методи розв’язування просторових та плоских контактних 

задач з невідомими областями взаємодії. Обґрунтовано актуальність 

досліджень, зумовлену широким спектром важливих практичних задач, що 

виникають у різних галузях промисловості. Наведено основні співвідношення, 

необхідні для формулювання інтегральних рівнянь контактних задач для 

півпростору та шару в просторовій постановці, а також для смуги — у плоскій 

постановці. Викладено основні співвідношення методу Лєхніцького, які 

використано в роботі для розв’язання контактних задач для анізотропної смуги 

та анізотропної смуги, послабленої тріщиною. 



У другому розділі побудовано числовий алгоритм розв’язування 

осесиметричної задачі теорії пружності про взаємодію пружного півпростору з 

жорстким штампом, поверхня якого має складну форму. Під дією такого 

штампа контакт відбувається на окремих, наперед невідомих ділянках. 

Контактну задачу сформульовано у вигляді інтегральних рівнянь-нерівностей 

Сіньйоріні, які, з використанням квадратурних формул для сингулярних 

інтегралів, трансформовано до системи лінійних алгебричних рівнянь-

нерівностей. Розв’язування системи зведено до знаходження мінімуму 

квадратичної форми за лінійних обмежень на невідомі контактні напруження, 

тобто до задачі квадратичного програмування. 

Із використанням розробленого алгоритму визначено та досліджено 

розподіл контактного тиску для штампів різної форми, в тому числі з 

синусоїдальною поверхнею. Розглянуто контактні задачі, коли півпростір або 

штамп мають виїмки різної форми. Досліджено напруження біля виїмки 

залежно від прикладеного до штампа навантаження. 

Розглянуто фрикційну контактну осесиметричну задачу, коли між штампом 

і пружним півпростором мають місце сили тертя. Досліджено процес 

зношування від дії сил тертя, залежно від форми штампа та часової координати. 

Задачу про зношування розв’язано кроковим методом за часом. На кожному з 

кроків розв’язували контактну задачу зі зміненою формою штампа.  

Показано, що за рахунок зносу контактні напруження можуть бути істотно 

зменшені при оптимальному виборі прикладеного до штампа навантаження та 

часу його обертання. 

Наведено методику визначення контактних напружень під штампом, який 

втискається у сферичну порожнину в просторі. Її розв’язування також зведено 

до розгляду інтегральних рівнянь-нерівностей Сіньйоріні. Задачу розв’язування 

інтегральних рівнянь, які мають сингулярні ядра, зведено до системи лінійних 

алгебричних рівнянь-нерівностей на основі побудованих квадратурних формул. 

Розв’язування системи рівнянь-нерівностей проведено на основі розроблених в 

методі квадратичного програмування підходів. Дослідження контактного тиску 



проведено також стосовно сфероїдальних штампів різної форми, які 

втискаються у сферичну порожнину. Встановлено випадки, коли ділянки 

контакту є одно- або двозв’язними, область контакту розміщена в нижній 

частині порожнини або поширюється і на її верхню частину. Отримано нові 

механічні ефекти, пов’язані з виникненням кільцевої ділянки контакту і 

немонотонного розподілу контактного тиску за певних геометричних 

параметрів сфероїдального штампа. 

У третьому розділі побудовано числово-аналітичний алгоритм 

розв’язування фрикційної просторової контактної задачі про взаємодію двох 

тіл. Прийнято, що область взаємодії має малі розміри порівняно з розмірами 

тіл, у зв’язку з чим ці тіла розглядались як півпростори. Контактна задача з 

невідомими областями взаємодії зведена до розв’язування інтегральних 

рівнянь-нерівностей Сіньйоріні. Дискретизація інтегралів проведена на основі 

побудованих кубатурних формул. При цьому невідомі контактні тиски 

записувались за допомогою лінійних кусково-непервних функцій. Коефіцієнти 

кубатурних формул зведені до знаходження інтегралів,, в яких підінтегральні 

функції мають особливість. Показано, що ці коефіцієнти можуть бути знайдені 

за аналітичними формулами. З використанням кубатурних формул система 

лінійних інтегральних рівнянь-нерівностей зведена до розв’язування лінійної 

системи рівнянь-нерівностей, яка далі зведена до задачі квадратичного 

програмування.  

Розрахунки виконані для параболічних форм тіл в області їх взаємодії  при 

різних значеннях взаємного зближення тіл, різних значеннях коефіцієнтів тертя 

та Пуассона. Проведено тестування отриманих числово результатів. Показано, 

що для випадку гладкого штампа знайдені числово розв’язки добре 

узгоджується з наведеними у літературі аналітичними розв’язками. Для 

випадків контактування тіл з тертям з метою перевірки достовірності 

визначалась форма здеформованих поверхонь тіл, яка виникає від дії знайдених 

контактних тисків. Показано, що розраховані таким чином форми поверхонь 

задовольняють умовам контакту, на основі яких розв’язувалась задача. 



З використанням розробленого алгоритму розглянуто також фрикційну 

контактну задачу про взаємодію шару зі штампами складної форми. З цією 

метою попередньо розроблено ефективний алгоритм визначення 

фундаментального розв’язку для шару, за який прийнято нормальні 

переміщення межі шару від дії зосередженої сили. Його записано з 

використанням двох підходів. Для точок віддалених від сили розв’язок 

записано з використанням символічного розв’язку Лур’є і формули Ващенко-

Захарченко через експоненціально збіжні ряди. Для близьких до сили точок 

використано інтегральне перетворення Ханкеля. Невласні інтеграли 

апроксимовано з високою точністю поліномами за допомогою методу 

найменших квадратів. Контактна задача розв’язувалась викладеним вище 

алгоритмом для півпростору. Коефіцієнти кубатурної формули зображено у 

вигляді суми знайдених для півпростору коефіцієнтів та обчислених числово 

інтегралів з гладкими підінтегральними функціями.  

Проведено дослідження достовірності отриманих числових результатів. З 

метою тестування виконано розрахунки контактного тиску для півпростору та 

шару за різних значень зміщення штампа. Із результатів розрахунків видно, що 

при малих заглибленнях штампа контактні тиски в шарі і півпросторі 

практично збігаються. При більших заглибленнях штампа значення контактних 

тисків у шарі є більшими ніж у півпросторі, при цьому область контакту у 

випадку шару також збільшується порівняно із областю контакту для 

півпростору. Контактні тиски для випадку гладкого штампа добре 

узгоджуються із даними, отриманими в літературі іншим методом. 

З використанням розробленого алгоритму проведено розрахунки 

контактних тисків для різних форм штампів за різних значень заглиблення та 

коефіцієнта тертя. Показано, що розроблений алгоритм є ефективним і дає 

змогу розв’язувати з контрольованою точністю фрикційні контактні задачі про 

взаємодію двох пружних тіл (за малої області контакту) та для пружного шару, 

що взаємодіє з штампами складної форми. 



У четвертому розділі розроблено підхід до розв’язування плоскої 

фрикційної контактної задачі для шару із закріпленою основою, яка 

виготовлена із матеріалу із загальною анізотропією. Інтегральне рівняння 

контактної задачі для суцільної смуги записано на основі фундаментального 

розв’язку, побудованого з використанням методу Лехніцького. Інтегральне 

рівняння дискретизовано з використанням квадратурних формул Якобі-

Чебишева і зведено до розв’язування лінійної системи рівнянь. Невідомі межі 

областей контакту визначались із системи нелінійних рівнянь (двох у випадку 

одного штампа та чотирьох для системи двох штампів) методом Пауелла. 

Виконані розрахунки для одного і двох параболічних штампів та штампів з 

плоскою основою, закруглених на краях. При цьому розглянуто штампи, які 

зміщуються вертикально або можуть повертатись в процесі навантаження. 

Досліджено вплив напрямків армувальних елементів композитів на контактні 

напруження. Виконані розрахунки для ортотропного матеріалу для 

параболічного штампа добре узгоджуються із наведеними в літературі даними. 

Встановлено, що біля штампа виникають високі розтягувальні напруження, 

максимальне значення яких сумірне із максимальним тиском. Тобто, за дії 

штампів з тертям ймовірне виникнення крайових тріщин у смузі біля штампа. У 

зв’язку з цим в роботі побудовано алгоритм розв’язування задачі теорії 

пружності для анізотропної смуги із закріпленою основою, яка послаблена 

тріщинами. Така задача зведена до системи інтегральних рівнянь відносно 

невідомих тиску під штампом та стрибків переміщень на тріщині. Ядра рівнянь 

записано на розв’язках типу Гріна для смуги, у зв’язку з чим граничні умови на 

прямолінійних межах виконуються тотожно. Розв’язок Гріна записано в 

аналітичному вигляді через потенціали Лехніцького, в яких виділено особливі 

складові (полюси). Дискретний аналог інтегральних рівнянь побудовано з 

використанням квадратурних формул Якобі-Чебишева (в області контакту) та 

Гаусса-Чебишева (на тріщинах). 

Проведене тестування побудованого алгоритму з використанням пакету 

програм ANSYS підтверджує достовірність отриманих результатів. Виконано 



дослідження напружень біля внутрішньої та крайової тріщини у анізотропній 

смузі при вибраних способах навантаження. При дії штампа приймали, що 

тріщина є крайовою і знаходиться в області, де діють розтягувальні 

напруження. Визначали коефіцієнти інтенсивності напружень (КІН), область 

контакту та контактні напруження залежно від розміщення тріщини та її 

довжини. Встановлено істотний вплив орієнтації осей ортотропії на КІН та 

контактні напруження під штампом. 

 У висновках сформульовано основні результати виконаних досліджень, 

які вказують, що розроблений у роботі підхід, який базується на методі 

інтегральних рівнянь-нерівностей та зведенні до задачі квадратичного 

програмування є ефективним і дає змогу досліджувати широкий клас 

контактних задач з невідомими областями взаємодії за дії штампів складних 

форм, в тому числі з урахуванням сил тертя та зношування. 

Основні результати опубліковані у 20 наукових працях, у тому числі 1 

розділ у колективній монографії; 1 стаття у міжнародному рецензованому 

науковому журналі, який має Impact Factor (3.2) та індексується у міжнародній 

наукометричній базі Scopus (квартиль Q2); 4 статті у виданнях, які індексуються 

у міжнародній науково-метричній базі Scоpus (квартиль Q3), 3 статті у 

виданнях категорії «Б»; 11 тез доповідей, представлених на міжнародних та 

вітчизняних наукових конференціях. Дві статті опубліковано самостійно. 

Ключові слова: фрикційна контактна взаємодія, незадані області контакту, 

метод інтегральних рівнянь, метод скінченних елементів, метод Сіньйоріні, 

квадратичне програмування, анізотропія, композити, поверхні складної форми, 

виїмки, зношування, смуга, контактні напруження, тріщина, коефіцієнти 

інтенсивності напружень. 

 

ANNOTATION 

Soliar O.I. “Frictional Contact Problems with Unknown Interaction Regions”. — 

Qualifying scientific work presented as a manuscript. 



Dissertation submitted for the degree of Doctor of Philosophy (PhD) in the field 

of knowledge 11 — Mathematics and Statistics, speciality 113 — Applied 

Mathematics. — Ya. S. Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and 

Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine, Lviv, 2026. 

The dissertation addresses an important scientific and applied problem: the 

development of numerical-analytical methods and approaches for determining and 

analysing the stress-strain state in the contact interaction zone for two- and three-

dimensional frictional contact problems with unknown contact regions. 

The object of the research is three-dimensional and plane frictional contact 

problems with unknown interaction regions. 

The subject of the research is the development of approaches based on 

mathematical, numerical, and computer modelling for studying the stress-strain state 

in the contact interaction zone. 

The scientific novelty of the obtained results is as follows: 

1. An approach is developed for solving spatial frictional contact problems with 

unknown interaction regions. The approach is based on the method of Signorini 

integral equations–inequalities and their subsequent reduction to a quadratic 

programming problem. The influence of friction on the distribution of contact 

pressures beneath punches of complex shape and on the stresses arising in their 

vicinity is investigated. 

2. This approach is used to develop a method for analysing axisymmetric contact 

problems with unknown interaction regions in a half-space and in a body containing a 

spherical cavity. 

3. The wear process beneath a rough rotating punch is investigated, with wear 

driven by frictional forces. The problem is solved using a stepwise time-integration 

method. 

4. A numerical-analytical algorithm is developed for solving frictional contact 

problems for a half-space and a layer. Contact pressures in a half-space and a layer 

are analysed for different punch shapes, mechanical characteristics, and friction. It is 



established that tensile stresses arise near the punch and may be comparable in 

magnitude to the maximum contact pressures. 

5. A method is developed for analysing frictional contact problems for a 

continuous anisotropic strip and for an anisotropic strip containing cracks located in 

the regions of tensile stresses arising near the punch. 

The practical and theoretical significance of the obtained results lies in the 

development of a comprehensive approach to determining and analysing the stress-

strain state under contact loading, since the contact interaction zone is often the 

region in which strength loss occurs or structural failure is initiated in structural 

elements and machine components. 

The paper considers an axisymmetric contact problem for a half-space, taking 

into account punch rotation and wear in the interaction region. The influence of the 

wear process on the evolution of the contact pressure and on changes in its 

distribution within the contact region is investigated. In particular, it is established 

that, as a result of wear, elevated contact pressures near local surface irregularities 

gradually decrease and, for sufficiently large values of the time coordinate, acquire a 

distribution characteristic of a punch with a smoothed surface.  

In all the considered cases for which calculations were carried out, the shape of 

the punch base in its central part after wear, at sufficiently large times, became cone-

shaped. As a result, high pressures arise in this region, which corresponds to Galin’s 

effect. 

The obtained results can be used in cases where high contact pressures arise 

beneath wavy punches. One possible way of optimising the punch shape is to perform 

preliminary rotation of the punch about its axis. As shown in the dissertation, wear 

can substantially reduce contact stresses when the load applied to the punch and the 

duration of its rotation are chosen optimally. 

Using the developed numerical-analytical algorithm, contact pressures and 

tangential stresses in a half-space and a layer are analysed with respect to punch 

shape, mechanical characteristics, and friction. It is established that tensile stresses 

arise near the punch and may be comparable in magnitude to the maximum contact 



pressures. Such stresses may lead to the formation of surface cracks, which may 

subsequently grow under repeated loading, as occurs, for example, during the motion 

of trains along rails. In this context, the developed method for investigating stresses 

near cracks located in the vicinity of punches in composites is of considerable 

practical interest, since it makes it possible to predict the initiation of failure 

processes. 

The dissertation consists of an introduction, four chapters, conclusions, a list of 

references, and appendices. The introduction provides the rationale for the choice of 

the research topic; formulates the aim, object, subject, and tasks of the dissertation; 

presents the scientific novelty and practical significance of the obtained results; and 

describes the connection of the work with scientific programmes, plans, and research 

topics. It also presents the applicant’s personal contribution, information on the 

approbation of the research results, a list of the applicant’s publications, and the 

structure and scope of the dissertation. 

The first chapter analyses current research in contact mechanics and methods for 

solving spatial and plane contact problems with unknown interaction regions. The 

relevance of the research is substantiated by the wide range of important practical 

problems that arise in various branches of industry. The main relations required for 

formulating the integral equations of contact problems for a half-space and a layer in 

the spatial formulation, as well as for a strip in the plane formulation, are presented. 

The main relations of Lekhnitskii’s method, used in the dissertation to solve contact 

problems for an anisotropic strip and for an anisotropic strip weakened by a crack, are 

also outlined. 

The second chapter presents a numerical algorithm for solving an axisymmetric 

problem of elasticity theory concerning the interaction of an elastic half-space with a 

rigid punch whose surface has a complex shape. Under the action of such a punch, 

contact occurs over separate regions that are not known in advance. The contact 

problem is formulated in terms of Signorini integral equations–inequalities, which, 

using quadrature formulae for singular integrals, are transformed into a system of 

linear algebraic equations–inequalities. This system is then reduced to the 



minimisation of a quadratic form subject to linear constraints imposed on the 

unknown contact stresses, which leads to a quadratic programming problem. 

Using the developed algorithm, the contact pressure distribution is determined 

and analysed for punches of various shapes, including punches with a sinusoidal 

surface. Contact problems are also considered for cases in which the half-space or the 

punch contains grooves of different shapes. Stresses near a groove are investigated 

depending on the load applied to the punch. 

An axisymmetric frictional contact problem is considered in the case where 

frictional forces act between the punch and the elastic half-space. The wear process 

caused by frictional forces is investigated depending on the punch shape and the time 

coordinate. The wear problem is solved using a stepwise time-integration method. At 

each time step, the contact problem is solved for the modified shape of the punch.  

It is shown that wear can substantially reduce contact stresses when the load 

applied to the punch and the duration of its rotation are chosen optimally. 

The dissertation also considers the determination of contact stresses that arise 

when a punch is pressed into a spherical cavity in an elastic space. Its solution is also 

reduced to the consideration of Signorini integral equations–inequalities. The 

problem of solving integral equations with singular kernels is reduced to a system of 

linear algebraic equations–inequalities on the basis of the derived quadrature 

formulae. The system of equations–inequalities is solved using approaches developed 

within the quadratic programming method. Contact pressure is also investigated for 

spheroidal punches of different shapes pressed into a spherical cavity. The analysis 

identifies cases in which the contact regions are simply or doubly connected and 

either lie in the lower part of the cavity or extend to its upper part. The analysis 

reveals new mechanical effects associated with the formation of an annular contact 

region and a non-monotonic contact pressure distribution for certain geometric 

parameters of the spheroidal punch. 

The third chapter develops a numerical-analytical algorithm for solving a spatial 

frictional contact problem concerning the interaction of two bodies. It is assumed that 

the interaction region is small compared with the dimensions of the bodies; therefore, 



the bodies are modelled as half-spaces. The contact problem with unknown 

interaction regions is reduced to the solution of Signorini integral equations–

inequalities. The integrals are discretised using cubature formulae developed in the 

dissertation. The unknown contact pressures are approximated by piecewise linear 

continuous functions. The coefficients of the cubature formulae are reduced to the 

evaluation of integrals whose integrands contain singularities. It is shown that these 

coefficients can be found using analytical formulae. By applying the cubature 

formulae, the system of linear integral equations–inequalities is reduced to a linear 

system of equations–inequalities, which is then reduced to a quadratic programming 

problem. 

Calculations are performed for bodies with parabolic profiles in the interaction 

region, for different values of the relative approach of the bodies, friction 

coefficients, and Poisson’s ratios. The numerical results are tested. It is shown that, in 

the case of a smooth punch, the numerical solutions obtained are in good agreement 

with analytical solutions available in the literature. For contact problems with 

friction, the reliability of the results is verified by determining the shapes of the 

deformed surfaces of the bodies produced by the calculated contact pressures. It is 

shown that the surface profiles obtained in this way satisfy the contact conditions 

imposed in the problem formulation. 

Using the developed algorithm, a frictional contact problem concerning the 

interaction of a layer with punches of complex shape is also considered. For this 

purpose, an efficient algorithm is first developed for determining the fundamental 

solution for a layer, taken as the normal displacements of the layer boundary caused 

by a concentrated force. This solution is represented using two approaches. For points 

located far from the force, the solution is written using Lurie’s symbolic solution and 

the Vashchenko-Zakharchenko formula in terms of exponentially convergent series. 

For points close to the force, the Hankel integral transform is used. The improper 

integrals are approximated with high accuracy by polynomials using the least-squares 

method. The contact problem is solved using the algorithm described above for the 

half-space. The coefficients of the cubature formula are represented as the sum of the 



coefficients obtained for the half-space and numerically evaluated integrals with 

smooth integrands. 

The reliability of the obtained numerical results is investigated. For testing 

purposes, contact pressure calculations are performed for a half-space and a layer for 

different values of punch displacement The results show that, for small indentation 

depths, the contact pressures in the layer and the half-space are nearly identical. For 

larger punch indentations, the contact pressures in the layer are higher than those in 

the half-space, and the contact region in the case of the layer also increases compared 

with that for the half-space. Contact pressures for the case of a smooth punch are in 

good agreement with data obtained in the literature by another method. 

Using the developed algorithm, contact pressures are calculated for punches of 

different shapes and for different values of indentation and friction coefficient. It is 

shown that the developed algorithm is effective and makes it possible to solve, with 

controlled accuracy, frictional contact problems concerning the interaction of two 

elastic bodies, when the contact region is small, as well as contact problems for an 

elastic layer interacting with punches of complex shape. 

The fourth chapter develops an approach for solving a plane frictional contact 

problem for a layer with a fixed base made of a generally anisotropic material. The 

integral equation of the contact problem for a continuous strip is written on the basis 

of a fundamental solution constructed using Lekhnitskii’s method. The integral 

equation is discretised using Jacobi–Chebyshev quadrature formulae and reduced to 

the solution of a linear system of equations. The unknown boundaries of the contact 

regions are determined from a system of nonlinear equations, consisting of two 

equations in the case of one punch and four equations for a system of two punches, 

using Powell’s method. 

Calculations are carried out for one and two parabolic punches and for punches 

with a flat base rounded at the edges. Punches that are displaced vertically or may 

rotate during loading are considered. The influence of the orientation of the 

reinforcing elements of composites on the contact stresses is investigated. The 

numerical results obtained for an orthotropic material and a parabolic punch are in 



good agreement with data reported in the literature. It is established that high tensile 

stresses arise near the punch, with maximum values comparable to the maximum 

contact pressure. Therefore, under the action of punches with friction, edge cracks 

may occur in the strip near the punch. 

To address this issue, the dissertation develops an algorithm for solving the 

elasticity problem for an anisotropic strip with a fixed base weakened by cracks. This 

problem is reduced to a system of integral equations with respect to the unknown 

pressure beneath the punch and the displacement jumps across the crack faces. The 

kernels of the equations are written using Green-type solutions for the strip, so that 

the boundary conditions on the rectilinear boundaries are satisfied identically. The 

Green’s solution is written analytically in terms of Lekhnitskii’s potentials, in which 

the singular components, or poles, are separated. A discrete analogue of the integral 

equations is constructed using Jacobi–Chebyshev quadrature formulae in the contact 

region and Gauss–Chebyshev quadrature formulae on the cracks. 

Testing of the developed algorithm using the ANSYS software package confirms 

the reliability of the obtained results. Stresses near internal and edge cracks in an 

anisotropic strip are investigated for selected loading conditions. Under the action of 

a punch, the crack is assumed to be an edge crack located in the region where tensile 

stresses act. Stress intensity factors, the contact region, and contact stresses are 

determined depending on the crack location and length. A significant influence of the 

orientation of the orthotropy axes on the stress intensity factors and on the contact 

stresses beneath the punch is established. 

The conclusions summarise the main results of the research. These results show 

that the approach developed in the dissertation, based on the method of integral 

equations–inequalities and reduction to a quadratic programming problem, is 

effective and makes it possible to investigate a broad class of contact problems with 

unknown interaction regions under punches of complex shape, including problems 

that account for frictional forces and wear. 

The main results have been published in 20 scientific works, including one 

chapter in a collective monograph; one article in an international peer-reviewed 



scientific journal with an Impact Factor of 3.2, indexed in the international 

scientometric database Scopus (Q2 quartile); four articles in journals indexed in the 

international scientometric database Scopus (Q3 quartile); three articles in Category 

B journals; and 11 conference abstracts presented at international and national 

scientific conferences. Two articles were published independently. 

Keywords: frictional contact interaction, unknown contact regions, integral 

equation method, finite element method, Signorini method, quadratic programming, 

anisotropy, composites, complex surface profiles, grooves, wear, strip, contact 

stresses, crack, stress intensity factors. 
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