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ПРО IСНУВАННЯ ПЕРIОДИЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
СИСТЕМ НЕЛIНIЙНИХ РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

Вивчається питання iснування неперервних N -перiодичних роз-
в’язкiв системи рiзницевих рiвнянь вигляду

{
x(t+ 1) = A(t)x(t) + f1(t, x(t), y(t)),

y(t+ 1) = B(t)y(t) + f2(t, x(t), y(t)),
(1)

де t ∈ R, f1 : R × Rp × Rq → Rp, f2 : R × Rp × Rq → Rq, A(t), B(t) –
неперервнi N -перiодичнi (p × p) i (q × q)-матрицi (N – цiле додатне
число), p+ q = n. Припускаємо, що виконуються такi умови:

1. При всiх t ∈ R матрицi A(t) i B(t) є такими, що виконуються
спiввiдношення

|A(t+N − 1) · A(t+N − 2) · . . . · A(t)| ≤ ∆1 < 1,

|B−1(t) ·B−1(t+ 1) · . . . · B−1(t+N − 1)| ≤ ∆2 < 1.

2. Вектор-функцiї f1(t, x(t), y(t)), f2(t, x(t), y(t)) є неперервними
вiдносно всiх своїх змiнних, N -перiодичними по t i задоволь-
няють умову Лiпшиця

|fi(t, x′, y′) − fi(t, x
′′, y′′)| ≤ li(|x′ − x′′| + |y′ − y′′|),

де 0 < li < 1, x′, x′′ ∈ Rp, y′, y′′ ∈ Rq, t ∈ R.

Основною метою доповiдi є ознайомлення з новими результата-
ми, що стосуються iснування та єдиностi неперервних N -перiодичних
розв’язкiв системи рiзницевих рiвнянь вигляду (1). Зокрема, доведе-
на наступна теорема.

Теорема. Нехай виконуються умови 1 i 2. Тодi система рiвнянь
(1) має єдиний неперервний N -перiодичний розв’язок (x̄(t), ȳ(t)).

Зауважимо, що при деяких iнших умовах система (1) має сiм’ю
неперервних обмежених при t ∈ R+ розв’язкiв, що наближаються до
(x̄(t), ȳ(t)) при t→ ∞.
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СПРЯЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ КВАЗIЛIНIЙНОЇ
ГIПЕРБОЛIЧНОЇ ЗАДАЧI УЗДОВЖ
НЕВIДОМОЇ КОНТАКТНОЇ МЕЖI

Нехай Ds−
T = {(x, t) : 0 < t < T, s1 < x < s(t)}, Ds+

T = {(x, t) : 0 <
t < T, s(t) < x < s2} – областi з вiльною межею x = s(t) : [0, T ] → R.
В Ds−

T розглянемо квазiлiнiйну гiперболiчну систему

∂u−i
∂t

+ λ−i (x, t, u−)
∂u−i
∂x

= f−
i (x, t, u−), i ∈ {1, . . . , n}, (1)

з початковою умовою

u−(x, 0) = α−(x), x ∈ [s1, s0], (2)

стосовно шуканої вектор-функцiї u−, i подiбнi рiвностi в Ds+
T сто-

совно вектор-функцiї u+. Нехай поведiнка вiльної межi описується
спiввiдношеннями

ds

dt
= g(s, t, u−(s, t), u+(s, t)), s(0) = s0, s0 ∈ (s1, s2). (3)

Доповнимо задачу крайовими умовами

u−i (s1, t) = βi1(t), i ∈ I1, u+
i (s2, t) = βi2(t), i ∈ I2, (4)

а також умовами спряження на контактнiй межi x = s(t)

u−i (s(t), t) = γ−i (s(t), t, u−j (s(t), t)j 6∈I− , u
+
j (s(t), t)j 6∈I+ ), i ∈ I−,

u+
i (s(t), t) = γ+

i (s(t), t, u−j (s(t), t)j 6∈I− , u
+
j (s(t), t)j 6∈I+ ), i ∈ I+,

(5)

де множини iндексiв I1, I2, I−, I+ визначаються вихiдними даними.
Встановлено умови iснування та єдиностi локального узагальне-

ного розв’язку задачi (1)–(5), а також умови глобальної розв’язностi
задачi.

1. Андрусяк Р.В., Кирилич В.М., Мышкис А.Д. Локальная и гло-
бальная разрешимости квазилинейной гиперболической задачи
Стефана на прямой // Дифференц. уравнения. – 2006. – 42, №4.
– С. 489–503.
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ДЕЯКI ДОСТАТНI УМОВИ ЗБIЖНОСТI
ПОСЛIДОВНОСТЕЙ ФIГУРНИХ НАБЛИЖЕНЬ

ПАРНОГО I НЕПАРНОГО ПОРЯДКIВ ДЛЯ
ДВОВИМIРНИХ НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБIВ З

ДIЙСНИМИ ЕЛЕМЕНТАМИ

Розглядаються двовимiрнi неперервнi дроби (ДНД) вигляду

Φ0 +
∞
D
i=1

ai,i
1 + Φi

, Φk =
∞
D
i=1

ak+i,k
1

+
∞
D
i=1

ak,k+i
1

, (1)

k = 0, 1, . . . ,

та їх фiгурнi наближення — скiнченнi ДНД вигляду

fn = Φ
(n)
0 +

[
n

2
]

D
i=1

ai,i

1 + Φ
(n−2i)
i

, Φ
(p)
k =

p

D
i=1

ak+i,k
1

+
p

D
i=1

ak,k+i
1

, (2)

k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . . .

Для ДНД з дiйсними елементами встановлено достатнi умови їх
збiжностi та новi ознаки збiжностi послiдовностей їх фiгурних набли-
жень парного i непарного порядкiв вигляду (2). В доведених теоре-
мах сформульованi умови щодо значень величин Φ

(p)
k , (k = 0, 1, . . . ,

p = 1, 2, . . .), та частинних чисельникiв ai,i, (i = 1, 2, . . .). Тому ви-
никає питання, якими повиннi бути елементи ak+i,k та ak,k+i, (k =

0, 1, . . . , i = 1, 2, . . .), щоб справджувались умови для величин Φ
(p)
k ,

(k = 0, 1, . . . , p = 1, 2, . . .)? Виявляється, що якщо всi елементи ДНД
(1) ai,i, (i = 1, 2, . . .), є недодатними, то елементи ak+i,k, ak,k+i, (k =
0, 1, . . . , i = 1, 2, . . .), можуть бути як недодатними так i невiд’ємни-
ми. Наведенi в роботi теореми доводять цей факт.
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МЕТОДИКА ОПТИМIЗАЦIЇ ЛОКАЛЬНОГО
НАГРIВУ ТИТАНОВОЇ ОБОЛОНКИ ОБЕРТАННЯ

Вироби iз титанових сплавiв широко використовують у рiзних га-
лузях народного господарства завдяки високiй мiцностi, корозiйнiй
стiйкостi, зварюваностi та iн. При їх виготовленнi часто застосову-
ють технологiї локального нагрiву. Внаслiдок цього у матерiалi вiд-
буваються полiморфнi перетворення i, вiдповiдно, змiнюється фазо-
вий склад, що у свою чергу спричиняє появу залишкових напружень.
Змiна фазового складу додатково впливає на напружений стан кон-
струкцiй, змiнюючи їх ресурс мiцностi. Тому для побудови рацiональ-
них режимiв цiльового нагрiву виробiв iз титанових сплавiв i оцiн-
ки їх функцiональної здатностi важливою є наявнiсть математичних
моделей i методiв дослiдження напруженого стану виробiв з таких
матерiалiв пiд час виготовлення шляхом локальної термообробки в
дiапазонi температур фазових перетворень.

Приймаємо, що локальне температурне навантаження пiд час тер-
мообробки не викликає пластичних деформацiй (причиною виникне-
ння залишкових напружень є лише нерiвномiрний розподiл фаз, який
встановлюється в оболонцi пiсля її охолодження).

За критерiй оптимiзацiї приймаємо мiнiмум функцiоналу енергiї
тимчасових або залишкових деформацiй оболонки. Розв’язки прямих
i екстремальних задач знаходимо з використанням методу скiнчен-
них елементiв (для апроксимацiї шуканих розв’язкiв за просторовими
змiнними).

Запропонована методика дає можливiсть ефективно встановити
оптимальний за залишковими напруженнями локальний профiль тем-
ператури в титановiй оболонцi за врахування фазових перетворень.
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RATIONAL MULTISTEP SCHEMES
FOR SEMILINEAR STIFF SYSTEMS

Let u′(t) = Au(t) + g(t, u(t)) represent a semilinear ODE stiff system
emanating from the spatial discretization of an evolutionary PDE, where
the linear part represents the dominant, stiff component. In computati-
onal physics one is interested in the efficient and accurate integration of
such systems. If the linear part can be efficiently treated, for instance
via spectral approximation in combination with an A-stable scheme, the
question is how to full problem can be tackled in a similarly efficient way.

Since the 1970, several authors have considered integration based on
an A-stable rational approximations R(hA) to the matrix exponential
ehA in combination with a multistep ansatz for the nonlinear part. Later,
exponential schemes have become popular where evaluation of etA is di-
rectly approximated using pseudospectral of Krylov subspace techniques.

We consider these approaches in common framework. In particular, we
demonstrate how rational schemes can be directly related to exponential
schemes, which enables a precise convergence analysis for the rational
versions, in particular for A-stable Padé approximations R(hA) to ehA.
We discuss implementation issues and present numerical examples.

1. Auzinger W.,  Lapińska M. Convergence of rational multistep me-
thods of Adams-Padé type // BIT Numer. Math. – submitted

2. Cox S.M., Matthews P.C. Exponential time differencing for stiff
systems // J. Comp. Phys. – 2002. – 176. – P. 430–455.

3. Hochbruck M., Ostermann A. Exponential integrators // Acta Nu-
merica. – 2010. – P. 209–286.

4. Slonevsky R, Stolyarchuk R. Rational-fractional methods for solvi-
ng stiff systems of differential equations // Journal of Mathematical
Sciences. – 2008. – 150 (5). – P. 2434–2438.

5. Verwer J.G. On generalized linear multistep methods with zero-
parasitic roots and adaptive principal root // Numer. Math. – 1976.
– 27. – P. 143–155.
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CLASSICAL SOLUTIONS OF DEGENERATE
ELLIPTIC-PARABOLIC FREE BOUNDARY PROBLEMS

We consider the free boundary problem modelling fluid flow in a
partially saturated porous media. An unknown function represents the
pressure and satisfies an elliptic equation in the saturated domain and a
quasilinear parabolic equation in the unsaturated domain. The existence
and uniqueness of a classical solution locally in time is proved.

We study a classical solution of a degenerate elliptic-parabolic free
boundary problem. Here an interface separates the filtration domain into
an elliptic and parabolic region. In the parabolic domain the governing
parabolic equation is degenerated. The existence of a smooth solution in
the weighted Hölder space is proved.
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ПРО СПАРЕНI МНОЖИНИ ЗНАЧЕНЬ I МНОЖИНИ
ЕЛЕМЕНТIВ ДЛЯ ГIЛЛЯСТОГО ЛАНЦЮГОВОГО

ДРОБУ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

Розглянемо ГЛД з комплексними елементами вигляду

∞
D
k=1

ik−1∑

ik=1

ai(k)

1
, (1)

де i0 = N . Нехай l =
k∑
s=1

δisik – кiлькiсть повторiв iндекса ik в мульти-

iндексi i(k) = i1i2 . . . ik, δ
is
ik

– символ Кронекера. Розiб’ємо множину
всiх мультиiндексiв елементiв (1) на пiдмножини, якi попарно не пе-
ретинаються:

Ip
j

:= {i(k) : ik = p, j = 1 + (l + 1) mod 2} , p = 1, N, j = 1, 2.

Розглянемо множини Vi :=
{
V 1
i , V

2
i , . . . , V

N
i

}
, i = 0, 1; Ej :=

{
E1
j ,

E2
j , . . . , E

N
j

}
, j = 1, 2, де V pi ⊆ Ĉ – заданi, Epj ⊆ C – визначаю-

ться спiввiдношеннями: Epj :=



a ∈ C : a

1+
p∑

s=1
V s

j mod 2

⊆ V p1−j mod 2



 ,

p = 1, N. Множини 〈V0,V1〉 називаються спареними множинами
значень для дробу (1), а множини 〈E1,E2〉 – спареними множина-
ми елементiв, що вiдповiдають множинам 〈V0,V1〉, якщо ai(k) ∈ Eikj ,

i(k) ∈ Iikj , j = 1, 2.
Дослiджено властивостi спарених множин значень та вiдповiдних

їм спарених множин елементiв, якi є багатовимiрними узагальнен-
нями результатiв, встановлених L. Lorentzen [1] для неперервних дро-
бiв, та застосовано до дослiдження збiжностi ГЛД (1).

1. Lorentzen L., Convergence criteria for continued fractions K(an/1)
based on value sets // Contemporary Mathematics. – 1999. – 236.
– P. 205–255.
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СПЕКТРАЛЬНI ВЛАСТИВОСТI ОДНОГО КЛАСУ
НЕЛОКАЛЬНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI
СТАЛИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Дослiджено спектральнi властивостi нелокальної багатоточкової
задачi для лiнiйних диференцiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнта-
ми в m−вимiрному одиничному кубi K = {(x1, . . . , xm) :
0 < x1, x2 . . . , xm < 1}:

L(D)u ≡
∑

|s|≤n
csD

2su = f, x ∈ K, (1)

ℓj,ku ≡ D2k
j u|xj=0

−D2k
j u|xj=1

= 0, j = 1,m, k = 0, n− 1, (2)

ℓj,k+nu ≡ D2k+1
j u|xj=0

−D2k+1
j u|xj=1

+

+

nj∑

r=1

br,j(D
2k+1
j u|xj=xr,j

+D2k+1
j u|xj=1−xr,j

) = 0, (3)

j = 1,m, k = 0, n− 1, m, n ∈ N,

де L− безтипний оператор, cs ∈ R, D2s = D2s1
1 D2s2

2 . . .D2sm
m , Dj ≡

∂
∂xj

, j = 1,m, s = (s1, . . . sm), |s| = s1 + s2 + . . .+ sm, s1, . . . , sm ∈
{0} ∪ N, br,j ∈ R, 0 < x1,j < x2,j < . . . < xnj ,j < 1, nj ∈ N, j =
1,m, m ∈ N.

Встановлено умови повноти системи власних та приєднаних фун-
кцiй задачi (1)–(3) в просторi L2(K). Визначено точковий спектр за-
дачi. Побудовано зображення розв’язку цiєї задачi у виглядi ряду за
системою власних та приєднаних функцiй.
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ТЕРМОПРУЖНИЙ СТАН ПIВБЕЗМЕЖНОЇ
ПЛАСТИНКИ З ПЕРПЕНДИКУЛЯРНОЮ

ДО ЇЇ КРАЮ ТЕПЛОАКТИВНОЮ ТРIЩИНОЮ

Визначається розподiл температури i напружень у пiвбезмежнiй
(x ≥ 0) пластинцi товщиною d з перпендикулярною до її краю тепло-
активною трiщиною, на якiй заданi температура або тепловий потiк.
Боковi гранi пластинки теплоiзольованi, а її межа x = 0 пiдтримуєть-
ся при нульовiй температурi. Стацiонарне температурне поле, зумов-
лене тепловидiленням, подаємо через логарифмiчний потенцiал прос-
того шару з густиною w (ξ), яка описує потужнiсть теплових джерел
на трiщинi:

T (x, y) =
1

2πλd

b∫

a

w (ξ) ln
r2
r1
dξ, (1)

де r1 =

√
(x− ξ)

2
+ y2, r2 =

√
(x+ ξ)

2
+ y2, λ – коефiцiєнт теплопро-

вiдностi.
Якщо на трiщинi задана температура T (x, 0), iз (1) при y = 0 ма-

ємо iнтегральне рiвняння для визначення потужностi теплових дже-
рел w (ξ). Напруження визначаємо з використанням термопружного
потенцiалу перемiщень i функцiї напружень Ерi [1].

Зокрема, на мiсцi трiщини нормальнi напруження

σyy (x, 0) = 4MG

b∫

a

w (ξ)

[
ln

∣∣∣∣
ξ − x

ξ + x

∣∣∣∣+
2ξ (2ξ + x)

(ξ + x)
2

]
dξ,M =

(1 + ν)α

8πλd
,

де ν – коефiцiєнт Пуассона, α – коефiцiєнт лiнiйного теплового роз-
ширення, G – модуль зсуву.

Звiльнивши область a ≤ x ≤ b вiд цих напружень, визначаємо
коефiцiєнти iнтенсивностi напружень.

1. Мелан Э., Паркус Г. Термоупругие напряжения, вызванные ста-
ционарными температурными полями. – М.: Физматгиз, 1958. –
167 с.
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О МЕРЕ ЛЕБЕГА МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ
ДИОФАНТОВЫХ НЕРАВЕНСТВ
В ТЕОРЕМАХ МИНКОВСКОГО

Из теоремы Минковского о линейных формах следует, в частнос-
ти, что при любом x ∈ R и Q > 1 неравенство

|P (x)| < c1Q
−n (1)

разрешимо в полиномах P (x) = anx
n + · · · + a1x + a0 ∈ Z[x] высо-

ты H = H(P ) = max1≤j≤n |aj | ≤ Q при c1 = 1. Обозначим через
B(c1) множество x ∈ [0, 1), для которых неравенство (1) имеет место.
В ряде задач теории трансцендентных чисел необходимо знать, как
изменяется мера Лебега множестваB(c1) при уменьшении c1. Извест-
но [1], что при c1 = n−12−n−5 справедливо неравенство µB(c1) < 0, 5.
В работе [2] этот результат был использован в задаче о приближении
действительных чисел целыми алгебраическими числами.

Теорема 1. Для любого натурального n имеем µB(c1) < 1/2 при
c1 < 2−n−2.

Теорема 2. Для n = 2 имеем µB(c1) < 1/2 при c1 < 0, 25.

Теорема 3. Для n = 1 справедливо неравенство µB(c1) < 1/2
при c1 < 3/π2.

1. Beresnevich V. On approximation of real numbers by real algebraic
numbers // Acta Arithm. – 1999. – 90. – P. 97–112.

2. Bugeaud Y. Approximation by algebraic integers and Hausdorff
dimension // Journal London Math. Soc. – 2002. – 65 (2). – P. 547–
559.

14



Василь Бешлей, Олег Петрук

IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
beshley.vasyl@gmail.com

ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ
КАРТ ЗАЛИШКIВ НАДНОВИХ ЗIР

ВНАСЛIДОК ВИПРОМIНЮВАННЯ ПРОТОНIВ

За останнє десятилiття проведено успiшнi спостереження космiч-
них об’єктiв у гама-дiапазонi. 2004 р. система черенковських телеско-
пiв H.E.S.S. забезпечила перший експеримент, за допомоги якого було
отримано карти розподiлу поверхневої яскравостi астрофiзичних об’-
єктiв у гама-дiапазонi з енергiями фотонiв ≥ 0.1 ТеВ. Космiчна гама-
обсерваторiя iм. Фермi є ще одним експериментом у гама дiапазонi;
вона з 2008 р. веде спостереження в останньому, досi не дослiдже-
ному, електомагнiтному “вiкнi” (0.1 ГеВ – 0.1 ТеВ). За 8 рокiв спосте-
режень в гама-дапазонi отримано близько 20 зображень залишкiв
наднових зiр (ЗН). За випромiнювання вiдповiдних квантiв вiдповi-
дають або релятивiстськi електрони (зворотний Комптон-ефект та
нетеплове гальмiвне випромiнювання) або протони (розпади пiонiв,
що утворюються при зiткненнях протонiв). Аналiзуючи спектри ви-
промiнювання, однозначно вiдповiсти на питання про те, якi саме ча-
стинки (електрони чи протони) випромiнюють гама-фотони, немож-
ливо. Тому карти поверхневої яскравостi об’єктiв є додатковим дже-
релом iнформацiї про властивостi нетеплового випромiнювання ЗН.
Ми розробили метод моделювання карт поверхневої яскравостi ЗН
в гама-дiапазонi внаслiдок протонного випромiнювання. В основi ме-
тоду лежить iнтегрування випромiнювальної здатностi одиницi об’-
єму вздовж промення зору; для математичного моделювання роз-
подiлу випромiнювання необхiдним є обчислення тривимiрної гiдро-
динамiчної задачi про сильний точковий вибух та обчислення еволю-
цiї енергетичного розподiлу прискорених протонiв в усьому об’ємi
ЗН, яка враховує як адiабатичнi так i радiацiйнi втрати релятивiст-
ських часток. Для наближеного опису властивостей радiальних та
азимутальних профiлiв отримано вiдповiднi аналiтичнi апроксимацiї
поблизу фронту ударної хвилi. Розроблений метод можна використа-
ти також для обчислення iнтегрального спектру вiд ЗН.
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АГРЕГАЦIЙНО-IТЕРАТИВНИЙ МЕТОД
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ З КРАЙОВИМИ УМОВАМИ

Агрегацiйно-iтеративними методами з одним i бiльше параметра-
ми можна наближено розв’язувати крайовi задачi для лiнiйних ди-
ференцiальних рiвнянь i в тих випадках, коли звичайнi iтерацiйнi
методи не збiжнi. Такi методи розвинутi у працях М.С. Курпеля,
Б.А. Шувара та iн. Лiнiйна крайова задача iз запiзненням дослiджу-
валась у працi [1]. У данiй роботi розглядається двоточкова задача
для диференцiального рiвняння нейтрального типу

x′′(t) = a(t)x(t) + b(t)x′(t) + a1(t)x(λt) + b1(t)x′(λt) + c(t)x′′(t) + f(t),

x(0) = x1, x(t1) = x2,

де a, b, a1, b1 i c достатньо гладкi функцiї. Крайова задача зводиться
до iнтегрального вигляду i для неї будується iтерацiйний процес

x(n+1)(t) = p(t) +
1

λ2
d(t)x(n)(λt) +

t∫

0

k1(t, s)x(n)(s)ds+

+

t∫

0

k2(t, s)x(n)(λs)ds− t

t1

t1∫

0

k1(t, s)x(n)(s)ds−

− t

t1

t1∫

0

k2(t, s)x(n)(λs)ds+ an(t)(y(n) − y(n+1)),

де y – iтерацiйний параметр, наближення для якого будуються таким
же чином як i для x(t). У роботi встановлено умови збiжностi iтера-
цiйного процесу та розглянуто деякi багатоточковi крайовi задачi.

1. Бiгун Я.Й., Костишин Л.П. Однопараметричний агрегацiйно-
iтеративний метод для розв’язання двоточкової крайової задачi
з лiнiйно перетвореним аргументом // Наук. вiсник Чернiвець-
кого унiверситету. Математика. – 2010. – Вип. 374. – С. 5–9.
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УСЕРЕДНЕННЯ У ПАРАБОЛIЧНОМУ РIВНЯННI ПIД
ДIЄЮ БАГАТОЧАСТОТНИХ ЗБУРЕНЬ IЗ

ЗАПIЗНЕННЯМ

Розглядається рiвняння теплопровiдностi

∂u

∂t
= εc(τ)

∂2u

∂x2
+ εf(x, τ, a, aθ, ϕ, ϕθ), (x, t) ∈ R × [0, Lε−1] (1)

iз початковою умовою u(x, 0) = u0(x), x ∈ R. Змiннi a i ϕ задоволь-
няють m-частотну систему рiвнянь iз лiнiйним запiзненням

da

dτ
= εA(τ, a, aθ, ϕ, ϕθ),

dϕ

dτ
= ω(τ) + εB(τ, a, aθ, ϕ, ϕθ) (2)

i початковi умови α(0) = y, ϕ(0) = ψ, де a ∈ D ⊂ Rn, ϕ ∈ Rm, m > 1,
ε – малий додатний параметр, τ = εt, θ ∈ (0, 1), αθ(t) = α(θt), функцiї
f, ω, A i B задовольняють певнi умови гладкостi i 2π-перiодичнi за ϕ
i ϕθ. Усереднена за швидкими змiнними система рiвнянь

∂ū

∂τ
= c(τ)

∂2ū

∂x2
+ f0(x, τ, ā, āθ),

dā

dτ
= A0(τ, ā, āθ),

dϕ̄

dτ
=
ω(τ)

ε
+B0(τ, ā, āθ).

Складнiстю в дослiдженнi системи (1), (2) є резонанснi явища. У
точцi τ умова резонансу [1]: (k, ω(τ)) + θ(l, ω(θτ)) = 0, ‖k‖+ ‖l‖ 6= 0.
Метод усереднення для широких класiв звичайних диференцiальних
рiвнянь обгрунтовано в [2]. У данiй роботi встановлено iснування i
єдинiсть розв’язку точної задачi та одержано оцiнку похибки методу
усереднення, порядок якої εα, α ∈ (0, (2m)−1].

1. Бiгун Я.Й. Iснування розв’язку та усереднення нелiнiйних ба-
гаточастотних задач iз запiзненням // Укр. мат. журн. – 2007.
– 59, №4. – С. 435–446.

2. Самойленко А.М., Петришин Р.I. Математичнi аспекти теорiї
нелiнiйних коливань. – Київ: Наукова думка, 2004. – 474 с.
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АСИМПТОТИЧНI ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
ДИФЕРЕНЦИАЛЬНИХ РIВНЯНЬ n-ГО ПОРЯДКУ
З ПРАВИЛЬНО ЗМIННИМИ НЕЛIНIЙНОСТЯМИ

Розглядаємо диференцiальне рiвняння

y(n) = α0p(t)

n−1∏

i=0

ϕi(y
(i)), (1)

в якому α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[1 →]0,+∞[ (−∞ < a < ω ≤ +∞),
ϕi : ∆Yi →]0,+∞[ (i = 0, ..., n) — неперервнi функцiї, Yi ∈ {0,±∞},
∆Yi — деякий одностороннiй окiл Yi. Також вважаємо, що кожна з
функцiй ϕi є правильно змiнною при z → Yi (z ∈ ∆Yi) порядку σi,

причому
n−1∑
i=0

σi 6= 1. Отримано необхiднi та достатнi умови iснування

досить широкого класу розв’язкiв рiвняння (1), неявнi асимптотич-
нi формули для таких розв’язкiв та їх похiдних до порядку n − 1
включно. До розглянутого класу розв’язкiв входять всi правильно
змiннi та швидко змiннi при t ↑ ω розв’язки рiвняння (1).

З огляду на поведiнку функцiй ϕi рiвняння (1) є в певному сенсi

близьким до вiдомого рiвняння y(n) = α0p(t)
n−1∏
i=0

|y(i)|σi , для якого

аналогiчнi класи розв’язкiв були детально дослiдженi в [1,2].

1. Евтухов В.М. Об одном классе монотонных решений нелинейно-
го дифференциального уравнения n-го порядка типа Эмдена-
Фаулера // Сообщ. АН Грузии. – 1992. – 145, №2. –
С. 269–273.

2. Евтухов В.М. Асимптотические представления монотонных ре-
шений нелинейного дифференциального уравнения типа Эмде-
на-Фаулера n-го порядка // Докл. АН России. – 1992. – 324,
№2. – С. 258–260.

1При ω > 0 вважаємо, що a > 0.
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НЕСТАЦIОНАРНI ТЕМПЕРАТУРНI ПОЛЯ В
ОРТОТРОПНIЙ КУСКОВО-ОДНОРIДНIЙ

НЕСКIНЧЕННIЙ ПЛАСТИНI

Задача про структуру температурного поля в ортотропнiй необме-
женiй кусково-однорiднiй скiнченнiй пластинi математично приво-
дить до побудови обмеженого в областi

D =
{

(t, x, y) : t > 0, x ∈ (−∞, 0) ∪ (0,∞), y ∈ (0, b), b <∞
}

розв’язку сепаратної системи рiвнянь теплопровiдностi

1

a2
j

∂Tj
∂t

+ χ2
jTj −

(
k2
1j

∂2

∂x2
+ k2

2j

∂2

∂y2

)
Tj(t, x, y) = fj(t, x, y), j = 1, 2,

за початковими умовами

Tj(t, x, y)|t=0 = gj(x, y), j = 1, 2,

крайовими умовами

(
− h11

∂

∂y
+ h12

)
Tj(t, x, y)

∣∣∣∣∣
y=0

= Ψ1j(t, x), h2
11 + h2

12 6= 0, j = 1, 2,

(
h21

∂

∂y
+ h22

)
Tj(t, x, y)

∣∣∣∣∣
y=b

= Ψ2j(t, x), h2
21 + h2

22 6= 0,

та умовами неiдеального термiчного контакту.
Обмежений в областi D розв’язок розглянутої задачi побудовано

методом скiнченного iнтегрального перетворення Фур’є за геометрич-
ною змiнною y та iнтегрального перетворення Фур’є на декартовiй осi
з однiєю точкою спряження за геометричною змiнною x.

1. Лыков А.В. Теория теплопроводности. – М.: Высш. шк., 1967. –
599 с.

2. Блажевский С.Г., Ленюк М.П. Нестационарные температурные
поля в многослойных полубесконечных пластинах. – Черновцы,
1990. – 20 с. – Деп. в УкрНИИНТИ, № 103. – Ук 90.
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ЗАДАЧА ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ
ЕВОЛЮЦIЙНИМИ СИСТЕМАМИ

БЕЗ ПОЧАТКОВИХ УМОВ

Нехай V i H – гiльбертовi простори з нормами вiдповiдно ‖ · ‖ i
| · |, V ⊂ H, V – щiльна множина в H , λ|v| ≤ ‖v‖ ∀v ∈ V, λ =
const > 0. Вважаємо, що V ⊂ H ⊂ V ′, де V ′ – спряжений до V
простiр. Нехай S = (−∞, 0] i сiм’я операторiв A(t) : V → V ′, t ∈ S,
така, що (A(t)v, v) ≥ α(t)‖v‖2 , ‖A(t)v‖∗ ≤ β(t)‖v‖ , v ∈ V, t ∈ S , для
деяких функцiй α i β з простору C(S), 0 < α(t) ≤ β(t), t ∈ S.

Для довiльних ω ∈ R, γ ∈ L∞
loc(S), γ(t) > 0 для м.в. t ∈ S, i

гiльбертового просторуX позначаємо через L2
ω,γ(S;X) простiр функ-

цiй f : S → X таких, що
∫
S
γ(t)e2ω

∫ t
0
α(s)ds‖f(t)‖2

Xdt <∞.
Нехай ω < λ, Wω(S) := {y ∈ L2

ω,α(S;V ) : y′ ∈ L2
ω,1/α(S;V ′)} ; U –

гiльбертiв простiр керувань;B ∈ L(U ;L2
ω,1/α(S;V ′)); f ∈ L2

ω,1/α(S;V ′).
Стан еволюцiйної системи y(v) = y(·; v) ∈ Wω(S) при заданому керу-
ваннi v ∈ U визначається спiввiдношеннями

d

dt
y(t; v) +A(t)y(t; v) = f(t) +Bv(t), t ∈ S,

eω
∫

t
0
α(s)ds|y(t; v)| → 0 при t→ −∞.

Нехай H – деякий гiльбертiв простiр, C ∈ L(Wω(S);H) i

J(v) = ‖Cy(v) − z0‖2
H + (Nv, v)U , v ∈ U, − функцiя вартостi,

де z0 ∈ H – заданий елемент, N ∈ L(U ;U), (Nv, v)U ≥ ν‖v‖U
для кожного v ∈ V при деякому ν = const > 0.

Нехай U∂ – опукла замкнена множина в U .
Розглядаємо задачу: знайти u ∈ U∂ такi, що

inf
v∈U∂

J(v) = J(u) .

При вiдповiдних уточненнях вихiдних даних доведено iснування та
єдинiсть розв’язку цiєї задачi.
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ANISOTROPIC CASE OF DEGENERATE
DOUBLY NONLINEAR PARABOLIC

EQUATIONS WITH VARIABLE
EXPONENTS OF NONLINEARITY

Let Ω be a bounded domain with ∂Ω ⊂ C1, Q0,T = Ω × (0, T ),

L∞
+ (Ω) = {v ∈ L∞(Ω) : ess inf

x∈Ω
v(x) > 1}.

Let also r ≥ 2, γ1 . . . , γn ≥ 2.
We are going to speak about mixed problem

(Ru)t −
n∑

i=1

(ai(x, t)|u|γi−2uxi)xi+

+

n∑

i=1

B(x, t, u)uxi +G(x, t, u) = f(x, t), (1)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = 0, (3)

where

Ru =
1

r − 1
|u|r−2u.

Here functions B(x, t, ξ) and G(x, t, u) satisfy Caratheodory conditions
and

|B(x, t, ξ)| ≤ b0|ξ|s(x)−1 for a.e. (x, t) ∈ Q0,T and for all ξ ∈ R,

|G(x, t, ξ)| ≤ g0|ξ|q(x)−1 for a.e. (x, t) ∈ Q0,T and for all ξ ∈ R,

where s, q ∈ L∞
+ (Ω), b0, g0 > 0.

We establish the conditions of existence of solution by using elliptic
regularization procedure, i.e. the solution to (1)–(3) is a limit of the
sequence {um}m∈N, where um is a solution of a boundary problem for
elliptic equation, m ∈ N. The solution of (1)–(3) belongs to the generali-
zed Lebesgue-Sobolev space.
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КОМПЛЕКСНИЙ ПIДХIД ДО ЧИСЛОВОГО
РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОДНОГО КЛАСУ КРАЙОВИХ

ЗАДАЧ ДВОФАЗНОЇ ФIЛЬТРАЦIЇ

Розглядається процес двофазної фiльтрацiї в пластi, обмеженому
непроникним зовнiшнiм контуром та контурами почергово розмiще-
них криволiнiйними рядами нагнiтальних i експлуатацiйних свердло-
вин, без перетокiв мiж рядами. В рамках теорiї Баклея-Леверетта
[1–2] на основi iдей методiв квазiконформних вiдображень i поетапної
фiксацiї характеристик середовища та процесу, розроблено числовий
алгоритм розв’язання вiдповiдних задач (на побудову гiдродинамi-
чної сiтки, вiдшукання поля насиченостi, координат точок „призу-
пинки“, часу повного заводнення, фiльтрацiйних витрат, тощо) для
випадкiв, коли область комплексного квазiпотенцiалу є багатолистою
поверхнею, листи якої складаються iз спецiальним чином склеєних
мiж собою вздовж певних дiлянок границi внутрiшностей прямоку-
тникiв [1–4].

1. Бомба А. Я., Ярощак С. В. Метод квазiконформних вiдобра-
жень розв’язання модельних задач двофазної фiльтрацiї // До-
повiдi НАН України. – 2010. – №10 – С. 34–40.

2. Бомба А. Я., Ярощак С. В. Числовий метод квазiконформних
вiдображень моделювання процесiв двофазної фiльтрацiї // Об-
числювальна та прикладна математика. – 2010. – №2. – С. 3–13.

3. Бомба А. Я., Скопецкий В. В., Ярощак С. В. Системный ана-
лиз фильтрационных процессов в многосвязных криволиней-
ных областях // Проблемы управления и информатики. – 2010.
– №4. – С. 64–72.

4. Бомба А. Я. Нелiнiйнi математичнi моделi процесiв геогiдроди-
намiки. – К.: Наукова думка, 2007. – 308 с.

22



Marta Bordulyak, Myroslav Sheremeta

Ivan Franko National University, Lviv
mbordulyak@yahoo.com, m_m_sheremeta@list.ru

BOUNDEDNESS OF l-INDEX OF ANALYTIC CURVES

Let 0 < R ≤ +∞, DR = {z : |z| < R} and F = (f1, f2, . . . , fm) be
an analytic curve in DR, i.e. F : DR → Cm is a vector-valued function,
where each function fj is analytic in DR, ||F (z)||S be sup-norm and
||F (z)||E be Euclidean norm. Let β > 1 and by Qβ(DR) we denote the
class of positive continuous functions l on [0, R) such that l(r) > β

R−r (for
R = +∞ this condition is unnecessary) and 0 < λ1(t) ≤ λ2(t) < +∞ for
all t ∈ [0, β], where λ1(t) = inf{l(r)/l(r0) : |r−r0| ≤ t/l(r0), 0 ≤ r0 < R}
and λ2(t) = sup{l(r)/l(r0) : |r − r0| ≤ t/l(r0), 0 ≤ r0 < R}.

Definition. An analytic curve F is said of bounded l-index by sup-
norm if there exists N ∈ Z+ such that

||F (n)(z)||S
n!ln(|z|) ≤ max

{ ||F (k)(z)||S
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ N

}

for all n ∈ Z+ and z ∈ DR. If we replace ||F (k)(z)||S by ||F (k)(z)||E then
we obtain the concept of an analytic curve in DR of bounded l-index by
Euclidean norm. We show that boundedness of l-index of analytic curve
by sup-norm and by Euclidean norm are equivalent.

Theorem. Let β > 1, l ∈ Qβ(DR) and l(r) ≥ β for all r ∈ [0, +∞) in
the case R = +∞. Suppose that an analytic in DR curve H is of bounded
l-index. Then an analytic in DR solution F = (f1, . . . , fm) of equation

W (n) +Q1W
(n−1) + · · · +QnW = H(z), (1)

where

Qs =



q
(s)
11 . . . q

(s)
1m

. . . . . . . . .

q
(s)
m1 . . . q

(s)
mm


 , H(z) =




h1(z)
. . .

hm(z)



 , W =




w1

. . .
wm





and all q
(s)
ik are constant numbers, is a curve of bounded l-index.

Also we study a boundedness of l-index of analytic curves satisfying
equation (1) of first and second order where q(s)ik are meromorphic in DR.
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STABILITY AND LIMIT BEHAVIOR
OF A DISTRIBUTED REPLICATOR SYSTEM

The replicator equation is known to provide a general modeling frame-
work for several distinct areas in mathematical biology. In particular, it
arises as a selection equation in population genetics, as a dynamic descri-
ption of the evolutionary game theory, and as a model for putative chemi-
cal reactions describing prebiotic evolution. In its simplest form, when
the fitness of the species is a linear function of the relative abundances
of other species, the replicator equation takes the form

v̇i = vi[(Av)i − f loc(t)], i = 1, . . . , n, (1)
where v = v(t) = (v1, . . . , vn), A is an n × n matrix with elements aij
describing the contribution of the j-th species to the fitness of the i-th
species, (Av)i =

∑n
i=1 aijvj , and the mean fitness f loc(t) = 〈Av,v〉 =∑n

i=1(Av)ivi is chosen such that v ∈ Sn = {v :
∑n

i=1 vi = 1}.
There are several different approaches to add space to (1). We suggest

that the global regulation represents a natural and convenient approach
to consider the replicator equation with an explicit spatial structure. To
be exact, as a counterpart of the local model (1) we consider the model

∂ui
∂t

= ui[(Au)i − fsp(t)] + di∆ui, i = 1, . . . , n, (2)

where now u = u(x, t), x ∈ Ω ⊂ Rk, k = 1, 2, 3, di > 0 are diffusion
coefficients, and the mean integral fitness is given, assuming Niemann’s
boundary conditions, by fsp(t) =

∫
Ω
〈Au,u〉dx. This approach allows

analytical investigation of (2): the tool which was mainly missing in the
analysis of replicator equations with explicit space. In particular, it is
possible to find the conditions for asymptotically stable rest points of
(1) to be asymptotically stable homogeneous equilibria of (2). In our
work, we show that for some values of the diffusion coefficients spatially
heterogeneous solutions appear. Using a definition for the stability in
the mean integral sense we prove that these heterogeneous solutions can
be attracting; in particular this is the case for Eigen’s hypercycle. Defi-
ning in some natural way evolutionary stable states for the distributed
system (2), we provide the conditions for this distributed state to be an
asymptotically stable stationary solution to (2).
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ГРАНИЧНЕ ЗНАЧЕННЯ 1-ПЕРIОДИЧНОГО
ГIЛЛЯСТОГО ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ

СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

Розглянемо 1-перiодичний гiллястий ланцюговий дрiб вигляду:

(
1 +

∞
D
k=1

ik−1∑

ik=1

cik
1

)−1

, (1)

де cj ∈ C; cj 6= 0; j = 1, N ; i0 = N– натуральне число.

Нехай Rn(m) = 1 +
n

D
k=1

jk−1∑
jk=1

cjk
1

(n = 1, . . . ; j0 = m;m = 1, N) –

залишки цього дробу.
Для n-го пiдхiдного дробу встановлено формулу

Fn = Rn(1) · hn(2) · . . . · hn(N),

де hn(m) = 1 +
n

D
k=1

cm/(Rn+1−k(m− 1)Rn−k(m− 1))

1
– критичний за-

лишок гранично-перiодичного дробу
∞
D
k=1

cm/(Rk(m− 1)Rk−1(m− 1))

1
,

R0(m) = 1 (m = 2, N ; n = 1, 2, . . .).

Якщо дрiб (1) збiгається, то його значення F дорiвнює F =
1

∏N
j=1 xj

,

де xj – фiксована точка притягання дробово-лiнiйного вiдображення

tj(ω) = 1 +
cj/
∏j−1
k=1 x

2
k

ω
(j = 1, N).

1. Боднар Д.И. Ветвящиеся цепные дроби. – К.: Наукова думка,
1986. – 176 с.

2. Lorentzen L., Waadeland H. Continued fractions with applications.
– Amsterdam: North-Holland, 1992. – 606 p.
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МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ПОЧАТКОВО-
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕРМОМЕХАНIКИ

ЕЛЕКТРОПРОВIДНИХ ТIЛ КАНОНIЧНОЇ ФОРМИ

Для цилiндричних i сферичних тiл та тiл з плоскопаралельними
границями сформульовано тривимiрнi задачi термомеханiки електро-
провiдних тiл i запропоновано методику наближеного їх розв’язу-
вання з використанням апроксимацiї ключових функцiй (дотичної
компоненти вектора напруженостi магнiтного поля, температури i
компонент тензора напружень) многочленом третього степеня за вiд-
повiдною координатною змiнною. Коефiцiєнти апроксимацiйних мно-
гочленiв (за вiдповiдної гладкостi ключових функцiй) виражаються
через iнтегральнi характеристики ключових функцiй i заданi грани-
чнi значення цих функцiй чи вiдомi граничнi умови стосовно них
на крайових поверхнях. Рiвняння для визначення iнтегральних ха-
рактеристик отримуються множенням вихiдних рiвнянь для ключо-
вих величин на вiдповiдний степiнь даної координатної змiнної та
iнтегруванням за цiєю змiнною. Тодi тривимiрна задача зводиться до
двовимiрної на iнтегральнi вiдносно координатної змiнної (радiальної
для цилiндричного i сферичного шарiв, суцiльних цилiндра i кулi та
товщинної для шару з плоскопаралельними границями) характери-
стики ключових функцiй. За неоднорiдних крайових умов на цi фун-
кцiї для пiдвищення точностi апроксимацiї за недостатньої гладкостi
їх крайових значень або коли вони є невiдомi, використано подання
цих функцiй у виглядi суми двох складникiв. Перший з них задо-
вольняє заданим неоднорiдним крайовим умовам i має певну стру-
ктуру залежно вiд геометрiї тiла, а другий - вiдповiдному рiвнянню
за однорiдних крайових умов. Дана методика дозволила зменшити
розмiрнiсть сформульованих задач i тим самим спростити побудову
їх розв’язкiв.
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МЕТОД ЛЕВI ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ
РIВНЯНЬ ТИПУ ДИФУЗIЇ З IНЕРЦIЄЮ

Розглянемо задачу Кошi для системи:

∂tuν(t, x) − x1∂x2uν(t, x) =

n∑

r=1

[arν2 (t, x)∂2
x1

+ arν1 (t, x)∂x1+

+arν0 (t, x)]ur(t, x), ν = 1, ..., n, (t, x) ∈ Π(0,T ], n ∈ N, (1)

uν(t, x)|t=τ = uν0(x), 0 ≤ τ < t ≤ T, (2)

де ∂twν(t, x) =
n∑
r=1

[arν2 (t, x)∂2
x1

+arν2 (t, x)∂x1 +arν0 (t, x)]wr(t, x) – рiвно-

мiрно параболiчна за Петровським в Π[0,T ], (x2 – параметр). Коефi-
цiєнти системи (1) задовольняють умови: A) arνj (t, x), j = 0, 1, 2 –
комплекснозначнi, неперервнi i обмеженi функцiї, (t, x) ∈ Π[0,T ];
Б) |arνj (t, x)−arνj (t, x′)| ≤ K(|x1−x′1|α1 + |x2−x′2|α2), ∀{(t, x), (t, x′)} ⊂
Π[0,T ], α1 ∈ (0, 1], α2 ∈ (1

3 , 1],K > 0 стала, незалежна вiд t, x, x′;
В) iснують неперервнi, обмеженi ∂jx1

arνj (t, x), j = 0, 1, 2, що задоволь-
няють умову Б).

Теорема. Якщо виконуються умови А), Б), то iснує фундамен-
тальна матриця розв’язкiв системи (1) E(t, x; τ, ξ), t > τ . Якщо ще
виконується умова В), то iснує фундаментальна матриця розв’яз-
кiв E∗(t, x; τ, ξ), t > τ спряженої системи до (1), при цьому
E ′(t, x; τ, ξ) = E∗(t, x; τ, ξ) i виконуються оцiнки

|∂kx1
E(t, x; τ, ξ)| ≤ Ck(t− τ)−

4+k
2 exp{−cρ(t, x; τ, ξ)}, 0 ≤ k ≤ 2, (3)

|∂x2E(t, x; τ, ξ)| ≤ C1(t− τ)−
7
2 exp{−cρ(t, x; τ, ξ)}, (4)

де ρ(t, x; τ, ξ) = (x1 − ξ1)2(4(t − τ))−1 + 3(x2 − ξ2 + (x1 + ξ1)×
×(2(t− τ))−1)2(t− τ)−3, c, Ck, C1 сталi, що залежать вiд δ, α1, α2,
sup

Π[0,T ]

|ak(t, x)|, T та характеру неперервностi a2(t, x).
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IСНУВАННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ ГРАНИЧНИХ ЗАДАЧ
ДЛЯ НЕОДНОРIДНИХ РIВНЯНЬ IV ПОРЯДКУ

В обмеженiй областi Ω ⊂ R2 з гладкою межею ∂Ω розглянемо без-
типне диференцiальне рiвняння четвертого порядку зi сталими ком-
плексними коефiцiєнтами з ненульовою правою частиною

L(∂x)u = a0
∂4u

∂x4
1

+ a1
∂4u

∂x3
1∂x2

+ a2
∂4u

∂x2
1∂x

2
2

+ a3
∂4u

∂x1∂x3
2

+ a4
∂4u

∂x4
2

= f(x).

(1)
Для рiвняння (1) розглянемо граничну задачу:

u|∂Ω = ϕ(x), u′ν |∂Ω = ψ(x), u′′νν |∂Ω = σ, u′′′ννν |∂Ω = χ. (2)

Вважатимемо, що f ∈ Hm−4(Ω), ϕ ∈ Hm−1/2(∂Ω), ψ ∈ Hm−3/2(∂Ω),
σ ∈ Hm−5/2(∂Ω), χ ∈ Hm−7/2(∂Ω), m ≥ 4, ~ν− вектор зовнiшньої нор-
малi до ∂Ω, ai ∈ C, i = 0, 1, . . . , 4.

Основним апаратом дослiджень є метод слiдiв, асоцiйованих з опе-
ратором L (L− слiдiв).

Теорема 1. Для iснування та єдиностi розв’язку задачi Кошi
(1), (2) в просторi Соболєва Hm(Ω), m > 4, необхiдно, а у випадку
елiптичностi рiвняння (1) i достатньо, щоб L− слiди L(0)u, L(1)u,
L(2)u, L(3)u задовольняли умовам

∫

∂Ω

{
3∑

k=0

L(3−k)u ·Q(k)
ν (−ãj · x)}dsx =

∫

Ω

f(x) ·Q(−ãj · x)dx,

для довiльного полiнома Q ∈ C[z], j = 1, 2, 3, 4.
Зокрема, у доповiдi йтиметься про застосування теореми 1 у випад-

ку одиничного круга K i отримання за допомогою цього теореми
iснування розв’язку граничної задачi з трьома крайовими умовами
за умови належностi граничних функцiй деяким ваговим просторам
Соболєва Hs

ρ(∂K).
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ПРО ЗАДАЧУ КОШI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ
У ЧАСТКОВО НЕОБМЕЖЕНIЙ ОБЛАСТI З ТРIЩИНОЮ

Нехай D0 частково необмежена канонiчна область, яка мiстить
розiмкнену криву Γ, позначимо D = D0 \ Γ. Необхiдно знайти роз-
в’язок ν(x, t) задачi Кошi




L ν = ∂tν в D × (0, T ),
ν = f1 на ∂D0 × (0, T ),

Nν = f2 на ∂D0 × (0, T ),
ν(x, 0) = 0 для x ∈ D,

(1)

де L – строго елiптичний оператор другого порядку зi сталими кое-
фiцiєнтами, а N – конормальна похiдна.

У зв’язку з некоректнiстю задачi (1) застосуємо метод Ландвебе-
ра, на кожнiй iтерацiї якого необхiдно розв’язувати початково-крайо-
вi задачi Дiрiхле-Неймана. Методом Роте [1] одержимо послiдовнiсть
елiптичних задач з умовою Дiрiхле u±n = g±n1 на Γ та умовою Неймана
∂un

∂n = gn0 на ∂D0. Далi, аналогiчно до теорiї потенцiалу, на основi
послiдовностi функцiй Грiна Nn подамо розв’язок у виглядi компози-
цiї потенцiалу простого шару з густиною ϕm, потенцiалу подвiйного
шару χn по кривiй Γ з густиною [gn1] i потенцiалу простого шару ωn
по границi ∂D0 з густиною gn0:

un(x) =

n∑

m=0

∫

Γ

ϕm(y)Nn−m(x, y)ds(y) + χn(x) + ωn(x).

Пiсля використання теореми про граничний перехiд для вiдповiдних
потенцiалiв одержимо послiдовнiсть iнтегральних рiвнянь по грани-
цi трiщини Γ, подальше розв’язування яких здiйснюється методом
квадратур. Проведенi чисельнi експерименти пiдтверджують ефек-
тивнiсть розробленого методу.

1. Chapko R., Kress R. Rothe’s method for the heat equation and
boundary integral equations // J. Integral Equations Appl. – 1997.
– 9, N 1. – P. 47-70.
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ЧИСЕЛЬНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСIВ
ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ТА ТЕРМОПРУЖНОСТI В

ОБОЛОНКАХ, ПОДАТЛИВИХ НА ЗСУВ
ТА СТИСНЕННЯ

Для побудови адекватної математичної моделi процесу теплопро-
вiдностi у конструкцiях, складених з тонкостiнних елементiв, сформу-
льовано початковокрайову та вiдповiдну їй варiацiйну задачу тепло-
провiдностi у тонкому криволiнiйному шарi, яка враховує анiзотропнi
властивостi матерiалу, наявнiсть внутрiшнiх джерел тепла та змiшанi
умови теплообмiну з довкiллям. Методом Гальоркiна здiйснено напiв-
дискретизацiю останньої за просторовою змiнною товщини теплопро-
вiдного шару [1]. Для наближеного обчислення температури побудо-
вано числову схему, яка використовує апроксимацiї методу скiнчен-
них елементiв за змiнними серединної поверхнi шару та однокрокову
рекурентну схему iнтегрування в часi. Можливостi такої методики
iлюструються результатами обчислювального експерименту.

Виходячи iз спiввiдношень геометрично нелiнiйної теорiї пружнос-
тi, кiнематичних гiпотез типу Тимошенка та гiпотези Дюгамеля-Ней-
мана, побудовано рiвняння та граничнi умови крайової задачi, яка
описує стан термопружної рiвноваги гнучких iзотропних оболонок,
податливих на зсув та стиснення. Особливiстю деформацiйних спiв-
вiдношень цiєї моделi є врахування лiнiйного розподiлу компонент
тензора поворотiв за товщиною. На основi принципу Лагранжа сфор-
мульовано вiдповiдну варiацiйну задачу термопружностi оболонок.
На прикладi задачi про термопружну рiвновагу цилiндричної оболон-
ки пiд дiєю осесиметричного теплового навантаження проiлюстрова-
но ефективнiсть застосування запропонованої моделi [2].

1. Вагiн П.П., Малець Р.Б., Шинкаренко Г.А. Напiвдискретизацiя
за товщиною задачi теплопровiдностi у тонкому криволiнiйному
шарi // Математичнi студiї. – 2006. – 26, № 1. – С. 71–80.

2. Вагiн П.П., Малець Р.Б., Шинкаренко Г.А. Дослiдження термо-
напруженого стану гнучких зсувних оболонок у квазiстатично-
му наближеннi // Матем.методи та фiз.-мех. поля. – 2002. – 45,
№ 3. – С. 108-117.
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О ПОЛИНОМИАЛЬНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
ЦЕЛЫХ ТРАНСЦЕНДЕНТНЫХ ФУНКЦИЙ

Данное сообщение продолжает тематику работ автора [1,2] и ис-
пользует подход к построению шкалы роста целых функций, пред-
ложенный М.Н.Шереметой [3]. Приведем один из полученных ре-
зультатов. Функция f, аналитическая в конечной односвязной об-
ласти G, принадлежит пространству E ′

q(G), q > 1, если ‖f‖q :=
{( ∫∫

G

|f(z)|qdσz
)1/q

, если 16q<∞; sup
z∈G

|f(z)|, если q=∞
}
<∞.

Пусть Pn – подпространство алгебраических полиномов комплекс-
ного переменного степени 6 n; Fn(f) –частная сумма n-го порядка
разложения функции f ∈ E ′

q(G) в ряд по полиномам Фабера в области

G. Обозначим через E(1)
n (f)q := inf{‖f − pn‖q : pn ∈ Pn} наилучшее

полиномиальное приближение функции f ∈ E ′
q(G); E

(2)
n (f)q := ‖f −

Fn(f)‖q, E(3)
n (f)q := ‖Fn(f) −Fn−1(f)‖q.

Теорема. Пусть выполнены условия теоремы 1 из [3] и граница
γ области G принадлежит классу Альпера. Тогда для того, чтобы
функция f ∈ E ′

q(G) была целой трансцендентной конечного обобщен-
ного порядка роста ρ(α, β) = ξ, необходимо и достаточно, чтобы

lim
n→∞

(
α(n)

/
β
(
− n−1 lnE(j)

n (f)q
))

= ξ; j = 1, 2 или 3.

1. Вакарчук С.Б. О наилучшем полиномиальном приближении це-
лых трансцендентных функций в некоторых банаховых про-
странствах. I // Укр. мат. журн. – 1994. – 46, №9. –
C. 1123–1133.

2. Вакарчук С.Б., Жир С.И. О наилучшем полиномиальном при-
ближении целых трансцендентных функций обобщенного по-
рядка // Укр. мат. журн. – 2008. – 60, №8. – С. 1011–1026.

3. Шеремета М.Н. О связи между ростом максимума модуля целой
функции и модулями коэффициентов ее степенного разложения
// Изв. вузов. Математика. – 1967. – №2. – С. 100–108.
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ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНО ЗБIЖНИЙ МЕТОД
ДЛЯ m-ТОЧКОВОЇ ЕЛIПТИЧНОЇ ЗАДАЧI

В БАНАХОВОМУ ПРОСТОРI

Розглядається нелокальна m-точкова задача

d2u

dx2
−Au = f(t), x ∈ [0, X ]

u(0) = 0,

u(1) =

m∑

k=1

αku(ξk) + u1,

(1)

де αk ∈ R, k = 1,m, 0 ≤ ξ1 ≤ · · · ≤ ξm < 1, f(t) – задана векторно-
значна функцiя зi значеннями в банаховому просторi X, u1 ∈ X.
Оператор A є сильно позитивним у банаховому просторi X .

Наближення до розв’язку задачi (1) будується використовуючи
його зображення за допомогою iнтеграла Данфорда-Кошi та Sinc-
квадратурної формули. Доведено, що таке наближення забезпечує
експоненцiальну швидкiсть збiжностi при виконаннi умови

m∑

k=1

|αk|
cosh (ξk

√
aI)

sinh
√
aI

< 1 (2)

на коефiцiєнти αk, що гарантують iснування та єдинiсть розв’зку
в банаховому просторi X . aI – параметри гiперболи, яка охоплює
спектр.

1. Gavrilyuk I.P., Makarov V.L., Sytnyk D.O., and Vasylyk V.B. Ex-
ponentially convergent method for the m-point nonlocal problem
for a first order differential equation in Banach space // Numer.
Funct. Anal. Optim. – 2010 – 31, N 1-3. – P. 1–21.

2. Gavrilyuk I.P., Makarov V.L., Vasylyk V.B. Exponentially conver-
gent approximation to the elliptic solution operator // Comput.
Methods Appl. Math. – 2006. – 6 (4). – P. 386–404.
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ON THE MUSKAT PROBLEM
WITH NONREGULAR INITIAL INTERFACE

We consider the nonlinear free boundary problem which arises in many
applications, for instance, in the filtration theory, in biology. The speci-
fic of two-phase Hele-Shaw problem (the Muskat problem) consists in
that one is the transmission problem for the elliptical equations with a
dynamic boundary condition. Moreover, in our case an unknown interface
is not regular in the initial time. In the present moment, there are a
lot of results connected with investigation of the one-phase Hele-Shaw
problem (see, corresponding papers of J. Ockendon, S. Howison, A. Fri-
edman, J. King, J. Esher, G. Simonett and others). In the particular
case for the one-phase Hele-Shaw problems the case of nonregular initial
interfaces was studied and the next result was found. If the inner angle of
the initial shape of the free boundary is enough small, then there is the
‘’waiting time” phenomenon (the vertex and the opening of the angle do
not change during some time). We find the certain sufficient conditions
on initial data for existence of a unique solution to the Muskat problem
with the ‘’waiting time” property. To this end we use the results of the
elliptic theory (Schauder method), the theory of difference equations, the
fix point theorem, and introduce the special weighted Hölder spaces.
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ПРО АСИМПТОТИЧНI ВЛАСТИВОСТI
РОЗВ’ЯЗКIВ ОДНIЄЇ ГРАНИЧНОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ

СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ

Розглядаємо систему диференцiально-функцiональних рiвнянь
нейтрального типу iз вiдхиленнями аргументу вигляду

x′(t+ 1) = Ax′(t) + F (t, x(t), x(f(t, x(t))), x′(g(t, x(t)))), (1)

де t ∈ R+ = [0; +∞), A — неособлива (n×n)-матриця, F : R+× ×Rn×
Rn × Rn → Rn, f : R+ × Rn → R+, g : R+ × Rn → R+. Для системи
рiвнянь (1) дослiджуємо структуру множини неперервно диферен-
цiйовних при t ∈ R розв’язкiв, що задовольняють умову

lim
t→+∞

[x(t+ 1) −Ax(t)] = 0. (2)

Отримано достатнi умови, при яких задача (1), (2) має сiм’ю непе-
рервно диференцiйовних i обмежених при t ∈ R+ (разом iз першою
похiдною) розв’язкiв x(t) = x(t, ϕ(t)), похiднi яких задовольняють
умову Лiпшиця

|x′(t) − x′(s)| ≤ l|t− s|,
де l — додатна стала, t, s ∈ R+, i якi задовольняють умову

lim
t→+∞

x(t) = 0,

також запропоновано метод побудови таких розв’язкiв.

1. Пелюх Г. П. Об асимптотических свойствах решений систем
нелинейных дифференциально-функциональных уравнений //
Дифференциальные уравнения. – 2003. – 39, №1. – C. 45–49.

2. Вельгач А.В. Асимптотичнi властивостi розв’язкiв систем нелi-
нiйних диференцiально функцiональних рiвнянь нейтрального
типу // Нелiнiйнi коливання. – 2009. – 12, №1. – С. 277–289.
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АПОСТЕРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ ОДНОЙ
КОНЕЧНО–ЭЛЕМЕНТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ

Рассматривается метод Сьяле–Равьярта [1] аппроксимации сме-
шанным методом конечных элементов задачи Дирихле для бигар-
монического оператора на многоугольнике Ω. Метод порождает сле-
дующую конечно–элементную аппроксимацию краевой задачи. Для
f ∈ L2(Ω) найти такие (uh, ph) ∈ S2,0

0 (Th) × S2,0(Th), что
∫

Ω

phphdx =

∫

Ω

∇uh · ∇phdx ∀ph ∈ S2,0(Th), (1)

∫

Ω

∇ph · ∇uhdx =

∫

Ω

fuhdx ∀uh ∈ S2,0
0 (Th), (2)

где
S2,0(Th) = {uh ∈ C0(Ω) : uh|K ∈ P2(K) ∀K ∈ Th}

— пространство непрерывных сплайнов степени 2 и

S2,0
0 (Th) = {uh ∈ S1,0

0 (Th) : uh = 0 на ∂Ω}.

Здесь uh аппроксимирует решение u краевой задачи, а ph приближает
p = ∆u.

На основании невязки решения конечно–элементной аппроксима-
ции (1)–(2) построен апостериорный оценщик [2]. Получены апосте-
риорные оценки сверху погрешности дискретного решения.

1. Ciarlet P., Raviart P. A Mixed Finite Element Method for the Bi-
harmonic Equation // Symposium on Mathematical Aspects of Fi-
nite Elements in Partial Differential Equations. – New York: Aca-
demic Press, 1974. – P. 125–143.

2. Ainsworth M., Oden J. T. A posteriori error estimation in finite
element Analysis. – Jonh Wiley & Sons, 2000. – 240 p.
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УЗАГАЛЬНЕНI ВЛАСНI ВЕКТОРИ ЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ ОПЕРАТОРIВ

Розглядається питання про побудову бiортогональної системи пiд-
системи власних векторiв деяких лiнiйних диференцiальних операто-
рiв в гiльбертовому просторi, система власних векторiв яких є пере-
повненою. В рядi випадкiв таку бiортогональну систему можна знай-
ти в рамках поняття узагальнених власних векторiв спряженого опе-
ратора. НехайH — векторний простiр i Ω ⊆ N — непорожня множина.
Множина M(B) = {µj : j ∈ Ω} називається множиною узагальнених
власних значень лiнiйного оператора B : H → H з областю визначен-
ня D(B), якщо знайдеться така множина U(B) = {Uj : j ∈ Ω} не-
нульових елементiв Uj ∈ H , що Uk − Un ∈ D(B) i B(Uk − Un) =
µkUk − µnUn для будь-яких k ∈ Ω i n ∈ Ω. При цьому, множина U(B)
зветься множиною узагальнених власних векторiв оператора B.

Теорема. Нехай A : H → H — деякий лiнiйний оператор в ев-
клiдовому просторi H зi скалярним добутком 〈·; ·〉 : H × H → C,
областю визначення D(A), множиною звичайних власних значень
{λk : k ∈ Ω} i вiдповiдною множиною власних векторiв {vk : k ∈ Ω}.
Нехай, окрiм цього, цей оператор має спряжений в H оператор
B : H → H з ненульовою областю визначення D(B), для якого мно-
жина M(B) = {µj : j ∈ Ω}, µj := λj, є множиною узагальнених
власних значень, а U(B) = {Uj : j ∈ Ω} — вiдповiдною множиною
узагальнених власних векторiв. Тодi 〈vk;Un〉 = 0, k 6= n.

Отриманi результати застосовуються при розв’язуваннi деяких
некласичних крайових задач, породжених оператором Бесселя, якi
вперше були розглянутi О. Шавалою [1].

1. Винницький Б. В., Шавала О. В. Обмеженiсть розв’язкiв лiнiй-
ного диференцiального рiвняння другого порядку i одна крайо-
ва задача для рiвняння Бесселя // Матем. студiї. – 2008. – 30,
№1. – С. 31–41.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ ОДНОГО
КЛАССА РЕШЕНИЙ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Рассматривается система дифференциальных уравнений
{
y′i = αipi(t)ϕi+1(yi+1) (i = 1, n− 1),

y′n = αnpn(t)ϕ1(y1),
(1)

в которой αi ∈ {−1, 1} (i = 1, n), pi : [a, ω[→]0,+∞[ (i = 1, n)
– непрерывные функции, −∞ < a < ω ≤ +∞, ϕi : ∆(Y 0

i ) →]0; +∞[
(i = 1, n) – непрерывно дифференцируемые и правильно меняющиеся
при yi → Y 0

i функции порядков σi таких, что
∏n
i=1 σi 6= 1, где ∆(Y 0

i )
– некоторая односторонняя окрестность точки Y 0

i ∈ {0,±∞}.
Решение (yi)

n
i=1 системы (1), заданное на промежутке [t0, ω[⊂ [a, ω[,

будем называть Pω(Λ1, . . . ,Λn−1)-решением, если для него при
i = 1, n− 1 выполняются условия

yi(t) ∈ ∆(Y 0
i ) при t ∈ [t0, ω[, lim

t↑ω
yi(t) = Y 0

i , lim
t↑ω

yi(t)y
′
i+1(t)

y′i(t)yi+1(t)
= Λi.

Для системы (1) получены необходимые и достаточные условия
существования Pω(Λ1, . . . ,Λn−1)-решений и их асимтотические
представления. В отдельности рассматривались случаи, когда среди
чисел Λi имеются равные 0. Эти случаи требуют применения особой
методики. Для одного из таких случаев, когда m = max{i ∈ {1, . . . ,
n− 1} : Λi = 0} < n− 1, получена асимптотика при t ↑ ω :

yi(t)

ϕi+1(yi+1(t))
= Qi(t)[1 + o(1)] (i = 1, n− 1),

yn(t)

[ϕm+1(ym+1(t))]

m∏
i=1

σi

= Qn(t)[1 + o(1)],

где Qi – некоторые функции, точно определяемые через коэффици-
енты pi, i = 1, n.
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РЕКУРЕНТНЕ ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
УЗАГАЛЬНЕНИХ СИСТЕМ З МIРАМИ

Нехай на вiдрiзку [a, b] ⊂ R задана деяка скiнченна впорядкована
множина точок {xk : a = x0 < x1 < . . . < xN = b}.

Розглянемо неоднорiдну узагальнену систему вигляду

Y ′−
(
N−1∑

k=0

Ak(x)Θk+

N∑

k=1

Ckδk(x)

)
Y =

N−1∑

k=0

Rk(x)Θk+

N∑

k=1

Skδk(x), (1)

де Y = Y (x) – невiдома розмiрностi p вектор-функцiя; Θk = Θk(x) –
характеристична функцiя промiжка Ik =[xk;xk+1); δk(x)= δ(x − xk);
Ak(x) – p × p матрицi i Rk(x) – вектори розмiрностi p з елементами
iз простору C(Ik), k = 0, N − 1; Ck – дiйснi p× p матрицi, Sk – дiйснi
розмiрностi p вектори, k = 1, N .

Для системи (1) поставимо початкову умову

Y (x0) = Y0. (2)

Позначимо B̃k(x, s) – фундаментальну матрицю визначальної сис-
теми [1] на промiжку Ik i C̃k = E + Ck, де E – одинична матриця.

Теорема. Розв’язок задачi (1), (2) можна знайти за формулами

Y0(x)=B̃0(x, x0)Y0 +

∫ x

x0

B̃0(x, s)R0(s)ds, x ∈ [x0, x1), (3)

Yk(x) = B̃k(x, xk)
[
C̃kYk−1(xk) + Sk

]
+

+

∫ x

xk

B̃k(x, s)Rk(s)ds, x ∈ Ik, k = 1, N − 1, (4)

YN (xN ) = C̃NYN−1(xN − 0) + SN . (5)

1. Власiй О.О., Стасюк М.Ф., Тацiй Р.М. Структура розв’язкiв
узагальнених систем з кусково-змiнними коефiцiєнтами // Вi-
сник НУ ЛП: Фiз.-мат. науки. – 2009. – 660. – С. 34–38.
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AN INVERSE PROBLEM FOR A STRONGLY
DEGENERATE TWO-DIMENSIONAL

ANISOTROPIC PARABOLIC EQUATION

In the domain QT = {(x, y, t) : 0 < x < h, 0 < y < l, 0 < t < T } we
consider the inverse problem for the parabolic equation

ut = tβ1a1(t)uxx + tβ2a2(t)uyy + b1(x, y, t)ux + b2(x, y, t)uy+

+c(x, y, t)u+ f(x, y, t), (x, y, t) ∈ QT , (1)

with unknown coefficients a1(t), a2(t), the initial condition

u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ [0, h] × [0, l], (2)

Dirichlet boundary conditions

u(0, y, t) = µ1(y, t), u(h, y, t) = µ2(y, t), x ∈ [0, h], t ∈ [0, T ], (3)

u(x, 0, t) = ν1(x, t), u(x, l, t) = ν2(x, t), y ∈ [0, l], t ∈ [0, T ], (4)

and the local overdetermination conditions

tβ1a1(t)ux(0, y0, t) = κ1(t), 0 < y0 < l, t ∈ [0, T ], (5)

tβ2a2(t)uy(x0, 0, t) = κ2(t), 0 < x0 < h, t ∈ [0, T ]. (6)

Equation (1) is strongly degenerate, that is, it is assumed that β ≥ 1.
Similar problem for a single-dimensional heat equation has been consi-
dered in [1], for complete parabolic equation see [2].

The existence of the solution to the problem (1)–(6) is proven by
transforming the system (1)–(6) to the system of operator equations
(a1, a2, u, ux, uy) = P(a1, a2, u, ux, uy) and application of Schauder fixed
point theorem. Uniqueness of the solution is also established.

1. Ivanchov M., Saldina N. An inverse problem for strongly degenerate
heat equation // J. Inv. Ill-Posed problems. – 2006. – 14, N 5. –
P. 465–480.

2. Ivanchov M. I. and Saldina N. V. Inverse problem for a parabolic
equation with strong power degeneration // Ukrainian Mathemati-
cal Journal. – 2006. – 58, N 11. – P. 1487–1500.
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ELLIPTIC PROBLEMS IN UNBOUNDED DOMAINS

The classical theory of elliptic boundary value problems affirms that
an elliptic operator satisfies the Fredholm property if and only if the
ellipticity condition, proper ellipticity and Lopatinskii condition are sati-
sfied. This result applies for elliptic problems in bounded domains with a
sufficiently smooth boundary. It is not generally applicable for problems
in unbounded domains. In this case, the conditions above should be
completed by an additional condition formulated in terms on limiting
problems.

We develop a general theory of elliptic operators in unbounded domai-
ns. Fredholm property, solvability conditions, index, operator with a
parameter are studied for general linear elliptic boundary value problems.
These results are applied to study nonlinear elliptic problems including
topological degree and various application. These results are presented in
a recent monograph [1].

1. Volpert V. Elliptic Partial Differential Equations. Volume 1. Fred-
holm Theory of Elliptic Problems in Unbounded Domains. – Bi-
rkhäuser, Basel, 2011. – 637 p.
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НАБЛИЖЕНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ТИПОВИХ
ДВОВИМIРНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

ТЕОРIЇ ПОТЕНЦIАЛУ

Метод iнтегральних рiвнянь виявився особливо ефективним при
математичному моделюваннi окремих фiзичних явищ за умов суттєво
просторової постановки та наявностi розiмкнених граничних повер-
хонь [1,2]. Подання розв’язкiв у iнтегральному виглядi дозволяє зве-
сти початкову крайову задачу до вiдшукання певних характеристик
дослiджуваного явища, розподiлених лише по вказаних поверхнях. З
точки зору обчислювальної математики проблема зводиться до по-
будови та дослiдження наближених схем розв’язання двовимiрних
iнтегральних рiвнянь, ядра яких ускладненi рiзного характеру син-
гулярностями.

Авторами запропонована [2] чисельно-аналiтична методика роз-
в’язування iнтегральних рiвнянь зазначеного типу. Клас допустимих
поверхонь обмежується при цьому лише можливiстю їх параметрич-
ного зображення та аналiтичного обчислення вiдповiдних двовимiр-
них невласних iнтегралiв. У данiй роботi вказана методика узагаль-
нюється на достатнiй для практики клас поверхонь та передбачає
нерiвномiрну дискретизацiю областi при визначеннi шуканої фун-
кцiї. Запроваджено також спецiальнi оцiнювачi похибок, за допомо-
гою яких реалiзована процедура уточнення отримуваних наближе-
них роз-в’язкiв в околi особливих точок розiмкнених граничних по-
верхонь. Зазначенi вдосконалення знайшли своє вiдображення при
розв’язу-ваннi значної кiлькостi модельних та практично важливих
задач тео-рiї потенцiалу в електроннiй оптицi.

1. Sybil Yu.M. Three dimensional elliptic boundary value problems
for an open Lipschitz surface // Матем. студiї. – 1997. – 8, № 2. –
С. 79–96.

2. Garasym Ya.S., Ostudin B.A. On numerical approach to solve some
three-dimensional boundary value problems in potential theory
based on integral equation method // Jour. of Num. and Appl.
Math. – 2003. – №1 (88). – С. 17–28.
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ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI ТЕПЛОПРОВIДНОСТI
ДЛЯ КУСКОВО-ОДНОРIДНИХ ОБОЛОНОК ЗА

НЕОДНОРIДНИХ ПОЧАТКОВИХ
ТА КРАЙОВИХ УМОВ

При оптимiзацiї напружено-деформованого стану тонких складе-
них оболонок, якi працюють в умовах нестацiонарного нагрiву, необ-
хiдно попередньо визначити температурне поле за заданих неоднорiд-
них початкового розподiлу температури та її розподiлу на крайових
поверхнях. Алгоритм оптимiзацiї суттєво спрощується за наявностi
вiдносно нескладного аналiтичного виразу температури. В зв’язку з
цим виникає потреба в постановцi i розробцi такої методики розв’язу-
вання вiдповiдної задачi теплопровiдностi для тонкостiнних елемен-
тiв конструкцiй, яка забезпечувала б виконання цих умов.

Для отримання наближеного розв’язку задачi теплопровiдностi
при крайовiй умовi третього роду, зручного для використання в число-
вих алгоритмах оптимiзацiї, апроксимуємо розподiл температури по
товщиннiй координатi γ кубiчним полiномом, коефiцiєнти якого вира-
жаються через усередненi характеристики температурного поля по
товщинi оболонки та заданi граничнi умови.

Розв’язок задачi за неоднорiдних крайових умов першого i друго-
го роду представляємо у виглядi суми двох складових, перша з яких
визначається з рiвняння теплопровiдностi при однорiдних крайових
умовах, а друга має структуру, що задовiльняє заданим крайовим
умовам на зовнiшнiх поверхнях. Для побудови розв’язку таких част-
кових задач використовуємо схему, окреслену за умов третього роду.

За неоднорiдних початкових умов при розв’язуваннi рiвняння теп-
лопровiдностi розв’язок будуємо у виглядi суми двох складових, де
перша є розв’зком рiвняння при нульовiй початковiй умовi, а друга
є добутком початкового значення температури на функцiю exp(−τ).
Розв’язки для складових шукаємо аналогiчно до наведених (пред-
ставляючи їх вiдповiдними кубiчними полiномами).
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МЕТОДИКА ВИЗНАЧЕННЯ ОПТИМАЛЬНИХ
РЕЖИМIВ НАГРIВУ СКЛЯНИХ ТIЛ ОБЕРТАННЯ

НА ОСНОВI МЕТОДIВ ОБЧИСЛЮВАЛЬНОЇ
МАТЕМАТИКИ

Методика оптимiзацiї теплових режимiв в процесах термооброб-
ки скляних тiл обертання включає: математичну постановку вiдпо-
вiдної задачi оптимального керування; розробку числових алгори-
тмiв розв’язування складових задач, зокрема пошуку оптимального
розв’язку; програмну реалiзацiю числових алгоритмiв, комп’ютерне
моделювання i аналiз режимiв для конкретних тiл i технологiй.

Етапи математичної постановки таких задач: розробка адекватної
фiзико-математичної моделi опису фiзико-механiчних процесiв; побу-
дова вiдповiдного критерiю оптимальностi; вибiр функцiй керування,
за допомогою яких досягається екстремум функцiоналу оптимiзацiї;
формування обмежень на параметри стану i функцiї керування.

В роботi вихiдними приймаються такi математичнi моделi: термо-
пружного тiла при низькотемпературному нагрiвi-охолодженнi i в’яз-
копружного тiла при пiдвищених температурах, а за критерiй опти-
мальностi – мiнiмум часу термообробки.

За функцiю керування вибрано температуру навколишнього (зов-
нiшнього) середовища, коефiцiєнт тепловiддачi, тепловий потiк.

Розглянуто обмеження на функцiю керування, напружений стан
i обмеження на можливостi технiчних засобiв нагрiву.

Алгоритм розв’язування вiдповiдних диференцiальних рiвнянь ба-
зується на числовому методi зважених залишкiв в поєднаннi з ме-
тодом скiнчених елементiв. В алгоритмi по оптимiзацiї використано
метод параметричної оптимiзацiї.

Програмну реалiзацiю алгоритму оптимiзацiї здiйснено на основi
формування дискретних моделей розглядуваних задач з використан-
ням ключових систем рiвнянь. Розглянуто математичнi проблеми, якi
виникають при запропонованому способi оптимiзацiї.
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ДОТИЧНI ГРАНИЧНI ЗНАЧЕННЯ
ЧОТИРИГАРМОНIЙНОГО IНТЕГРАЛА ПУАССОНА

В ОДИНИЧНОМУ КРУЗI

Розглянемо задачу Дiрiхле для чотиригармонiйного рiвняння в
крузi D = {|z| < 1}: знайти в крузi D функцiю u = u(reiϕ), 0 ≤ r < 1,
0 ≤ ϕ ≤ 2π, яка є розв’язком равняння ∆4u = 0 i задовольняє такi

крайовi умови: u

∣∣∣∣
∂D

= g0,
∂u
∂n

∣∣∣∣
∂D

= g1,
∂2u
∂n2

∣∣∣∣
∂D

= g2,
∂3u
∂n3

∣∣∣∣
∂D

= g3, де

g0, g1, g2, g3 — функцiї, заданi на межi з певними властивостями, що
забезпечують iснування i єдинiсть розв’язку цiєї задачi. У випадку
одиничного круга D розв’язком вказаної задачi Дiрiхле є функцiя

u(reiϕ)= (1−r2)4
12π

π∫
−π

[(
6(1−rcos(ϕ−t))3

(r22rcos(ϕ−t)+1)4 −
3r cos(ϕ−t)(1−r cos(ϕ−t))

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)3 −

−
3
4 r cos(ϕ−t)

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)2

)
g0(eit) + 3

(
r
2 cos(ϕ−t)

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)2−

− 2(r cos(φ−t)−1)2

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)3

)
g1(eit)+3 1−r cos(ϕ−t)

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)2 g2(eit)−

− 1
r2−2r cos(ϕ−t)+1g3(eit)

]
dt.

Якщо на одиничному колi g1 = g2 = g3 = 0, то розв’язком вiдпо-
вiдної задачi Дiрiхле є чотиригармонiйний iнтеграл Пуссона

ug0(reiφ)) = (1−r2)4
12π

π∫
−π

[
6(1−r cos(ϕ−t))3

(r22r cos(ϕ−t)+1)4−

− 3r cos(ϕ−t)(1−r cos(ϕ−t))
(r2−2r cos(ϕ−t)+1)3 −

3
4 r cos(ϕ−t)

(r2−2r cos(ϕ−t)+1)2

]
g0(eit)dt.

Теорема. Iснує обмежена чотиригармонiйна функцiя p(z) в D
така, що lim

|z|→1,z∈Cθ

p(z) не iснує для всiх θ, 0 ≤ θ ≤ 2π.

1. Гембарська С.Б. Iснування тригармонiйних в крузi функцiй, якi
в кожнiй точцi не мають дотичних границь // Ряди Фур’є: тео-
рiя i застосування. Працi Iнституту математики НАН України.
– Т. 20. – К.: Iн-т математики НАН України, 1998. – С. 92–100.
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HAMILTONIAN HOMOGENEOUS SYMMETRIES
FOR LAX INTEGRABLE (1|2 + 1)-DIMENSIONAL

MATRIX SUPERSYMMETRIC SYSTEMS

On the extension G∗ ×W 2N × W̃ 2N of the dual space G∗ to the Lie
algebra G of super-integro-differential operators

A := ∂q +
∑
j<q−1 aj∂

j, j ∈ Z, q ∈ N,

aj := a0,j + a1,jDθ1 + a3,jDθ2 + a2,jDθ1Dθ2 ,

where ar,j ∈ C∞(S × Λ2
1; gl(m|n)), ar,j = ar,j(x, θ1, θ2) := a0

r,j(x) +

θ1a
1
r,j(x) + θ2a

3
r,j(x) + θ1θ2a

2
r,j(x), r = 0, 3, x ∈ S ≃ R/2πZ, ∂ := ∂/∂x,

Dθi := ∂/∂θi+θi∂/∂x, θi ∈ Λ1, i = 1, 2, Λ := Λ0⊕Λ1 being a Grassmann
algebra over the field C, the hierarchy of dynamical systems, formed by
the Lax type flows

ltp = [lp+, l], l ∈ G∗, p ∈ N, (1)

where the subscript "+"denotes a pure differential part of the correspondi-
ng operator, and the evolutions

Fk,tp = lp+Fk, F ∗
k,tp

= −(lp+)∗F ∗
k ,

Φk,tp = lp+Φk, Φ∗
k,tp

= −I(lp+)∗IΦ∗
k,

(2)

where I := diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
m

,−1, . . . ,−1︸ ︷︷ ︸
n

), of eigenfunctions Fi ∈ W =

L2(S × Λ1; Λm0 × Λn1 ), Φi ∈ W̃ := L2(S × Λ1; Λm1 × Λn0 ), and adjoint
eigenfunctions F ∗

i ∈ W , Φ∗
i ∈ W̃ , related to the eigenvalues λi ∈ Λ0,

i = 1, N , of associated spectral problem, is considered.
The coupled hierarchy (1)-(2) is shown to be Hamiltonian with respect

to the Poisson structure Θ being obtained from the tensor product of the
R-deformed Lie-Poisson bracket on G∗ with the even standard Poisson
bracket onW 2N×W̃ 2N under some Bäcklund transformation. It is proven
that the corresponding hierarchies of squared eigenfunction symmetries
are generated by the Poisson structure Θ and the natural powers of ei-
genvalues λi ∈ Λ0, i = 1, N , as Hamiltonian functions.

45



Олена Гiрняк

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка
girniakolena@gmail.com

ОПТИМАЛЬНЕ КЕРУВАННЯ В ЗАДАЧАХ
ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНИХ СИСТЕМ

КВАЗIЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

В прямокутнику Π(T ) = { (x, t) | 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T } розгляне-
мо систему гiперболiчних квазiлiнiйних рiвнянь

∂ui
∂t

+ λi(x, t, u)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u), i ∈ {1...m} , u = (u1, ..., um). (1)

Для системи (1) розглянемо початково-крайовi умови:

u(x, 0) = α(υ(x), x), x ∈ [0, l], (2)

ui(0, t) = γ+
i (t, u(0, t), υ+(t)), i ∈ Io+ = {i ∈ {1, ...,m} |λi(0, 0, 0) = 1} ,

ui(l, t) = γ−i (t, u(l, t), υ−(t)), i ∈ I l− = {i ∈ {1, ...,m} |λi(l, 0, 0) = −1} ,
де керуючi впливи υ(x), υ+(t), υ−(t) є вектор-функцiї, що задовiль-
няють обмеженням:

∫ l

0

Fi(v(x))dx = Li, i ∈ {1, ...,m} , (3)

∫ T

0

F+
i (υ+(t))dt = L+

i , i ∈ Io+,

∫ T

0

F−
i (υ−(t))dt = L−

i , i ∈ I l−. (4)

Метою задачi є оптимiзацiя функцiоналу

J(u) =

∫ l

0

ψ(u(x, T ), x)dx +

∫ ∫

ΠT

Φ(u, x, t)dxdt.

За певних умов гладкостi на вихiднi данi задачi та обмеженостi
функцiоналу, одержано умови розв’язностi задачi (1)-(4). Випадок
оптимального керування в задачах для лiнiйних та напiвлiнiйних гi-
перболiчних систем розглянуто в монографiї [1].

1. Аргучинцев А.В. Оптимальное управление гиперболическими
системами. - М.: Физматлит, 2007. – 168 с.
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СТIЙКIСТЬ ДО ЗБУРЕНЬ ФУНКЦIОНАЛЬНИХ
ГIЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБIВ

Об’єктом дослiдження є функцiональнi гiллястi ланцюговi дроби
(ГЛД)

a0 (z)

(
b0 (z) +

∞
D
k=1

N∑

ik=1

ai(k) (z)

bi(k) (z)

)−1

, (1)

де ai(k) (z), bi(k) (z) – деяка сукупнiсть функцiй визначених в областi
D ⊂ Cn, z = (z1, z2, . . . zn), i (k) ∈ Ik = {i (k) =i1i2 . . . ik : 1 ≤ ip ≤ N,
p = 1, k

}
, k = 0, 1, 2, . . .

ГЛД (1) називають абсолютно стiйким до збурень в точцi z ∈ D,
якщо для довiльного ε > 0 iснує таке δ > 0, що будь-який ГЛД

⌢
a0 (z)


⌢

b 0 (z) +
∞
D
k=1

N∑

ik=1

⌢
ai(k) (z)
⌢

b i(k) (z)




−1

(2)

елементи якого задовольняють нерiвностi
∣∣∣⌢
ai(k) (z) − ai(k) (z)

∣∣∣ < δ,
∣∣∣∣

⌢

b i(k) (z) − bi(k) (z)

∣∣∣∣ < δ, i(k) ∈ Ik, k = 0, 1, 2, . . ., збiгається, i для кож-

ного s, s = 0, 1, 2, . . ., виконуються нерiвностi

∣∣∣∣
⌢

f (s) (z) − f (s) (z)

∣∣∣∣ < ε,

де f (s) (z) ,
⌢

f (s) (z) – s-тi пiдхiднi дроби ГЛД (1), (2) вiдповiдно.
Якщо ГЛД (1) є абсолютно стiйким до збурень в кожнiй точцi z ∈

D, то область D називають областю абсолютної стiйкостi до збурень.
Побудовано областi абсолютної стiйкостi до збурень i встановлено

оцiнки похибок пiдхiдних дробiв деяких типiв функцiональних ГЛД,
зокрема, багатовимiрних регулярних C-дробiв.
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ЗРОСТАННЯ ЦIЛОЇ ФУНКЦIЇ
В ТЕРМIНАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ТИПIВ

Позначимо через A клас трансцендентних цiлих функцiй вигляду
f(z) =

∑∞
n=0 anz

n. Для f ∈ A нехай Mf (r) = {|f(z)| : |z| = r} –
максимум модуля, µf (r) = max{|an|rn : n ∈ N0} – максимальний
член, Gf (r) =

∑∞
n=0 |an|rn.

Нехай Ω – клас опуклих на R функцiй Φ таких, що Φ(x)
x → +∞,

x→ +∞. Для f ∈ A i Φ ∈ Ω покладемо

Af (Φ) = lim
r→+∞

lnµf (r)

Φ(ln r)
, Bf (Φ) = lim

r→+∞
lnMf(r)

Φ(ln r)
,

Cf (Φ) = lim
r→+∞

lnGf (r)

Φ(ln r)
, ∆(Φ) = lim

x→+∞

ln Φ′
+(x)

Φ(x)
.

Наступне твердження доповнює результати робiт [1]–[2].
Теорема. Нехай Φ ∈ Ω.
(i) Для довiльної f ∈ A правильнi нерiвностi 0 ≤ Af (Φ) ≤ Bf (Φ) ≤

Cf (Φ) ≤ min{Af (Φ) + ∆(Φ), Bf (Φ) + 1
2∆(Φ)}.

(ii) Якщо 0 ≤ A ≤ B ≤ C ≤ min{A + ∆(Φ), B + 1
2∆(Φ)}, то iснує

f ∈ A така, що Af (Φ) = A, Bf (Φ) = B, Cf (Φ) = C.
Якщо ∆(Φ) = 0, то для кожної f ∈ A правильна рiвнiсть Bf (Φ) =

Af (Φ). Цю рiвнiсть можна розглядати як формулу, за якою типBf (Φ)
можна виразити через послiдовнiсть (|an|) модулiв коефiцiєнтiв фун-
кцiї f ∈ A. У випадку ∆(Φ) > 0 таку формулу вказати не можна;
як випливає з твердження (ii) у цьому випадку iснують цiлi функцiї
f ∈ A i g ∈ A, послiдовностi модулiв коефiцiєнтiв яких спiвпадають,
однак Bf (Φ) < Bg(Φ).

1. Фiлевич П.В. Асимптотична поведiнка цiлих функцiй з винят-
ковими значеннями у спiввiдношеннi Бореля // Укр. мат.
журн. – 2001. – 53, № 4. – С. 522–530.

2. Фiлевич П.В. Зростання цiлої i випадкової цiлої функцiї // Мат.
студ. – 2008. – 30, №1. – С. 15–21.
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НАЙКРАЩА У РОЗУМIННI ОПУКЛОГО
ЛIПШИЦЕВОГО ФУНКЦIОНАЛА АПРОКСИМАЦIЯ

КОМПАКТНОЗНАЧНОГО ВIДОБРАЖЕННЯ
СКIНЧЕННОВИМIРНИМ ПIДПРОСТОРОМ ПРОСТОРУ

НЕПЕРЕРВНИХ ОДНОЗНАЧНИХ ВIДОБРАЖЕНЬ

Нехай S – метричний компакт, X – сепарабельний нормований
лiнiйний над полем комплексних чисел простiр,X∗ – простiр, спряже-
ний до X , C (S,X) – лiнiйний над полем дiйсних чисел простiр одно-
значних вiдображень g компакта S в X , неперервних на S, з нормою
‖g‖ = max

s∈S
‖g (s)‖ , K (X) – сукупнiсть всiх непорожнiх компактiв

простору X, C̃ (S,K (X)) – множина багатозначних вiдображень a
компакта S в X таких, що для кожного s ∈ S a (s) = Ks ∈ K (X) та
якi напiвнеперервнi зверху на S ,V – скiнченновимiрний пiдпростiр
простору C (S,X) , p – заданий наX опуклий лiпшiцевий функцiонал.

Задачею найкращої у розумiннi функцiонала p рiвномiрної апрок-
симацiї вiдображення a ∈ C̃ (S,K (X)) пiдпростором V будемо нази-
вати задачу вiдшукання величини

α∗
a (V ) = inf

g∈V
max
s∈S

max
y∈a(s)

p (y − g(s)) . (1)

Вiдображення g∗ ∈ V таке, що α∗
a (V ) = max

s∈S
max
y∈a(s)

p (y − g∗(s)) , буде-

мо називати екстремальним елементом для величини (1).
Теорема. Для того, щоб елемент g∗ ∈ V був екстремальним

елементом для величини (1), необхiдно i достатньо, щоб iснували
точки sj ∈ S, yj ∈ a (sj) , fj ∈ X∗ , додатнi числа ρj , 1 6 j 6 k 6

n+ 1,
k∑
j=1

ρj = 1, такi, що

Refj (yj − g∗ (sj)) − p∗ (Refj) = max
s∈S

max
y∈a(s)

p (y − g∗ (s)) , j = 1, k,

k∑

j=1

ρiRefj (g (sj)) = 0, g ∈ V.
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ПРО ЗБIЖНIСТЬ ЗАЛИШКIВ ГIЛЛЯСТОГО
ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ НЬОРЛУНДА

Вiдношення гiпергеометричних функцiй Лаурiчелли

FD(a,b; c; z)/FD(a+ 1,b + e1; c+ 1; z)

розвивається у гiллястий ланцюговий дрiб Ньорлунда

b0(z) +
∞
D
k=1

N∑

ik=1

ai(k)(z)

bi(k)(z)
,

коефiцiєнти якого визначаються за формулами

ai(k)(z) =
(a+ k)(bik + pi(k))

(c+ k − 1)(c+ k)
zik (1 − zik ), k = 1, 2, . . . ,

bi(k)(z) = 1 − a+ k

c+ k
zik −

N∑

j=1

bj + pi(k)j

c+ k
zj, k = 0, 1, 2, . . . ,

де a, b1, . . . , bN , c — комплекснi числа, причому c 6= 0,−1,−2, . . ., b =
(b1, b2, . . . , bN ), змiнна z = (z1, z2, . . . , zN) ∈ CN , мультиiндекс i(n) ∈
I = {i(k) = i1i2 . . . ik : is = 1, N, s = 1, k, k ∈ N}, i(0) = 0, pi(k) =
k−1∑
l=1

δikij + δ1ik , ei = (δ1i , δ
2
i , . . . , δ

N
i ), i = 1, N , δji – символ Кронекера.

Теорема. Heхай a, b1, . . . , bn, c – довiльнi комплекснi числа (c 6=
0,−1,−2, . . .), тодi iснує n0 = n0(a, b1, . . . , bn, c) таке, що для кожно-
го n > n0 i довiльного мультиiндексу i(n) ∈ I залишок ГЛД Ньорлун-

да Q∞
i(n)(z) =

(
bi(n)(z) +

∞
D

k=n+1

N∑
ik=1

ai(k)(z)

bi(k)(z)

)−1

рiвномiрно збiгається

всерединi областi G :=
{
z ∈ CN : |zj | < 1/8, j = 1, N

}
до функцiї

F
(N)
D (a+ n+ 1,b + ei(n+1); c+ n+ 1; z)/F

(N)
D (a+ n,b + ei(n); c+ n; z),

де ei(s) =
N∑
k=1

pi(s−1)kei, s = n, n+ 1.
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RETURNING TO THE SUBJECT OF SCHRÖDINGER
OPERATORS WITH PSEUDOPOTENTIALS

This talk is devoted to the mathematical justification of some solvable
models in quantum physics. Point interactions represent a special case
of singular perturbations, where the original operator is a differential
operator and the perturbation has support of zero measure. The formal
Hamiltonians with pseudopotentials

− d2

dx2
+
∑

αkδk(x) +
∑

βlδ
′
l(x) +

∑
γm δ

′
m(x) 〈δ′m(x), · 〉

have been used by theoretical physics from the 1930s to obtain exactly
solvable models of different physical phenomena. Here δ is the Dirac delta
function, δ(j)i (x) = δ(j)(x−xi), and αk, βl and γm are coupling constants
taking values in R. Summations are over some discrete sets of points.

Turning back to the problem of rigorous mathematical interpretati-
on of the Schrödinger operator with pseudopotentials we show that the
problem in its conventional formulation contains hidden parameters and
the choice of the correct selfadjoint operators is ambiguously determined.
Point interactions in one dimension appear naturally as boundary condi-
tions for functions from the domain of an ordinary differential operator.
In order to obtain these conditions we study the limit behaviour of the
Hamiltonians with smooth sharply localized potentials that converge to
the pseudopotentials in the sense of distributions. The results strongly
depend on the way of smooth approximations of the pseudopotentials.
Some resonant phenomena in the limit behaviour are discovered.

1. Golovaty Yu. D., Hryniv R. O. On norm resolvent convergence of
Schrödinger operators with δ′-like potentials // J. Phys. A: Math.
Theor. – 2010. – 43, No. 15. – 14 p.

2. Man’ko S. S. On δ′-like potential scattering on star graphs // J.
Phys. A: Math. Theor. – 2010. – 43, No. 44. – 14 p.
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АСИМПТОТИКА СПЕКТРА
КОНТРАСТНОЇ КОЛИВНОЇ СИСТЕМИ

В доповiдi йтиметься про спектральну крайову задачу, що вини-
кає при дослiдженнi коливних процесiв в сильно неоднорiдних мате-
рiалах. Ми моделюємо обмежене середовище, яке мiстить скiнченну
кiлькiсть легких i жорстких в стосунку до середовища включень.

Нехай Ω – обмежена область в Rn з гладкою межею ∂Ω, причому
Ω = Ω0 ∪ ω та ∂Ω ⊂ ∂Ω0. Пiдобласть Ω0 – зв’язна, а ω може мати
кiлька компонент зв’язностi ω1, . . . , ωm. Вивчаємо асимптотику влас-
них значень λε та власних функцiї uε при ε→ 0 крайової задачi

−div(aε∇uε) = λερε uε в Ω, uε = 0 на ∂Ω, (1)
де додатнi й обмеженi коефiцiєнти aε i ρε мають вигляд

aε(x) =

{
εa(x), x ∈ Ω0,
aω(x), x ∈ ω,

ρε(x) =

{
ρ(x), x ∈ Ω0,

ε2ρω(x), x ∈ ω.

Доведено, що граничний оператор, який визначає головнi члени
асимптотики, є некласичним самоспряженим розширенням операто-
ра −div(a∇· ) в L2(Ω0), асоцiйованим з крайовою задачею

−div(a∇u) = µρu в Ω0, u = 0 на ∂Ω,

u – стала на ∂ωk,
∫
∂ωk

a ∂νu ds = 0, k = 1, . . . ,m.
(2)

Тут ν – вектор нормалi на ∂ω. Для власних значень λεn задачi (1)
справедлива асимптотика λεn = εµn + o(ε) при ε → 0, де µn – власнi
значення задачi (2). Вiдповiднi власнi функцiї uε,n збiгаються в Ω0 до
власних функцiй задачi (2), а на ω їхнi границi є сталими на кожнiй
з компонент зв’язностi. Подiбнi моделi вивчали також в [1,2].

1. Yu. Golovaty, D. Gomez, M. Lobo, E. Perez. On vibrating membranes
with very heavy thin inclusions// Math. Models Methods Appl. Sci.
– 2004. – 14, N 7. – P. 987—1034.

2. N. Babych, Yu. Golovaty. Low and high frequency approximati-
ons to eigenvibrations in a medium with double contrasts // J. of
Computational and Applied Math. – 2010. – 234. – P. 1860–1867.
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ЗАДАЧА КЕРУВАННЯ
ТЕПЛОВИМ ПРОЦЕСОМ B СТЕРЖНI

В доповiдi розглядатимемо задачу керування тепловим процесом
в однорiдному стержнi I = (0, l). Мета керування – забезпечення
певного температурного режиму у фiксованiй точцi x0 стержня, а
фактично в деякому її околi. Нехай u(x, t) – температура стержня
в точцi x в момент часу t. Якщо на кiнцях стержня пiдтримують
нульову температуру i вiдсутнi зовнiшнi джерела тепла, то з часом
температура u(x0, t) падає до деякого критичного значення U∗. Тодi
вмикають зовнiшнi джерела тепла, розподiленi вдовж усього стер-
жня, щоб пiдняти температуру в точцi x0 до значення U∗, бiльшого
за U∗. В момент часу, коли u(x0, t) дорiвнює U∗, зовнiшнi джерела
вимикають. Крiм того, значення температури U∗ треба вiдновити за
час, що не перевищує деякого T > 0. Модель описуємо задачею

ut = auxx + χ(u)f(x, t), (x, t) ∈ I × R+
t ,

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ I,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ∈ R+
t ,

де функцiї ϕ та f достатньо гладкi, a > 0, а також U∗ 6 ϕ(x0) 6 U∗.
Нехай {tn(u)}∞n=1 – зростаюча послiдовнiсть моментiв, в якi вмика-
ють чи вимикають зовнiшнi джерела. Елементи цiєї послiдовностi з
непарними номерами є коренями рiвняння u(x0, t) = U∗, а з парни-
ми – u(x0, t) = U∗. Нелiнiйний функцiонал керування χ(u) дорiвнює
одиницi на кожному з iнтервалiв (t2k−1(u), t2k(u)), довжини яких не
перевищують T , i нулю поза ними. Зрозумiло, що це неявний опис
χ(u), бо моменти tn(u) наперед невiдомi i визначаються тепловим
процесом. Подiбнi моделi з iмпульсним пiдiгрiвом вивчали в [1,2].

1. Мышкис А.Д. Авторегулируемый импульсный точечный подо-
грев конечной среды // Мат. зам. – 2006. – 79, №1. – С. 35–43.

2. Chow Y., Chen Yei-Mei and Hsieh J. On a heat conduction problem
by Myshkis // J. Diff. Eq. and Appl. – 2000. – 6. – P. 309–318.
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СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНА ЗАДАЧА
ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

НА ГРАФI З РЕБРАМИ РIЗНОЇ ЖОРСТКОСТI

Нехай Γ – компактний зiрковий граф в R3, який складається з
n ребер γ1, . . . , γn зi спiльною вершиною a. Об’єднання решти вер-
шин називатимемо межею графа i позначатимемо ∂Γ. Граф моделює
систему n струн, скрiплених у спiльнiй точцi. Коливання системи
описують функцiєю u : Γ × (0, T ) → R, що є розв’язком задачi для
гiперболiчного рiвняння

∂2
t u− a(x, ε) ∂2

xu+ q(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Γ × (0, T ), (1)

u(x, 0) = ϕ(x), ∂tu(x, 0) = ψ(x), x ∈ Γ, (2)

u(x, t) = µ(t), (x, t) ∈ ∂Γ × (0, T ). (3)
З фiзичних мiркувань розв’язок u у вершинi a повинен бути неперерв-
ним uγ1(a, t) = uγ2(a, t) = · · · = uγn(a, t) та справджувати умову ба-
лансу сил натягу

(
∂γ1u+ ∂γ2u+ · · ·+ ∂γnu

)
(a, t) = 0, де t ∈ (0, T ). Тут

uγk
– звуження функцiї u на ребро γk, а ∂γk

u(a, ·) – значення похiдної
за просторовою змiнною у вершинi a вздовж ребра γk в напрямку
вiд цiєї вершини. Коефiцiєнт жорсткостi a(x, ε) є додатним на Γ для
кожного ε > 0, але може стати нульовим при ε = 0 на усiх чи частинi
ребер графа. Крiм того, швидкiсть виродження a(x, ε) при ε → 0 на
рiзних ребрах може вiдрiзнятися.

Вiдомо [1, 2], що при кожному ε > 0 iснує єдиний розв’язок uε
задачi (1)–(3). Ми ж вивчаємо асимптотику uε при ε → 0. За умов
гладкостi даних задачi побудованi повнi розвинення стосовно степенiв
малого параметру ε таких розв’язкiв для рiзних випадкiв виродження
коефiцiєнта a(x, ε) та доведена їхня асимптотична коректнiсть.

1. Ali-Mehmeti F. Nonlinear waves in networks. – Academie-Verlag,
1994. – 173 pp.

2. Покорный Ю. В., Прядиев В. Л., Боровских А. В. Волновое
уравнение на пространственной сети // Доклады РАН. – 2003.
– 388, № 1. – С. 16–18.
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СИСТЕМИ СИНГУЛЯРНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ ЗI ЗЛIЧЕННОЮ

КIЛЬКIСТЮ „МАЙЖЕ РОЗВ’ЯЗКIВ“

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь виду

xy′k = yk + x

( n∑

j=1

akjfj
(
y′j
)

+ ak

)
+ Fk (x, y1, ..., yn, y

′
1, ..., y

′
n) ,

k = 1, n. (1)

де det (akj)
n
k,j=1 6= 0. Позначимо через bj,ij розв’язки системи рiвнянь

n∑
j=1

akjfj(bj,ij ) = −ak, k = 1, n. Тут при кожному фiксованому j мно-

жина iндексiв ij злiченна, fj ∈ C3
(
|y′j − bj,ij | ≤ r

)
, r > 0, j = 1, n.

Припустимо також, що функцiя yj = bj,ijx, де j = 1, n, є “майже
розв’язком” системи (1) при x→ +0, тобто

Φk(x) = Fk(x, b1i1x, ..., bninx, b1i1 , ..., bnin) = O(x2), x→ 0,
Φk(x) 6= 0, k = 1, n.
Введемо новi змiннi за формулами

yk = bkikx(1 + Yk), Yk(0) = 0, y′k = bkik (1 + Sk), Sk(0) = 0. (2)

Пiсля пiдстановки (2) в систему (1) одержимо систему рiвнянь,
яка визначає неявнi функцiї Sk = ωk(x, Y1, ..., Yn), ωk(0, ..., 0) = 0
(умови iснування неявних функцiй вважаємо виконаними). Тодi з
спiввiдношень (2), скориставшись для Sk формулою Тейлора, одержи-
мо систему рiвнянь виду

xY ′
k = −Yk +

n∑
j=1

CkjYj +Dkx+R2k(x, Y1, Y2, ..., Yn), k = 1, n.

Одержано достатнi умови iснування хоча б одного або безлiчi
розв’язкiв цiєї системи, що задовольняють умову√
V (Y1(x), ..., Yn(x)) < δφ(x), де x ∈ (0; ∆], V – функцiя Ляпунова,

φ(+0) = 0, φ ∈ C1(0; ∆], φ′(x) > 0, δ – велика, а ∆ > 0 – мала додатнi
сталi.
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НИЗЬКОЧАСТОТНА АСИМПТОТИКА СПЕКТРА
ЖОРСТКОЇ ЗАДАЧI НА ГЕОМЕТРИЧНОМУ ГРАФI

Жорсткими називають крайовi задачi, в яких коефiцiєнти при
старших похiдних у диференцiальному виразi мають суттєво рiзний
порядок на рiзних частинах областi. Нехай Γ – зв’язний скiнченний
геометричний граф в R3, який складається з двох пiдграфiв Γ1 i Γ2,
що перетинаються у вершинах {a1, . . . , al}; Γ2 – зв’язний (це несут-
тєво). На Γ розглянуто жорстку спектральну задачу для оператора
Lεuε ≡ (pεu

′
ε)

′ +λερuε, де ε – малий параметр; pε = 1 на Γ1 i pε = ε на
Γ2; λε – спектральний параметр; ρ – гладка додатна функцiя на ре-
брах Γ; умови закрiплення (Дiрiхле) наявнi лише у деяких вершинах
пiдграфа Γ2. В механiцi жорсткi задачi описують власнi коливання
пружних струнних сiток, якi виготовленi з матерiалiв iз суттєво рi-
зною жорсткiстю.

З’ясовано, що власнi значення з фiксованими номерами задачi є
неперервними функцiями параметра ε, безмежно малими при ε→ 0.
Нехай Γb – граф, одержаний з Γ2 ототожненням вершин {a1, . . . , al}
з точкою b. Показано, що в головному власнi коливання збуреної си-
стеми є плоско-паралельними рухами її жорсткiшої частини Γ1, а ам-
плiтуднi функцiї коливань менш жорсткої частини Γ2 є розв’язками
спектральної задачi на графi Γb з концентрованою масою у вершинi
b, величина якої дорiвнює масi частини Γ2. З’ясовано i обґрунтовано
пономерну збiжнiсть спектра збуреної задачi до спектра граничної,
побудовано i обґрунтовано повнi асимптотичнi розвинення простого
власного значення i власної функцiї збуреної задачi. Таку задачу для
оператора четвертого порядку на iнтервалi (модель стержня) дослi-
джено в [1], де також вивчено явище резонансу з породженими ним
високочастотними формами коливань.

1. Babych N. O., Golovaty Yu. D. Complete WKB asymptotics of high
frequency vibrations in a stiff problem // Математичнi студiї. –
2000. – 14, №1. – С. 59–72.
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RECONSTRUCTION OF LAYERED DIELECTRIC MEDIA
FROM THE AMPLITUDE

OF THE REFLECTION COEFFICIENTS

The aim of the talk is to discuss a possibility to solve the inverse
scattering problem of reconstructing a layered dielectric medium from
the known amplitude of the reflection coefficient for the electromagnetic
wave under the normal incidence. Assuming that the layers are isotropic
and the permeability of the structure is known, we recast the correspondi-
ng Maxwell system as a Schrödinger equation in impedance form, with a
piece-wise constant impedance function p involving an unknown permi-
ttivity. The problem of interest is to reconstruct p from the amplitude of
the reflected wave. The motivation for this setting is that in practice it
is much easier to measure the amplitude than the phase.

Similarly to the case of a Schrödinger operator in potential form, such
an inverse scattering problem has no unique solution, and the question
is what additional information guarantees uniqueness of reconstruction.
We prove that such additional information can be the amplitude of the
reflection coefficient of the artificially enlarged system, with one extra
layer of known characteristics added. This is an analogue of the result
in [1] established therein for potential scattering.

Further, we prove that if only the reflection amplitude and the cha-
racteristics of the first layer are known, then the dielectric system can
be unambiguously reconstructed if the layer widths are pairwise incom-
mensurable, but no uniqueness holds in general. In the case of a periodic
layer grid, we clarify the reason for such non-uniqueness and describe the
sets of “isospectral” impedance functions.

The talk is based on a joint project with Z. Nazarchuk and A. Synyav-
skyy (Physico-Mechanical Institute, Lviv).

1. Aktosun T. and Sacks P. E. Inverse problem on the line without
phase information // Inverse Problems. – 1998 – 14, № 2. – P. 211–
224.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ
ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

IЗ ЗАГАЛЬНИМ СЛАБКИМ ВИРОДЖЕННЯМ

В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T }, де
h = h(t), h(t) > 0, t ∈ [0, T ] — невiдома функцiя, розглядається обер-
нена задача визначення коефiцiєнта b = b(t) при першiй похiднiй
невiдомої функцiї в одновимiрному параболiчному рiвняннi

ut = ψ(t)a(x, t)uxx + b(t)ux + c(x, t)u + f(x, t) (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ] (3)

та iнтегральними умовами перевизначення

h(t)∫

0

u(x, t)dx = µ3(t), t ∈ [0, T ], (4)

h(t)∫

0

xu(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ]. (5)

Вiдомо, що a = a(x, t) строго додатна функцiя, ψ = ψ(t) — монотонна
зростаюча функцiя, ψ(t) > 0, t ∈ (0, T ], ψ(0) = 0.

Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язку (b, h, u) ∈
C[0, T ] × C1[0, T ] × C2,1(ΩT ) ∩ C1,0(ΩT ), h(t) > 0, t ∈ [0, T ] задачi

(1)-(5) у випадку слабкого виродження, коли lim
t→+0

t∫

0

dτ

ψ(τ)
= 0.
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ДО ВИЗНАЧЕННЯ ПАРАМЕТРIВ
ФIЗИКО-МЕХАНIЧНИХ ПРОЦЕСIВ
У ЧАСТКОВО ПРОЗОРИХ ТIЛАХ
ЗА ТЕПЛОВОГО ОПРОМIНЕННЯ

В сучасних iнженерних конструкцiях широко використовуються
частково прозорi для теплового випромiнювання елементи, виготов-
лення чи експлуатацiя яких часто пов’язанi з дiєю теплового опромi-
нення. Така дiя проявляється в утвореннi об’ємних тепловидiленнях
у тiлi, в результатi яких виникають взаємозв’язанi тепловi i механiчнi
процеси. При цьому можуть досягатись високi рiвнi напружень, якi
можуть перевищувати допустимi i суттєво впливати на мiцнiснi та
функцiональнi параметри вiдповiдних виробiв. Тому актуальним є
дослiдження зумовленого тепловим опромiненням термонапруженого
стану частково прозорих тiл та встановлення закономiрностей їх на-
грiву з метою визначення допустимих меж параметрiв зовнiшнього
теплового опромiнення та термомеханiчного навантаження.

В роботi на основi феноменологiчної теорiї випромiнювання та
квазiстатичної термопружностi сформульовано вихiдну математичну
модель, що описує зумовленi тепловим опромiненням зв’язанi про-
цеси теплообмiну випромiнюванням, теплопровiдностi та деформа-
цiї в частково прозорих тiлах. За ключовi функцiї вибрано iнтен-
сивнiсть випромiнювання, температуру та компоненти тензора на-
пружень. Дана модель мiстить системи iнтегральних рiвнянь типу
Вольтера другого роду (для запису яких використано розв’язок рiв-
няння переносу енергiї випромiнювання), рiвняння теплопровiдностi
та спiввiдношення квазiстатичної термопружностi за вiдповiдних по-
чаткових та граничних умов, що враховують теплообмiн та силове
навантаження на поверхнях тiла. При цьому здiйснений перехiд вiд
iнтегрування по поверхнях до iнтегрування по тiлесних кутах, в якi
стягують данi поверхнi, дав змогу усунути наявнi сингулярностi в
ядрах iнтегральних рiвнянь.

При отриманнi розв’язкiв використано методи квадратур, скiнчен-
них рiзниць та iтерацiй.
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ПРО ДЕЯКI ЗАДАЧI ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ
РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ З ПОХIДНОЮ

ЗА ЧАСОМ В УМОВI СПРЯЖЕННЯ

Нехай S — замкнена поверхня в Rn, n ≥ 2, яка роздiляє Rn на двi
областi — внутрiшню D1 i зовнiшню D2, так, що Rn = D1 ∪ D2 ∪ S.
Розглянемо задачу спряження, в якiй при t > 0, x ∈ Dm, m = 1, 2,
заданi диференцiальнi рiвняння

∂u(t, x)

∂t
− 1

2

n∑

i,j=1

b
(m)
ij

∂2u(t, x)

∂xi∂xj
−

n∑

i=1

a
(m)
i (x)

∂u(t, x)

∂xi
= 0,

при t = 0 шукана функцiя u задовольняє початкову умову
u(0, x) = ϕ(x), x ∈ Rn, а при t > 0, x ∈ S — умови спряження

u(t, x−) = u(t, x+),

∂u(t, x)

∂t
+
(
l(1)(x),∇u(t, x−)

)
−
(
l(2)(x),∇u(t, x+)

)
= 0,

де b
(m)
ij (x) = b

(m)
ji (x),

n∑
i,j=1

b
(m)
ij (x)θiθj ≥ b0|θ|2, ∀x ∈ Dm, θ ∈ Rn,

b0 = const > 0, l(m)(x) =
(
l
(m)
1 (x), . . . , l

(m)
n (x)

)
, ∇ =

(
∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

)
,

(
l(m),∇u

)
=

n∑
i=1

l
(m)
i

∂u
∂xi

, а символи u(t, x−) (∇u(t, x−)) та u(t, x+)

(∇u(t, x+)) означають недотичнi границi функцiї u (градiєнта фун-
кцiї u) в точцi x ∈ S з боку множин D1 та D2 вiдповiдно.

Вiдзначимо, що сформульована задача виникає, зокрема, у тео-
рiї випадкових процесiв при вивченнi аналiтичними методами задачi
про склеювання двох дифузiйних процесiв з умовою спряження типу
Вентцеля [1]. Класичну розв’язнiсть задачi спряження отримано на-
ми методом граничних iнтегральних рiвнянь з використанням зви-
чайного потенцiалу простого шару.

1. Вентцель А.Д. О граничных условиях для многомерных диффу-
зионных процесов // Теория вероятн. и её примен. – 1959. – 4,
№2. – C. 172–185.
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ПРО IНТЕРПОЛЯЦIЙНI IНТЕГРАЛЬНI ЛАНЦЮГОВI
ДРОБИ ДЛЯ ФУНКЦIОНАЛIВ ВIД ДВОХ ЗМIННИХ

Уперше iнтерполяцiйнi iнтегральнi ланцюговi дроби (I IЛД) були
введенi у роботi [1]. Але дослiджуваний у [1] I IЛД має одну ваду: вiн
не переходить у iнтерполяцiйний ланцюговий дрiб для функцiї однiєї
змiнної, коли його аргумент та каркас континуальних вузлiв стають
тотожними сталими. Щоб позбутися цiєї вади у [2] введений новий
клас IЛД такий, щоб вiн був природним узагальненням iнтерполяцiй-
ного ланцюгового дробу.

Метою цiєї роботи є побудова та дослiдження IЛД, що iнтерполює
нелiнiйнi функцiонали вiд двох змiнних. При цьому залишається ви-
мога, щоб вузли iнтерполяцiї були континуальними за кожною змiн-
ною окремо.

Доведена теорема про визначення ядер побудованого IЛД, що є
необхiдною умовою iнтерполяцiйностi цього дробу для функцiонала
вiд двох змiнних. Достатньою умовою iнтерполяцiйностi дослiджу-
ваного IЛД є те, щоб функцiонал F (x (·) , y (·)) задовольняв правило
пiдстановки за кожною змiнною окремо.

Знайдено вигляд дослiджуваного I IЛД, коли його аргумент та
каркас континуальних вузлiв стають тотожними сталими. Доведено,
що одержаний ланцюговий дрiб є iнтерполяцiйним для функцiї вiд
двох змiнних. Слiд зауважити, що цей I IЛД вiдрiзняється вiд iнтер-
поляцiйних гiллястих ланцюгових дробiв, запропонованих у [3].

1. Михальчук Б.Р. Iнтерполяцiя нелiнiйних функцiоналiв за допо-
могою iнтегральних ланцюгових дробiв // УМЖ. – 1999. – 51,
№3. – C. 364–375.

2. Макаров В.Л., Демкiв I.I. Новий клас iнтерполяцiйних iнтег-
ральних ланцюгових дробiв // Доп. НАН України. – 2008. –
№ 11. – С. 17–23.

3. Кучмiнська Х.Й. Двовимiрнi неперервнi дроби. – Львiв: IППММ
iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, 2010. – 218 с.
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ЧАСТНЫЙ СЛУЧАЙ ИНТЕГРИРОВАНИЯ УРАВНЕНИЯ
ДЛЯ ДАВЛЕНИЯ В ТОНКОМ СЛОЕ ГАЗА

Исследуется тонкий слой газа, заключенный между двумя усечен-
ными коническими поверхностями, одна из которых может смеща-
ться в трех направлениях [1]: в осевом(ζ), радиальном(ε) и угловом(χ).
Давление в газовом слое описывается уравнением в частных произво-
дных второго порядка эллиптического типа [1]

ρ
∂

∂ρ

(
ρΘ1

∂U

∂ρ

)
sin2 ψ + ν3 ∂

∂ϕ

(
Θ2

∂U

∂ϕ

)
= 0.

Здесь U(ρ, ϕ) — квадрат безразмерного давления, а Θ1 и Θ2 — доста-
точно сложные функции ρ и ϕ. Поэтому аналитическое решение этого
уравнения при произвольных значениях ε и χ невозможно. Но при
малой несоосности эти выражения упрощаются, производные в урав-
нении можно раскрыть и искать решение в виде функционального
ряда, в котором остаются только члены нулевого и первого порядка
относительно ε и χ: U(ρ, ϕ) = R0 +R1 cosϕ.

В результате получим систему двух обыкновенных дифференци-
альных уравнений, каждое из которых является уравнением второго
порядка относительно функций R0(ρ) и R1(ρ). Интегрирование этой
системы дает общее решение исходного уравнения в виде

U(ρ, ϕ) = a01 + a02 ln ρ+ (a11ρ
σ + a12ρ

−σ − 3χΛa02ρ) cosϕ.

Константы a01, a02, a11 и a12 должны определяться из краевых усло-
вий конкретной задачи, а величины σ и Λ зависят от параметров
конструкции.

1. Деркач Н.А. Теория и расчет осесимметричных подвесов при
наличии осевых, радиальных и нутационных смещений подви-
жного элемента // Всесоюзная школа-семинар: Тезисы докла-
дов. – Ростов-на-Дону, 1990.
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ПРО РОЗВ’ЯЗКИ ОДНОГО IНТЕГРАЛЬНОГО
РIВНЯННЯ ТИПУ ВIНЕРА-ХОПФА

У КУТОВIЙ ОБЛАСТI

Позначимо через E2 [C (α;β)] простiр функцiй, аналiтичних в
C (α;β) = {z : α < arg z < β}, для яких

sup
ϕ∈(α;β)

+∞∫

0

|f(reiϕ|2dr < +∞.

Розглядається рiвняння

ϕ(τ) −
∫

∂C(0;π/2)

K(w − τ)ϕ(w)dw = ξ(τ), (1)

де ξ ∈ E2 [C (π/2; 2π)],K ∈ E2 [C (−π/2;π)], τ ∈ ∂C (0;π/2), а функцiя
ϕ шукається у класi E2 [C (π/2; 2π)].

Теорема. Рiвняння (1) має розв’язок ϕ ∈ E2 [C (π/2; 2π)] тодi i
тiльки тодi, коли

Q(z)

1 −K(z)
∈ E2 [C (π/2;π)] .

У цьому випадку розв’язок єдиний i визначається формулою

ϕ(w) =
1√
2π

+∞eiθ∫

0

Q(z)

1 −K(z)
e−zwdz, θ ∈ C (π/2;π) .
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IНТЕРПОЛЯЦIЯ ТЕНЗОРНИХ ДОБУТКIВ
ПРОСТОРIВ ВЕКТОРIВ

ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНОГО ТИПУ

Нехай
{
Xj, ‖.‖Xj

}J
j=1

— скiнченний набiр банахових просторiв над
полем комплексних чисел. На просторi Xj , j = 1, . . . , J, розглядаємо
необмежений замкнений лiнiйний оператор Aj : D(Aj) ⊂ Xj → Xj
iз щiльною областю визначення D(Aj). Для будь-яких чисел νj > 0,
1 ≤ pj ≤ ∞ визначимо простори цiлих векторiв експоненцiального
типу оператора Aj

Eνj
pj

(Aj) ≡




x ∈ D(Aj) : ‖x‖Eνj
pj

(Aj)
=

( ∞∑

k=0

‖Akjx‖
pj

Xj

ν
kpj

j

)1/pj

<∞




 .

Побудуємо тензорний добуток ⊗jEνj
pj (Aj) ≡ Eν1p1 (A1)⊗ . . .⊗EνJ

pJ
(AJ )

з проективною нормою

‖w‖⊗jE
νj
pj

(Aj)
= inf

w=
∑

n ⊗jx
j
n

N∑

n=1

‖x1
n‖Eν1

p1
(A1)

· . . . · ‖xJn‖EνJ
pJ

(AJ ).

Нехай 0 < νj , γj < ∞, 1 ≤ q, qj , pj, rj ≤ ∞, 0 < θ < 1. Використо-
вуючи позначення роботи [1], визначимо iнтерполяцiйнi простори

(
Eνj
pj

(Aj), Eγj
rj

(Aj)
)
θ,qj

i
(
⊗j Eνj

pj
(Aj),⊗jEγj

rj
(Aj)

)
θ,q
.

Теорема. Нехай 0 < νj , γj < ∞, 1 ≤ q, qj , pj , rj ≤ ∞, 0 < θ < 1.

Тодi при
1

q
− 1 =

J∑

j=1

( 1

qj
− 1
)

справедлива рiвнiсть

(
⊗j Eνj

pj
(Aj),⊗jEγj

rj
(Aj)

)
θ,q

= ⊗j
(
Eνj
pj

(Aj), Eγj
rj

(Aj)
)
θ,qj

.

1. Triebel H. Interpolation Theory. Function Spaces. Differential
Operators. – Berlin-Heidelberg-New York: Springer, 1995.
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ПРО ДЕЯКI ОБЛАСТI ЗБIЖНОСТI
БАГАТОВИМIРНОГО J-ДРОБУ

З НЕРIВНОЗНАЧНИМИ ЗМIННИМИ

Функцiональнi неперервнi дроби (g-дроби, J-дроби, C-дроби) вiдi-
грають важливу роль при дослiдженнi голоморфних i мероморфних
функцiй. Серед рiзноманiтних багатовимiрних узагальнень таких дро-
бiв найбiльш пристосованими до наближення функцiй багатьох змiн-
них є гiллястi ланцюговi дроби. Найпростiшими конструкцiями за
структурою аналогiчними структурi кратних степеневих рядiв є гiл-
лястi ланцюговi дроби з нерiвнозначними змiнними, зокрема, бага-
товимiрнi J-дроби з нерiвнозначними змiнними

N∑

i1=1

−a2
i(1)

bi(1) + zi1 +

i1∑

i2=1

−a2
i(2)

bi(2) + zi2 +...
+

ik−1∑

ik=1

−a2
i(k)

bi(k) + zik +...

,

де z = (z1, z2, . . . , zN) ∈ CN ; i(k) = i1, i2, . . . , ik — мультиiндекс; ai(k),
bi(k), 1 ≤ ip ≤ ip−1, 1 ≤ p ≤ k, k ≥ 1, — комплекснi сталi, причому всi
ai(k) 6= 0.

При накладаннi певних обмежень на коефiцiєнти таких дробiв до-
слiджено їх збiжнiсть у деяких областях простору CN .
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РУЙНУВАННЯ МАТЕРIАЛУ ПIД ЧАС
СТИСКУ ВЗДОВЖ ПРИПОВЕРХНЕВОЇ ДИСКОВОЇ

ТРIЩИНИ ДЛЯ МАЛИХ ЗНАЧЕНЬ ВIДСТАНЕЙ
МIЖ ВIЛЬНОЮ ПОВЕРХНЕЮ I ТРIЩИНОЮ

Розглядається просторова осесиметрична задача про руйнуван-
ня пiвплощини з приповерхневою дисковою трiщиною, що знаходи-
ться в площинi, паралельнiй до вiльної поверхнi, пiд час двохосно-
го рiвномiрного стиску вздовж площини трiщини. Для дослiдження
отриманої для такого випадку системи iнтегральних рiвнянь Фред-
гольма [1] у випадку рiвних коренiв, використовувалась методика,
побудована на основi методу Бубнова-Гальоркiна. Як системи коор-
динатних функцiй використовувались степеневi функцiї.

Для розрахункiв використовувався пакет символьної математи-
ки Wolfram Mathematica, який дозволив, використовуючи рекурентнi
спiввiдношення, аналiтично порахувати iнтеграли вiд ядер та з напе-
ред заданою гарантованою точнiстю провести необхiднi розрахунки.

Для гармонiчного потенцiалу визначено значення критичних на-
пружень та критичних скорочень для рiзних значень β = ha−1, де h
– вiдстань мiж вiльною поверхнею i площиною трiщини, a – дiаметр
трiщини. Пiдчас обчислень були отриманi результати аж до β = 10−9.

Отриманi результати показують, що вже для β = 0.05 розбiжнiсть
мiж отриманими критичними напруженнями та результатами для на-
ближених розрахункових схем [2] у випадку жорсткого закрiплення
круглої пластини буде менше 1% .

1. Guz A.N., Nazarenco V.M. Symmetric failure of the halfspace with
penny-shaped cracks in compression // Theoretical and Applied
Fracture Mechanics. – 1985. – 3. – P. 233–245.

2. Бабич И.Ю., Гузь А.Н. Трехмерная теория устойчивости стерж-
ней пластин и оболочек. – Киев: Высшая школа, 1980. – 168 с.
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ПРО СТIЙКIСТЬ МАКСИМУМА ЛIНIЙНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай D(λ) клас цiлих рядiв Дiрiхле F (z) =
∑+∞

n=0 ane
zλn , z ∈

C, де λ = (λn) – деяка послiдовнiсть така, що 0 = λ0 < λn ↑ +∞
(1 ≤ n → +∞), а D∗(λ) – клас формальних рядiв Дiрiхле таких, що
ane

xλn → 0 (n → +∞) для кожного x ∈ R, тобто, для кожного x ∈ R

iснує максимальний член µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0} < +∞.
Нехай L+ – клас додатних неперервних зростаючих до +∞ на

[0,+∞) функцiй. Через W позначимо клас функцiй w ∈ L+ таких, що∫ +∞
1 x−2w(x)dx < +∞. Для w ∈ L+, F ∈ D∗(λ), позначимо Bw(z) =∑+∞
n=0 ane

w(λn)+zλn .
Теорема 1. Нехай w ∈ L+, Bw ∈ D∗(λ) i виконується умова∫ +∞
0

t−2ln ν(t)dt < +∞, де ν(t) =
∫ t
0
ew(x)dn(x), n(x) =

∑
λn≤x 1.

Тодi спiввiдношення lnµ(σ, F ) = (1 + o(1)) lnµ(σ,Bw) виконується
при σ → +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри.

Наслiдок 1. Нехай для λ = (λn) виконується умова
∫ +∞
0 t−2 lnn(t)dt < +∞, n(t)

def
=
∑

λn≤t 1. Якщо w ∈ W i Bw ∈ D∗(λ),
то спiввiдношення lnµ(σ, F ) = (1+o(1)) lnµ(σ,Bw) виконується при
σ → +∞ зовнi деякої множини скiнченної мiри.

Ранiше в [1] твердження Теореми 1 i Наслiдку 1 було встановлено
за умови {F,B+, B−} ⊂ D(λ), i висловлювалось припущення ([1]),
що вказану умову можна замiнити на умову {F,B+, B−} ⊂ D∗(λ),
де B±(z) =

∑+∞
n=0 b

±1
n ane

zλn , а bn ∈ C такi, що ln(|bn| + |bn|−1) ≤
w(λn) (n ∈ N). Власне, зi сформулюваних теорем випливає, що це
припущення правильне.

1. Скаскiв О.Б., Тракало О.М. Про стiйкiсть максимального чле-
на цiлого ряду Дiрiхле // Укр. мат. журн. – 2005. – 57, №4. –
С. 571–576.
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ДОСЛIДЖЕННЯ НЕЛОКАЛЬНИХ ЗАДАЧ ДЛЯ
ПАРАБОЛIЧНИХ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

Еволюцiйнi рiвняння з псевдодиференцiальними операторами
(ПДО) виникають при моделюваннi рiзних реальних процесiв i ма-
ють важливi застосування [1]. С.Д. Ейдельман i Я.М. Дрiнь озна-
чили параболiчнi ПДО з негладкими символами i розпочали дослi-
дження задачi Кошi для них (див. бiблiографiю, наведену в [1]). В [1]
А.Н. Кочубей вперше трактував ПДО як гiперсингулярнi оператори i
отримав завершенi результати, її дослiджували також В.В. Городець-
кий, В.А. Лiтовченко, М.В. Федорюк, Ю.А. Дубiнський та iн.

У данiй доповiдi розвивається методика дослiдження m-точкової
(m ≥ 3) задачi для еволюцiйного рiвняння з ПДО, побудованим за не-
гладким однорiдним символом, залежним вiд часу, та крайовою умо-
вою, яка визначається узагальненою функцiєю скiнченного поряд-ку,
а саме: 1) дослiджується структура та властивостi фундаменталь-
ного розв’язку; 2) встановлюється її коректна розв’язнiсть в кла-
сi крайових умов, якi є узагальненими функцiями типу розподiлiв;
3) доведено, що розв’язокm-точкової задачi має властивiсть локалiза-
цiї (див. [2], в якiй розвинуто методику, вiдмiнну вiд [3], де m = 2).

1. Кочубей А.Н. Параболические псевдодифференциальные урав-
нения, гиперсингулярные интегралы и марковские процессы //
Изв. АН СССР. Сер. мат. – 1988. – 52, №5. – С. 909–934.

2. Дрiнь Я.М. Багатоточкова задача для еволюцiйних псевдодифе-
ренцiальних рiвнянь // Доп. НАНУ. – 2010. – №7. –
С. 7–11.

3. Городецький В.В., Дрiнь Я.М. Задача Дiрiхле для одного класу
еволюцiйних рiвнянь // Наук. вiсн. Чернiвецького ун-ту: зб. на-
ук. праць. Випуск 336–337. Математика. – Чернiвцi: Рута, 2007.
– С. 63–78.
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ЧИСЛОВЕ МОДЕЛЮВАННЯ ПРОЦЕСIВ
ТЕПЛОПРОВIДНОСТI В ЕЛЕМЕНТАХ
КОНСТРУКЦIЙ ЗА УМОВ ПОЖЕЖI

Запропоновано методику числового розв’язування нестацiонарної
задачi теплопровiдностi в елементах будiвельних конструкцiй за умов
пожежi з урахуванням температурної залежностi теплофiзичних ха-
рактеристик.

В основу покладено пiдхiд, який ґрунтується на сумiсному засто-
суваннi в межах однiєї обчислювальної схеми методу скiнченних еле-
ментiв (для апроксимацiї шуканих розв’язкiв за просторовими змiн-
ними) та рiзницевих алгоритмiв (для апроксимацiї за часом) за ви-
користання рiзних за величиною крокiв числового iнтегрування рiв-
няння теплопровiдностi за часом.

Внаслiдок проведення стандартної процедури скiнчено-елементної
дискретизацiї за просторовими змiнними у варiантi методу зважених
залишкiв, задачу теплопровiдностi зведено до системи звичайних ди-
ференцiальних рiвнянь вiдносно невiдомих значень температури у
вузлах скiнченно-елементного подiлу областi тiла. Вихiднi спiввiд-
ношення методу зважених залишкiв отримано при цьому вiдомим
способом, — домножаючи рiвняння теплопровiдностi на довiльну ва-
гову функцiю, iнтегруючи його по областi визначення i понижуючи
порядок виразiв на шукану температуру пiд iнтегралами за рахунок
використання формули Остроградського-Гауса.

Як приклад, знайдено розподiли температури у бетонних i залi-
зобетонних балках за умов пожежi. Виконано дослiдження збiжностi
i достовiрностi отриманих розв’язкiв. Наведено порiвняльний аналiз
результатiв числового моделювання з експериментальними результа-
тами, отриманими пiд час пожеж. Дослiджено вплив сталевого змi-
цнення (арматури) на перебiг процесiв теплопровiдностi у залiзобе-
тонних балках.
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АНАЛОГ СИМЕТРИЧНОГО ТЕНЗОРНОГО ДОБУТКУ
МЕТРИЧНИХ ПРОСТОРIВ

Нехай X,Y− метричнi простори з вiдмiченими точками θx та θy
вiдповiдно.

Побудуємо множину ΩX = {x1 − x2 |x1, x2 ∈ X,x1 6= x2} ∪ θx та
ΩY = {y

1
− y

2
| y1, y2 ∈ Y, y1 6= y2}∪θy, де x1, x2 ∈ spanX (формальна

лiнiйна оболонка простору X), y
1
, y

2
∈ spanY . Розглянемо простiр Σ

формальних сум
∑
i

λi(xi, yi), де (xi, yi) ∈ ΩX ×ΩY та його пiдпростiр

Σ0 =
n∑
k=1

γk(xk, θy) +
n∑
j=1

µj(θx, yj). Позначимо фактор-простiр через

Σ̃ = Σ/Σ0, а клас еквiвалентностi елемента (x, y) через x ⋄ y. Будемо
називати тензорним добутком метричних просторiв X та Y множи-
ну

X ⋄ Y = {x ⋄ y |x ∈ ΩX , y ∈ ΩY }.
Така побудова аналогу тензорного добутку для метричних просто-

рiв описана в [1]. У доповiдi розглядатиметься аналог симетричного
тензорного добутку X ⋄s Y та ⋄nsX i деякi його застосування.

1. Дубей М.В. Аналог тензорного добутку метричних просторiв.
// Науковий вiсник Чернiвецького унiверситету. Математика. –
2010. – Вип. 501. – С. 33–38.
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ОДИН СПОСIБ АПРОКСИМАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКУ
В ПРИГРАНИЧНИХ ВУЗЛАХ РIЗНИЦЕВОЇ ЗАДАЧI

ДIРIХЛЕ ДЛЯ РIВНЯННЯ ПУАССОНА

При розв’язуваннi задачi Дiрiхле для рiвняння Пуассона в прямо-
кутнiй областi використовують рiзнi наближенi методи. У данiй ро-
ботi диференцiальна задача зводиться до рiзницевої зi застосуванням
неортогонального семиточкового шаблону [1] на рiвномiрнiй сiтцi.

Для знаходження розв’язку в приграничних вузлах сiтки будуємо
iнтерполяцiйний кубiчний сплайн з дефектом 1. Невiдомi коефiцiєнти
сплайну одержуємо з умов iнтерполяцiї та умов гладкостi з’єднання
ланок сплайну [2].

Рiзницева задача розв’язується iтерацiйним методом простої iте-
рацiї, Зейделя, релаксацiї за точками та лiнiями [3]. На рiзних мо-
дельних задачах показана ефективнiсть використання запровадженої
методики.

1. Bystrytsky M. Method of building difference Laplace operators on
nonorthogonal patters // Procerdings of Kyiv Univ. – 1999. – №1.
– P. 117–129.

2. Цегелик Г.Г. Чисельнi методи: Пiдручник. – Львiв: Видавничий
центр ЛНУ iм. I. Франка, 2004. – 408 с.

3. Дудикевич А.Т., Кардаш А.I., Левицька С.М. Ефективний спо-
сiб розв’язування рiзницевої задачi Дiрiхле на семиточковому
шаблонi для рiвняння Пуассона // Оптико-електроннi iнфор-
мацiйно-енергетичнi технологiї. – 2005. – 2 (10). – С. 45–48.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ С ПРАВИЛЬНО МЕНЯЮЩИМИСЯ

НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

Рассматривается дифференциальное уравнение

y(n) =
m∑

k=1

αipi(t)
n−1∏

j=0

ϕij(y
(j)), (1)

где αi ∈ {−1; 1} (i = 1, . . . ,m), pi : [a, ω[−→]0,+∞[ (i = 1, . . . ,m)
– непрерывные функции, ϕij : △Yj −→]0,+∞[ (i = 1, . . . ,m; j =

0, . . . , n− 1) – непрерывные и правильно меняющиеся при y(j) −→ Yj
функции порядков σij , (i = 1, ...,m; j = 0, . . . , n − 1), −∞ < a <
ω ≤ +∞, △Yj – одностороняя окрестность Yj , Yj равно либо 0, либо
±∞.

Решение y уравнения (1) будем называть Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-ре-
шением, где −∞ ≤ λ0 ≤ +∞, если оно определено на промежутке
[t0, ω[⊂ [a, ω[ и удовлетворяет следующим условиям:

y(j) : [t0, ω[−→ △Yj , lim
t↑ω

y(j)(t) = Yj (j = 0, . . . , n− 1),

lim
t↑ω

[y(n−1)(t)]2

y(n)(t)y(n−2)(t)
= λ0.

При фиксированных λ0 ∈ R \
{

0, 1
2 , . . . ,

n−2
n−1

}
и k ∈ {1, . . . ,m}

получены необходимые и достаточные условия существования у урав-
нения (1) Pω(Y0, . . . , Yn−1, λ0)-решений, для которых

lim
t↑ω

pi(t)
∏n−1
j=0 ϕij(y

(j)(t))

pk(t)
∏n−1
j=0 ϕkj(y

(j)(t))
= 0 при i ∈ {1, . . . ,m} \ {k}.

Установлены также асимптотические при t ↑ ω представления для
таких решений и их производных до порядка n− 1 включительно.
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ЗОБРАЖЕННЯ СПЕКТРА АЛГЕБРИ
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАНАХОВОГО ПРОСТОРУ
У ВИГЛЯДI ФУНКЦIЙ ЕКСПОНЕНЦIАЛЬНОГО ТИПУ

Розглянемо простiр X 2
m = ⊕m1 C2 з нормою ‖x‖ =

m∑
i=1

‖xi‖, де ве-

ктор x ∈ X 2
m i xi ∈ C2. Будемо називати полiном P на просторi X 2

m

блочно-симетричним (векторно-симетричним), якщо:

P (x1, x2, . . . , xm) = P (xσ(1), xσ(2), . . . , xσ(m))

де xi ∈ C2 i σ – довiльна пiдстановка на множинi {1, 2, . . . ,m}. Позна-
чимо Pvs(X 2

m) — алгебру блочно-симетричних полiномiв на просторi
X 2
m i Mvs(X 2

m) — множину характерiв (комплексних гомоморфiзмiв)
алгебри Pvs(X 2

m).
Вiдомо (див. напр. [1]), що полiном вигляду:

Rp,qn (x, y) =
∑

i1<...<ip
j1<...<jq
ik 6=jl

xi1 . . . xipyj1 . . . yjq ,

де p, q – кiлькiсть xik i yjl вiдповiдно i p+ q = n, утворюють множину
твiрних елементiв алгебри Pvs(X 2

m).
Нехай C{t1, t2} — простiр усiх степеневих рядiв над C2. У доповiдi

буде показано, що вiдображення R(ϕ) =
m∑
k=0
p+q=k

tp1t
q
2ϕ(Rp,qn ), яке дiє з

Mvs(X 2
m) у C{t1, t2} є функцiєю експоненцiального типу з плоскими

нулями.

1. Вейль Г. Классические группы: их инварианты и представле-
ния. Государственное издательство иностранной литературы. –
М: Мир – 1973.
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ЗВ’ЯЗОК МIЖ СЛАБКОЮ ПОЛIНОМIАЛЬНОЮ
ТОПОЛОГIЄЮ ТА IСНУВАННЯМ РОЗДIЛЯЮЧОГО

ПОЛIНОМА НА БАНАХОВОМУ ПРОСТОРI

При дослiдженнi задачi про апроксимацiю неперервних функцiй
на банахових просторах (див. наприклад [1]) виникає необхiднiсть у
розглядi роздiляючих полiномiв та дослiдженнi їх властивостей.

Нагадаємо означення роздiляючого полiнома.
Означення. Нехай X є нормованим простором над полем дiй-

сних чисел R. Дiйсний полiном q : X → R називається роздiляючим
полiномом, якщо q(x) задовольняє умову:

inf
x∈X, ||x||=1

|q(x) − q(0)| > 0. (1)

Визначимо слабко полiномiальну топологiю на дiйсному банаховому
просторi X як найслабшу топологiю wP , вiдносно якої всi неперервнi
полiноми на X зi значеннями в полi R будуть неперервними. Справе-
дливою є наступна теорема.

Теорема 1. Слабко полiномiальна топологiя на дiйсному про-
сторi X збiгається з топологiєю норми тодi i тiльки тодi, коли на
X iснує роздiляючий полiном.

Добре вiдомо, що у нескiнченновимiрному банаховому просторi
одинична сфера є щiльною в одиничнiй кулi у слабкiй топологiї. На-
ступна теорема показує, що при певних умовах wP має таку ж вла-
стивiсть.

Теорема 2. Нехай X — нескiнченновимiрний дiйсний банахiв
простiр. Одинична сфера SX є щiльною в одиничнiй кулi BX у слабко
полiномiальнiй топологiї тодi i тiльки тодi, коли X не допускає
роздiляючого полiнома.

1. Kurzweil J. On approximation in real Banach spaces // Studia
Math. – 1954. – 14. – P. 214–231.
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ОПЕРАТОР МУЛЬТИПЛIКАТИВНОЇ ЗГОРТКИ В
ПРОСТОРI АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ НА

БАНАХОВIЙ АЛГЕБРI

Нехай A – банахова алгебра, B(A) – простiр обмежених лiнiйних
операторiв, Hb(A) – алгебра аналiтичних функцiй обмеженого типу
наA,Mb(A) – множина комплексних гомоморфiзмiв наHb(A), Ta – лi-
нiйний оператор множення на елемент алгебри a ∈ A, Ta ∈ B(A). Для
функцiоналiв φ, ψ ∈ H∗

b (A) означимо оператор мультиплiкативної
згортки (φ ⋆ ψ)(f) = φ(ψ(f(x · y))), f ∈ Hb(A), x, y ∈ A.

Розглянемо оператор (ΛTaφ)(f) = φ(f ◦ Ta), де f ∈ Hb(A), φ ∈
H∗
b (A). Якщо у згортцi φ⋆ψ функцiонал φ визначається як значення

функцiї у точцi (φ = δu1 , u1 ∈ A), то дана згортка запишеться в
термiнах оператора ΛTu1

φ: (φ ⋆ ψ)(f) = (ΛTu1
ψ)(f), де ψ ∈Mb(A).

Згiдно з [1] довiльний комплексний гомоморфiзм φ ∈ Mb(A) мо-
жна розглядати як послiдовнiсть елементiв un: φ = (u1, u2, . . . , un, . . .),
де un ∈ En ⊂ (⊗nsπA)∗∗ i гомоморфiзм вигляду (0, 0, . . . , 0, uk, 0, . . .)
анулюється на полiномах степеня, меншого за k. Згортка φ ⋆ ψ ∈
Mb(A) [2], тому φ ⋆ ψ = (w1, w2, . . .), wi ∈ Ei ⊂ (⊗isπA)∗∗. У доповiдi
буде розглядатися питання про те, як залежать (w1, w2, . . .) вiд φ, ψ.
Твердження 1. Нехай ψ = (0, . . . , 0, vk, 0, . . .), k > 1, T – довiльний
лiнiйний оператор з B(A), P – полiном степеня j < k. Якщо гомо-
морфiзм (ΛTψ)(P ) = δz(P ), то z = 0.
Теорема 1. Нехай φ = (u1, 0, . . .) ∈ Mb(A), ψ = (0, . . . , 0, vk, 0, . . .) ∈
Mb(A), k > 1. Тодi ΛTu1

ψ визначає гомоморфiзм вигляду

(0, . . . , 0, wk, 0, . . .).

1. Zagorodnyuk A. Spectra of Algebra of Entire Functions on Banach
Spaces // Proceedings Of The American Mathematical Society. –
2006. – 134. – С. 2559–2569.

2. Тарас О.Г. Узагальнення продовження Аренса на спектр аналi-
тичних функцiй на банаховiй алгебрi // Прикладнi проблеми
механiки i математики. – 2010. – 8. – С. 78–83.
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ПЕРIОДИЧНI РЕКУРЕНТНI ДРОБИ
ТА АЛГЕБРАЇЧНI IРРАЦIОНАЛЬНОСТI

Розглядається клас перiодичних рекурентних дробiв [1], якi слу-
гують зображенням алгебраїчних iррацiональностей вищих порядкiв.
Доводиться теорема, що є n-вимiрним узагальненням теореми Лаг-
ранжа про перiодичнi ланцюговi дроби.

1. Боднар Д.I., Заторський Р.А. Узагальнення ланцюгових дробiв
// Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2011. – 54, №1. – С. 21–24.
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ПРО IСНУВАННЯ ТА АСИМПТОТИКУ
РОЗВ’ЯЗКIВ СИНГУЛЯРНОЇ ЗАДАЧI КОШI

В доповiдi йтиметься про результати якiсного аналiзу задачi Кошi
∑

1≤i,j,k≤n
aijkt

i(x(t))j(x′(t))k + f(t, x(t), x′(t)) = 0, (1)

x(0) = 0, (2)

де i, j, k – цiлi невiд’ємнi числа , aijk – сталi, x : (0, τ) → R –
невiдома функцiя, f : D → R – неперервна функцiя, яка в деякому
сенсi є малою, D ⊂ (0, τ) × R × R.

Розв’язком задачi (1), (2) називаємо неперервно диференцiйовну
функцiю x : (0, σ] → R (0 < σ < τ), яка задовольняє диференцiальне
рiвняння (1) при всiх t ∈ (0, σ] i x(t) → 0 при t→ +0.

Для достатньо малих σ знайдено достатнi умови iснування непо-
рожньої множини розв’язкiв x : (0, σ] → R таких , що

x(t) =
m∑

k=1

cnt
k + o(tm), t→ +0,

де c1, . . . , cn – вiдомi сталi, m ≤ n. Встановлено також умови єдиностi
розв’язкiв такого вигляду для задачi Кошi (1), (2).
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ПРО ОДНУ ОЦIНКУ ЗВЕРХУ
IНТЕГРАЛА ЛАПЛАСА–СТIЛЬТ’ЄСА

Нехай x = (x1, x2, . . . , xp), y = (y1, y2, . . . , yp) ∈ Rp, тодi вживати-
мемо такi позначення

〈x, y〉 =
∑p

i=1 xiyi, |x| =
(∑p

i=1 x
2
i

) 1
2

, ‖x‖ =
p∑
i=1

|xi|, R+ = (0,+∞).

Нехай ν — злiченно-адитивна на R
p
+ мiра з необмеженим носiєм

supp ν, f(x) — довiльна невiд’ємна вимiрна функцiя на R
p
+,

ν0(0, t] = ν{x ∈ Rp : ‖x‖ < t}, t > 0. Через ν(E) позначимо ν-мiру
ν-вимiрної множини E ⊂ Rp, тобто ν(E) =

∫
E dν(x), а через Ip(ν)

– клас функцiй F : Rp → [0,+∞), зображуваних для всiх σ ∈ Rp

iнтегралом

F (σ) =

∫

R
p
+

f(x)e〈σ,x〉dν(x).

Для F ∈ Ip(ν) означимо µ∗(σ) = sup{f(x)e〈σ,x〉 : x ∈ supp ν}.
Теорема. Нехай F ∈ Ip(ν). Якщо виконується умова

∫ +∞

0

dν0(0, t]

t
< +∞,

то спiввiдношення F (s) ≤ o(µ∗(σ) lnµ∗(σ)) виконується при |σ| →
+∞, σ ∈ K\E для кожного конуса K ⊂ R

p
+ з вершиною в початку

координат O такого, що K\{O} ⊂ R
p
+, де множина E така, що

виконується

τp(E):=

∫

E∩R
p
+

dσ1 . . . dσp
|σ|p−1

< +∞.

Гiпотеза. Якщо
∫ +∞

0

dν0(0, t]

t
= +∞, то iснують функцiя F ∈

Ip(ν), вимiрна множина E ⊂ R
p
+, стала d > 0 такi, що τp(E) = +∞ i

(∀σ ∈ E) : F (s) ≥ dµ∗(σ) lnµ∗(σ).
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НЕДОТИЧНЕ ЗРОСТАННЯ IНТЕГРАЛА
ПУАССОНА-СТIЛЬТЬЄСА В ПОЛIКРУЗI

Для z ∈ Cn, n ∈ N нехай |z| = max{|zj| : 1 ≤ j ≤ n} — полiкругова
норма, Un = {z ∈ Cn : |z| < 1} — полiкруг, T n = {z ∈ Cn : |zj | = 1, 1 ≤
j ≤ n} — кiстяк. Позначимо P(z, w) =

n∏
j=1

P0(zj , wj) — кратне ядро

Пуассона, де z ∈ Un, zj = rje
iϕj , wj = eiθj , 1 ≤ j ≤ n, P0 (zj , wj) =

Re
wj+zj

wj−zj
— ядро Пуассона для одиничного круга. Функцiя P : Un →

R, визначена рiвнiстю P [dµ](z) =
∫
Tn P(z, w)dµ(w), називається iнтег-

ралом Пуассона-Стiльтьєса борелевого заряду, |µ|(T n) < +∞, де |µ| =

µ+ + µ−. Будемо казати, що µ ∈ H
(β1,...,βn)

ϕ1,...,ϕn
, βj > 0, 1 ≤ j ≤ n,

1
β∗

= 1
β1

+ . . .+ 1
βn

, якщо (0 < δ < 1)

sup |µ|
({

(eiθ1 , . . . , eiθn) ∈ T n : |θj − ϕj | ≤ δ
1

βj , 1 ≤ j ≤ n
})

≤ Cδ.

Нехай −π ≤ θj ≤ π, 0 ≤ γj ≤ π, 1 ≤ j ≤ n. Кутом Штольца в
полiкрузi Un будемо називати декартiв добуток S (θ, γ) = S (θ1, γ1)×
. . . × S (θn, γn), де S (θj , γj) — кут Штольца в одиничному крузi U j ,
який має вершину eiθj i розхил γj , 1 ≤ j ≤ n. Наступне твердження
узагальнює результат з [1].

Твердження. Нехай µ — скiнченний борелевий заряд на T n, n ∈
N, βj > 0, 1 ≤ j ≤ n, 1

β∗ = 1
β1

+ . . .+ 1
βn

> 1. Якщо µ ∈ H
(β1,...,βn)

ϕ1,...,ϕn
, то

∣∣∣∣
∫

Tn

P (z, w) dµ (w)

∣∣∣∣ ≤ O

(( n∏

j=1

∣∣zj − eiθj
∣∣

βj
n

)1− 1
β∗

)
,

z ∈ S (θ, γ) , (1 − |zj |)βj ≍ (1 − |zk|)βk , 1 ≤ j, k ≤ n.

1. Chyzhykov I. E., Zolota O. A. Sharp estimates of the growth of the
Poisson-Stieltjes integral in the polydisc // Mat. Stud. – 2010. –
34, № 2. – P. 193–196.

79



Євген Iваник, Ярослав Коляно, Оксана Сiкора

Львiвський нацiональний аграрний унiверситет
Українська академiя друкарства

informatyka@drohobych.net

МЕТОДИКА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ КРАЙОВОЇ
ЗАДАЧI ПРО ВИЗНАЧЕННЯ НЕСТАЦIОНАРНОГО

ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ В БЕЗМЕЖНIЙ
ПЛАСТИНЦI З ПРЯМОКУТНИМ ВИРIЗОМ

Тiла з розривними параметрами широко використовуються як
конструкцiйнi елементи в рiзних галузях сучасної технiки. У процесi
постановки i розв’язування задачi термопружностi, що є невiд’єм-
ною складовою задач технологiчної термомеханiки, вивчення проце-
сiв зварювання, шлiфування, наплавки, термiчної рiзки, пайки, iм-
пульсного змiцнення, шуканi функцiї (температурне поле, компонен-
ти тензора напружень i вектора пружних перемiщень) для тiл з ви-
рiзами, отворами, пазами скiнчених розмiрiв можуть бути продов-
женими на область, що включає вказану технологiчну особливiсть,
на безмежну область по одному вимiру вiдповiдно. Це дозволяє для
розглянутих тiл записати iнтегро-диференцiальнi або диференцiаль-
нi рiвняння теплопровiдностi i термопружностi з розривними i син-
гулярними коефiцiєнтами. У роботi розглянуто пiдхiд до визначення
температурного поля в безмежнiй пластинцi з прямокутним вирiзом.
Цей пiдхiд базується на використаннi узагальненої функцiї, для ви-
значення якої отримано диференцiальне рiвняння, у правiй частинi
якого мiстяться iмпульснi функцiї типу дельта-функцiї та її похiдних.
Розв’язок цього рiвняння подано в iнтегральному виглядi, яке мi-
стить двi функцiї, що є значеннями шуканої температури на краях
вирiзу. Невiдомi функцiї визначаються з iнтегральних рiвнянь типу
Вольтерра по часовiй змiннiй i типу Фредгольма за координатами, їх
розв’язок знаходиться методом послiдовних наближень, обґрунтува-
ння якого сформульовано у виглядi теореми.
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ДОСЛIДЖЕННЯ ХВИЛЬОВИХ ПРОЦЕСIВ
У ПОЛIНОМIАЛЬНИХ МОДЕЛЯХ

„РЕАКЦIЯ (РIСТ) – КОНВЕКЦIЯ (ТАКСИС) – ДИФУЗIЯ“

Моделi просторової динамiки популяцiй з таксисом описуються
рiвняннями „реакцiя (рiст) – дифузiя – конвекцiя (таксис) – крос-
дифузiя“.

У роботi розглядаються два типи моделей з таксисом: скалярне
рiвняння (1) i система двох рiвнянь (2).

Модель першого типу описує динамiку щiльностi популяцiї P (r, t):

∂P

∂t
= F (P ) +

∂

∂r

[
H(P ) + D

∂P

∂r

]
, (1)

де t – час, r – координата одновимiрного простору; функцiя F (P )
задає локальну кiнетику популяцiї, функцiя H(P ) називається iнтен-
сивнiстю таксису; D – коефiцiєнт дифузiї, який вважаємо постiйним.

Модель другого типу пояснює виникнення таксису

∂P

∂t
= F (P ) +

∂

∂r

[
D(P, S)

∂P

∂r
− Φ(P, S)

∂S

∂r

]
,

∂P

∂t
= T (P, S) +

[
µ(P, S)

∂S

∂r

]
.

(2)

Тут S(r, t) – концентрацiя атрактанта, Φ(P, S) – коефiцiєнт крос-
дифузiї, функцiя T (P, S) – описує кiнетику атрактанта, µ(P, S) – ко-
ефiцiєнт дифузiї атрактанту.

При моделюваннi динамiки щiльностi бiологiчних спiльнот на без-
межному фiзичному просторi задаємо лише функцiї P (r, 0), S(r, 0) в
областi −∞ < r < +∞.

Поставленi задачi розв’язанi методом нелiнiйної корекцiї потокiв.
Ця рiзницева схема стiйка у випадку виконання умови Куранта C =
|(ω∆t)/∆r| ≤ 1 й умови R = 2D∆t/∆r2 < 1, де ∆t, ∆r – кроки
сiтки по часовiй i просторовiй координатах вiдповiдно, а ω = const –
швидкiсть руху середовища.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНОГО
РIВНЯННЯ В ОБЛАСТI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ, ЯКА
ВИРОДЖУЄТЬСЯ В ПОЧАТКОВИЙ МОМЕНТ ЧАСУ

В областi QT ≡ {(x, t) : 0 < x < tβh(t), 0 < t < T } розглянемо
обернену задачу для параболiчного рiвняння

ut = a(t)uxx + b(x, t)ux + c(x, t)u+ f(x, t) (1)

з умовами

u(0, t) = µ1(t), u(tβh(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (2)

a(t)ux(0, t) = µ3(t), t ∈ [0, T ], (3)

tβh(t)∫

0

u(x, t)dx = µ4(t), t ∈ [0, T ], (4)

де β > 0 – задане число, (h(t), a(t), u(x, t)), a(t) > 0, h(t) > 0, t ∈
[0, T ] – невiдомi.

Замiною y =
x

h(t)
, σ = tβ задачу (1)-(4) зводимо до оберненої

задачi для параболiчного рiвняння

vσ =
σ(1−β)/β a(σ)

βh2(σ)
vyy +

βyh′(σ) + σ(1−β)/β b(yh(σ), σ)

βh(σ)
vy+

+
σ(1−β)/β

β

(
c(yh(σ), σ)v + f(yh(σ), σ)

)
, (y, σ) ∈ QT1 , (5)

яке при умовi β > 1/2 слабко вироджується.
Встановлено умови iснування та єдиностi класичного розв’язку

задачi (1)-(4). Доведення iснування розв’язку використовує теорему
Шаудера про нерухому точку цiлком неперервного оператора, а дове-
дення єдиностi – властивостi iнтегральних рiвнянь Вольтерра друго-
го роду з iнтегровними ядрами.
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ФУНДАМЕНТАЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

ТИПУ КОЛМОГОРОВА

Вважатимемо, що просторова змiнна x ∈ Rn складається зi змiн-
них xl := (xl1, ..., xlnl

) ∈ Rnl , l ∈ {1, 2, 3}, де n1 ≥ n2 ≥ n3, n1 + n2 +
n3 = n.

Розглядаються рiвняння, якi є узагальненнями класичного рiвнян-
ня дифузiї з iнерцiєю А.М. Колмогорова [1] i мають такий вигляд:

[∂t − (x,B Dx) −A(t, x, ∂x1)]u(t, x) = f(t, x),

(t, x) ∈ (0, T ] × Rn, (1)

де B – квадратна матриця порядку n з елементами з R,
Dx := col(∂x11 , ..., ∂x1n1

, ∂x21 , ..., ∂x2n2
, ∂x31 , ..., ∂x3n3

), (·, ·) – скалярний
добуток в Rn, диференцiальний вираз ∂t−A(t, x, ∂x1) є рiвномiрно па-
раболiчним у тому чи iншому сенсi за змiнними t i x.

У доповiдi робиться короткий огляд результатiв, що стосуються
побудови та вивчення властивостей фундаментальних розв’язкiв зада-
чi Кошi для рiвняння (1), а також їх рiзноманiтних застосувань.

1. Kolmogoroff A.N. Zufällige Bewegungen (Zur Theorie der Brown-
schen Bewegung) // Ann. Math. – 1934. – 35. – S. 116–117.
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ЗАДАЧI ТЕРМОПРУЖНОСТI ДЛЯ
ФЕРИТОВИХ ТIЛ ЗА ДIЇ КВАЗIУСТАЛЕНИХ

ЕЛЕКТРОМАГНIТНИХ ПОЛIВ

Вихiднi спiввiдношення для кiлькiсного опису параметрiв тепло-
вих, механiчних i електромагнiтних процесiв у феритових тiлах за
дiї квазiусталеного електромагнiтного поля (ЕМП) формулюємо за
два етапи. На першому етапi, на основi рiвнянь Максвелла для не-
рухомих електропровiдних намагнiчуваних i поляризовних середо-
вищ i статистичної моделi електромеханiчної взаємодiї поля i середо-
вища, записуємо вирази для тепловидiлень i пондеромоторних сил
через електромагнiтнi параметри. На другому етапi, використовуючи
спiввiдношення квазiстатичної або динамiчної задачi термопружно-
стi (в яких джерелами тепла та об’ємними силами є тепловидiлення i
пондеромоторнi сили), формулюємо систему рiвнянь для визначення
температури та параметрiв механiчних процесiв за заданих початко-
вих i граничних умов.

В окремих частотних дiапазонах ЕМП ферити одночасно намагнi-
чуються i поляризуються. Тому задач першого етапу вже не можна
сформулювати в класичнiй постановцi вiдносно напруженостей елек-
тричного чи магнiтного полiв. Тут виникає ряд нерозв’язаних проб-
лем математичного характеру вiдносно знаходження розв’язку таких
диференцiальних рiвнянь.

Розглянуто частковий випадок – дiю на феритове тiло помiрних
зовнiшнiх квазiусталених ЕМП високої несучої частоти, коли можна
лiнеаризувати задачу i ввести комплекснi подання векторiв поля на
основi вiдомих комплексних електромагнiтних характеристик матерi-
алу. Як приклад, дослiджено параметри фiзико-механiчних полiв для
шару з нестрикцiйного полiкристалiчного iзотропного феритового ма-
терiалу 1000НН за такої електромагнiтної дiї.
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ЗАДАЧА З НЕЛОКАЛЬНИМИ УМОВАМИ
ДЛЯ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

ЗI ЗСУВАМИ АРГУМЕНТIВ

Нехай Dp = [0, T ]×Ωp2π, причому t ∈ [0, T ], тор Ωp2π має розмiрнiсть
p ≥ 2 i x = (x1, . . . , xp) ∈ Ωp2π .

Простiр Hq(Ω
p
2π) є поповненням множини тригонометричних мно-

гочленiв
∑
k ϕke

i(k,x) за нормою ‖ϕ; Hq(Ω
p
2π)‖ =

(∑
k∈Zp k̃2q‖ϕk‖2

)1/2
,

а простiр Wq(Dp) — множини
{∑

k,r uk,re
τ(r)t+i(k,x)

}
скiнченних сум

за нормою ‖u; Wq(Dp)‖ =
(∑

(k,r)∈Zp+1(k̃2l+r2)q‖uk,r‖2
)1/2

, де q ∈ R,

τ(r) = (i2πr − lnµ)/T , ϕk ∈ Cm, uk,r ∈ Cm, k̃2 = 1 + k2
1 + . . . + k2

p,
(k, x) = k1x1 + . . .+ kpxp, ‖ · ‖— евклiдова норма у просторi Rm.

Розглядаємо нелокальну задачу для системи лiнiйних рiвнянь з
частинними похiдними зi зсунутими аргументами

∂u

∂t
= A1(D)uξ1 + · · · +AQ(D)uξQ + f, (1)

u|t=0 − µu|t=T = ϕ, (2)

де uξ позначає невiдому функцiю u = u(t, x) зi зсувом ξ ∈ Ωp2π
аргумента x, A1(D), . . . , AQ(D) — многочлени степеня l вiд змiнної
D = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp) зi сталими комплексними коефiцiєнта-
ми, що належать деякiй обмеженiй областi.

Встановлено розв’язнiсть задачi (1), (2) у шкалi просторiв
{W q(Dp)}q∈R за умови належностi функцiї f до шкали {W q(Dp)}q∈R,
а функцiї ϕ – до шкали {Hq(Ω

p
2π)}q∈R.

Дослiджено проблеми малих знаменникiв [1], якi виникають при
побудовi розв’язку задачi у виглядi ряду.

Робота пiдтримана ДФФД України (проект №41.1/004).

1. Пташник Б. Й., Iлькiв В. С., Кмiть I. Я., Полiщук В. М. Нело-
кальнi крайовi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. –
К.: Наук. думка, 2002. – 416 с.
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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА
ДЛЯ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ОПЕРАТОРНОГО

РIВНЯННЯ З ОПЕРАТОРОМ z ∂/∂z

В областi D = [0, T ]×S розглянуто двоточкову нелокальну задачу
∑

|ŝ|≤n
aŝB

s1∂s0u/∂ts0 = 0, (1)

µ∂mu/∂tm
∣∣
t=0

− ∂mu/∂tm
∣∣
t=T

= ϕm, m = 0, 1, . . . , n− 1, (2)

де S ⊂ C \ {0}, ŝ = (s0, s1), |ŝ| = s0 + s1, aŝ, µ ∈ C \ {0}, an,0 = 1,
Bu = z ∂u/∂z, z – комплексна просторова змiнна.

Нехай Hq(S) (q ∈ R) – простiр функцiй ϕ =
∑

k∈Z
ϕkz

k, який
отриманий поповненням множини скiнченних сум вигляду

∑
k ϕkz

k

за нормою ‖ϕ‖q =
(∑

k∈Z
|ϕk|2(1 + k2)

q)1/2
; Hn

q (D) (q ∈ R, n ∈ Z+)
– банаховий простiр функцiй u(t, z) таких, що похiднi ∂ru(t, z)/∂tr,
r = 0, 1, . . . , n, для кожного t ∈ [0, T ] належать просторам Hq−r(S) i
неперервнi за t у просторi Hq−r(S). Норма в просторi Hn

q (D) обчис-

люється за формулою ‖u(t, z)‖2
Hn

q (D) =
n∑
r=0

max
[0,T ]

∥∥∥
∂ru(t, z)

∂tr

∥∥∥
2

Hq−r(S)
.

Ця задача ранiше розглядалася у шкалах просторiв 2π-перiодич-
них за змiнною x = (x1, . . . , xp) функцiй u(t, x) у випадку операто-
рiв диференцiювання ∂/∂xj за дiйсними змiнними. Було показано,
що вона є некоректною за Адамаром, а її розв’язнiсть залежить вiд
оцiнки малих знаменникiв, якi виникають при побудовi розв’язкiв у
згаданих просторах. У данiй роботi задача (1), (2) вивчається у ком-
плекснiй областi змiнної z ∈ S i розв’язок шукається у вiдповiдних
просторах Hn

q (D). Встановлено умови розв’язностi задачi (1), (2) у
просторi Hn

q (D), доведено теорему iснування та єдиностi її розв’язку
для функцiй ϕm iз шкали просторiв {Hq(S)}q∈R.

1. Пташник Б.Й., Iлькiв В.С., Кмiть I.Я., Полiщук В.М. Нелокаль-
нi крайовi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. – К.:
Наук. думка, 2002. – 416 с.
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ЗАДАЧА З ОДНОРIДНИМИ ЛОКАЛЬНИМИ
ДВОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ ДЛЯ ОДНОРIДНОЇ

СИСТЕМИ РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Задачi з локальними та нелокальними двоточковими умовами за
видiленою змiнною для рiвнянь iз частинними похiдними є умовно
коректними. Розв’язнiсть таких задач пов’язана з iснуванням їх не-
тривiальних ядер, що зумовлює наявнiсть у зображеннi розв’язкiв
знаменникiв, якi можуть перетворюватися в нуль.

В областi змiнних t ∈ R, x ∈ Rs вивчається задача
[
En∂

2
t −A (∂x) ∂t −B (∂x)

]
U(t, x) = 0, (1)

U(0, x) = 0, U(h, x) = 0, (2)

де A (∂x), B (∂x) – оператор-матрицi розмiру n×n (n ∈ N), елемента-
ми яких є диференцiальнi вирази aij (∂x), bij (∂x), i, j = 1, 2, . . . , n, зi
сталими комплексними коефiцiєнтами та цiлими аналiтичними сим-
волами aij(ν), bij(ν), i, j = 1, 2, . . . , n; ν ∈ Rs, s ∈ N, U(t, x) =
col (U1(t, x), U2(t, x), . . . , Un(t, x)), h ∈ R, h > 0, 0 = col(0, 0, . . . , 0).

Для задачi (1), (2):
— встановлено умови iснування лише нульового розв’язку;
— з’ясовано умови iснування нетривiального розв’язку задачi;
— за допомогою диференцiально-символьного методу [1] вказано

конструктивний спосiб побудови нетривiальних розв’язкiв задачi для
випадку їх iснування у класi квазiполiномiв. Цi розв’язки зображено
як результати дiй диференцiальних виразiв, символами яких є квазi-
полiноми спецiального вигляду, на розв’язки класично вiдокремлено-
го вигляду системи (1).

1. Каленюк П.I., Hитребич З.М. Узагальнена схема вiдокремлен-
ня змiнних. Диференцiально-символьний метод. – Львiв: Вид-во
HУ „Львiвська полiтехнiка”, 2002. – 292 с.
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РАСПРЕДЕЛЕНИЕ РАЦИОНАЛЬНЫХ ТОЧЕК
ВБЛИЗИ ПЛОСКИХ КРИВЫХ

Задачи о распределении рациональных точек в областях евклидо-
ва пространства явились естественным развитием классических за-
дач о числе целых точек в расширяющихся областях. При этом нет
необходимости в требовании расширения размеров области. Достаточ-
но указывать верхние границы для знаменателей рациональных чи-
сел.

Пусть I = (a, b) – некоторый интервал и f(x) – функция действи-
тельного аргумента, где x ∈ I. Для достаточно большого положитель-
ного Q и 0 < µ < 1 обозначим через Af (Q, I) число рациональных

точек
(
p1
q ,

p2
q

)
с 1 ≤ q ≤ Q, принадлежащих криволинейному четы-

рехугольнику

Π =
{

(x, y) : x ∈ I, |f(x) − y| < Q−µ−1
}
.

При произвольном положительном значении εМ. Хаксли [1] полу-
чена оценка сверху Af (Q, I) < Q2−µ+ǫ для числа рациональных точек
вблизи гладкой кривой y = f (x) при ненулевой ограниченной ее кри-
визне. Оценка снизу для этой величины, полученная В. И. Берни-ком
и усиленная В. Бересневичем в [2], вместе с результатами по улучше-
нию верхней оценки [3] выглядит следующим образом:

c1Q
2−µ < Af (Q, I) < c2Q

2−µ.

Здесь c1, c2 – некоторые положительные константы.
Доказано, что нижняя оценка последнего неравенства может быть

получена без оганичения на кривизну гладкой функции y = f(x).

1. Huxley M. Area, lattice points and expоnential sums. – Oxford,
1996.

2. Бересневич В. // Докл. НАН Беларуси. – 2003. – 47. – С. 41–43.

3. Beresnevich V., Dickinson D., Velani S. // Ann. of Math. – 2007.
– 166. – N 2. – P. 367–426.
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ДО ПИТАННЯ БАЗИ БАРI

За термiнологiєю М.Крейна, база (ϕi)i∈N в гiльбертовому просторi
H , квадратично близька до деякої його ортонормованої бази (ei)i∈N,
називається базою Барi.

Розглянемо бази Барi з точки зору нестандартного аналiзу.
Означення 1. Послiдовнiсть векторiв (ϕi) в H називається ω -

лiнiйно незалежною, якщо рiвнiсть
∞∑
i=1

ciϕi = 0 можлива лише коли

всi ci одночасно рiвнi нулю.
Нехай (ϕi)i∈N – ω - лiнiйно незалежна послiдовнiсть в H , квадра-

тично близька до його ортонормованої бази (ei)i∈N i нехай (ϕ̃i)i∈N –
деяка послiдовнiсть векторiв.

Означення 2. Послiдовностi (ϕi) i (ϕ̃i) в H назвемо квадратично
скiнченно близькими (квадратично нескiнченно близькими), якщо∑
i∈N

||ϕi − ϕ̃i||2 ≪ ∞ (
∑
i∈N

||ϕi − ϕ̃i||2 ≈ 0).

ПозначимоD(ϕ1, ..., ϕn) = det((ϕi|ϕj))i,j≤n i Vn = (D(ϕ1, ..., ϕn))
1
2 .

Vn можна трактувати як об’єм паралелепiпеда, побудованого на век-
торах (ϕi)i≤n.

Наступна теорема є доповненням результату М. Крейна.
Теорема. Нехай (ϕi) – ω - лiнiйно незалежна послiдовнiсть оди-

ничних векторiв в стандартному гiльбертовому просторi H, ква-
дратично нескiнченно близька до деякої його ортонормованої бази
(ei). Тодi ∀n ∈ N Vn ≈ 1. (1)

I навпаки, нехай (ϕi)i∈N – повна ω - лiнiйно незалежна послiдовнiсть
векторiв в H, для якої має мiсце (1). Тодi (ϕi) є базою в H, квадра-
тично нескiнченно близькою до деякої його ортонормованої бази.

1. Бари Н.К. О полных системах ортогональных функций // Ма-
тем. сборник. – 1944. – 14, №1-2. – С. 51-108.

2. Lyantse V. Nearstandardness on a finite set. – Warsaw: Instytut
Mathematyczny PAN, 1997. – 63 p.
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ПРО ОБМЕЖЕНI РОЗВ’ЯЗКИ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-ФУНКЦIОНАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПУ

Для системи рiвнянь вигляду

ẋ(t+ 1) = Aẋ(t) +Bx(qt) + Cẋ(qt), (1)

де A = diag(λ1, λ2, . . . , λn), B, C — дiйснi сталi (n × n)-матрицi, q —
деяка стала (q 6= ±1), доведено таку теорему.

Теорема. Нехай виконуються умови

1) q > 1, λi > 1, i = 1, 2, . . . , n;

2) λq∗ > λ∗, 2β
l

λq∗ − λ∗
≤ ∆ < 1, де

λ∗ = min
1≤i≤n

{λi}, λ∗ = max
1≤i≤n

{λi},

β = max
{

1;
1

| lnλ∗|
}
, l = max

{
|B|; |C|

}
,

|B| = max
i

n∑

j=1

|bij |, |C| = max
i

n∑

j=1

|cij |.

Тодi система рiвнянь (1) має сiм’ю неперервно-диференцiйовних
обмежених при t ∈ R− розв’язкiв у виглядi ряду

x(t) =

∞∑

i=0

xi(t, ω(t)),

де xi(t, ω(t)), i = 0, 1, . . ., — деякi неперервно-диференцiйовнi вектор-
функцiї, що залежать вiд довiльної неперервної 1-перiодичної вектор-
функцiї ω(t).
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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА ДЛЯ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ
СИСТЕМИ КВАЗIЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

Розглядаємо видозмiнений варiант багатоточкової задачi Нiколет-
тi, у якому точки xj "рухаються"з часом вздовж деяких невiдомих
лiнiй xj = sj(t). Причому цi лiнiї також потрiбно визначати разом з
розв’язком системи.

Отже, в прямокутнику Π(T0) = {(x, t)|0 ≤ x ≤ ℓ, 0 ≤ t ≤ T0},
ℓ > 0, T0 > 0 – деякi сталi, розглядаємо систему

m∑

k=1

gik(x, t, u, v)
(∂uk
∂t

+ λi(x, t, u, v)
∂uk
∂x

)
= fi(x, t, u, v), (1)

∂vj
∂x

= qj(x, t, u, v), j ∈ {1, . . . , nv}, i ∈ {1, . . . ,m}, (2)

dsj
dt

(t) = rj(s(t), t, u(sj(t), t), v(sj(t), t)), j ∈ {1, . . . , n}, (3)

де u = (u1, . . . , um), v = (v1, . . . , vn), s = (s1, . . . , sn).
Початковi та крайовi умови для системи (1)–(3) мають вигляд

u(x, 0) = α(x), 0 ≤ x ≤ ℓ, sj(0) = cj , j ∈ {1, . . . , n}, 0 ≤ cj ≤ ℓ, (4)

ui(0, t) = γ0
i (t, u(0, t), v(0, t)), i ∈ I0

+ = {i| sgn(λi(0, 0, 0, 0)) = 1},
ui(ℓ, t) = γℓi (t, u(ℓ, t), v(ℓ, t)), i ∈ Iℓ− = {i| sgn(λi(ℓ, 0, 0, 0)) = −1}, (5)

vj(sj(t), t) = βj(t), j ∈ {1, . . . , n}. (6)

Для задачi (1)–(6) встановлено локальну коректну узагальнену
розв’язнiсть без переходу до продовженої системи, який, зазвичай,
використовують для гiперболiчних систем загального вигляду.

Такi задачi є деяким аналогом багатоточкових задач Нiколеттi та
виникають в багатьох прикладних проблемах.

91



Iван Кирчей

IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
kyrchei@lms.lviv.ua

ЯВНА ФОРМУЛА ДЛЯ НОРМАЛЬНОГО РОЗВ’ЯЗКУ
ДЕЯКОГО МАТРИЧНОГО РIВНЯННЯ

НАД ТIЛОМ КВАТЕРНIОНIВ

Позначимо через Hm×n множину всiх m × n матриць над тiлом
кватернiонiв H, а через Hm×n

r ї ї пiдмножину матриць рангу r.
Розглянемо матричне рiвняння

AX = B, (1)

де A ∈ Hm×n,B ∈ Hm×s - заданi матрицi, X ∈ Hn×s - невiдома
матриця. Позначимо A∗B =: B̂ = (b̂ij) ∈ Hn×s. Використовуючи
визначникове зображення узагальненої оберненої матрицi Мура-Пен-
роуза над тiлом кватернiонiв [1], в наступнiй теоремi одержано явну
формулу для нормального розв’язку рiвняння (1). Якщо {A,B} ∈
Hn×n
n , тодi розв’язок рiвняння (1) також володiє визначниковим зо-

браженням в рамках теорiї стовпцево-рядкових визначникiв [2].
Теорема 1. Якщо rankA = r ≤ m < n, тодi для нормального

розв’язку (з мiнiмальною Евклiдовою нормою) XLS = (xij) ∈ Hn×s

рiвняння (1) маємо

xij =

∑
β∈Jr, n{j}

cdeti

(
(A∗A) . i

(
b̂.j

))
β
β

∑
β∈Jr, n

∣∣∣(A∗A) β
β

∣∣∣
, (2)

де b̂.j є j-м стовпцем матрицi B̂ для всiх j = 1, ..., s, i = 1, ..., n.

1. Kyrchei I. I. Determinantal representations of the Moore-Penrose
inverse over the quaternion skew field and corresponding Cramer’s
rules // Linear Multilinear Algebra. – Doi: 10.1080/03081081003586
860 (Published on: 22 February 2011).

2. Kyrchei I. I. Cramer’s rule for some quaternion matrix equations
// Appl. Math. Comput. – 2010. – 217. – P. 2024-2030.
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ГРАНИЧНИЙ ГЕНЕРАТОР ВИПАДКОВОЇ ЕВОЛЮЦIЇ
З МАРКОВСЬКИМИ ПЕРЕКЛЮЧЕННЯМИ

Неперервна випадкова еволюцiя [1] задається стохастичним дифе-
ренцiальним рiвнянням

duε(t) = C(uε(t), x(t/ε))dt + σ(uε(t))dw(t), (1)

де C(u, x), u ∈ Rd, – функцiя регресiї, що залежить вiд рiвномiрно
ергодичного марковського процесу x(t), t ≥ 0 , у вимiрному фазовому
просторi станiв (X,X), w – вiнерiвський процес, ε – малий параметр
серiй [2]. Для генератора Q марковського процесу x(t), t ≥ 0, зi ста-
цiонарним розподiлом π(B), B ∈ X , визначений потенцiал R0 [1].

Лема. Генератор L
ε двокомпонентного марковського процесу

uε(t), xεt = x(t/ε), t ≥ 0, на тест-функцiях ϕε(u, x) = ϕ(u)+εϕ1(u, x),
ϕ(u) ∈ C3(Rd), має асимтотичне зображення

L
εϕε(u, x) = Lϕ(u) + εθϕ(u),

де L – граничний генератор випадкової еволюцiї (1) такий, що
Lϕ(u) = [C + S]ϕ(u), Cϕ(u) = C(u)ϕ′(u), C(u) =

∫
X π(dx)C(u, x),

Sϕ(u) = 1/2σ2(u)ϕ′′(u), ϕ1(u, x) = R0L̃ϕ(u), L̃ = L − [C(x) + S],
C(x)ϕ(u) = C(u, x)ϕ′(u), а залишковий член θϕ(u) – обмежений.

1. Korolyuk V. S., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase
Space. – World Scientific Publishing. – 2005. – 330 p.

2. Чабанюк Я.М. Процедура стохастичної апроксимацiї в ергодич-
ному середовищi Маркова // Математичнi студiї. – 2004. – 21,
№1. – C. 81–86.
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ВПЛИВ ТЕПЛОIЗОЛЬОВАНОГО ДИСКОВОГО
ВКЛЮЧЕННЯ НА РОЗПОДIЛ ХАРАКТЕРИСТИК

ТЕМПЕРАТУРНОГО ПОЛЯ

Розглядається осесиметрична задача стацiонарної теплопровiднос-
тi в R3 з тонким дисковим теплоiзольованим включенням радiуса R.
Простiр R3 вiднесемо до цилiндричної системи координат Rα, β,Rγ
i температурне поле подаємо у виглядi суми

t (α, γ) = t0 (α, γ) + T (α, γ) , (1)

де t0 (α, γ) – температурне поле у тiлi без включення, а T (α, γ) –
збурене включенням температурне поле, яке визначаємо розв’язком
рiвняння стацiонарної теплопровiдностi

α−1∂α (α∂αT ) + ∂2
γT = 2δ′ (γ)T0

∫ ∞

0

ηH (η, p)J0 (ηα) dη (2)

з пеленою теплових диполiв, де H (η, p) – твiрна функцiя, яка задає
закон розподiлу диполiв, J0 (ηα) – функцiя Бесселя першого роду,
p > 0 – параметр. Розв’язок рiвняння (2) з правою частиною

T (α, γ) = −T0signγ

∫ ∞

0

ηH (η, p) e−η|γ|J0 (ηα) dη (3)

має стрибок при переходi площини γ = 0 по нормалi до неї i обумов-
лює у цiй площинi стрибок радiальної складової вектора теплового
потоку qα (α,±0). Оскiльки диск теплоiзольований, то за поданням
(1) в областi 0 ≤ α ≤ 1 площини γ = 0 ∂γt = 0 i для визначен-
ня твiрної функцiї H (η, p) одержимо iнтегральне рiвняння першого
роду

∫ ∞

0

η2H (η, p)J0 (ηα) dη = −∂γt0 (α, 0) , 0 ≤ α ≤ 1, (4)

розв’язок якого подаємо узагальненим рядом Неймана

η2H (η, p) =

∞∑

n=0

anη
−pJ2n−p+1 (η)

з коефiцiєнтами an. Параметр p > 0 визначаємо з умови неперервно-
стi диполiв на лiнiї α = 1 i умови їх замикання на нескiнченностi.
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SMOOTHING EFFECT
FOR BOUNDARY VALUE PROBLEMS

FOR FIRST-ORDER HYPERBOLIC SYSTEMS

We consider initial-boundary problems for general linear first-order
strictly hyperbolic systems with local or nonlocal nonlinear boundary
conditions. While boundary data are supposed to be smooth, initial condi-
tions can contain distributions of any order of singularity. It is known that
such problems have a unique continuous solution if the initial data are
continuous and a delta wave solution if the initial data are strongly si-
ngular. In both cases, we say that a solution is smoothing if it eventually
becomes k-times continuously differentiable for each k. Our main result
is a criterion allowing us to determine whether or not the solution is
smoothing [1]. In particular, we prove a rather general smoothingness
result in the case of classical boundary conditions and periodic boundary
conditions.

1. Irina Kmit, Smoothing Solutions to Initial-Boundary Problems for
First-Order Hyperbolic Systems // Applicable Analysis. – 2011. –
27 pages (in print). Available at http://arxiv.org/abs/0908.2189v4.
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АЛГОРИТМИ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ СИСТЕМ ЛIНIЙ-
НИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РIВНЯНЬ З λ-МАТРИЦЯМИ

Розглядаються обчислювальнi алгоритми для розв’язування сис-
тем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

A (λ)X (λ) = b (λ) , (1)

де A (λ) – регулярна матриця порядку n×n, елементи якої – степеневi

ряди з комлексними членами ap,q (λ) =
∞∑

k=−∞
a
(k)
p,qeikλ (p = 1, 2, ..., n;

q = 1, 2, ..., n+ 1), а b – вектор
(
a1,n+1 (λ) , a2,n+1 (λ) , ..., an,n+1 (λ)

)T
.

Розв’язок шукається у виглядi вiдношення рядiв

x(λ) =

∞∑

j=−∞
eijλXj/

∞∑

j=−∞
eijλyj ,

де Xi (i = 0,±1,±2, ...) – вектори розмiрностi n, а yi (i = 0,±1, ...)
– скалярнi величини. Одержано ефективнi комп’ютернi алгоритми зi
складнiстю O(3/2n3mlog2m) для розв’язування «пiдхiдних» систем
рiвнянь породжених згортками m-го порядку .

За подiбною схемою розв’язання систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь з m-вимiрними λ-матрицями

A (λ1, λ2, ..., λm)X (λ1, λ2, ..., λm) = b (λ1, λ2, ..., λm) , (2)

де A (λ1, λ2, ..., λm) , b (λ1, λ2, ..., λm) – полiномiальнi матрицi порядку
l вiд багатьох змiнних зводиться до систем лiнiйних алгебраїчних рiв-
нянь спецiального вигляду з числовими блочними елементами. Одер-
жана оцiнка обчислювальної складностi алгоритму.

Рiвняння (1) i (2) знайшли застосування у параметричному про-
грамуваннi, у балансних моделях В.Леонтьєва, в аеродинамiчних i
медичних моделях кiсткових ткaнин [1].

1. Недашковський М. О., Ковальчук О.Я. Обчислення з λ-матри-
цями. – Київ: Наукова думка, 2007. – 294 с.
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ЧИСЛОВЕ ДОСЛIДЖЕННЯ СТРУКТУРНОГО
ТА НАПРУЖЕНОГО СТАНIВ ТОНКИХ

СТАЛЕВИХ ПЛАСТИН ЗА ОХОЛОДЖЕННЯ

Запропоновано основану на статистичних моделях нерiвноважно-
го фазового складу при охолодженнi методику числового дослiдже-
ння фазового складу i структурних залишкових напружень в тон-
костiнних виробах з низьколегованих сталей за монотонних режимiв
охолодження.

Методика мiстить три етапи: встановлення часу перебування роз-
глядуваної точки тiла в дiапазонi температур полiморфних перетво-
рень; визначення вiдсоткового вмiсту фазових складових; обчислення
значень наявних залишкових напружень. При цьому розв’язок кра-
йової задачi теплопровiдностi (перший етап) та алгоритм визначення
залишкових структурних напружень в тiлi (третiй етап) побудованi
з використанням методу скiнченних елементiв у поєднаннi з методом
зважених залишкiв.

Як приклад, поставлено i розв’язано задачу про вплив теплоне-
проникного покриття на фазовий склад i напружений стан пластини
при нагрiвi єдиним джерелом. Отримано, що вплив теплоiзоляцiї на
фазовий склад матерiалу значно менший, нiж вплив локально розпо-
дiлених джерел.

Встановлено, що iснує деяка оптимальна ширина зони iзоляцiї,
при якiй мiнiмiзується максимальний вмiст мартенситу у зонi тер-
мiчного впливу. Обговорено математичнi проблеми, якi виникають
при узагальненi методики за використання бiльш загальних моделей
опису термонапруженого стану.

97



Руслана Колiсник, Вадим Мироник, Iван Тупкало

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича
ruskol@mail.ru

ВЛАСТИВIСТЬ ЛОКАЛIЗАЦIЇ РОЗВ’ЯЗКУ
m-ТОЧКОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ ЕВОЛЮЦIЙНОГО

РIВНЯННЯ З ОПЕРАТОРОМ БЕССЕЛЯ
НЕСКIНЧЕННОГО ПОРЯДКУ

При математичному моделюваннi задач, що виникають у теорiї
перiодичних хвилеводiв, бiологiї, фiзицi ядерних реакцiй, фiзицi пла-
зми, демографiчних дослiдженнях, при вивченнi коливань рiзних си-
стем виникають нелокальнi крайовi задачi для диференцiально-опе-
раторних рiвнянь та рiвнянь з частинними похiдними. Дослiджен-
ням таких задач у рiзних аспектах займалося багато математикiв,
використовуючи при цьому рiзнi методи та пiдходи (О.О. Дезiн, В.К.
Романко, В.М. Борок, Б.Й. Пташник, М.I. Матiйчук та iн.).

У працi [1] встановлено коректну розв’язнiсть багатоточкової (m-
точкової, m ≥ 1) за t задачi для еволюцiйного рiвняння з операто-
ром Бесселя ϕ(Bν) нескiнченного порядку в класi крайових функцiй,
якi є елементами простору розподiлiв Л.Шварца S′(R), де ϕ(Bν) =
∞∑
k=0

c2k(−Bν)k, c2k = const, ∀k ∈ Z+, ν > −1/2, Bν = −d2/dx2 + (2ν +

1)x−1d/dx – оператор Бесселя. Розв’язок u(t, x) такої задачi є глад-
кою за змiнною x функцiєю, а вiдповiдну крайову умову вiн задо-
вольняє в сенсi узагальнених функцiй, тобто в слабкому розумiннi
збiжностi. Природно виникає запитання: якщо гранична узагальнена
функцiя збiгається на деякiй вiдкритiй множинi з гладкою функцiєю,
то чи буде тодi вiдбуватися локальне посилення збiжностi розв’язку
(локальна рiвномiрна або поточкова збiжнiсть розв’язку). Тут да-
ється позитивна вiдповiдь на поставлене питання: видiлено певний
клас X ′ ⊂ S′(R) крайових функцiй такий, що розв’язок m-точкової
задачi з граничною функцiєю f ∈ X ′ володiє властивiстю локального
посилення збiжностi.

1. Городецький В.В., Тупкало I.С. Багатоточкова задача для ево-
люцiйних сингулярних рiвнянь нескiнченного порядку // Нау-
ковий вiсник Чернiвецького унiверситету. Вип. 528. Математи-
ка. – Чернiвцi: Чернiвецький нац. ун-т, 2010. – С. 26–34.
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AN ANALOGUE OF LEMMA’S OF THE LOGARITHMIC
DERIVATIVE FOR MEROMORPHIC FUNCTIONS WITH

A LOGARITHMIC SINGULARITY IN ∞

For any single-valued branch w(z), z ∈ gα,β = {z : z = reiθ ,
r0 ≤ r < +∞, α ≤ θ ≤ β} of a meromorphic function with a logari-
thmic singularity in ∞ w (z) , z ∈ G = {z : r0 ≤ |z| < +∞} we define

ρα,β = lim ln+ Sα,β (r, w) / ln r, r → +∞,

where Sα,β (r, w) is Nevanlinna’s characteristics of the function w(z), z ∈
gα,β.

The value

ρ = ρ[w] = sup ρα,β, ∀α, β, −∞ < α < β < +∞

is called the order of growth of the function w (z) , z ∈ G.
Theorem. If w (z) , z ∈ G is a meromorphic function with a logari-

thmic singularity in ∞, which has finite order ρ, then
1) for any α, β, −∞ < α < β < +∞ and for single-valued branch w (z) ,
z ∈ gα,β

Bα,β

(
r,
w′

w

)
= o (1) , r → +∞;

2) there exists a set Ω, Ω ⊂ R, which has linear measure zero, such that
∀α, β ∈ R\Ω, −∞ < α < β < +∞ and for branch w (z) , z ∈ gα,β

Aα,β

(
r,
w′

w

)
= O (1) , r → +∞; ⇒

∀α, β ∈ R\Ω

Aα,β

(
r,
w′

w

)
+Bα,β

(
r,
w′

w

)
= O (1) , r → +∞.
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ПЕРIОДИЧНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ РIВНЯННЯ
ГРАВIТАЦIЙНО-ГIРОСКОПIЧНИХ ХВИЛЬ

В областi D = [0, T ] × {(x, y) ∈ R2 : 0 ≤ x, y ≤ π}, розглядається
задача

D2
t∆u + ω2D2

xu+ α2D2
yu = f(t, x, y), (1)

u |x=0, x=π = u |y=0, y=π = 0, (2)
1∑

β=0

Lβ,r

(
Dβ
t u |t=0− Dβ

t u |t=T
)

= ϕr(x, y), r = 1, 2, (3)

де ω, α, asβ,r ∈ R+, ∆ – оператор Лапласа, Lβ,r =
∑

|s|≤1 a
s
β,r

∂2|s|

∂x2s1∂y2s2
,

s = (s1, s2), |s| = s1+s2. Позначимо: χ = ‖k‖−1
√
ω2k2

1 + α2k2
2 , k ∈ N2,

‖k‖ =
√
k2
1 + k2

2 , A(k) =
∑

|s|≤1(−1)|s|k2s1
1 k2s2

2 (as0,1a
s
1,2 − as0,2a

s
1,1).

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1)–(3) в просторi
C(2,2)(D) необхiдно i досить, щоб виконувались умови χT 6= 2πn,
n ∈ Z, A(k) 6= 0, k ∈ N2.

Теорема 2. Нехай iснують сталi M1,M2 ∈ R+ i γ1, γ2 ∈ N такi,
що для всiх (крiм скiнченного числа) векторiв k ∈ N2 виконуються
нерiвностi

|1 − cosχT | ≥M1 |k|−γ1−ε , |A(k)| ≥M2 |k|−γ2−ε , 0 < ε < 1/4. (4)

Якщо функцiя f(t, x, y) неперервна за t, ν разiв (ν ≥ 2γ1 + 7) непе-
рервно диференцiйовна за x, y i задовольняє умови

D2r
x f |x=0, x=π = D2r

y f |y=0, y=π = 0, r = 0, 1, ..., [(ν − 1)/2],

а функцiї ϕr(x, y), r = 1, 2, ξ разiв (ξ ≥ 2γ1 + γ2 + 7) неперервно
диференцiйовнi за x, y i задовольняють умови

D2s
x ϕr |x=0, x=π = D2s

y ϕr |y=0, y=π = 0, s = 0, 1, ..., [(ξ − 1)/2],

то iснує розв’язок задачi (1)–(3) з простору C(2,2)(D), який непе-
рервно залежить вiд функцiй ϕr(x, y), r = 1, 2, та f(t, x, y).

Доведено метричнi теореми про виконання оцiнок (4).
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DIOPHANTINE APPROXIMATIONS OF
HURWITZ AND TASOEV CONTINUED FRACTIONS

Let us denote the n-th convergent of the continued fraction by pn/qn =
[a0; a1, . . . , an]. Let α be a Tasoev continued fraction. For instance,

[0;ua, ua2, ua3, . . . ]

is one of the typical types of Tasoev continued fractions. In this talk we
give the explicit forms of Dn := qnα − pn in several typical types of
Tasoev continued fractions. Some more applications on Hurwitz conti-
nued fractions are also discussed.

1. Komatsu T. On Tasoev’s continued fractions// Math. Proc. Cambri-
dge Philos. Soc. – 2003. – 134. – P. 1-12.

2. Komatsu T. On Hurwitzian and Tasoev’s continued fractions//
Acta Arith. – 2003. – 107. – P. 161-177.

3. Komatsu T. Leaping convergents of Hurwitz continued fractions//
in Diophantine Analysis and related fields. AIP Conf. Proc. 976. –
P. 130-143.

4. Komatsu T. Diophantine approximations of tanh, tan, and linear
forms of e in terms of integrals// Rev. Roum. Math. Pures Appl. –
2009. – 54. – P. 223-242.

5. Tasoev B. G. Rational approximations to certain numbers// Mat.
Zametki – 2000. – 67. – P. 931-937.
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ЗАСТОСУВАННЯ ОПЕРАТОРIВ ДРОБОВОГО
IНТЕГРУВАННЯ ТА ДИФЕРЕНЦIЮВАННЯ ДО

ЗАДАЧI БЕЗ ПОЧАТКОВИХ ДАНИХ

У шарi Π+
−∞ ≡ (−∞;T ) × E+

n , E+
n = (0,+∞) × En−2 × (0,+∞),

розглянемо крайову задачу без початкових даних

∂u(t, x)

∂t
=

∑

|k|+2j≤2b

Akj(t)D
2k1
x1
Dk′′

x′′Bjxn
u(t, x), (1)

∂u(t, x)

∂xn

∣∣∣∣∣
xn=0

= 0,
∂2lu(t, x)

∂x2l
1

∣∣∣∣∣
x1=0

= gl(t, x
′), l = 0, b− 1. (2)

Через C̃mp (Π̃+
−∞), Π̃+

−∞ ≡ (−∞;T )×E+
n−1, позначимо клас функцiй

f(t, x′), якi мають похiднi по t до порядку m, для яких |Dm
t f(t, x′)| ≤

≤ Cm(1 + |t|)−p, p > 0. Для встановлення iснування розв’язку задачi
(1) – (2) розглянемо оператор Λ(D) ≡ ∂

∂t + (−1)b(∆x′′ + Bxn) та опе-

ратор дробового iнтегрування J (α)
x′ (f), що вiдповiдає оператору Λ(D)

J
(α)
x′ (f)(t, x′) =

1

Γ(α)

t∫

−∞

(t−τ)α−1dτ

∫

E+
n−1

G0(t−τ, x′, y′)f(τ, y′)y2ν+1
n dy′,

0 < α < 1. J (α)
x′ (f) визначений на гельдерових функцiях f(t, x′), якi

належать класу C̃ε(Π̃
+
−∞), ε > α. Оператор дробового диференцiю-

вання D(α)
x′ (f) = Λ(D)J

(1−α)
x′ (f).

Якщо система (1) B-параболiчна, коефiцiєнти Akj(t) неперервнi
та обмеженi по t, виконується умова Лопатинського, крайовi функцiї
задовольняють умови гладостi по x′ i t та спадання по t при −∞ <
< t ≤ T , тодi iснує єдиний розв’язок задачi (1)–(2), який належить
класу C(2b+α,1)

x,t (Π+
−∞).

1. Матiйчук М.I. Параболiчнi сингулярнi крайовi задачi. – Київ:
Iнститут математики НАН України, 1999. – 176 с.
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ТРИГОНОМЕТРИЧНI ПОПЕРЕЧНИКИ КЛАСIВ BΩ

1,θ

ПЕРIОДИЧНИХ ФУНКЦIЙ БАГАТЬОХ ЗМIННИХ
У ПРОСТОРI Lq

В роботi дослiджуються апроксимативнi характеристики класiв
BΩ

1,θ [1], перiодичних функцiй багатьох змiнних, якi є узагальненням
вiдомих класiв Бєсова. Нижче будемо вважати, що Ω(t) = ω(t1 · . . . ·
td), де ω(τ) — задана функцiя (однiєї змiнної) типу мiшаного модуля
неперервностi порядку l, яка задовольняє так званi умови (S) i (Sl)
Барi–Стєчкiна (див., наприклад, [1]).

Нехай Lq(πd) – простiр 2π–перiодичних по кожнiй змiннiй фун-
кцiй f(x) = f(x1, . . . , xd) зi стандартною нормою. Одержано точнi за
порядком оцiнки тригонометричних поперечникiв dTM (BΩ

1,θ, Lq), якi
визначаються наступним чином:

dTM (BΩ
1,θ, Lq) = inf

{kj}M
j=1

sup
f∈BΩ

1,θ

inf
{cj}M

j=1

∥∥f(x) −
M∑

j=1

cje
i(kj ,x)

∥∥
q
,

де {kj}Mj=1 – набiр векторiв kj = (kj1, ..., k
j
d) з цiлочисловими координа-

тами, cj – довiльнi числа.
Теорема. Нехай 2 ≤ q < ∞, 1 ≤ θ ≤ ∞ i Ω(t) = ω(t1 · ... · td),

де ω(τ) задовольняє умову (S) з деяким α > 1, а також умову (Sl),
l ≥ 2. Тодi для будь-яких M,n ∈ N таких, що M ≍ 2nnd−1, має мiсце
спiввiдношення

dTM (BΩ
1,θ, Lq) ≍ ω(2−n)2

n
2 n(d−1)( 1

2− 1
θ )+ ,

де a+ = max{a, 0}.

1. Sun Youngsheng, Wang Heping. Representation and approximati-
on of multivariate periodic functions with bounded mixed moduli
of smoothness // Тр. мат. ин-та им. В. А. Стеклова. – 1997. –
№ 219. – P. 356–377.
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КВАДРАТУРНЫЕ ФОРМУЛЫ НА КЛАССЕ ФУНКЦИЙ,
УДОВЛЕТВОРЯЮЩИХ УСЛОВИЮ ЛИПШИЦА

Рассматривается задача построения квадратурных формул для
интегралов типа

I =

b∫

a

ρ(x)f(x)dx

на классе функций, удовлетворяющих условию Липшица на отрезке
[a, b] с константой l, L(a, b, l). При этом выбор квадратурной форму-
лы осуществляется по следующему принципу. После выбора узлов
{xi}ni=1 и получения информации {f(xi)}ni=1 определяется интерпо-
ляционный класс

L(f) = {ϕ : ϕ ∈ L(a, b, l), ϕ(xi) = f(xi)}

и вычисляются

Imax = sup
ϕ∈L(f)

b∫
a

ρ(x)ϕ(x)dx, Imin = inf
ϕ∈L(f)

b∫
a

ρ(x)ϕ(x)dx.

После чего приближенное решение и погрешность вычисляются по
формулам

Iприбл = (Imax + Imin)/2, E(f) = (Imax − Imin)/2.

При этом погрешность на классе определяется формулой

E(S) = sup
f∈L(a,b,l)

E(f).

Для интегралов указанного типа были построены квадратурные фор-
мулы для некоторых весовых функций ρ(x) и произвольно выбран-
ных узлов.
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ПРО IСНУВАННЯ ТА ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧI
КОШI ДЛЯ НАПIВЛIНIЙНОГО ПАРАБОЛIЧНОГО

ЗА ЕЙДЕЛЬМАНОМ РIВНЯННЯ

Hехай x ∈ RN , y ∈ Rm, z = (x, y) ∈ Rn, k + m = n. В областi
QT = Rn × (0, T ) розглянемо задачу Кошi

ut +
∑

|α|=|β|=2

(−1)|α|Dα
x (aαβ(z, t)Dβ

xu)−

−
∑

|α|=|β|=1

(−1)|α|Dα
y (bαβ(z, t)Dβ

yu) +
∑

|α|=1

cα(z, t)Dα
z u+ c(z, t, u) =

=
∑

|α|≤2

(−1)|α|Dα
x fα(z, t) −

∑

|α|=1

Dα
y gα(z, t), (1)

u(z, 0) = u0(z), z ∈ Rn, (2)

де Dα
x = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αk
k

, |α| = α1 + · · · + αk, D
α
y = ∂|α|

∂y
α1
1 ...∂yαm

m
, |α| =

α1 + · · · + αm, D
α
z = ∂|α|

∂z
α1
1 ...∂zαn

n
, |α| = α1 + · · · + αn.

Припустимо, що коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови:
aαβ , bαβ, cα ∈ L∞(QT );

∑
|α|=|β|=2

aαβ(z, t)ξαξβ ≥ a0

∑
|α|=2

|ξα|2, a0 > 0;

∑
|α|=|β|=1

bαβ(z, t)ηαηβ ≥ b0
∑

|α|=1

|ηα|2, b0 > 0 для всiх (z, t) ∈ QT , ξ ∈

RN(k), η ∈ Rm; функцiя c(z, t, ·) є неперервною в R майже для всiх
(z, t) ∈ QT та ξ ∈ R, (c(z, t, ξ) − c(z, t, ξ̃))(ξ − ξ̃) ≥ 0, c(z, t, ξ)ξ ≥
c0|ξ|2, |c(z, t, ξ)| ≤ c1|ξ|r−1, r ∈ [1, 2].

Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язкiв задачi (1),
(2) з простору C([0, T ];L2

loc(R
n))∩L2(0, T ;W2,loc(R

n)∩W1,loc(R
n)), де

W1,loc(R
n) = {u : Dα

y u ∈ L2(Ω(R,R)), |α| ≤ 1 ∀R > 0, R > 0},
W2,loc(R

n) = {u : Dα
xu ∈ L2(Ω(R,R)), |α| ≤ 2 ∀R > 0, R > 0},

Ω(R,R) = {x ∈ Rk : |x| < R} × {y ∈ Rm : |y| < R}; доведено, що∫ T
0

∫

Ω(R,R)

u2(z, t) dz dt ≤ b1e
a(R

4/3
+R2), де b1 не залежить вiд R та R.
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ОБ ИСЧЕЗАЮЩИХ РЕШЕНИЯХ ОБЫКНОВЕННОГО
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО

ПОРЯДКА, ЧАСТИЧНО РАЗРЕШЕННОГО
ОТНОСИТЕЛЬНО ПРОИЗВОДНОЙ

Рассматривается дифференциальное уравнение

x′ = f(t) + p(t)x+ g0(t)V (t, x) +
∑2

i=1 gi(t)Wi(t, x, x
′), (1)

в котором функции f, p, gi : [a, ω) → R, V : [a, ω)×Rb → R,Wj : Ω → R

непрерывны, i = 0, 1, 2, j = 1, 2, −∞ < a < ω ≤ +∞, Rb = {x ∈ R :
|x| ≤ b}, b > 0, Ω = {(t, x, y) : a ≤ t < ω, |x| ≤ b, |y| ≤ bµ(t)}, где
µ : [a, ω) → (0,+∞) некоторая непрерывная функция.

Пусть при этом существуют положительные постоянные L, M, K
такие, что |V (t, x)| ≤ L|x| ∀(t, x) ∈ [a, ω) × Rb, |W1(t, x, y/µ(t))| ≤
K, |W2(t, x, y/µ(t))| ≤M |y|, ∀(t, x, y) ∈ Ω.

Введем вспомогательные функции

Ac(t) = |c|e
∫

t
a
p(s)ds +

∣∣∣∣
∫ t

A

f(τ)e
∫

t
τ
p(s)dsdτ

∣∣∣∣+K

∣∣∣∣
∫ t

α1

|g1(τ)|e
∫

t
τ
p(s)dsdτ

∣∣∣∣,

Bi(t) =

∣∣∣∣
∫ t

αi

|gi(τ)|e
∫

t
τ
p(s)dsdτ

∣∣∣∣, i = 0, 2, A, αj ∈ {ω, a}, j = 0, 1, 2.

При некоторых дополнительных условиях на функцииAc(t), Bi(t),
f(t), p(t), gj(t) (i = 0, 2, j = 0, 1, 2) получены признаки существования
решений x : [t0, ω) → Rb уравнения (1) (для некоторого t0 ∈ [a, ω)),
удовлетворяющих условию limt↑ω(|x(t)| + µ(t)|x′

(t)|) = 0.
Полученный результат распространяет на случай уравнения, не

разрешенного относительно производной, основной результат работы
[1], в которой рассмотрены системы линейных дифференциальных
уравнений.

1. Евтухов И.М., Самойленко А.М. Условия существования исче-
зающих в особой точке решений вещественных неавтономных
систем квазилинейных дифференциальных уравнений // Укр.
Мат. Ж. – 2010. – 62, №1. – С. 52–65.
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ПРО ЗАЛЕЖНIСТЬ МIЖ РОСТОМ ЦIЛОЇ
ФУНКЦIЇ I ТИПОМ ОСОБЛИВИХ ТОЧОК

ЇЇ ПЕРЕТВОРЕННЯ БОРЕЛЯ

Нехай L(λ) – цiла функцiя експоненцiального типу,

γ(t) =

∫ ∞

0

L(λ)e−λtdλ – функцiя, асоцiйована з L(λ) за Борелем. По-

значимо через
−
D найменшу опуклу замкнену область, яка мiстить всi

особливi точки функцiї γ(t). Для випадку, коли функцiя γ(t) має скiн-

ченну кiлькiсть особливих точок на межi
−
D, тобто, коли

−
D – опуклий

многокутник, встановлено [1] вигляд цiлої функцiї L(λ) в залежностi
вiд типу особливих точок функцiї γ(t).

У випадку, коли D – довiльна опукла обмежена область, справед-
ливi наступнi теореми.

Теорема 1. Для того, щоб асоцiйована функцiя γ(t) мала в
−
D

своїми iзольованими особливими точками полюси порядку m i не
мала жодних iнших особливих точок, необхiдно i достатньо, щоб
функцiя L(λ) задовольняла умову:
Bτm−1eh(ϕ)τ <

∣∣L(τeiϕ
∣∣ < Aτm−1eh(ϕ)τ , A,B = const, h(ϕ) – iндика-

тор росту функцiї L(λ), τ > τ0, m ∈ N .
Теорема 2. Для того, щоб асоцiйована функцiя γ(t) була непе-

рервною на межi iндикаторної дiаграми
−
D необхiдно i достатньо,

щоб функцiя L(λ) задовольняла умову:

∣∣L(τeiϕ)
∣∣ < A1

eh(ϕ)τ

τα
, α > 1, A1 = const, τ > τ1.

1. Крутиголова Є.К. Про залежнiсть мiж ростом цiлої функцiї екс-
поненцiального типу i характером особливих точок її перетво-
рення Бореля-Лапласа // Актуальнi проблеми фiзики, матема-
тики та iнформатики. – 2009. – №1. – С. 57-60.
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ЗАДАЧА З IНТЕГРАЛЬНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ СИСТЕМИ
РIВНЯНЬ ДИНАМIЧНОЇ ТЕОРIЇ ПРУЖНОСТI

В областi D3 = {(t, x), t ∈ [0, T ], x ∈ R3} розглядаємо задачу

L(∂/∂t, ∂) := σ∂2/∂t2u(t, x) = µ∗∆u(t, x) + (λ∗ + µ∗)∂ ′∂u(t, x), (1)

Uj[u] := αju(t1, x) + βj

∫ T

0

trju(t, x)dt = ϕj(x), j = 1, 2, (2)

де u = col(u1, u2, u3), ∂ = col(∂/∂x1, ∂/∂x2, ∂/∂x3), ∂′ = (∂/∂x1, ∂/∂x2,
∂/∂x3), λ∗, µ∗, σ > 0; t1 = 0, t2 = T ; αj , βj ∈ R, α2

j + β2
j 6= 0; rj ∈ Z+,

rjq > rjs, q > s, j = 1, 2; ∆ =
∑3

l=1
∂2

∂x2
l
; компоненти вектор-функцiй

ϕj(x) = col(ϕj1(x), ϕj2(x), ϕj3(x)), j = 1, 2, є майже перiодичними за
x зi заданим спектром M := {µk, k ∈ Z3}, µ−k = −µk, d2|k|θ ≤ |µk| ≤
d1|k|θ, d1, d2, θ > 0, |µk| =

∑3
j=1 |µkj |, ‖µk‖2 =

∑3
j=1 µ

2
kj

.
Позначимо: ujk = hj exp(iγj(µk)t), u3+j,k = hj exp(−iγj(µk)t), j =

1, 2, 3, – фундаментальна система розв’язкiв системи L(d/dt, µk)y(t)
= 0, де γ1(µk) = γ2(µk) =

√
µ∗/σ‖µk‖, γ3(µk) =

√
(λ∗ + 2µ∗)/σ‖µk‖;

h1 = |µk|−1(µk3 , 0,−µk1), h2 = |µk|−1(0, µk3 ,−µk2), h3 = |µk|−1(µk1 ,
µk2 , µk3); ∆(µk, T ) = ‖Uj(ulk)‖j=1,2

l=1,...,6, де j вiдповiдає за рядки, l – за

стовпцi; C
n

B(D
p
) – простiр майже перiодичних за x вектор-функцiй

u(t, x) на D
3

iз нормою ‖u;C
n

B(D
3
)‖ =

∑3
j=1

∑
0≤|ŝ|≤n maxt∈[0,T ]

supx∈R3

∣∣∣ ∂|ŝ|uj(t,x)

∂ts0∂x
s1
1 ···∂xs3

3

∣∣∣; ŝ = (s0, s1, s2, s3) ∈ Z4
+, C

n

B(R3) – пiдпростiр

функцiй iз C
n

B(D
3
), якi не залежать вiд t.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1), (2) у просторi

C
2

B(D
3
) необхiдно i достатньо, щоб ∆(µk, T ) 6= 0 для всiх µk ∈M .

Теорема 2. Нехай виконується умова теореми 1 та iснує ста-
ла η > 0 така, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векторiв
µk ∈ M справджується нерiвнiсть |∆(µk, T )| > (1 + |µk|)−η. Якщо

ϕj(x) ∈ C
[η+3/θ]+2

B (R3), j = 1, 2, то розв’язок задачi (1), (2) iз просто-

ру C
2

B(D
p
) iснує i неперервно залежить вiд функцiй ϕj(x), j = 1, 2.
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ОДИН ВАРIАНТ СИНТЕЗУ МЕТОДУ ПРЯМИХ ТА
Р-ТРАНСФОРМАЦIЙ НА ОСНОВI

ДЕКОМПОЗИЦIЇ ОБЛАСТI

Синтез методiв декомпозицiї областi з чисельно-аналiтичними ме-
тодами розв’язування задач математичної фiзики, наприклад, сумар-
них представлень, скiнченних елементiв чи iн., дозволяє розробити
методику, що може бути основою науково обгрунтованих розрахункiв
об’єктiв чи процесiв для областей складної форми в неоднорiдному
середовищi.

В данiй роботi основнi етапи однiєї з розроблених авторами мето-
дик синтезу методу прямих та методу сумарних представлень на
основi декомпозицiї розрахункової областi проiлюстровано на прик-
ладi розв’язування модельної крайової задачi для параболiчного рiв-
няння iз розривними коефiцiєнтами.

Здiйснивши дискретизацiю за змiнною t згiдно методу прямих
отримаємо проекцiї вихiдної задачi у виглядi послiдовностi крайо-
вих задач для рiвнянь Гельмгольца. Згiдно алгоритму декомпозицiї
розрахункової областi розв’язок отриманих крайових задач шукати-
мемо у виглядi ряду, для визначення членiв якого формуються окремi
вiдповiднi крайовi задачi в областях неперервностi коефiцiєнтiв ви-
хiдного диференцiального рiвняння. Розв’язки цих задач в скiнченно-
рiзницевiй постановцi знаходимо з використанням методу сумарних
наближень. Збiжнiсть ряду забезпечується вибором значень вiдповiд-
них релаксацiйних параметрiв.

Отже, вихiдна задача зводиться до розв’язування послiдовностi
рiзницевих крайових задач в областях неперервностi коефiцiєнтiв ви-
хiдного диференцiального рiвняння. Розв’язування отриманих задач
з урахуванням явного виду формул методу сумарних наближень пiд-
тримується окремими обчислювальними процесами, якi з дотриман-
ням вiдповiдної синхронiзацiї можна виконувати паралельно.
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РЕГУЛЯРИЗАЦIЯ РIВНЯНЬ МЕТОДУ НУЛЬОВОГО
ПОЛЯ ДЛЯ ОПЕРАТОРА ГЕЛЬМГОЛЬЦА

В КУСКОВО-ОДНОРIДНIЙ ПЛОЩИНI

Розглянуто задачу розсiяння SH-хвиль пружним опуклим вклю-
ченням неканонiчної форми, що мiститься у необмеженому пружному
середовищi. Припускається, що мiж складовими композиту знаходи-
ться тонка пружна неоднорiднiсть низької жорсткостi, яка моделює-
ться асимптотично точними спiввiдношеннями, записаними на її се-
рединнiй лiнiї [1]. Задача зводиться до розв’язання рiвняння Гельм-
гольца в кусково-однорiднiй площинi iз ускладненими граничними
умовами на межi подiлу середовищ. Аналогiчний випадок мiжфазної
трiщини розглянуто у [2].

Для отримання розв’язку задачi модифiковано метод нульового
поля (МНП). Регуляризацiя рiвнянь МНП проводиться iз врахуван-
ням асимптотичної поведiнки шуканих функцiй на межi подiлу скла-
дових композиту з подальшим їх представленням у виглядi рядiв
Фур’є.

Наведений аналiтико-числовий алгоритм дозволяє аналiзувати спе-
ктральнi залежностi амплiтуд розсiяння SH-хвиль при рiзних гео-
метричних та механiчних параметрах включень та тонких пружних
мiжфазних неоднорiдностей.

1. Emets V.F., Kunets Ya.I., Matus V.V. Scattering of SH waves an
elastic thin-walled rigidly supported inclusion // Archive of Applied
Mechanics. – 2004. – 73. – P. 769–780.

2. Kunets Y. I., Matus V. V., Mykhas’kiv V. V., Bostrom A., Zhang
Ch. Scattering of SH-wave by an elastic fiber of non-classical cross-
section with interface crack // Mechanics of Composite Materials.
– 2008. – 44, N 2 – P. 245–254.
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ТОЧНА ТРИТОЧКОВА РIЗНИЦЕВА СХЕМА
ДЛЯ НЕЛIНIЙНОГО СТАЦIОНАРНОГО РIВНЯННЯ

В ЦИЛIНДРИЧНIЙ СИСТЕМI КООРДИНАТ

Розглянемо крайову задачу

1

r

d

dr

[
rk(r)

du

dr

]
= −f(r, u), r ∈ [0, R], (1)

lim
r→0

rk(r)
du

dr
= 0, u(R) = µ2 (2)

за умов

0 < c1 ≤ k(r) ≤ c2 ∀r ∈ [0, R], k(r) ∈ Q1[0, R],

fu(r) ≡ f(r, u) ∈ Q0[0, R], |f(r, u)| ≤ K ∀r ∈ [0, R], ∀u ∈ Ω([0, R], ρ),

|f(r, u) − f(r, v)| ≤ L|u− v| ∀r ∈ [0, R], u, v ∈ Ω([0, R], ρ),

q =
LR2

4c1
max (1, 2c1) < 1.

Тут Qp[0, R] – клас функцiй з кусково - неперервними похiдними до
p порядку включно iз скiнченною кiлькiстю точок розриву першого
роду, а множина функцiй Ω([0, R], ρ) має вигляд

Ω([0, R], ρ) =

{
u(r) : u(r) ∈ W 1

∞[0, R], u(r), rk(r)
du

dr
∈ C[0, R],

∥∥∥u− u(0)
∥∥∥
∗

1,∞,[0,R]
≤ ρ

}
, ρ =

KR2

4c1
max (1, 2c1) , ‖u‖0,∞,[0,R] =

= max
r∈[0,R]

|u(r)|, ‖u‖∗1,∞,[0,R] = max

{
‖u‖0,∞,[0,R],

∥∥∥∥rk(r)
du

dr

∥∥∥∥
0,∞,[0,R]

}
.

Для задачi (1), (2) на нерiвномiрнiй сiтцi побудовано точну трито-
чкову рiзницеву схему, доведено iснування та єдинiсть її розв’язку,
збiжнiсть iтерацiйного методу послiдовних наближень для його зна-
ходження.
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ВIДПОВIДНI ДВОВИМIРНI НЕПЕРЕРВНI ДРОБИ

Вiдповiднiсть послiдовностей мероморфних функцiй до формаль-
них рядiв Лорана вiдiграє основну роль у теорiї неперервних дробiв
та наближень Паде. Вiдомо, що багато аналiтичних функцй зобра-
жаються вiдповiдними неперервними дробами, причому задана фун-
кцiя може бути зображена кiлькома рiзними неперервними дробами,
кожен зi своєю власною поведiнкою збiжностi. Концепцiя вiдповiдно-
стi неперервних дробiв до формальних рядiв Лорана, започаткована
у 1813 роцi Ґаусом, розроблялась значно пiзнiше Джоунсом i Тро-
ном [1].

Для двовимiрних неперервних дробiв (ДНД)

Φ0(z1, z2)+
∞
D
i=1

ai,iz1z2
1 + Φi(z1, z2)

, Φk(z1, z2) =
∞
D
i=1

ak+i,kz1
1

+
∞
D
i=1

ak,k+iz2
1

,

(z1, z2) ∈ C2, k = 0, 1, . . . ,

розглядається вiдповiднiсть до формальних подвiйних степеневих ря-
дiв [2] та вивчаються спецiальнi властивостi найважливiших, на наш
погляд, типiв ДНД: правильних двовимiрних C- дробiв, двовимiрних
приєднаних дробiв, включаючи, зокрема, як приклади таких типiв
двовимiрнi J- та P - дроби.

1. Джоунс У., Трон В. Непрерывные дроби. Аналитическая теория
и приложения. – Москва: Мир, 1985. – 414 с.

2. Кучмiнська Х. Й.Двовимiрнi неперервнi дроби. – Львiв: Iнсти-
тут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiд-
стригача НАН України, 2010. – 218 с.
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МУЛЬТИПЛIКАТИВНI ПОЛIНОМИ
НА БАНАХОВИХ АЛГЕБРАХ

Вiдомо, що добуток характерiв довiльної алгебри є мультиплiка-
тивним полiномiальним функцiалом [1].

Мультиплiкативний полiном, що подається у виглядi добутку ха-
ратерiв, будемо називати тривiальним.

На некомутативнiй алгебрi iснують приклади мультиплiкативних
полiномiв, якi не є добутками характерiв. Тому виникає питання: чи
iснує нетривiальний мультиплiкативний полiном у комутативнiй ал-
гебрi?

Теорема. Якщо A — комутативна напiвпроста банахова алгебра
без дiльникiв нуля, в якiй iснує нетривiальний мультиплiкативний
полiном, то алгебра многочленiв P (Cm) вiд m змiнних мiстить не-
тривiальний мультиплiкативний полiном для деякого m.

У результатi вдалося довести, що кожен мультиплiкативний по-
лiномiальний функцiонал n-го степеня на алгебрi P (C2) многочленiв
вiд двох змiнних є тривiальним.

Поповнимо алгебру P (C2) в довiльнiй локально опуклiй метризов-
нiй топологiї до топологiчної алгебри та позначимо її A. Кожен муль-
типлiкативний полiном степеня n на A подається у виглядi добутку
характерiв.

1. A. Zagorodnyuk. Multiplicative polynomial operators on topologi-
cal algebras // Contemporary Mathematics. – 1999. – 232. – C. 357–
361.
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ОДНА СIМ’Я ГIБРИДНИХ
IНТЕГРАЛЬНИХ ПЕРЕТВОРЕНЬ

Вивчення фiзико-технiчних характеристик композитних матерiа-
лiв, якi знаходяться в рiзних умовах експлуатацiї, математично при-
зводить до задачi iнтегрування сепаратної системи диференцiальних
рiвнянь другого порядку на кусково-однорiдному iнтервалi. Одним iз
ефективних методiв одержання iнтегрального зображення аналiтич-
ного розв’язку таких задач є метод гiбридних iнтегральних перетво-
рень (ГIП) [1].

У цiй працi запроваджено iнтегральне перетворення, породжене
на множинi I+

2 = {r : r ∈ (0;R1)
⋃

(R1;R2)
⋃

(R2;∞)} гiбридним ди-
ференцiальним оператором (ГДО)

M(µ)
α = θ(r)θ(R1−r)Λ(µ) +θ(r−R1)θ(R2−r)d2/dr2 +θ(r−R2)B∗

α, (1)

де θ(x) – одинична функцiя Гевiсайда.
У рiвностi (1) беруть участь диференцiальнi оператори Лежандра

Λ(µ), Фур’є d2/dr2 та Ейлера B∗
α [2].

При цьому доведено теорему про iнтегральне зображення та ви-
ведено основну тотожнiсть iнтегрального перетворення ГДО, яка ле-
жить в основi застосування.

Логiчну схему застосування запроваджених ГIП Лежандра-Фур’є-
Ейлера показано на типових задачах математичної фiзики неоднорiд-
них середовищ (задачi квазiстатики, динамiки).

1. Ленюк М.П, Шинкарик М.I. Гiбриднi iнтегральнi перетворення
(Фур’є, Бесселя, Лежандра). Частина 1. – Тернопiль: Економ.
думка, 2004. – 368 с.

2. Ленюк М.П, Ленюк О.М. Гiбридне iнтегральне перетворення
Лежандра, Фур’є, Ейлера на полярнiй осi // Науковий вiсник
Чернiвецького унiверситету. Математика. – 2010. – Вип. 528. –
С. 80–87.
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ПРО ОДНЕ УЗАГАЛЬНЕННЯ ОПЕРАТОРНОГО
АНАЛОГА МУЛЬТИПЛIКАТИВНОГО

РIВНЯННЯ КОШI

НехайG – довiльна область комплексної площини. Через H(G) по-
значимо простiр усiх аналiтичних в областiG функцiй, що надiле-ний
топологiєю компактної збiжностi, а через L(H(G)) – множину всiх лi-
нiйних неперервних операторiв на просторi H(G) [1]. Для довiльного
фiксованого n ∈ N опишемо всi оператори T з класу L(H(G)), якi
задовольняють спiввiдношення

(
T

(
n∏

k=1

fk

))
(z) =

n∏

k=1

(Tfk)(z) (1)

для довiльних функцiй fk(z), k = 1, n, з простору H(G).
Теорема. Нехай G – довiльна область комплексної площини.

Для того, щоб ненульовий оператор T належав до класу L(H(G)) i
задовольняв спiввiдношення (1) необхiдно i достатньо, щоб вiн зо-
бражався у виглядi

(Tf)(z) = exp

(
2πki

n− 1

)
f(ψ(z)),

де ψ(z) – довiльна функцiя з простору H(G), для якої ψ(G) ⊂ G, а k
– деяке натуральне число, k = 1, n− 1.

З теореми випливає, що множина ненульових операторiв T , якi за-
довольняють (1), збiгається з множиною операторiв, якi є добутками
спецiальних скалярних операторiв та довiльних операторiв компози-
цiї, якi лiнiйно та неперервно дiють у H(G). Комутацiйнi властивостi
операторiв композицiї в просторах H(G) дослiдженi в [2].

1. Köthe G. Dualität in der Funktionentheorie // J. reine und angew.
Math. – 1953. – 191. – P. 30–42.

2. Лiнчук Ю.С. Комутант одного класу операторiв композицiї в
просторах аналiтичних функцiй // Доповiдi НАН України. –
2005. – 11. – С. 14–17.
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ФУНКЦIОНАЛЬНЕ ЧИСЛЕННЯ В ЗГОРТКОВIЙ
АЛГЕБРI УЛЬТРАРОЗПОДIЛIВ

Розглядаємо простiр E∗(Ω) ультрадиференцiйовних функцiй, вве-
дений у роботi [1]. Сильно спряжений простiр до простору E∗(Ω) поз-
начаємо E∗(Ω)′.

Для ультрарозподiлу µ ∈ E∗(Rn)′ та функцiї f ∈ E∗(Rn) визначимо
згортку

µ ⋆ f : Rn → C, µ ⋆ f(x) := 〈µy, f(x− y)〉 = 〈µy, Tyf(x)〉,

де µy позначає дiю функцiонала µ на функцiю f(x− y) по змiннiй y.
Теорема. Простiр E∗(Rn)′ є комутативною алгеброю вiдносно

згортки, визначеної спiввiдношенням

µ ∗ ν : E∗(Rn) → C, 〈µ ∗ ν, f〉 := 〈ν, µ̌ ⋆ f〉,

де 〈µ̌, f〉 = 〈µx , f(−x)〉, µ, ν ∈ E∗(Rn)′, f ∈ E∗(Rn).
У Фур’є–образi згорткової алгебри ультрарозподiлiв побудуємо

функцiональне числення для оператора диференцiювання.
Для довiльного µ̂ ∈ Ê∗(Ω)′ оператор µ̂(D) ∈ L(Ê∗(Ω)) визначаємо

формулою

µ̂(D)f̂ := µ̂ ⋆ f, де f̂ ∈ Ê∗(Ω).

Для функцiї Дiрака формула функцiонального числення вiд опе-
ратора диференцiювання буде мати вигляд δ̂(D)f̂ := δ̂ ⋆ f = f̂ , де
f̂ ∈ Ê∗(Ω).

1. Braun R.W., Meise R., Taylor B.A., Ultradifferentiable functions
and Fourier analysis // Results in Mathematics – 1990. – 17. –
P. 206–237.
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КРАЙОВI ЗАДАЧI ДЛЯ ЕЛIПТИЧНИХ СИСТЕМ
У ВАГОВИХ ПРОСТОРАХ УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай Ω0 – область в Rn, обмежена замкненою поверхнею Ω1 кла-
су C∞.

Встановлено iснування та єдинiсть розв’язку нормальної крайової
задачi

A(x,D)u = F0(x), x ∈ Ω0

Bj(x,D)u(x) = Fj(x), x ∈ Ω1, j = 1,m,

де A – рiвномiрно елiптичний за Петровським матричний диферен-
цiальний вираз, A =

∑
|α|≤2b

aα(x)Dα
x ,

Bj(x,D) =
∑

|α|≤rj

bjα(x)Dα
x , j = 1,m, m = bp,

aα(x, t) – квадратнi p× p матрицi з елементами aνµα ∈ C∞(Ω0),
bjα(x) – рядки довжини p з елементами з C∞(Ω1), j = 1,m, систе-

ма {Bj}mj=1 рiвномiрно накриває A та є нормальною,
правi частини (F0, Fj , j = 1,m) належать до вагових просторiв

узагальнених функцiй, що як окремi випадки мiстять функцiї iз силь-
ними степеневими особливостями.

При заданих на межi областi Fj , j = 1,m, з вагових просторiв
узагальнених функцiй одержано достатнi умови розв’язностi задачi

A(x,D)u = F0(x, ∂ru), x ∈ Ω0

Bj(x,D)u(x) = Fj(x), x ∈ Ω1, j = 1,m,

де r – цiле число, 0 ≤ r ≤ 2b−1, ∂ru – матриця розмiру p×M(r), еле-
ментами якої є вектор-функцiя u та її похiднi до порядку r, F0(x, z)
(z = (z(0,...,0), z(1,0,...,0), ..., zα, ...)) визначена на Ω0 ×Mp×M(r) вектор-
функцiя зi значеннями в Rp, де Mp×s – клас матриць розмiру p × s
iз дiйсними коефiцiєнтами.
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ЗБУРЕНА АБСТРАКТНА ЗАДАЧА КОШI
З ДРОБОВОЮ ПОХIДНОЮ ЗА ЧАСОМ

Розв’язнiсть абстрактної задачi Кошi та її аналога для рiвнянь
з дробовою похiдною α ∈ (0, 1) за часом дослiджувалась у багатьох
працях. У доповiдi вiдомi результати поширено на випадок збуреного
в комплексних iнтерполяцiйних шкалах банахової пари {V0, V1} необ-
меженого замкненого лiнiйного секторiального оператора A вiд’ємно-
го типу в комплексному банаховому просторi V0 iз щiльною областю
визначення V1 ⊂ V0 (клас таких операторiв позначаємо через A).
На просторi V1 задано будь-яку норму, еквiвалентну нормi графiка
оператора A, тобто простiр V1 банахiв, а вкладення V1 ⊂ V0 неперерв-
не.

Нехай Dα
t g(t) = f−α(t)∗g(t) – похiдна Рiмана-Лiувiлля дробового

порядку α ∈ R, де

fλ(t) = θ(t)tλ−1

Γ(λ) при λ > 0 та fλ(t) = f ′
1+λ(t) при λ ≤ 0,

Θ(t)− функцiя Гевiсайда, Γ(λ)− гамма-функцiя.
Зафiксуємо довiльний оператор J ∈ A. Родина операторiв (−J)−ϑ

володiє пiвгруповою властивiстю:
(−J)−ϑ(−J)−ϑ

′

= (−J)−ϑ−ϑ
′

, ∀ϑ, ϑ′ > 0.
Через Vϑ позначимо область визначення дробового степеня Jϑ

(0 < ϑ < 1) iз нормою графiка ‖x‖ϑ := ‖Jϑx‖0. Простiр Vϑ =
[
·, ·
]
ϑ

—
промiжний для iнтерполяцiйної пари

{
V0;V1

}
, породжений компле-

ксним методом iнтерполяцiї.
За припущення

A ∈ A, α, θ ∈ (0, 1), X ∈ L(Vθ , V0), h ∈ V1,
g ∈ C

(
[0, T ]; V1

)
, iснує fα−1 ∗ g ∈ C

(
[0, T ]; V1

)

доведена однозначна розв’язнiсть задачi

Dα
t u(t) = (A+X)u(t) +Dα−1

t g(t) + f1−α(t)u(0), u(0) = h (1)

у класi Cα := {v ∈ C
(
[0, T ];V1

)
: iснує Dαu ∈ C

(
(0, T ];V0

)
}.

Результати поширено на випадок пiвлiнiйного рiвняння з дробо-
вою похiдною за часом.
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НЕЛIНIЙНА СУПЕРПОЗИЦIЯ В КРАЙОВIЙ
ЗАДАЧI ДЛЯ ХВИЛЬОВОГО РIВНЯННЯ

Розглянуто можливiсть застосування принципу нелiнiйної супер-
позицiї для розв’язання нелiнiйної крайової задачi

Uxx + CUtt + a(x)Ux + b(t)Ut = 0 (C = const),

Ux(0, t) = α(t)F (U(0, t)),

Ux(1, t) = β(t)F (U(1, t)),

де F – вiдома функцiя.
Показано, що перетворення

J(U) =

∫
dz

F (z)

трансформує задачу до рiвняння

Jxx + CJtt +A(J)J2
x + CA(J)J2

t +B(x)Jx +D(t)Jt = 0. (1)

Дослiджено можливiсть узагальнення рiвняння (1) до найбiльш
загального вигляду, для якого може бути запроваджений принцип
нелiнiйної суперпозицiї.
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ПРО РОЗКЛИНЮВАННЯ ТРIЩИН
В ПРУЖНIЙ ПIВПЛОЩИНI

Розглядається задача про напружено-деформований стан пружної
пiвплощини з крайовим розрiзом [0, a], перпендикулярним до межi
пiвплощини. В трiщину запресовано зусиллям P абсолютно жорсткий
клин трикутної форми. Зона контакту клина з берегами трiщини [0, b]
(0 < b < a) залежить вiд P i визначається в процесi розв’язання зада-
чi. Шукане контактне напруження мiж сторонами клина i берегами
трiщини p (x) (x ∈ [0, b]). Тертя клина з берегами трiщини вважається
вiдсутнiм.

Використовуючи комплекснi потенцiали Колосова-Мусхелiшвiлi та
метод їх аналiтичного продовження на всю площину, задача зводи-
ться до iнтегрального рiвняння

∫ a

0

K (x,ξ) g (x) d (x) =
π(κ+ 1)

4µ
p (ξ) (0 ≤ ξ ≤ a) (1)

K (x, ξ) =
1

x− ξ
+

1

x+ ξ
+

2x

(x+ ξ)
2 − 4x2

(x+ ξ)
3 (2)

g (x) – перемiщення країв трiщини пiд дiєю клина.
Використовуючи, запропоновану М.П. Савруком [1] апроксимацiю

ядра рiвняння (2)

K (x, ξ) ≈ cξ
c
2−1

√
xc

xc − ξc
, c =

2π2

π2 − 4
, (3)

в роботi розв’язано рiвняння (1) i поставлену задачу. Наведено час-
тковi приклади та визначено коефiцiєнт iнтенсивностi напружень в
кiнцi трiщини.

1. Саврук М.П. Коэффициенты интенсивности напряжений в те-
лах с трещинами. – К., 1988.
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ДО ПИТАННЯ ПРО МЕТОДИКУ РОЗРАХУНКУ ЗОНИ
ДВООБЛАСТЕВОГО КОНТАКТУ ЦИЛIНДРИЧНИХ

ТIЛ З ЕЛIПТИЧНIСТЮ КОНТУРIВ

При наявностi малої елiптичностi цилiндричних тiл номiнально
кругового перерiзу може виникнути двообластевий спiвдотик, при
якому максимальнi контактнi тиски будуть вищими, нiж для iдеалi-
зованих контурiв. Розроблено методику встановлення точок спiвдо-
тику при косому контактi тiл, використовуючи умову рiвностi коор-
динат в точках дотику. Отримано тригонометричне рiвняння для ви-
значення кутових координат двох точок контакту. Наводиться набли-
жений розв’язок рiвняння.
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ПРО ПОБУДОВУ РОЗВ’ЯЗКIВ
ПЕРЕВИЗНАЧЕНИХ ЗАДАЧ

В доповiдi висвiтлюється новий пiдхiд до дослiдження рiвнянь з
обмеженнями i побудови наближених розв’язкiв задачi

x(t) = f(t) +

T∫

0

K(t, s)x(s)ds,

T∫

0

S(t)x(t)dt = β, (1)

в якiй β ∈ Rl i матриця S(t) має розмiри l× 1.
До такої задачi зводяться крайовi задачi для iнтегро-диференцi-

альних рiвнянь як з обмеженнями, так i без обмежень.
Встановлення умов сумiсностi задачi (1) тiсно пов’язане iз пара-

метричною задачею

y(t) = C(t)λ + f(t) +

T∫

0

K(t, s)y(s)ds,

T∫

0

S(t)y(t)dt = β. (2)

Наближенi розв’язки yk(t) задачi (2) будуються за формулою

yk(t) = C(t)λk + f(t) +

T∫

0

K(t, s)(yk−1(s) + Φ(s)µk)ds, (3)

а невiдомi параметри λk ∈ Rl, µk ∈ Rn визначаються з умов
T∫

0

S(t)yk(t)dt = β,

T∫

0

Ψ(t)(yk(t) − yk−1(t) − Φ(t)µk)dt = 0. (4)

Встановлено, що при певному виборi матриць C(t), Φ(t) та Ψ(t)
розмiрiв 1 × l, 1 × n та n × 1 вiдповiдно, метод (3), (4) зводиться до
iтерацiйного методу для рiвняння

y(t) = g(t) +

T∫

0

M(t, s)y(s)ds.
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ПРО ПЕРIОДИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПАРАБОЛIЧНОГО
ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

ВИЩОГО ПОРЯДКУ З IМПУЛЬСНИМ ВПЛИВОМ

У шарi Π ≡ {(t, x), t > τ0, x ∈ Rn} розглянуто задачу про знахо-
дження перiодичного розв’язку параболiчного псевдодиференцiаль-
ного рiвняння довiльного порядку за змiнною t

∂mu(t, x)

∂tm
= Au(t, x) + f(t, x), t 6= τi, (1)

з iмпульсними умовами

u
(j−1)
t (τi + 0, x)−u

(j−1)
t (τi− 0, x) = B

(j−1)
i u

(j−1)
t (τi− 0, x) + aj(x), (2)

де Au(t, x) – псевдодиференцiальний оператор, який визначається
формулою

Au(t, x) = F−1
σ→x




∑

k0γ+ν=mγ

Pνk0(t, σ)
dk0V

dtk0


 , V = Fx→σu(t, x),

Pνk0(t, σ) – однорiднi функцiї аргумента σ степеня ν, F−1
σ→x, Fx→σ

вiдповiдно операцiя оберненого та прямого перетворення Фур’є, при-
чому Pνk0 (t, σ) та f(t, x) є вiдомими неперервними, ω - перiодичними
функцiями за аргументом t, ω > 0, B(j)

i – сталi, j = 1,m, ai(x) –
вiдомi неперервнi функцiї, моменти τi такi, що

B
(j)
i+p = B

(j)
i , τi+p = τi + ω.

Для даної задачi доведено теореми iснування та єдиностi перi-
одичного розв’язку.

1. Самойленко А. М., Перестюк М. А. Дифференциальные урав-
нения с импульсным воздействием. – К.: Вища школа, 1987. –
258 с.
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ВАЛIРОНОВI ДЕФЕКТИ ВИПАДКОВОЇ
ЦIЛОЇ ФУНКЦIЇ

Нехай f(z) =
∑∞
n=0 anz

n — трансцендентна цiла функцiя, ρf ,
Tf(r) iNf (r, a) — її порядок, характеристика Неванлiнни i усереднена
лiчильна функцiя a-точок вiдповiдно, а

∆f (a) = 1 − lim
r→+∞

Nf (r, a)

Tf(r)
.

Згiдно з класичною теоремою Валiрона [1], для кожної f такої,
що

Tf(r) = O(ln2 r), r → +∞, (1)

рiвнiсть ∆f (a) = 0 виконується для кожного a ∈ C, тобто за умови
(1) функцiя f не має валiронових виняткових значень. З iншого боку,
для довiльної зростаючої до +∞ на [r0,+∞) функцiї ψ Д. Дрейсiн i
Д. Шiа [2] побудували приклад цiлої функцiї f такої, що

Tf (r) = O(ψ(r) ln2 r), r → +∞,

i ∆f (a) > 0 для множини значень a потужностi континуум.
Однак, для "бiльшостi"цiлих функцiй умову (1), яка гарантує вiд-

сутнiсть валiронових виняткових значень, можна iстотно послабити.
Розглянемо поряд з функцiєю f випадкову цiлу функцiю
fω(z) =

∑∞
n=0 ane

2πiωn(ω)zn, де (ωn(ω)) – послiдовнiсть незалежних
рiвномiрно розподiлених на [0, 1] випадкових величин. Зауважимо,
що ρfω = ρf для всiх ω ∈ Ω.

Теорема. Якщо ρf < +∞, то м. н. ∆fω (a) = 0 для всiх a ∈ C.

1. Valiron G. Sur les fonctions entières d’ordre nul et d’ordre fini et
en particulier les fonctions à correspondance régulière // Ann. fac.
sci. Univ. Toulouse – 1914. – 5. – P. 117–257.

2. Drasin D., Shea D.F. On the Valiron deficiencies of integral functi-
ons // Bull. London Math. Soc. – 1969. – 1. – P. 174–178.
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ПРО ОПУКЛIСТЬ I БЛИЗЬКIСТЬ ДО ОПУКЛОСТI
АНАЛIТИЧНИХ ФУНКЦIЙ IЗ ЗАДАНОЮ

РЕКУРЕНТНОЮ ФОРМУЛОЮ ДЛЯ КОЕФIЦIЄНТIВ

Однолиста аналiтична в D={z:|z|<1} функцiя f(z)=z+
∑∞
s=2 fsz

s

називається опуклою в D, якщо f(D) – опукла область, i називається
близькою до опуклої в D, якщо iснує така опукла в D функцiя g, що
Re{f ′(z)/g′(z)} > 0 (z ∈ D). Вiдомо, що якщо

∑∞
s=2 s

2|fs| ≤ 1, то
функцiя f опукла в D, а якщо

∑∞
s=2 s|fs| ≤ 1, то вона є близькою до

опуклої в D. За умови fs > 0 (s ≥ 2) достатньою умовою близькостi
до опуклостi функцiї f є умова 1 ≥ 2f2 ≥ . . . ≥ nfn ≥ . . . > 0.

Припустимо, що fs =
∑min{s,n}

k=1 ξ
(s−k)
s fs−k для s ≥ 2. Правильнi

наступнi теореми.
Теорема 1. Нехай n ≥ 3, всi ξ

(s−k)
s > 0, 2ξ

(1)
2 ≤ 1, s(ξ

(s−1)
s ξ

(s−k)
s−1 +

+ξ
(s−k)
s ) ≤ (s− 1)ξ

(s−k)
s−1 для всiх s = 3, n+ 1 та k = 2, s− 1 i s(s− 1−

−k)ξ
(s−k)
s ≤ (s − 1)(s − k)ξ

(s−1−k)
s−1 для всiх s ≥ n + 1 i k = 1, n. Тодi

функцiя f є близькою до опуклої в D.

Теорема 2. Нехай ξ∗j = max
s≥2

{(s+ j)|ξ(s)s+j |/s} i
∑n
j=1 ξ

∗
j < 1. Якщо

n|ξ(1)n |+(n+1)|ξ(1)n+1|+
n−1∑

k=2

(
k+n|ξ(k)n |−

n−k∑

j=1

(k + j)|ξ(k)k+j |
)
|fk| ≤ 1−

n∑

j=1

ξ∗j ,

то функцiя f є близькою до опуклої в D.

Теорема 3. Нехай ξ∗∗j = max
s≥2

{(s + j)2|ξ(s)s+j |/s2} i
∑n

j=1 ξ
∗∗
j < 1.

Якщо

n2|ξ(1)n | + (n+ 1)2|ξ(1)n+1|+

+
n−1∑

k=2

(
k2 + n2|ξ(k)n | −

n−k∑

j=0

(k + j)2|ξ(k)k+j |
)
|fk| ≤ 1 −

n∑

j=1

ξ∗∗j ,

то функцiя f є опуклою в D.
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СУПЕРЕКСПОНЕНЦIАЛЬНО ЗБIЖНИЙ
ФУНКЦIОНАЛЬНО-ДИСКРЕТНИЙ МЕТОД

РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI ГУРСА

У данiй роботi запропоновано функцiонально-дискретний метод
(FD-метод) розв’язування задачi Гурса для гiперболiчного диферен-
цiального рiвняння в частинних похiдних другого порядку. Розгляда-
ється випадок квазiлiнiйного рiвняння з нелiнiйнiстю, що є аналiти-
чною функцiєю в областi її визначення. Наближений розв’язок задачi
Гурса шукається у вiдповiдностi до схеми FD-методу розв’язування
операторних рiвнянь в банаховому просторi, наведеної в [1], яка є по-
єднанням FD-методу та методу розкладу Адомяна. Запропонований
метод забезпечує суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi. Пред-
стваленi чисельнi приклади пiдтверджують теоретичнi результати.

Таким чином, розглядається наступна задача Гурса в прямоку-
тнику Ω = {(x, y) | x ∈ (0, X), y ∈ (0, Y ), X, Y > 0} :

∂2u(x, y)

∂x∂y
+N(x, y, u(x, y))u(x, y) = f(x, y), x ∈ (0, X) , y ∈ (0, Y ) ,

u(x, 0) = ψ(x), u(0, y) = ϕ(y), ψ(0) = ϕ(0), (1)

де N(x, y, u) ∈ C(0,0,∞)
(
[0, X ] × [0, Y ] × R1

)
, ψ(x) ∈ C1[0, X ], ϕ(y) ∈

C1[0, Y ], f(x, y) ∈ C(Ω) — заданi функцiї. Наближення розв’язку за-

дачi (1) шукаємо у виглядi частинної суми
p
u(x, y) =

∑p
k=0 u

(j)(x, y),
яку будемо називати наближенням p - рангу. Запропонований алго-
ритм забезпечує суперекспоненцiальну швидкiсть збiжностi.

1. Lazurchak I.I., Makarov V.L., Sytnyk D. Two-sided Aproximati-
ons for Nonlinear Operator Equations // Computation Metods in
Applied Mathematics. – 2008 – 8, N 4. – P. 386–392.
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EXPONENTIALLY CONVERGENT PARALLEL
ALGORITHM FOR EIGENVALUE PROBLEM WITH

DISCONTINUOUS AND GENERALIZED POTENTIALS

Based on the functional-discrete technique (FD-method), an algori-
thm for eigenvalue problems with discontinuous and generalized potenti-
als is developed. The case of the potential involving Delta function and
function in L1 is investigated for both linear and nonlinear eigenvalue
problems. For the nonlinear problem the FD-technique is combined with
the Adomian decomposition method for the nonlinear part of the di-
fferential equation. For both linear and nonlinear problems, the proposed
approach provides a super exponential convergence rate with the base
inversely proportional to the index of a trial eigenvalue. Numerical ex-
amples are presented to support the theory. Based on the numerical
examples and the convergence results, conclusion about applicability of
the analytical theory for nonlinear eigenvalue problems is made.

We consider the following Sturm-Liouville problem

d2

dx2
u(x) − [βδ(x− α) + q(x)]u(x) + λu(x) −N(u(x)) = 0, (1)

u(0) = u(1) = 0; u′(0) = 1,

where δ(x) denotes Delta-function, β ∈ R, q(x) ∈ L1 ([0, 1]) and N(u) is
an analytical function in R. Such problems are of great interest in [1]. We
are looking for the approximations of the eigenfunctions and eigenvalues

of the problem (1) in the form of the following truncated series
m

λn=∑m
j=0 λ

(j)
n ,

m
un (x) =

∑m
j=0 u

(j)
n (x), which are called the approximations

of rank m. The proposed algorithm for computing λ(j)
n , u

(j)
n (x) provides

the superexponential convergence rate.

1. Albeverio, S., Gesztesy, F., Hoegh-Krohn, R., Holden, H. Solvable
models in quantum mechanics. – AMS Chelsea Publishing, 2005. –
488 p.
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АПРОКСИМАЦIЯ ФУНКЦIЇ ТА ПОХIДНОЇ
ГЛАДКИМ IНТЕРПОЛЯЦIЙНИМ СПЛАЙНОМ

Гладкi iнтерполяцiйнi сплайни використовуються при побудовi не-
перервного й гладкого чебишовського сплайн-наближення зi заданою
похибкою, а також при наближеннi розв’язкiв диференцiальних рiв-
нянь. Гладкий iнтерполяцiйний сплайн – це локальний сплайн, у яко-
му наближення на кожнiй iз ланок визначається з умов iтерполю-
вання функцiї у внутрiшнiх точках i ермiтового iнтерполювання на
межах ланки. Виразами в ланках сплайна можуть бути многочлени
Pm(x), а також нелiнiйнi за параметрами вирази Fm(a;x) = Fm(a0, a1,
..., am;x), наприклад експонента вiд многочлена, сума многочлена i
експоненти, сума многочлена i степеневого виразу тощо.

Нехай функцiя f(x) i Fm(a;x) ∈ C1[α, β] i на вiдрiзку [α, β] задано
значення функцiї та її похiдної в точках xi ∈ [α, β], i = 0, s. Глад-
ким iнтерполяцiйним сплайн-наближенням функцiї f(x) на множинi
точок xi, i = 0, s виразом Fm(a;x) називатимемо сплайн

S(x) = Fm(a(j);x), tj ≤ x ≤ tj+1, j = 0, q, q ≤ s, (1)

параметри a(j) j-ї ланки в якому визначаються iз системи рiвнянь





f(xkj+i) − Fm(x(j);xkj+i) = 0, i = 0,m− 2,

f ′(xj) − F ′
m(x(j);xkj ) = 0,

f ′(xkj+m−2 − Fm(x(j);xkj+m−2)) = 0.

(2)

У цьому сплайнi q – кiлькiсть ланок, а вiдрiзок [xkj , xkj+m−2] вiдповi-
дає j-й ланцi сплайна, де kj = (m−2)(j−1), tj = xkj . У точках дотику
ланок сплайну tj , j = 2, q значення функцiї та її похiдної збiгається зi
значенням сплайну та його похiдної. Отримано аналiтичнi вирази для
параметрiв ланки сплайна, оцiнки похибки µm,0 наближення функцiї
сплайном, а також похибки наближення похiдної фунцiї похiдною
сплайну µm,1 для m = 3, 4, 5.
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ОБ ИДЕНТИФИКАЦИИ ФИЛЬТРАЦИОННЫХ
КОЭФФИЦИЕНТОВ И ПЛАСТОВЫХ ДАВЛЕНИЙ

ДВУХ ГАЗОНОСНЫХ ПЛАСТОВ, ВСКРЫТЫХ
ОДНОЙ СКВАЖИНОЙ, ПО УСТЬЕВЫМ

ЗАМЕРАМ ДАВЛЕНИЯ И ДЕБИТА

Рассматривается математическая модель стационарного течения
газа в газодинамической системе, состоящей из вертикальной сква-
жины и двух горизонтальных газонасыщенных пористых пластов с
фильтрационными коэффициентами a1, b1, a2, b2 и пластовыми дав-
лениями X,Y , соответственно. Прямая задача состоит в вычислении
суммарного дебитаQ скважины и дебитов q1, q2 пластов как функций
от давления на устье скважины, при известных a1, b1,
a2, b2, X, Y . Эта задача решается в [1,2]. Обратная задача (идентифи-
кации) состоит в определении параметров a1, b1, a2, b2, X, Y по заме-
рам на устье скважины значений суммарного дебита Q(pj) при со-
ответствующих значениях устьевого давления pj (j = 1, . . . , 6). Ис-
пользуются основные уравнения прямой задачи ([1,2]), при этом по-
лучается довольно сложная система нелинейных уравнений. Она ре-
дуцируется к системе трех нелинейных уравнений, полиномиальных
по одной из неизвестных. Это позволяет построить эффективный чи-
сленный метод ее решения. Важную роль играют так называемые
точки поворота.

1. Марковский А. И. Стационарный дебит скважины, дренирую-
щей два газоносных пласта // Известия РАН. Механика жид-
кости и газа. – 2007. – № 4. – С. 184–191.

2. Марковский А. И. Стационарный дебит скважины, вскрываю-
щей два газоносных пласта // Сибирский журнал индустриаль-
ной математики. – 2010. – XIII, № 3. – С. 101–112.
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ПРО ЗАДАЧI ДИФУЗIЇ
З ФРАКТАЛЬНИМИ ОПЕРАТОРАМИ

Для рiвняння з оператором дробового диференцiювання

Lu ≡ Dα
Λu− u(0, x)

Γ(1 − α)tα
−

∑

|k|≤[2bα]

ak(t, x)Dk
xu = f(t, x), (1)

в областiQ = (0, T )×S, S – межа Ω ∈ En розглядається задачi Кошi з
умовою u|t=0 = ϕ(x), а для рiвнянь Lu+βpu = f двоточкова крайова
задача u|t=0 = ϕ(x), u|t=T = ψ(x). У рiвняннi (1) Dα

Λ = Λ(D)I1−α
Λ ,

Λ(D) = ∂
∂t + (−1)b∆b

x, ∆x – оператор Бельтрамi-Лапласа на
S ∈ C(2b,ω), IαΛ – оператор дробового диференцiювання для Λ(D)

IαΛu =
1

Γ(α)

t∫

0

dτ

((t− τ)1−α

∫

S

GΛ(t− τ, x, ξ)u(τ, ξ)dSξ, α ∈ (0, 1),

GΛ(t, x, ξ) – фундаментальний розв’язок Λ(D)u = 0.
Крiм того, для загального одномiрного рiвняння фрактальної ди-

фузiї

Dα
t u = a(t, x)

∂2u

∂x2
+ b(t, x)

∂u

∂x
+ C(t, x)u

будується функцiя Грiна (G1, G2) задачi Кошi методом Е. Хопфа для
коефiцiєнтiв iз класу Дiнi.

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Koshubei A.N. Analitic methods in
theory of differential and pseudo-differential equation of parabolic
type. – Basel: Birdhouses, 2004. – 390 p.

2. Матiйчук М.I. Параболiчнi та елiптичнi задачi у просторах Дiнi:
монографiя. – Чернiвцi, 2010. – 248 с.

130



Yuriy Maturin

Ivan Franko State Pedagogical University, Drohobych
yuriy_maturin@hotmail.com

LATTICES OF RADICAL FILTERS IN MODULES

Let R be an associative ring with unit 1 6=0. All modules are left
unitary. Let Rf(M) [Pf(M)] be the set of all radical [preradical] filters
of the module M . Let us consider the poset (Rf(M),⊆) [(Pf(M),⊆)]
(see [1-5]).

Theorem 1. If M is an R-module, then the poset (Rf(M),⊆)
[(Pf(M),⊆)] is a complete lattice.

Theorem 2. Let M be a semisimple module, then the following condi-
tions are equivalent:

(i) the lattice (Rf(M),⊆) [= (Pf(M),⊆)] is a chain;

(ii) M has no non-trivial fully invariant submodules;

(iii) M has no non-isomorphic minimal submodules.

Theorem 3. If M is a left R-module with J(M) 6= M , then
Card(Pf(M)) = 2 if and only if M is a finitely generated semisimple
module and all minimal submodules of M are isomorphic.

1. F.W. Anderson, K.R. Fuller, Rings and categories of modules. –
Berlin-Heidelberg-New York: Springer, 1973. – 340 p.

2. L. Bican, T. Kepka, P. Nemec, Rings, modules, and preradicals //
Lect. Notes Appl. Math. 75. – New York, Marcell Dekker, 1982. –
241 p.

3. A.I. Kashu, Radicals and torsions in modules. – Chisinau: Stiintsa,
1983. – 154 p.

4. Yu. Maturin, Preradicals and submodules // Algebra and discrete
mathematics. – 2010. – 10, N 1. – P. 88–96.

5. Yu. Maturin, On filters in modules over associative rings // Proc. of
the conference “XIII International Scientific Kravchuk Conference”
(Kiev, Ukraine, May 2010). – P. 25.
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АСИМПТОТИКА ФУНДАМЕНТАЛЬНОЇ СИСТЕМИ
РОЗВ’ЯЗКIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО РIВНЯННЯ

З РОЗПОДIЛАМИ НА ПIВОСI

Розглянемо диференцiальне рiвняння

y(n) + p2(x)y(n−2) + p3(x)y(n−3) + . . .+ pn(x)y = λy, (1)

де pi = q′i, qi – неперервнi справа функцiї обмеженої на [0,∞) варiацiї,
тобто pi – мiри. Нехай λ = −ρn – комплексний параметр. Розiб’ємо
всю комплексну ρ-площину на 2n секторiв Sq, q = 0, . . . , 2n − 1, якi
задамо нерiвностями qπ

n 6 arg ρ 6
(q+1)π
n .

Теорема. За накладених вище умов рiвняння (1) має n лiнiйно
незалежних розв’язкiв yk(x, ρ) таких, що при x > a > 0

y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωkxzkν(x, ρ), k = 1, . . . , n, ν = 0, . . . , n− 1,

де функцiї zkν(x, ρ) обмеженi для ρ ∈ Sq, |ρ| > r > 0; ωk – всi рi-

знi коренi n-го степеня з −1. Функцiї y
(ν)
k (x, ρ) неперервнi за сукуп-

нiстю змiнних x, ρ i однозначнi аналiтичнi функцiї змiнної ρ для
кожного фiксованого значення x. Коли ρ ∈ Sq, тодi функцiї ма-

ють асимптотичнi зображення y
(ν)
k (x, ρ) = ρνeρωkx[ωνk +O (1/ρ)] ,

ρ→ ∞, якi є рiвномiрними стосовно x ∈ [0,∞).
Отриманi формули узагальнюють окремi результати робiт [1, 2] i

дозволяють вивчити спектр вiдповiдного диференцiального
оператора.

1. Наймарк М. А. Исследование спектра и разложение по соб-
ственным функциям несамосопряженного дифференциального
оператора второго порядка на полуоси // Труды Московского
математического общества. – 1954. – 3. – С. 181–270.

2. Фунтаков В. Н. О разложении по собственным функциям неса-
мосопряженного дифференциального оператора произвольного
четного порядка на полуоси [0,∞) // Изв. АН Аз. ССР. – 1960. –
№ 6. – С. 3–21.
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ВАРIЯЦIЙНА ПРИРОДА
ТРЕМТIННЯ I САМОДIЇ В РЕЛЯТИВIЗМI

Рiвняння четвертого порядку для свiтової лiнiї релятивiської частки
в пласко́му просторi-часi СТВ,

π′
α = 0, (*)

з узагальненим моментом кiлькости руху

π = 6
u′ · u
‖u‖5

+

(
2
u′′ · u
‖u‖5

− 5
(u′ · u)2

‖u‖7
− u′ · u′

‖u‖5

)
u− 2

u′′

‖u‖3
+

A

‖u‖ u

можна пов’язати як iз тремтiнням простої частки, так iз наближеним
ефектом самодiї випромiнюючого електрона. Узагальненню рiвняння
(*) у викривленому просторi-часi ЗТВ,

π′
α = −Rαβρνuρuβπ(1)

ν ,

приписуємо гамiльтонiвське походження з функцiєю Гамiльтона

H = π.u+
‖u‖3

4
π(1) · π(1) −A ‖u‖ .

Для цього коварiянтним чином переписуємо канонiчний формалiзм:
Ствердження. Нехай функцiя Гамiльтона H залежить вiд змiн-

них x, u, π, π(1) не iнакше, як тiльки за посередництвом незмiн-
никiв γ = u · u, ψ = π.u, η = π(1) · π(1). В цьому випадку система
рiвняннь Гамiльтона з неозначеним множником µ є такою:

dx

dτ
= u

u′ = 2π(1)

(
∂H

∂ψ

)−1
∂H

∂η
+ µu

π′
α = −Rαβρνuρuβπ(1)

ν

π(1) ′ = −2 u

(
∂H

∂ψ

)−1
∂H

∂γ
− π − µπ(1) .
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ЛОКАЛЬНА РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ ОДНОГО КЛАСУ КВАЗIЛIНIЙНИХ

ВИРОДЖЕНИХ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

Розглянемо задачу Кошi

(
α(t)∂t − β(t)

( 3∑

l=2

nl∑

j=1

x(l−1)j∂xlj
−

n1∑

k,j=1

akj(t)∂x1k
∂x1j−

−
n1∑

j=1

aj(t)∂x1j

)
−a0(t)

)
u(t, x) = f(t, x,D1

x1
u(t, x)), (t, x) ∈ Π(0,T ], (1)

u(t, x)|t=+0 = 0, x ∈ Rn, (2)

де n1 , n2, n3 – заданi натуральнi числа такi, що 1 ≤ n3 ≤ n2 ≤ n1,
n := n1+n2+n3, x := (x1, x2, x3) ∈ Rn, якщо xl := (xl1, . . . , xlnl

) ∈ Rnl ,
l ∈ {1, 2, 3}; D1

x1
u := {∂kxu | |k| ≤ 1}, L – кiлькiсть елементiв множини

D1
x1
u; G := {y ∈ RL | |yj | ≤ R, j ∈ {1, ..., L}}, де R – додатнa сталa,

QH := {(t, x, y) | (t, x) ∈ ΠH , y ∈ G}, якщо H ⊂ R; α i β — неперервнi
на вiдрiзку [0, T ] функцiї, для яких α(t) > 0, β(t) > 0 при t ∈ (0, T ],
α(0)β(0) = 0 i β монотонно неспадна. Нехай виконуються умови :
a) ∃ δ0 > 0 ∀ t ∈ [0, T ] ∀ σ ∈ Rn1 : Re

∑n1

k,j=1 akj(t)σkσj ≥ δ0|σ|2;
b) коефiцiєнти akj , aj , {k, j} ⊂ {1, ..., n1}, i a0 в [0, T ] є неперервни-
ми функцiями. За допомогою результатiв з [1,2] встановлено умови
на функцiю f : Q[0,T ] → C за яких задача Кошi (1),(2) має єдиний
розв’язок в шарi Π[0,T0], де T0 ≤ T .

1. Eidelman S.D., Ivasyshen S.D., Kochubei A.N. Analytic methods in
the theory of differential and pseudodifferential equations of parabo-
lic type // Operator Theory: Adv. and Appl. – 2004. – 152. – 390 p.

2. Iвасишен С.Д., Мединський I.П. Локальна розв’язнiсть задачi
Кошi для квазiлiнiйної

−→
2b-параболiчної системи зi слабким ви-

родженням на початковiй гiперплощинi // Мат. методи та фiз.-
мех. поля. – 2004. – 47, № 4. – С. 110–114.
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ПРО АПРОКСИМАЦIЙНО-IТЕРАТИВНИЙ
МЕТОД ДЛЯ СЛАБКОНЕЛIНIЙНИХ

IНТЕГРАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

Розглядається задача вигляду

y(t) = f(t) + C(t)λ+

b∫

a

K(t, s)y(s)ds+ ε

b∫

a

H(t, s)F (s, y(s))ds,

b∫

a

S(t)y(t)dt = α+ ε

b∫

a

E(t, y(t))dt, t ∈ [a, b].

Тут функцiя y(t) iз класу L2([a, b]) та вектор λ ∈ Rl невiдомi.
Вибираються вектор-функцiї P (t) та Q(s) таким чином, щоб нор-

ма ядра B(t, s) = K(t, s) − P (t)Q(s) була малою. Для цього вибо-
ру можна використати рiзнi iснуючi апроксимацiйнi методи, зокрема
проекцiйнi та iнтерполяцiйнi.

Наближенi розв’язки розглядуваної задачi пропонується шукати
апроксимацiйно-iтеративним методом, суть якого полягає в тому, що
послiдовнi наближення yk(t), λk визначаються iз задачi

yk(t) = λk +

b∫

a

P (t)Q(s)yk(s)ds+ zk(t)+

+f(t) +

b∫

a

B(t, s)yk−1(s)ds+ ε

b∫

a

H(t, s)F (s, yk−1(s))ds,

b∫

a

S(t)yk(t)dt = α+ ε

b∫

a

E(t, yk−1(t))dt,

де y0(t) – початкове наближення, k ∈ N.
Встановлено умови збiжностi та оцiнки похибки даного методу.
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ПЕРМАНЕНТНIСТЬ ТА ПЕРIОДИЧНI РОЗВ’ЯЗКИ
В МОДЕЛI З ВIКОВОЮ СТРУКТУРОЮ,

ЗАПIЗНЕННЯМ ТА IМПУЛЬСНОЮ ДIЄЮ

Розглядається наступна система

ẋi(t) = α(t)xm(t) − δ(t)xi(t) − α(t− h)e−
∫ t

t−h
δ(s)dsxm(t− h), (1)

ẋm(t) = α(t− h)e−
∫ t

t−h
δ(s)dsxm(t− h) − β(t)xm(t) − γ(t)x2

m(t), (2)

при t 6= tk та з iмпульсною дiєю

xm(tk + 0) = (1 + dk)xm(tk), m = 1, 2 (3)

у моменти часу tk, k ∈ Z.
Система рiвнянь(1)–(3) описує математичну модель еволюцiї бiо-

логiчного виду з вiковою структурою. Тут xi(t) – щiльнiсть незрi-
лих особин бiологiчної популяцiї, xm(t) – щiльнiсть зрiлих особин
бiологiчної популяцiї в момент часу t. Функцiї α(t) та δ(t) задають
коефiцiєнти народжуваностi та смертностi незрiлих особин, вираз
−β(t)xm(t) − γ(t)x2

m(t) задає смертнiсть зрiлих особин, h – час до-
зрiвання. Вираз α(t− h) exp (−

∫ t
t−h δ(s)ds) · xm(t− h) визначає число

особин, якi народилися в момент часу (t−h), вижили i в момент часу
t стали дорослими. Формули (3) моделюють короткотривалi зовнiшнi
впливи на бiологiчну систему.

Встановлено умови перманентностi системи (1)–(3). При виконан-
нi додаткових обмежень, отримано умови iснування та єдиностi T -
перiодичного розв’язку.

1. Мисло Ю.М., Ткаченко В.I. Про перманентнiсть перiодичних
систем хижак – жертва з вiковою структурою та iмпульсною
дiєю // Нелiнiйнi коливання. – 2009. – 12, № 4. – С. 527–542.

2. Мисло Ю.М., Ткаченко В.I. Перманентнiсть та перiодичнi роз-
в’язки в моделях iз вiковою структурою, запiзненням та iмпуль-
сною дiєю // Нелiнiйнi коливання. – 2010. – 13, № 4. – C. 546–
555.
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О РАЗРЕШИМОСТИ НЕКОТОРЫХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ
ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

ДРОБНОГО ПОРЯДКА

Пусть P = [0, a] × [0, b], 0 < a, b, α, β < ∞, α = [α] + {α}, β =
[β] + {β}, r = (α;β), θ = (0; 0). Частный интеграл и частная произво-
дная Римана–Лиувилля по переменной x порядка α определяются,
соответственно, следующим образом

Iα0,xf(x, y) =
1

Γ(α)

x∫

0

(x− t)α−1f(t, y)dt,

Dα
0,xf(x, y) =

1

Γ(1 − {α})

(
∂

∂x

)1+[α] x∫

0

(x− t)−{α}f(t, y)dt,

где Γ(·) — гамма–функция Эйлера.
Смешанный интеграл и смешанная производная Римана–Лиувилля

порядка r функции f(x, y) определяются, соответственно, так:

fr(x, y) ≡ Irθf(x, y) = Iα0,xI
β
0,y, Dr

θf(x, y) = Dα
0,xD

β
0,yf(x, y).

Полагаем, что

0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1, p = (1 + α; 1 + β), q = (1 − α; 1 − β),

Dp
θf(x, y) = D1+α

0,x D1+β
0,y f(x, y) = D2

xyuq(x, y), Dr
θf(x, y) = Dxyuq(x, y),

(
Dxy =

∂2

∂x∂y
, D2

xy =
∂4

∂x2∂y2

)
.

Получены условия разрешимости краевой задачи

Dp
θu(x, y) = F (x, y, u(x, y), Dr

θu(x, y)),

uq(x, 0) = uq(x, b) = uq(0, y) = uq(a, y) = 0, 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b.
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ГIПЕРЦИКЛIЧНIСТЬ ОПЕРАТОРА КОМПОЗИЦIЇ
НА ТЕНЗОРНОМУ ДОБУТКУ ГIЛЬБЕРТОВИХ

ПРОСТОРIВ

Нехай E — гiльбертiв простiр. Позначимо через ⊗nsE симетричний
алгебраїчний тензорний степiнь просторуE.НехайHηE (E) — гiльбер-
тiв простiр аналiтичних функцiй на просторi E з гiльбертовою топо-
логiєю τh, тобто

HηE (E) =

{
f =

∞∑

n=0

Pn : Pn ∈ ⊗ns,hE∗ ∀n ∈ N

}
.

Оператор T : E → E називається гiперциклiчним, якщо iснує
вектор x ∈ E, для якого орбiта Orb(T, x) = {x, Tx, T 2x, . . . } — щiльна
множина в E. Кожен такий вектор x називається гiперциклiчним для
оператора T.

Нехай T : E → E лiнiйний оператор на гiльбертовому просторi E.
Введемо оператор композицiї CT (f) := f ◦ T.

Теорема. Нехай E — гiльбертiв простiр, E∗ — сепарабельний
спряжений простiр i оператор T : E → E такий, що T ∗ : E∗ →
E∗ задовольняє критерiй гiперциклiчностi [1]. Тодi, якщо оператор
композицiї

CT : (HηE (E), τh) → (HηE (E), τh), f 7→ f ◦ T

є неперервним на HηE (E), то вiн є там гiперциклiчним.

1. Mart̀inez-Gimènez F., Peris A. Universality and chaos for tensor
products of operators // Journ. Approx. Theory. – 2003. – 124. –
P. 7–24.
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IDENTIFICATION OF THE DIFFUSION COEFFICIENT
IN LINEAR EVOLUTION EQUATIONS IN HILBERT SPACES

Let H be a real separable Hilbert space and A : D(A) → H be a
positive and self-adjoint (unbounded) operator. We consider the identifi-
cation problem consisting in searching of a function u : [0, T ] → H and a
positive constant ν that fulfill the initial-value problem

u′ + νAu = 0, t ∈ (0, T ), u(0) = u0,

and the additional condition ‖u(T )‖2 = ρ, where u0 ∈ H and ρ > 0 are
given. If the initial datum u0 fulfills the restriction ‖u0‖2 > ρ, applying a
technique developed in a recent paper [1], we construct a unique solution
(u, ν) of suitable regularity on the whole interval [0, T ], and exhibit an
explicit continuous dependence estimate of Lipschitz-type with respect
to the data u0 and ρ. Also, we provide specific applications to second and
fourth-order parabolic initial-boundary value problems.

1. A. Lorenzi, G. Mola, Identification of a real constant in linear
evolution equations in Hilbert spaces // Inverse Problems and Imagi-
ng. – 2011. – submitted.
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ЛАКУНИ В СПЕКТРI ОПЕРАТОРIВ
ХIЛЛА–ШРЕДIНГЕРА

В гiльбертовому просторi L2(R) розглядаються оператори Хiлла–
Шредiнгера S(q) з дiйсними, перiодичними потенцiалами q:

S(q)u = −u′′ + q(x)u, x ∈ R,

q(x) =
∑

k∈Z

q̂(k)ei k2πx ∈ L2(T),T = R/Z, i q̂(k) = q̂(−k), k ∈ Z.

S(q) є обмеженими знизу самоспряженими операторами з абсолютно
неперервним спектром, який має зонну структуру: спектральнi зони
чергуються зi спектральними лакунами.

Позначимо через {γq(n)}n∈N послiдовнiсть довжин спектральних
лакун операторiв S(q). Тодi згiдно з результатами Гарнетта та Трубо-
вiца (Comm. Math. Helv. 1984) вiдображення

γ : L2(T,R) ∋ q 7→ {γq(n)}n∈N ∈ l2+, l
2
+ = {{a(k)}k∈N ∈ l2|a(k) ≥ 0},

є сюр’єктивним. Наступна теорема узагальнює цей результат.
Теорема. Нехай вага ω = {ω(k)}k∈N задовольняє умову:

ks ≪ ω(k) ≪ ks+1, s ∈ [0,∞).

Тодi (i) γ(Hω) = hω+; (ii) γ−1(hω+) = Hω.

Тут Hω ≡ Hω(T,R), ω(0) = 1, ω(−k) = ω(k), ω(k) ≥ 0, i

Hω =

{
f =

∑

k∈Z

f̂(k)ei k2πx ∈ L2(T)

∣∣∣∣∣
∑

k∈Z

ω2(k)|f̂(k)|2 <∞, Imf = 0

}
,

hω =

{
a = {a(k)}k∈N

∣∣∣∣∣
∑

k∈N

ω2(k)|a(k)|2 <∞
}
,

hω+ = {a = {a(k)}k∈Nh
ω |a(k) ≥ 0} .

Всi результати отримано спiльно з проф. В. А. Михайлецем.

1. Mikhailets V.A., Molyboga V.M. Smoothness of Hill’s potential and
lengths of spectral gaps. – arXiv: 1003.5000 [math.SP]. – 8 p.
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ЕФЕКТИВНЕ ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ТЕОРIЇ ПОТЕНЦIАЛУ

ЕЛЕКТРОННОЇ ОПТИКИ, ЩО МАЮТЬ
АБЕЛЕВУ ГРУПУ СИМЕТРIЇ

Багато конструктивних елементiв сучасних електронних прила-
дiв, якi використовують у рiзних областях технiки, володiють геомет-
ричною симетрiєю. При цьому математичне моделювання фiзичних
явищ у таких приладах має певнi труднощi, пов’язанi зi складнiстю
форми вiдповiдних граничних поверхонь-електродiв. Моделювання
можна значно спростити, якщо дослiдити й урахувати властивiсть
геометричної симетрiї останнiх шляхом використання апарату тео-
рiї груп [1]. Ефективним виявилось використання апарату теорiї
груп при дослiдженнi як просторових, так i плоских задач електрос-
татики [2], що дозволило створити передумови для розпаралелення
процедури чисельного розв’язування задач в цiлому. Так, вибираючи
рiзну кiлькiсть процесорiв, можна досягти або максимальної ефек-
тивностi їх завантаження, або ж прискорити швидкiсть обчислень.
При розглядi так званого плоского електростатичного поля основну
увагу зосереджено на еквiвалентностi проблеми певному iнтеграль-
ному рiвнянню та задачi знаходження адитивної сталої, яка присутня
в поданнi цього поля. Показано, що таку константу легко обчислити
за наявностi конгруентних складових граничної поверхнi.

1. Захаров Е.В., Сафронов С.И., Тарасов Р.П. Абелевы группы
конечного порядка в численном анализе линейных краевых за-
дач теории потенциала // Журн. вычисл. математики и матем.
физики. – 1992. – 32, № 1. – С. 40–58.

2. Мочурад Л.I., Остудiн Б.А. Дослiдження наближених розв’яз-
кiв однiєї граничної задачi теорiї потенцiалу з абелевою групою
симетрiї шiстнадцятого порядку // Працi мiжнародного симпо-
зiуму „Проблеми оптимiзацiї обчислень“, (24-29 вересня 2009,
Кацивелi). – Київ. – 2009. – С. 117–122.
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ПРО IНТЕГРАЛЬНЕ ЗОБРАЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
КРАЙОВИХ ЗАДАЧ ДЛЯ НЕСКIНЧЕННИХ

ТРИКУТНИХ СИСТЕМ ЕЛIПТИЧНИХ РIВНЯНЬ

Розглядаються внутрiшнi крайовi задачi Дiрiхле, Неймана i Робi-
на для нескiнченної трикутної системи елiптичних рiвнянь [1] в обла-
стi з Лiпшицевою межею. В кожному k-му рiвняннi (k = 0, 1, ...) ди-
ференцiйний вираз Puk(x) := −∑3

i,j=1 aji
∂2

∂xj∂xi
uk(x)+a0uk(x) стосу-

ється лише компонент uk, а функцiї u0, u1, ..., uk−1 входять лiнiйно.
Для цих задач наведено варiацiйнi формулювання i доведено iснува-
ння та єдинiсть розв’язку.

Шляхом введення q-згортки (спецiальної операцiї над нескiнчен-
ними послiдовностями [1]), отримано аналоги першої та другої фор-
мул Грiна, а також iнтегральне зображення розв’язку нескiнченної
трикутної системи елiптичних рiвнянь. За аналогiєю до теорiї елiп-
тичних рiвнянь розв’язок системи подано через суму об’ємного по-
тенцiалу та потенцiалiв простого i подвiйного шару.

Запропоноване зображення розв’язку системи дало змогу отрима-
ти спiввiдношення прямого методу граничних iнтегральних рiвнянь
(ГIР) для її чисельного розв’язування. В результатi для кожної з
крайових задач отримано еквiвалентну послiдовнiсть ГIР спецiально-
го вигляду для покрокового знаходження компонент густин вiдповiд-
них потенцiалiв. У кожному з випадкiв усi ГIР мають один i той же
оператор лiвої частини, а в праву частину входять слiди i нормальнi
похiднi на межi областi лише тих компонент розв’язку системи, якi
знайденi на попереднiх кроках.

1. Лiтинський С., Музичук Ю, Музичук А. Про слабкi розв’язки
крайових задач для нескiнченної трикутної системи елiптичних
рiвнянь // Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя прикл. матем. та iнформ.
– 2009. – Вип.15. – С. 52–70.
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ANALYSIS OF STRESS STATE OF FLEXIBLE
ANNULUR PLATE OF VARIABLE THICKNESS

IN TWO DIRECTIONS

The elastic plate in geometrically – nonlinear statement, made of
material with finite conductivity and in the external magnetic field with
given vector intensity ~H0 under normal load Pγ(r, θ) is considered. In
addition, a guide plate is evenly distributed outside of the current densi-
ty ~JCT . The middle plane, which belongs to the polar coordinate system
r, θ is chosen as the coordinate plane. Coordinate γ is counted along
the normal to the middle plane. Plate thickness varies in two directions:
h = h (r, θ).

Given that the plate curvature is zero, the overall equations for shells
[1,2] we obtain the solvable system of nonlinear differential equations in
partial derivatives with variable coefficients [3].

In vector form, the system will look like:

∂ ~N

∂r
= ~F

(
r, θ, t,

∂ ~N

∂θ
,
∂2 ~N

∂θ2
,
∂3 ~N

∂θ3
,
∂4 ~N

∂θ4
,
∂ ~N

∂t
,
∂2 ~N

∂t2

)
.

We are adding to the system of differential equations the initial condi-
tions ~N = 0, ∂

~N
∂t = 0, at t = 0 and the boundary conditions B1

~N (r0, t) =
~b1, B2

~N (rN , t) = ~b2 for obtaining the land problem of flexible isotropic
circular plates of variable stiffness in a magnetic field.

Further solution of the problem is based on the consistent application
of Newmark scheme, the direct method, method of quasilinearization and
method of discrete orthogonalization.

1. Green A.E., Naghdi P.M. On electromagnetic effects in the theory
of shells and plates // Phil. Trans. Ryo. Soc. London. – 1983. –
A 309. – P. 559–610.

2. Moon F.C. Magneto-solid mechanics. – N.-Y.:Wiley,1984. – 437 p.

3. Molchenko L.V., Dikii P.V. Two-dimensional magnetoelastic soluti-
ons for an circular plate // Int. Appl. Mech. – 2003. – 39, № 11. –
P. 1328–1334.
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ТРЕЩИНА В ВИДЕ СФЕРИЧЕСКОГО СЕГМЕНТА В
УПРУГОМ КРУГОВОМ КОНУСЕ

Рассматривается действие осесимметричной нормальной нагруз-
ки на трещину в форме сферического сегмента, соосно расположен-
ную в упругом конусе. Граница конуса закреплена.

Обобщенный метод Фурье эффективен при решении краевых за-
дач математической физики, в которых продолжения границ до пол-
ных канонических поверхностей не пересекаются. В случае пересе-
чения продолжений границ до полных канонических поверхностей
обобщенный метод Фурье не работает. Исследовано развитие обоб-
щенного метода Фурье на класс задач для многосвязных областей, в
которых продолжения границ до полных канонических поверхностей
пересекаются.

Решение задачи о трещине в упругом круговом конусе строится
в виде суперпозиции фундаментального решения уравнения Ламе и
решения для конуса.

Граничные условия удовлетворяются с использованием теорем сло-
жения для фундаментальных решений, которые преобразуют фунда-
ментальные решения через конические.

Задача сведена к системе интегральных уравнений второго рода с
фредгольмовым оператором при условии не пересечения граничных
поверхностей.

Приведен численный анализ результатов в зависимости от гео-
метрических параметров системы (радиус сегмента, угол раствора
сегмента, угол раствора конуса).
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ОСЕСИММЕТРИЧНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА
ТЕРМОУПРУГОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-

ИЗОТРОПНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА С
УПРУГИМ СФЕРОИДАЛЬНЫМ ВКЛЮЧЕНИЕМ

В работе [1] построены общие решения основных краевых задач
термоупругости для трансверсально-изотропного пространства со сфе-
роидальной полостью, в которых частные решения термоупругого
уравнения, отвечающие стационарным температурным полям обще-
го вида, имеют нерегулярность на оси симметрии при z < 0. Таким
образом, этими решениями нельзя пользоваться при исследовании
указанных выше задач.

В настоящей работе при помощи обобщенного метода Фурье
построено общее решение первой осесимметричной стационарной кра-
евой задачи термоупругости для трансверсально-изотропного полу-
пространства со сфероидальным упругим включением и температур-
ным полем T. Решение в перемещениях ищется в виде

U =

2∑

j=1




∞∫

0

Aj(λ)V−
j (ρ, zj , λ)dλ +

∞∑

n=0

a
(j)
n U+

j,n(ξj , ηj)

Q
(1)
n (qj0)



+ ∇̃1ϕ+ ∇̃2ψ,

где в правой части сумма по j отвечает за общее однородное решение,
а второе и третье слагаемые отвечают за частное неоднородное реше-
ние уравнения равновесия. При помощи теорем сложения, которые в
данной работе развиты на термоупругую часть, можно выписать ре-
шения отдельно в цилиндрических и сфероидальных координатах.
Переходя к напряжениям на граничных поверхностях и удовлетво-
ряя граничным условиям, получаем разрешающую систему уравне-
ний относительно неизвестных a(j)

n и Aj(λ).

1. Подильчук Ю. Н. Термоупругая деформация трансверсально-
изотропного вытянутого сфероида // Прикл. мех. – 1987. – 23,
№ 12. – С. 25–34.
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ПЕРIОДИЧНА МОДЕЛЬ ПОРИСТОГО МАТЕРIАЛУ

Дана робота є продовженням дослiдження [1], де на основi розв’яз-
ку задачi для iзотропного простору з рядом сфероїдальних включень,
що розташованi уздовж осi z, узагальненим методом Фур’є (УМФ) бу-
ло запропоновано модель композицiйного матерiалу, армованого ко-
роткими волокнами. Тут ми узагальнюємо задачу на несиметричний
випадок, що потребує використання вiдповiдних теорем сумування
(ТС). У пружному просторi розглянемо кубiчну гратку зi стороною
a, у вузлах якої розташовано однаковi сфероїдальнi включення. Вва-
жатимемо, що на нескiнченностi до пружного простору прикладено
одно- або двовiсний розтяг. Згiдно УМФ шукатимемо загальний роз-
в’язок задачi у виглядi

U =

∞∑

g,i,j=−∞

3∑

s=1

∞∑

n=0

∞∑

m=−∞
AgijsnmU+(5)

s,n,m(ξ, η, ϕ)gij + U0 у R3, (1)

U =

3∑

s=1

∞∑

n=0

∞∑

m=−∞
BgijsnmU−(5)

s,n,m(ξ, η, ϕ)gij у Ωgij . (2)

Перемiщення U0 вiдповiдає розтягу суцiльного простору. Розв’язок
задачi зведено до нескiнченної СЛАР. Має мiсце наступна ТС:

U+(5)
s,n,m(ξ, η, ϕ)αβγ =

3∑

t=1

∞∑

k=0

∞∑

l=−∞
T tklgijsnmαβγU

−(5)
t,k,l (ξ, η, ϕ)gij , (3)

де T tklgijsnmαβγ = δst − δt1δs2

[
q2
(

2c
∂

∂c
− n− k − 1

)
+ z12

∂

∂z12

]
f

+(55)k,l
1,n,m ,

f
+(55)k,l
1,n,m =

√
π

∞∑
p=0

εpk(k + 1/2)(c/2)p

Γ((p− k)/2 + 1)Γ((p+ k + 3)/2)

∂p

∂zp12
u

+(5)
n,m−1(ξ, η, ϕ).

1. Николаев А. Г., Танчик Е. А. Локальная математическая мо-
дель зернистого композиционного материала // Вестник Харьк.
нац. ун-та, сер. „Математика, прикладная математика и меха-
ника“. – 2010. – 922. – С. 4–19.
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ЗРОСТАННЯ У СМУГАХ ЦIЛИХ РЯДIВ ДIРIХЛЕ
З НЕМОНОТОННИМИ ПОКАЗНИКАМИ

Нехай S∞ клас цiлих рядiв Дiрiхле вигляду F (z) =
∑+∞

n=0 ane
zλn ,

z ∈ C, показники яких задовольняють умову sup{λj : j ≥ 0} = +∞.
Для F ∈ S∞ та x < +∞ позначимо M(x, F ) = sup{|F (x + iy)| : y ∈
R}, µ(x, F ) = max{|an|exλn : n ≥ 0}, а через ϕ та ϕ1 позначаємо,

вiдповiдно, оберненi функцiї до функцiй Φ(x)
def
= lnµ(x, F ), Φ1(x)

def
=

Φ(x)/x. Через L позначимо клас неперервних, додатних, зростаючих
до +∞ функцiй, а через L1 його пiдклас, до якого входять функцiї
Φ1(t) такi, що

∫ x
x0

Φ1(t)
t dt = O(Φ1(x)) (x→ +∞).

Теорема 1 ([1]). Нехай v ∈ L така, що
∫ +∞
0

v(t)dt < +∞, а функцiя
F ∈ S∞, така що Φ1 ∈ L1. Якщо lnn = o(ln |an|) (n → +∞), то
(∃ c1(t) ր +∞, t→ +∞) така, що (∀ n ≥ 0) (∀ x > 0, x /∈ E,

∫
E
d ln t <

+∞) : |an|exλn ≤ µ(x, F ) exp

{
−x
∫ µn

µν

(µn − t)
c1(t)

ϕ(t)
v(4t)dt

}
.

де µn = − ln |an|, а ν = ν(x, F ) = max{n : |an|exλn = µ(x, F )}.
Для 0 < a1 ≤ a2 i t1, t2 ∈ R позначимо Sj = Sj(tj , aj) = {z = x+iy :

|y − tj | ≤ aj , x ∈ R}, M(x, F, Sj) = sup{|F (x+ iy)| : |y − tj | ≤ aj}.
За допомогою теореми 1 i вiдомої леми Турана отримуємо таке

твердження.

Теорема 2. Якщо для функцiї F ∈ S∞ виконуються умови Φ1 ∈ L1,∑∞
n=1 1/µn < +∞, то спiввiдношення lnM(x, F, S2) ≥ lnM(x, F, S1) ≥

ln(M(x, F, S2)+o(µ(x, F )))+o(ln µ(x, F )) справджується при x→ +∞
(x /∈ E,

∫
E d ln t < +∞) зовнi деякої множини E2 скiнченної логари-

фмiчної мiри на [0,+∞), як тiльки S1 ⊂ S2.
У випадку цiлих рядiв Дiрiхле з послiдовнiстю показникiв λn ↑

+∞ (n ↑ +∞) подiбнi теореми ранiше отримав О.Б.Скаскiв.

1. Овчар I., Скаскiв О. Теорема типу Бореля для цiлих рядiв Дiрiх-
ле з немонотонними показниками // Вiсник Львiв ун-ту. Сер.
мех.-мат. – 2010. – Вип. 72. – С.232–242.
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АПОСТЕРIОРНI ОЦIНЮВАЧI ПОХИБОК ТА
h-АДАПТИВНИЙ МСЕ ДЛЯ ЕЛIПТИЧНИХ ЗАДАЧ

На прикладi крайової задачi

−∇.(µ∇u) + β.∇u+ σu = f в Ω ⊂ R2, u = 0 на Γ := ∂Ω, (1)

розглядаються h-адаптивнi схеми [1], якi здатнi на трiангуляцiях
Th = {K} областi Ω генерувати апроксимацiї МСЕ з гарантованою
точнiстю. Апостерiорний оцiнювач похибки (АОП) eh апроксимацiї
uh ∈ Vh ⊂ V := H1

0 (Ω) знаходиться iз задачi





задано базис {φK}K∈Th
простору Eh := V \Vh;

знайти eh(x) =
∑

K∈Th

λKφK(x) такий, що

∫

Ω

(µ∇eh.∇w + wβ.∇eh + σehw)dx =

=

∫

Ω

(fw − µ∇uh.∇w − wβ.∇uh − σuhw)dx ∀w ∈ Eh.

(2)

Якщо базиснi функцiї φK такi, що supp φK = K, то

λK =

∫
K

(fφK − µ∇uh.∇φK − φKβ.∇uh − σuhφK)dx∫
K(µ|∇φK |2 + φKβ.∇φK + σφ2

K)dx
∀K ∈ Th. (3)

Аналiзуються випадки побудови АОП для кусково полiномiаль-
них апроксимацiй uh|K ∈ Pm(K),m = 1, 2, 3, i результати обчис-
лювальних експериментiв з h-адаптуванням трiангуляцiї, коли умо-
вою зупинки є досягнення рiвномiрного розподiлу похибки заданого
рiвня.

Особливу увагу придiлено задачам з β = 0 та σ < 0.

1. Ainsworth M. and Oden J.T. A Posteriori Error Estimation in Fi-
nite Element Analysis. – Wiley, 2000.
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ТОЧНА ТРИТОЧКОВА РIЗНИЦЕВА СХЕМА
ДЛЯ СИСТЕМ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ НА ПIВОСI

В [1] побудована точна триточкова рiзницева схема (ТТРС) з точ-
ною нелiнiйною крайовою умовою на правому кiнцi для задачi

d2u

dx2
−m2u = −f(x, u), x ∈ (0,∞), u(0) = µ1, lim

x→∞
u(x) = 0.

У цiй роботi розглядається узагальнення скалярного випадку — кра-
йова задача для системи нелiнiйних диференцiальних рiвнянь

d2u

dx2
−Au = −f(x,u), x ∈ (0,∞),

u(0) = µ1, lim
x→∞

u(x) = 0, u,µ1 ∈ Rn, A = [a i,s]
n
i,s=1 .

Для чисельного розв’язування задачi на скiнченнiй нерiвномiрнiй сiт-
цi ˆ̄ωN = {xj ∈ [0,∞), j = 0, 1, ..., N, x0 = 0, hj = xj − xj−1 > 0,
h1 + . . .+ hN = xN} побудовано та обґрунтовано ТТРС з точною не-
лiнiйною крайовою умовою на правому граничному кiнцi сiтки xN

~
−1
j (Bj+1ux,j −Ajux̄,j) = −T̂ xj (f(ξ,u(ξ))), j = 1, . . . , N − 1,

u0 = µ1, −ANux̄,N = AuN − ˆ̃T xN (f(ξ,u(ξ))),

A(xj) = hjA
(
eAhj− I

)−1
, B(xj) = hjA

(
I − e−Ahj

)−1
, j = 1, . . . , N,

T̂ xj (f(ξ,u(ξ)))=~
−1
j

(
eAhj − I

)−1

xj∫

xj−1

(
eA(ξ−xj−1) − I

)
f(ξ,u(ξ))dξ+

+ ~−1
j

(
I − e−Ahj+1

)−1

xj+1∫

xj

(
I − eA(ξ−xj+1)

)
f(ξ,u(ξ))dξ, j=1, . . . , N−1,

T̂ xN(f(ξ,u(ξ)))=
(
eAhN−I

)−1

xN∫

xN−1

(
eA(ξ−xN−1)−I

)
f(ξ,u(ξ))dξ+

∞∫

xN

f(ξ,u(ξ))dξ.

1. Кутнiв М.В., Паздрiй О.I. Точна триточкова рiзницева схема
для нелiнiйної крайової задачi на пiвосi // Мат. методи та фiз.-
мех. поля. – 2010. – 53, № 4. – С. 75-86.
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MIXED PROBLEM FOR KIRCHHOFF TYPE EQUATIONS
WITH VARIABLE EXPONENT OF NONLINEARITY

Let Ω ⊂ Rn be a bounded domain with the boundary ∂Ω ∈ C1,
QT = Ω × (0, T ), where T > 0. Let q ∈ L∞(Ω) satisfies the estimate
1 < q0 ≤ q(x) ≤ q0 < +∞ for a. e. x ∈ Ω. We denote by Lq(x)(QT ) the
class of measurable functions v : QT → R1 such that

∫
QT

|v|q(x)dxdt<+∞.

It is proved [1] that Lq(x)(QT ) is a Banach space with the norm

||v;Lq(x)(QT )|| = inf
{
λ > 0 :

∫

QT

|v(x, t)/λ|q(x) dxdt ≤ 1

}
.

Consider the following problem in the domain QT :

utt −M

(∫

Ω

|∇u(y, t)|2 dy
)

∆u− ∆ut + h|ut|q(x)−2ut = f(x, t), (1)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = u0, ut|t=0 = u1, (3)

where M ∈ C1(R1), h ∈ L∞(QT ), u0 ∈ L2(Ω), u1 ∈ L2(Ω), f ∈ L2(QT ),
M(ξ) ≥ m0 > 0 for every ξ ∈ R+,

h(x, t) ≥ h0 > 0 for a. e. (x, t) ∈ QT ,

By generalized solution of the problem (1)-(3) we define the function
u ∈ L∞(0, T ;H1

0(Ω)), ut ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩Lq(x)(QT ) that satisfies (1)

in a sense of distribution and (3) in a sense of the space L2(Ω).
When other conditions are held, we have established the conditions

of unique solvability of the problem (1)-(3).

1. Kováčik O., Rákosnik J. On spaces Lp(x) and W 1,p(x) // Czecho-
slovak Math. J. – 1991. – 41. – P. 592–618.
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ПРО ФУНДАМЕНТАЛЬНI РОЗВ’ЯЗКИ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ ЗI ЗРОСТАЮЧИМИ

КОЕФIЦIЄНТАМИ ГРУПИ МОЛОДШИХ ЧЛЕНIВ

Нехай m, n – заданi натуральнi числа такi, що m ≤ n; N := m+n;
X := (x, y), якщо x := (x1, ..., xn) ∈ Rn i y := (y1, ..., ym) ∈ Rm.
Розглядаються рiвняння вигляду

(
∂t −

n∑

j,l=1

ajl∂xj∂xl
− β

n∑

j=1

xj∂xj −
m∑

j=1

xj∂yj

)
u(t,X) = 0,

t > 0, X ∈ RN , i (1)
(
∂t −

n∑

j,l=1

ajl∂xj∂xl
− β

n∑

j=1

xj∂xj

)
u(t, x) = 0, t > 0, x ∈ Rn, (2)

де ajl i β – дiйснi сталi, причому ajl = alj , {j, l} ⊂ {1, ..., n}, i вико-

нується умова параболiчностi ∃ δ > 0 ∀ ξ ∈ Rn :
n∑

j,l=1

ajlξjξl ≥ δ|ξ|2.
Цi рiвняння є рiвняннями Фоккера–Планка–Колмогорова вiдповiдно
невиродженого нормального та виродженого дифузiйного процесiв.

У доповiдi робиться огляд результатiв, якi стосуються побудови,
вивчення властивостей i деяких застосувань фундаментальних роз-
в’язкiв задачi Кошi для рiвнянь (1) i (2). Цi результати отриманi
спiльно з С.Д. Iвасишеним та опублiкованi в [1, 2].

1. Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Задача Кошi для рiвняння Фок-
кера-Планка-Колмогорова багатовимiрного нормального мар-
ковського процесу // Мат. методи та фiз.-мех. поля. – 2010. –
53, № 1. – С. 15–22.

2. Бабич O.О., Iвасишен С.Д., Пасiчник Г.С. Фундаментальний
розв’язок задачi Кошi для виродженого параболiчного рiвняння
зi зростаючими коефiцiєнтами групи молодших членiв // Нау-
ковий вiсник Чернiвецького унiверситету. Математика. – 2011. –
1, № 1–2. – C. 13–24.
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ПРО СТIЙКIСТЬ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ З МIРАМИ

Нехай I = [t0,∞), t0 ≥ 0; Ck(I) – простiр k разiв неперервно
диференцiйованих та AC(I) – простiр абсолютно неперервних на I
функцiй; BV +

loc(I) – простiр неперервних справа функцiй локально
обмеженої на I варiацiї; функцiя f(t) є на I функцiєю локально обме-
женої варiацiї, якщо f(t) має обмежену варiацiю на кожному компа-

ктi [t0, T ] ⊂ I i повнi варiацiї
T

V
t0
f(t) обмеженi в сукупностi, тобто

∞
V
t0
f(t) = sup

T≥t0

T

V
t0
f(t); Rn×m – простiр (n ×m) матриць-функцiй A(t);

L2(I) – простiр сумовних з квадратом на I функцiй; D′ – простiр
розподiлiв Л.Шварца.

Розглянемо в просторi D′ задачу

X ′(t) = A′(t)X(t) + F ′(t), X(t0) = X0, (1)

де X(t), A(t), F (t) ∈ Rn×n; A(t), F (t) ∈ BV +
loc(I).

Розв’язком рiвняння (1) називається функцiя X(t) ∈ BV +
loc(I), яка

задовольняє його в сенсi теорiї розподiлiв.
Рiвняння (1) охоплює частиннi випадки: 1) якщо в (1) A(t), F (t) ∈

C1(I), то розв’язок X(t) ∈ C1(I), рiвняння (1) задовольняється в
кожнiй точцi t ∈ I; 2) якщо в (1) A(t), F (t) ∈ AC(I), то розв’язок
X(t) ∈ AC(I), рiвняння (1) задовольняється майже скрiзь на I; 3)
якщо в (1) A(t), F (t) ∈ BV +

loc(I), то розв’язок X(t) ∈ BV +
loc(I), рiвня-

ння (1) задовольняється в сенсi простору D′.
Незважаючи на свою унiверсальнiсть, стiйкiсть за Ляпуновим не

є актуальною для лiнiйних рiвнянь з мiрами через те, що розв’яз-
ки рiвняння (1) є функцiями обмеженої варiацiї, а отже, є обмеже-
ними. Повiдомляються результати стосовно iнших понять стiйкостi:
експоненцiйної та варiацiйної стiйкостi, стiйкостi за постiйно дiючих
збурень. Розглядається також нелiнiйне рiвняння з мiрами.
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ПРО ОДНОВИМIРНI ОПЕРАТОРИ ШРЕДIНГЕРА
З PT -СИМЕТРИЧНИМИ ПОТЕНЦIАЛАМИ

Значна увага придiляється розгляду квантовомеханiчних систем,
якi описуються за допомогою PT -симетричних операторiв [1–3].

Ми розглядаємо диференцiальний вираз − d2

dx2 + V , де потенцiал
V = a〈δ, ·〉δ(x) + b〈δ′, ·〉δ(x) + c〈δ, ·〉δ′(x) + d〈δ′, ·〉δ′(x), a, b, c, d ∈ C. Ми
можемо визначити операторнi реалiзацiї AT цього виразу в просторi
L2(R), якi є розширеннями деякого симетричного оператора S.

Ми проводимо опис PT -симетричних розширень AT за допомогою
Jα-самоспряжених. Оператор A називається PT -симетричним, якщо
PT A = APT , де Pf(x) = f(−x), T f(x) = f(x); Jα-самоспряженим,
якщо JαA∗ = AJα, де Jα — нетривiальна фундаментальна симетрiя
в гiльбертовому просторi H (тобто Jα = J∗

α, J
2
α = I i Jα 6= ±I).

Якщо в H знайдуться такi фундаментальнi симетрiї J i R, що
JR = −RJ , то iснує алгебра Клiфорда Cl2(J,R) := span{I, J,R, iJR}
i Jα = α1J + α2R+ α3iJR, де α1, α2, α3 ∈ R, α2

1 + α2
2 + α2

3 = 1 [4]. Ми
розглядаємо алгебру Клiфорда Cl2(P ,R), де Rf(x) = sign(x)f(x).

Ми показуємо, що область PT -симетрiї можна описати за допо-
могою однопараметричної сiм’ї Jα-самоспряжених розширень, i про-
водимо спектральний аналiз Jα-самоспряжених розширень.

1. Albeverio S., Fei S.-M., Kurasov P. Point interactions: PT -Hermiti-
city and reality of the spectrum // Lett. in Math. Phys. – 2002. –
59. - P. 227–242.

2. Albeverio S., Kuzhel S. One-dimensional Schrödinger operators wi-
th P-symmetric zero-range potentials // J. Phys. A: Math. and
Gen. – 2005. – 38. – P. 4975–4988.

3. Günther U., Kuzhel S. PT -symmetry, Cartan decompositions, Lie
triple systems and Krein space related Clifford algebras // J. Phys.
A: Math. and Theor. – 2010. – 43. – P. 392002–392011.

4. Kuzhel S., Trunk C. On a class of J-self-adjoint-operators with
empty resolvent set // J. Math. Anal. Appl. – 2011. – 379. – P. 272–
289.
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ПРО ОДИН ПIДХIД ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ
НЕЛIНIЙНИХ IНТЕГРО-ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ

РIВНЯНЬ

Розглянемо на вiдрiзку IL : [x0, x0 + L] задачу Кошi для нелiнiй-
ного iнтегро-диференцiального рiвняння

u′ (x) = F
[
x, u(x),

∫ x

x0

g
[
x, s, u(s)ds

]]
, (1)

u (x0) = u0, x ∈ [x0, x0 + L] . (2)

Припустимо, що розв’язок задачi (1)-(2) iснує i єдиний, а функцiї
F i g володiють необхiдною гладкiстю. На вiдрiзку IL введемо сiтку
σh = {x0 < x1 < . . . < xN−1 < xN = x0 + L} з кроком h = xi+1 − xi,
i = 0, N − 1. Використовуючи апарат ланцюгових дробiв та теорiю
побудови методiв Рунге-Кутта, наближений розв’язок задачi (1)-(2)
в точцi x1 = x0 + h шукаємо у виглядi неперервного дробу

u
[k,l]
1 =

c0∑k−1
i=0 di,0 +

dk,0

1+
dk,1

1+ . . .
+dk,l

. (3)

Наведемо, як приклад, вирази для dk,l у випадку k + l = 2 (k =
1, 2; l = 0, 1)

c0 = u0, d1,0 = −δ1
c0
, d1,1 =

δ21 − c0δ2
δ1c0

, d2,0 =
δ21 − c0δ2

c20
, (4)

δi = h (ai1k1 + ai2k2) , i = 1, 2; k1 = F [x0 + α1h, u0, 0] ,

k2 = F [x0+α2h, u0+β21hk1, γ21K1] ,K1 = hg [x0+αh, x0+βh, u0+γhk1] .
Знайдено значення параметрiв a11, a12, a21, a22, α, α1, α2, β, β21,

γ, γ21 – при яких має мiсце оцiнка
∣∣∣u (x1) − u

[k,l]
1

∣∣∣ = O (hp) , p = 1, 2, 3. (5)

Для знаходження наближень у наступних точках xn(n ≥ 2) вико-
ристовуємо спосiб рухомого початку та формули (3),(4).
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КРАЙОВА ЗАДАЧА ДЛЯ НЕЛIНIЙНОГО РIВНЯННЯ
ПУАССОНА–ФЕРМI–ДIРАКА

Розглядаємо крайову задачу для нелiнiйного рiвняння Пуассона-
Фермi-Дiрака для випадку аксiальної та сферичної симетрiй

d2ψ

dz2
+
L

z

dψ

dz
= 1 − δ

eψ+ψ0 + 1
, (1)

ψ(z)|z=a = ψ0, −dψ(z)

dz

∣∣∣∣
z=a

= E0, (2)

де L = 1, 2 – вiдповiдно для аксiальної та сферичної симетрiй; z ∈
[0,∞), 0 < δ ≤ 1.

Розв’язок нелiнiйного рiвняння Пуассона-Фермi-Дiрака (1) знахо-

димо у виглядi логарифма степеневого ряду ψ = Z ln

( ∞∑
n=0

bnx
n

)
−ψ0,

де Z – деяке цiле число, вiдмiнне вiд нуля.
Доведено, що розв’язок нелiнiйного рiвняння Пуассона-Фермi-

Дiрака (1) з крайовими умовами (2) можна зобразити у виглядi

ψ(z) = Z ln


b0 + b1


1 −

(z
a

)1

p


+ b2


1 −

(z
a

)1

p




2

+ ...+

+bn


1 −

(z
a

)1

p




n

+ ...


− ψ0,

де p – додатне цiле або напiвцiле число. Знайдено радiус збiжностi
цього ряду: (

1 − bn
bn+1

)p
<
z

a
<

(
1 +

bn
bn+1

)p
.

155



Роман Пелещак, Микола Дорошенко,
Леся Берегуляк, Любов Лазурчак

Дрогобицький державний педунiверситет iменi Iвана Франка
informatyka@drohobych.net

ЗАДАЧА ДIРIХЛЕ ДЛЯ ДВОВИМIРНОГО РIВНЯННЯ
ПУАССОНА З НЕОДНОРIДНIСТЮ У ВИГЛЯДI

РЯДУ З УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ

Розв’язок даної задачi є актуальним для моделювання сучасних
нанооптоелектронних приладiв. У роботi розглядається двовимiрне
рiвняння Пуассона

∂2ϕ(x, y)

∂x2
+
∂2ϕ(x, y)

∂y2
= −1 + pδ(x− 1)

∞∑

n=−∞
δ(y − nh) (1)

з такими умовами Дiрiхле:

ϕ(0, y) = ϕ1, ϕ(Lx, y) = 0

ϕ(x, 0) = ϕ1 − ax2, ϕ(x, Ly) = ϕ1 − ax2

де 0 ≤ x ≤ Lx, 0 ≤ y ≤ Ly, p > 0, h− крок мiж δ - пiками на осi Y .

Згiдно з формулою Пуассона ряд
∞∑

n=−∞
δ(y − nh) набуде вигляду

∞∑

n=−∞
δ (y − nh) =

1

|h|

(
1 + 2

∞∑

k=1

cos 2πk
y

h

)
. (2)

Розв’язок рiвняння (1) iз врахуванням (2) та (3) знаходився ме-
тодом сiток. Для апроксимацiї оператора Лапласа застосовувалась
п’ятиточкова рiзнецева схема, а для знаходження потенцiалу у вуз-
лах сiтки – iтерацiйний метод послiдовної релаксацiї.

Iтерацiйний метод послiдовної релаксацiї реалiзований в прикла-
днiй системi Matlab.
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ВЛАСНI ЗНАЧЕННЯ ТА ВЛАСНI ФУНКЦIЇ
ОПЕРАТОРА ШРЕДIНГЕРА З САМОУЗГОДЖЕНИМ

ЕЛЕКТРОН-ДЕФОРМАЦIЙНИМ ПОТЕНЦIАЛОМ
НАНОГЕТЕРОСИСТЕМИ З КВАНТОВОЮ ТОЧКОЮ

У данiй роботi розв’язується рiвняння Шредiнгера з самоузгодже-
ним електрон-деформацiйним потенцiалом у напруженiй наногетеро-
системi з квантовими точками методом стрiльби

Ĥ(i)
r Ui(r) = λUi(r), i = 1, 2, 0 ≤ r ≤ R0, R0 ≤ r ≤ R1 (1)

вiдповiдно з такими крайовими умовами

U
(1)
nrl

(0) = 0, U
(2)
nrl

(R1) = 0, U
(1)
nrl

(R0) = U
(2)
nrl

(R0),

1

m∗
1

dU (1)

dr

∣∣∣∣
r=R0

=
1

m∗
2

dU (2)

dr

∣∣∣∣
r=R0

(2)

та умовою нормування

R0∫

0

∣∣∣U (1)
∣∣∣
2

dr +

R1∫

R0

∣∣∣U (2)
∣∣∣
2

dr = 1, (3)

де

Ĥr = − ~2

2m∗
i

[
d2

dr2
− l(l+ 1)

r2

]
+ Vi(r), (4)

Vi(r) =

{
V01 − eϕ1(r), i = 1,
V02 − eϕ2(r), i = 2,

(5)

ϕi(r) – розв’язки рiвняння Пуассона для наногетеросистеми з кван-
товою точкою

d2ϕi
dr2

+
2

r

dϕi
dr

=
e

εiε0
△ni(r), (6)

де △ni(r) – розподiл електронної густини в наногетеросистемi з кван-
товою точкою.
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CПIНОРНИЙ ПIДХIД ДРУГОГО ПОРЯДКУ
ДО РОЗЩЕПЛЕННЯ РIВНЯНЬ МАКСВЕЛЛА

У РIМАНОВОМУ ПРОСТОРI

З переходом вiд плоского до викривленого простору система рiв-
нянь Максвелла для вектор-потенцiалу Aa

∇b(∇bAa) −RacA
c = 0,

де Rac — тензор Рiччi, стає сильно зв’язаною. Запропонованi до цього
часу методи отримання її розв’язкiв застосовнi лише в окремих ал-
гебрично-спецiальних просторах.

Ми вивчаємо можливiсть послiдовного розщеплення цiєї систе-
ми у просторах iнших типiв шляхом подання системи рiвнянь для
вектор-потенцiалу в iзотропнiй тетрадi Ньюмена-Пенроуза у спiно-
рному формалiзмi другого порядку.

Систему рiвнянь отримано у виглядi

D∆A




D∆A0

D∆A1

D∆A2

D∆A3


+δδ̄A




δδ̄A0

δδ̄A1

δδ̄A2

δδ̄A3


+DA




DA0

DA1

DA2

DA3


+∆A




∆A0

∆A1

∆A2

∆A3


+

+δA




δA0

δA1

δA2

δA3


+ δ̄A




δ̄A0

δ̄A1

δ̄A2

δ̄A3


+A




A0

A1

A2

A3


 =




0
0
0
0


 ,

де D∆A, δδ̄A, DA, ∆A, δA, δ̄A, A — матрицi коефiцiєнтiв при вiдпо-
вiдних похiдних.

Отримано умови її послiдовного розщеплення. Частина їх може
бути виконана за рахунок унiмодулярних перетворень спiнорної бази,
частина обмежує геометрiю простору, але не зводиться до умов видi-
лення плоского простору чи простору типу D.
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ЗАДАЧА З ГОРИЗОНТАЛЬНИМИ
ХАРАКТЕРИСТИКАМИ

В криволiнiйному секторi VT = { (x, t) ∈ R2 : 0 ≤ t ≤ T, a1(t) <
x < a2(t), a1(0) = a2(0) = 0} розглянемо систему рiвнянь

∂ui
∂t

+ λi(x, t)
∂ui
∂x

= fi(x, t, u, v), i ∈ {1, . . . ,m}, (1)

∂vj
∂x

= qj(x, t, u, v), j ∈ {1, . . . , n}, u = (u1, ..., um), v = (v1, ..., vn).

Визначимо множини iндексiв: I1 = {i ∈ {1, ...,m} : λi(0, 0) <
a′1(0)}, I2 = {i ∈ {1, ...,m} : λi(0, 0) > a′2(0)}, I3 = {i ∈ {1, ...,m} :
a′1(0) < λi(0, 0) < a′2(0)}.

Тодi початковi та крайовi умови при 0 ≤ t ≤ T задамо так:

ui(0, 0) = u0, i ∈ {1, . . . ,m}, vj(0, 0) = v0, j ∈ {1, . . . , n}, (2)

ui(ak(t), t) = hki
(
t,
(
us(a1(t), t)

)
s∈Ik

)
, i ∈ I3−k ∪ I3, k ∈ {1, 2},

vj(a1(t), t) = ψi
(
t,
(
us(a1(t), t)

)
s∈I1

)
, j ∈ {1, . . . , n}. (3)

Припустимо, що виконуються умови погодження в точцi (0, 0),
а функцiї fi, qj , h

1
i , h2

i , ψj – неперервнi за всiма аргументами i
задовольняють глобальну умову Лiпшиця за змiнними u i v, функцiї
λi(x, t) – задовольняють умову Лiпшиця за x.

За допомогою методiв характеристик i стискуючих вiдображень
встановлено iснування i єдинiсть глобального узагальненого неперерв-
ного розв’язку мiшаної задачi (1)-(3). Глобальна коректна розв’я-
знiсть задачi одержана завдяки вибору спецiальних норм з вагою для
шуканих функцiй у вiдповiдному банаховому просторi. При доведен-
нi основної теореми використано пiдхiд запропонований у роботi [1].

1. Мауленов О., Мышкис А. Д. О разрешимости смешанной задачи
для вырожденной полулинейной гиперболической системы на
отрезке // Изв. АН КазССР. Сер. физ.- мат. – 1981. – №5. – С.
25–29.
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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ПСЕВДОДИФЕРЕНЦIАЛЬНОГО
СТОХАСТИЧНОГО РIВНЯННЯ

Нехай (Ω, F, P ) – iмовiрнiсний простiр з неспадним потоком σ-
алгебр Ft, t ∈ [0, T ], а саме Ft1 ⊂ Ft2 при t1 < t2. Випадкова функцiя
u(t, x, ω) визначена в ΠT × Ω = [0, T ]×R × Ω. Вона є Ft-узгодженою,
якщо при фiксованих (t, x) випадкова величина u(t, x, ω) є Ft-вимiрною
при всiх (t, x) ∈ ΠT . З iмовiрнiстю 1 є розв’язком задачi Кошi для
псевдодиференцiального стохастичного рiвняння

dtu = F−1
σ→x(a(σ)v) + F−1

σ→x(b(σ)v)dw(t, ω), (1)

u(0, x, ω) = ϕ(x), x ∈ R, ω ∈ Ω. (2)

Тут a(σ) − 1
2b

2(σ) ≡ A(σ) визначена на R парна функцiя, яка є одно-
рiдною за аргументом σ з показником γ > 1, тобто
A(λσ) = λγA(σ), λ > 0, при σ 6= 0 диференцiйовна за σ, причому
Dk
σA(σ) ≤ −Ck|σ|γ−k, k = 0, 1, ...; w(t, ω) стандартний скалярний вi-

нерiвський процес, ϕ(x) iмовiрнiстю 1 допускає перетворення Фур’є.
До задачi (1), (2) застосовуємо перетворення Фур’є. В результа-

тi отримаємо задачу Кошi для стохастичного псевдодиферецiального
рiвняння, розв’язок якої виписується за формулою

v(t, σ, ω) = ϕ̃(σ)exp{A(σ)t + b(σ)w(t)}. (3)

Встановлюється iснування функцiї Грiна задачi Кошi, яка допус-
кає оцiнку M |DkG(t, x)| ≤ ck t

(
(t

1
[γ]+1 + |x|)2+[γ]+k

)−1
, тут M – опе-

рацiя математичного сподiвання.
За допомогою функцiї Грiна отримується зображення розв’язку

задачi (1), (2).

1. Дрiнь Р.Я., Ейдельман С.Д. Єдинiсть розв’яку задачi Кошi для
рiвняння дифузiї з псевдодиференцiальним доданком // Мате-
рiали Мiжнародної конференцiї, присвяченої пам’ятi Ганса Га-
на. – Чернiвцi: Рута, 1995. – С. 78-88.
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МАТРИЧНI ДIОФАНТОВI РIВНЯННЯ

Нехай R – комутативна область головних iдеалiв. Розглядається
матричне дiофантове рiвнянння

AX +BY = C, (1)

де A,B,C – вiдомi, X,Y – невiдомi n× n-матрицi над R.
Вiдомо [1], що пара матриць (A,B) узагальнено еквiвалентна до

пари (DA, TB), тобтоDA = UAVA = Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn)− канонiчна
дiагональна форма матрицi A, де ϕi | ϕi+1, i = 1, . . . , n − 1, i TB =
UBVB = triang(ψ1, . . . , ψn)− нижня трикутна матриця з головною
дiагоналлю DB = Ψ = diag(ψ1, . . . , ψn), де U, VA, VB ∈ GL(n,R).
Тодi з рiвняння (1) отримуємо таке матричне рiвняння:

DAX̃ + TBỸ = C̃, (2)

де X̃ = V −1
A X, Ỹ = V −1

B Y, C̃ = UC.

Теорема. Рiвняння (2) має єдиний розв’язок X̃0=‖x̃(0)
ij ‖n1 ,

Ỹ0=‖ỹ(0)
ij ‖n1 такий, що x̃

(0)
ij ∈ Rψi , i=1, . . . , n, де Rψi− повна множи-

на лишкiв за модулем ψi, тодi i тiльки тодi, коли (det Φ, det Ψ) = 1.

Розв’язок X̃0, Ỹ0 рiвняння (2) будується за розв’язками вiдповiд-
них конгруенцiй та записується загальний розв’язок X̃, Ỹ цього рiвня-
ння. Тодi загальним розв’язком рiвняння (1) є X = VAX̃, Y = VBỸ .

Зауважимо, що критерiй однозначностi розв’язку матричного рiз-
нобiчного дiофантового рiвняння AX+Y B=C над областю головних
iдеалiв встановлено в [2]. Вiдомi також результати про однозначнiсть
розв’язкiв таких матричних рiвнянь над кiльцями полiномiв.

1. Petrychkovych V. Generalized eguivalence of pairs of matrices //
Linear and Multilinear Algebra. – 2000. – 48, N 2. – P. 179–188.

2. Джалюк Н.С. Однозначнiсть клiтково-трикутних факторизацiй
матриць над кiльцями головних iдеалiв // Доп. НАН України.
– № 1. – 2010. – С. 7–12.

161



Роман Петришин

Чернiвецький нацiональний унiверситет iменi Юрiя Федьковича
r.petryshyn@chnu.edu.ua

УСЕРЕДНЕННЯ ОДНОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI
ДЛЯ БАГАТОЧАСТОТНОЇ СИСТЕМИ З

НЕФIКСОВАНИМИ МОМЕНТАМИ IМПУЛЬСНОЇ ДIЇ

Нехай задана багаточастотна система з нефiксованими моментами
tj = θj(x) iмпульсної дiї вигляду

dx

dτ
= a(x, ϕ, τ),

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+ b(x, ϕ, τ), τ 6= εθj(x),

∆x
∣∣
τ=εθj(x)

= εf(x, ϕ), ∆ϕ
∣∣
τ=εθj(x)

= εg(x, ϕ), (1)

в якiй ε – малий додатний параметр, τ = εt ∈ [0, L], x ∈ D ⊂ Rn,
ϕ ∈ Rm, θj(x) < θj+1(x), дiйснi функцiї a, b, ω, f, g, θj належить
певним класам гладких i майже перiодичних за кожною координатою
вектора ϕ функцiй. Задамо для (1) крайову умову

F
(
x
∣∣
τ=τ (1) , . . . , x

∣∣
τ=τ (r)

)
= 0, ϕ

∣∣
τ=0

= ϕ0, (2)

де F – n-вимiрна вектор-функцiя, ϕ0 – сталий вектор.
В даному повiдомленнi для розв’язання задачi (1), (2) викори-

стано метод усереднення за всiма швидкими змiннии ϕ. Важливо,
що на вiдмiну вiд системи (1) з iмпульсною дiєю усереднена система
будується гладкою i не пiдлягає iмпульсному збуренню. При цьому
iстотними є нерiвностi

∂θj(x)

∂x
f(x, ϕ) ≤ α = const < 0, x ∈ D, ϕ ∈ Rm, j ≥ 1,

det

(
dlων(τ)

dτ l

)m

ν, l=1

6= 0, τ ∈ [0, L], ω = (ω1, . . . , ωm),

якi виключають биття розв’язку об поверхню t = θj(x) i забезпечують
швидке проходження системи (1) через резонанснi зони.

1. Самойленко А.М., Петришин Р.I. Математичнi аспекти теорiї
нелiнiйних коливань. – Київ: Наук. думка, 2004. – 474 с.
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ПРО АПРОКСИМАЦIЮ СИСТЕМ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНО-РIЗНИЦЕВИХ РIВНЯНЬ

Розглядається початкова задача для системи диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь

x′(t) = f(t, x(t), x(t − τ1), . . . , x(t− τp), y(t− τ1), . . . , y(t− τp)), (1)

y′(t) = g(t, x(t), x(t− τ1), . . . , x(t− τp), y(t− τ1), . . . , y(t− τp)), t ∈ [0, T ],

x(t) = ϕ1(t), y(t) = ϕ2(t), t ∈ [−τ, 0], (2)

де 0 < τ1 < · · · < τp = τ ; f , g – неперервнi функцiї при t ∈ [0, T ];
ϕ1(t), ϕ2(t) – заданi неперервнi функцiї при t ∈ [−τ, 0].

Визначимо функцiї zj(t), j = 0,m, wj(t), j = 1,m, як розв’язки
задачi Кошi для системи звичайних диференцiальних рiвнянь

z′0(t) = f(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t), wl1(t), . . . , wlp(t)),

z′j(t) = µ(zj−1(t) − zj(t)), j = 1,m, (3)

w′
1(t) = µ[g(t, z0(t), zl1(t), . . . , zlp(t), wl1(t), . . . , wlp (t)) − w1(t)],

w′
j(t) = µ(wj−1(t) − wj(t)), j = 2,m,

zj(0) = ϕ1

(
− jτ

m

)
, j = 0,m, wj(0) = ϕ2

(
− jτ

m

)
, j = 1,m, (4)

де m ∈ N, µ =
m

τ
, lj =

[τjm
τ

]
.

Встановлено умови, при виконаннi яких розв’язки задачi Кошi
для системи звичайних диференцiальних рiвнянь (3)–(4) апрокси-
мують розв’язки початкової задачi (1)–(2) i для всiх t ∈ [0, T ]
справджуються спiввiдношення

∣∣∣x
(
t− τj

m

)
− zj(t)

∣∣∣→ 0,
∣∣∣y
(
t− τj

m

)
− wj(t)

∣∣∣→ 0, m→ ∞.

1. Пiддубна Л.А., Черевко I.М. Апроксимацiя диференцiально-рiз-
ницевих рiвнянь системами звичайних диференцiальних рiвнянь
// Нелiнiйнi коливання. – 1999. – 2, №1. – С. 42–50.
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ТОЧНI РIВНЯННЯ МАТIСОНА-ПАПАПЕТРУ
В МЕТРИЦI КЕРРА

Поведiнка класичної (неквантової) частинки зi спiном у гравiта-
цiйному полi в рамках загальної теорiї вiдносностi описується дифе-
ренцiальними рiвняннями Матiсона-Папапетру (МП) iз вiдповiдною
доповняльною умовою. За умови Sλνuν = 0 (Sλν – тензор спiну, uν
– 4-швидкiсть частинки) ця система мiстить третi похiднi вiд коор-
динат за власним часом частинки. У випадку аксiально-симетричної
метрики Керра, яка описує гравiтацiйне поле чорних дiр, завдяки
iснуванню векторiв Кiлiнґа рiвняння МП мають два iнтеграли руху
– енергiї та кутового моменту. Метою нашого дослiдження є засто-
сування цих iнтегралiв для отримання нового зображення рiвнянь
МП, яке мiститиме похiднi вiд координат порядку не вище другого,
з подальшим їх комп’ютерним iнтегруванням. Виявляється, що для
отримання такого зображення необхiдно врахувати ще одне диферен-
цiальне спiввiдношення, яке випливає з вихiдних рiвнянь МП i має
вигляд

mSi
Dui

ds
= −1

2
uπSρσSjR

j
πρσ, (1)

деm – маса частинки, Si – 3-вектор спiну,D/ds – коварiантна похiдна,
Rjπρσ – рiманiв тензор кривини.

Iнтегрування точної системи рiвнянь МП без обмежень на швид-
кiсть частинки вiдносно джерела гравiтацiйного поля та на величину
й орiєнтацiю спiну дало змогу узагальнити висновки щодо проявiв
ефектiв значного гравiтацiйного вiдштовхування, зробленi ранiше в
лiнiйному за спiном наближеннi [1].

1. Plyatsko R., Stefanyshyn O. Fenyk M. Highly relativistic spinning
particle starting near r(−)

ph in a Kerr field // Phys. Rev. D. – 2010.
– 82. – id. 044015.
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RECURSIVE WAVELET LEAST-SQUARES METHOD
FOR LINEAR PARABOLIC EQUATIONS

Consider the following linear parabolic initial-boundary value problem
in a cylinder ΩT = Ω × [0, T ] (Ω ∈ Rd is a bounded domain; ∂Ω ∈ C2):

f = Lu := ut−
∑

1≤i,j≤d
ai,juxi,xj +

d∑

i=1

biuxi +cu, u|t=0 = u|x∈∂Ω×[0,T ] = 0

(ai,j ∈ W 1
∞(ΩT ); ν|ξ|2 ≤ ∑

1≤i,j≤d ai,j(x, t)ξiξj ≤ µ|ξ|2 for some µ ≥
ν > 0 and all (x, t) ∈ ΩT and ξ ∈ Rd; bi, c ∈ L∞(ΩT ); f ∈ L2(ΩT ); u ∈
W 2,1

2 (ΩT )). L : {v ∈ W 2,1
2 (ΩT ) : v|t=0 = v|x∈∂Ω×[0,T ] = 0} → L2(ΩT ) is

known to be continuously invertible, which allows for using least-squares
methods, i.e., approximation of f by its orthogonal projections Pjf on
LVj := {Lv : v ∈ Vj} ({Vj} are complete, usually nested, families of
subspaces of W 2,1

2 (ΩS) (S ≥ T )). Clearly, u is approximated by L−1Pjf .
The recursive expansion strategy adds some flexibility to the above

scheme and enables, e.g., using mixes of multiresolution analyses, as
well as perturbed projectors P̃j := Pj + EjPj (Ej : LVj → LVj) wi-
th ‖Ej‖ ≤ E < 1, which is desirable as the arising linear equation
systems are solved by iterative methods. The recursive expansion of
f ∈ L2(ΩT ) by {P̃j} is defined as

∑∞
j=0 P̃jRj−1f , where R0 = Id,

Rj = QjQj−1 . . .Q1, Qj = Id − P̃j (j ∈ N). The subspace sequences

of interest are as follows: Vj = span{ϕ(lj)
mj ,k

: k ∈ Zd+1, suppϕ
(lj)
mj ,k

∈ ΩS},
where ϕ(lj)

mj ,k
(x, t) = ϕ(lj)(2mj ((x, t) − k)) ∈ W 2α,α

2 (Rd+1) (α > 1) are

compactly supported, lj ∈ {1, . . . , l}, for all q ∈ {1, . . . , l}
∫

Rd+1 ϕ
(q)(x, t)

dxdt 6= 0, {mj} is nondecreasing and #{j : mj = m} < M for some M
and all m.

Theorem. Under the above assumptions on {Vj} and {P̃j} the recursi-

ve expansion of any f ∈ L2(ΩT ) by {P̃j} converges to f in L2(ΩT ).
This research has been financially supported by Russian Foundati-

on for Basic Research (project 11-01-00321) and the program ”Leading
scientific schools of Russia” (project NSh-3252.2010.1).
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ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ОБЕРНЕНОЇ ЛIНIЙНОЇ
АЛГЕБРАЇЧНОЇ СПЕКТРАЛЬНОЇ ЗАДАЧI

У доповiдi запропоновано чисельний метод розв’язування оберне-
ної алгебраїчної спектральної задачi, яка виникає у багатьох при-
кладних математичних моделях. Тобто, потрiбно розв’язати наступну
обернену задачу на власнi значення.

Нехай Ai =
{
aij,k

}n
j,k=1

, i = 0, 1, . . . , n – сталi матрицi i

λ = (λ1, . . . , λn)
T ∈ Rn. Задача полягає у знаходженнi такого вектор-

ного параметра p = (p1, . . . , pn)
T ∈ Rn, при якому матриця

A(p) = A0 +
n∑
i=1

piAi має заданi власнi значення λ1, . . . , λn. Оскiльки,

розв’язок p вихiдної задачi є також розв’язком еквiвалентної задачi

F (p) ≡




det(A(p) − λ1I)
...
det(A(p) − λnI)


 ≡




F1(p)
...
Fn(p)


 = 0, (1)

то запропоновано iтерацiйний процес, який дозволяє для обчислення
p = (p1, . . . , pn)

T системи (1) застосувати метод Ньютона

p(m+1) = p(m) −
[
G(p(m))

]−1

F (p(m)), m = 0, 1, . . . ,

де G(p) = {gij}ni,j=1 , gij = ∂Fi(p)
∂pj

, не розкриваючи детермiнантiв
у (1). Це означає, що пропонується алгоритм знаходження значень
функцiй Fi(p) та їх частинних похiдних gij при фiксованому значеннi
параметрiв pi, i, j = 1, 2, . . . , n, використовуючи для цього LU -роз-
клад матриць Fi(p) та чисельну процедуру обчислення похiдних де-
термiнанта матрицi [1]. Наведено числовi приклади.

1. Подлевский Б.М. О применении метода Ньютона к нахождению
собственных значений некоторых двухпараметрических (много-
параметрических) спектральных задач // Ж. вычисл. матем. и
матем. физ. – 2008. – 48, № 12. – С. 2107–2112.
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SPECTRAL PROPERTIES
OF STURM–LIOUVILLE OPERATORS WITH

ENERGY-DEPENDENT POTENTIALS

The aim of the talk is to discuss spectral properties of the quadratic
operator pencil

T (λ) := λ2 − λB −A (1)

in the Hilbert space L2(0, 1), whereA denotes an operator acting byAy :=
−y′′ + q(x)y subject to the Dirichlet boundary conditions and B is the
operator of multiplication by 2p. Here p and q are real-valued functions
from L2(0, 1).

The spectrum σ(T ) of the operator pencil T is the set of all such λ ∈ C

for which T−1(λ) does not exist, i.e., σ(T ) = {λ ∈ C | 0 ∈ σ(T (λ))}.
Theorem. Let κ be the number of negative eigenvalues of the ope-

rator A. Then

(i) the spectrum of the operator pencil T is discrete;

(ii) there are at most κ non-simple real eigenvalues, and their algebraic
multiplicities do not exceed 2κ+ 1;

(iii) the non-real spectrum of the pencil T is symmetric with respect
to the real axis and consists of at most κ pairs of eigenvalues λ
and λ̄ of finite algebraic multiplicity, moreover, the root subspaces
corresponding to λ and λ̄ are isomorphic.

If the operator A is positive, then the spectrum of the operator pencil T
is real and simple.

To prove this theorem we use linearization of the operator pencil T
and its properties in the corresponding Pontryagin space [1, 2].

1. Bognar, J. Indefinite inner product spaces. — New York: Springer-
Verlag, 1974. — 223 p.

2. Langer H., Najman B., Tretter Ch. Spectral theory of the Klein-
Gordon equation in Pontryagin spaces // Comm. Math. Phys. –
2006. – 267, N 1. – P. 159–180.
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ПРО МIШАНУ ЗАДАЧУ ДЛЯ НЕЛIНIЙНОГО
УЛЬТРАПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

З ЗАПIЗНЕННЯМ

Hехай Ω ⊂ Rn та D ⊂ Rl – обмеженi областi з межами ∂Ω ∈ C1 та
∂D ∈ C1 вiдповiдно, T ∈ (0,∞) – фiксоване число, G = Ω ×D.

В областi QT = G× (0, T ) розглянемо мiшану задачу

ut +
l∑

i=1

λi(x, y, t)uyi −
n∑

i=1

(ai(x, y, t)|uxi |p−2uxi)xi+

+c(x, y, t)u(x, y, t− h) + g(x, y, t, u) = f(x, y, t), (1)

u|S1
T

= 0, u|ΣT = 0, (2)

u(x, y, t) = u0(x, y), t ∈ [−h, 0], (x, y) ∈ G. (3)

Тут ΣT = ∂Ω × D × (0, T ), S1
T = {(x, y, t) ∈ ST ≡ Ω × ∂D × (0, T ) :

l∑
i=1

λi(x, y, t) cos(ν, yi)<0}, ν – зовнiшня нормаль до ST .

Припустимо, що коефiцiєнти рiвняння (1) задовольняють умови:
ai, c ∈ L∞(QT ), ai(x, y, t) ≥ a0 > 0, c(x, y, t) ≥ c0 д. м. в. (x, y, t) ∈ QT
та всiх i = 1, . . . , n; q ∈ (1,∞), p ∈ (1, 2); функцiя g(x, y, t, ξ) ви-
мiрна за (x, y, t) в QT для всiх ξ ∈ R1, неперервна за ξ д. м. в.
(x, y, t) ∈ QT ; |g(x, y, t, ξ)| ≤ g0|ξ|q−1, (g(x, y, t, ξ)−g(x, y, t, η))(ξ−η) ≥
≥ g0|ξ − η|q д. м. в. (x, y, t) ∈ QT та всiх ξ, η ∈ R1, де g0 > 0,
g0 > 0, λi ∈ C(QT ), λiyi ∈ L∞(QT ) д. м. в. (x, y, t) ∈ QT та всiх
i = 1, . . . , l; f ∈ L2(QT ); u0 ∈ L2(G).

Встановлено умови iснування та єдиностi розв’язкiв задачi (1)–(3)
з простору V (QT ) ∩ C([0, T ];L2(G)), де V (QT ) = {v : v ∈ Lq(QT ) ∩
L2(QT ), vxi ∈ Lp(QT ), vyj ∈ L2(QT ), i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , l,
v|S1

T
= 0, v

∣∣
ΣT

= 0}.
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ПРО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI
В ПIВПРОСТОРI З ШАРОМ I ПОРОЖНИНОЮ

Розглядаються граничнi задачi стацiонарної теплопровiдностi для
рiвняння Лапласа в тривимiрнiй областi, утворенiй шаром i пiвпро-
стором з порожниною, яка обмежена гладкою замкненою поверхнею.
Шукана функцiя задовольняє умову Неймана на зовнiшнiй поверхнi
шару, умову Дiрiхле, Неймана або Робiна на поверхнi порожнини i
умови iдеального контакту на межi подiлу середовищ.

Для розв’язування цих задач використовуються два пiдходи. Пер-
ший передбачає застосування прямого методу граничних iнтеграль-
них рiвнянь. За допомогою побудованої матрицi функцiй Грiна [1]
для вiдповiдної суцiльної шаруватої областi кожна задача зводиться
до iнтегрального рiвняння з невiдомою функцiєю лише на поверхнi
порожнини.

Другий пiдхiд передбачає зведення граничних задач до iнтеграль-
них рiвнянь по поверхнi порожнини, використовуючи модифiкованi
потенцiали з функцiями Грiна. Розв’язок подається у виглядi суми
потенцiалiв простого шару та гармонiчних функцiй, якi задовольня-
ють умови Неймана на зовнiшнiй поверхнi шару та умови спряження.
Враховуючи класичнi результати про стрибки потенцiалiв при пере-
ходi через границю порожнини, для розв’язування також отримуємо
iнтегральнi рiвняння.

Чисельне розв’язування iнтегральних рiвнянь здiйснюється з вико-
ристанням sinc-квадратур, квадратурних формул Гаусса-Лежандра
та проекцiйного методу зi сферичними базисними функцiями, який
має супералгебраїчний порядок збiжностi. При цьому клас розгляду-
ваних поверхонь обмежено поверхнями гомеоморфними сферi. При-
ведено результати чисельних експериментiв.

1. Процюк О.Б., Хапко Р.С. Чисельне розв’язування просторової
задачi стацiонарної теплопровiдностi у пiвпросторi з шаром за
допомогою функцiй Грiна // Мат. методи та фiз.-мех. поля. –
2011. – 12 с. (в друцi).
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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА
ДЛЯ НЕКЛАСИЧНИХ ЕВОЛЮЦIЙНИХ РIВНЯНЬ

В областi D = {(t, x) : 0 < t < T, 0 < x < a} розглянемо задачу

P2P1u(t, x) = 0, u(tj , x) = ϕj(x), lsu
∣∣
x=0

= lsu
∣∣
x=a

= 0, (1)

де j ∈ {1, . . . , 2n+ 1}, s ∈ {0, 1, . . . , n}, 0 ≤ t1 < · · · < t2n+1 ≤ T, P1 :=

P1

(
∂/∂t, l

)
=
∑n

r=0Ar
(
∂/∂t

)2n−2r
lr та P2 := P2

(
∂/∂t, l

)
= ∂/∂t− b(t)l

– строго гiперболiчний та рiвномiрно параболiчний за Петровським
диференцiальнi вирази з достатньо гладкими коефiцiєнтами, Ar ∈ R,
A0 = 1, l = d/dx(p(x)d/dx) − q(x), p(x) ≥ p0 > 0, q(x) ≥ 0.

Нехай Λ = {λk, k ∈ N} та {Xk(x), k ∈ N} – множини власних
значень та власних функцiй задачi lX = −λX, X(0) = X(a) = 0,
µm – коренi рiвняння P1(µ, 1) = 0, ym(λk, t) = exp(iµm

√
λkt),

m ∈ {1, . . . , 2n}, y2n+1(λk, t) =
T∫
0

g(λk, t, τ) exp

(
−λk

τ∫
0

b(τ1)dτ1

)
dτ ,

g(λk, t, τ) – фундаментальний розв’язок рiвняння P1( ddt ,−λk)v(t) = 0,

t(t1, . . . , t2n+1), ∆(λk, t) = det ‖ ys(λk, tj) ‖2n+1
j,s=1 .

Теорема 1. Для єдиностi класичного розв’язку задачi (1) необхiд-
но i досить, щоб ∆(λk, t) 6= 0 для кожного λk ∈ Λ.

Iснування розв’язку задачi (1) пов’язане, взагалi, з проблемою ма-
лих знаменникiв, для розв’язання якої використано метричний пiд-
хiд. Встановлено, що класичний розв’язок задачi (1) iснує для май-
же всiх (стосовно мiри Лебега в R2n+1) векторiв t ∈ [0, T ]2n+1, якщо
ϕj(x) =

∑∞
k=1 ϕjkXk(x) i |ϕjk| експоненцiйно спадають при

k → ∞, j ∈ {1, . . . , 2n + 1}. Результати поширено на випадок ба-
гатьох просторових змiнних, коли D = (0, T ) ×Q ⊂ Rp+1, p > 1, Q –
обмежена однозв’язна область iз гладкою межею, а l – елiптичний в
Q диференцiальний вираз другого порядку.

Робота пiдтримана ДФФД України (проект № 41.1/004).

170



Mariya Ptashnyk

Department of Mathematics I, RWTH Aachen University, Germany
ptashnyk@math1.rwth-aachen.de

CORRECTOR ESTIMATES FOR
A REACTION-DIFFUSION SYSTEM
MODELING SULFATE CORROSION

A semi-linear partially-dissipative reaction-diffusion system modeling
concrete corrosion in sewer pipes is considered. Concrete is a mixture of
cement, gel and mobile water. Thus, considered microstructure contains
three non-overlapping regions: the solid matrix, the pore water clinging
on solid fabrics Ωε1 and the air-filled part of pores Ωε2:





∂tu
ε −∇ · (Dε

u∇uε) = −f(uε, vε) in (0, T ) × Ωε1,

∂tv
ε −∇ · (Dε

v∇vε) = f(uε, vε) in (0, T ) × Ωε1,

∂tw
ε −∇ · (Dε

w∇wε) = 0 in (0, T ) × Ωε2.

Two interface-reaction mechanisms, the Henry’s law on the water-air
interface Γε2 and a nonlinear chemical reaction on the boundary of pore
walls Γε1, are defined via boundary conditions






Dε
u∇uε · ν = −εη(uε, rε) on (0, T ) × Γε1,

∂tr
ε = η(uε, rε) on (0, T ) × Γε1,

Dε
v∇vε · ν = ε(aε(x)wε − bε(x)vε) on (0, T ) × Γε2,

Dε
w∇wε · ν = −ε(aε(x)wε − bε(x)vε) on (0, T ) × Γε2.

The derivation of error estimates and construction of correctors provide
the important information on how good a solution of the microscopic
model is approximate by solutions of the macroscopic averaged equations.
We construct first order correctors and derive error estimates using the
unfolding method, which enables the proof of error estimates without
additional regularity of the correctors.

1. Griso G. Error estimate and unfolding for periodic homogenization
// Asymptotic Analysis. – 2004. – 40. – P. 269–286.

2. Tasnim F., Muntean A., Ptashnyk M. Homogenization and corrector
estimates for a system describing concrete corrosion via unfolding
method // 2011, in preparation.
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НЕЛОКАЛЬНА КРАЙОВА ЗАДАЧА ТА ЗАДАЧА
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ ЛIНIЙНИХ
ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ З ОСОБЛИВОСТЯМИ

Нехай D – область пiвпростору Rn, xi ≥ 0, i ∈ {1, 2, . . . , n}, обме-
жена поверхнями S i xi = 0, t0, t1, . . . , tN , T – довiльнi фiксованi
додатнi числа, tj ≤ T . В обмеженiй областi Q = [0, T )×D розглянуто
задачу знаходження функцiй (u; p; q), на яких функцiонал

I(p, q) =

T∫

0

dt

∫

D

F1(t, x;u(t, x; p, q), p(x))dx+

+

∫

D

F2(x, u(t1, x; p, q), . . . , u(tN , x; p, q), q(x))dx

досягає мiнiмуму на класi функцiй (u, p, q), iз яких (p, q) ∈ V = {p ∈
Cα(D), p1 ≤ p ≤ p2, q ∈ C2+α(D), q1 ≤ q ≤ q2}, а u(t, x; p, q) є розв’яз-
ком рiвняння

∂u

∂t
−

n∑

ij=1

aij(t, x)
∂2u

∂xi∂xj
−

n∑

i=1

ai(t, x)
∂u

∂xi
− a0(t, x)u = f(t)Ψ(x, p(x)),

що задовольняє нелокальну умову

u(0, x; p, q) +
N∑
j=1

dj(x)u(tj , x; p, q) = ϕ(x, q(x)),

а на бiчнiй поверхнi Γ = [0, T ) × ∂D, ∂D – межа областi D, крайову
умову

lim
x→z∈∂D

[ n∑
k=1

bk(t, x)∂xk
u+ b0(t, x)u − F (t, x)

]
= 0.

Задачу дослiджено за таких обмежень на рiст коефiцiєнтiв при
t → t0, xi → 0: aij = O(|t − t0|ki+kjxβi

i x
βj

j ), aj = O(|t − t0|δjx
µj

j ),

a0 ≤ K <∞, bi = O(|t− t0|kixβi

i ), ki ∈ (−∞,∞), βi ∈ (−∞,∞), δj ≤ 0,

µj ≤ 0, j = {0, 1, . . . , n},
N∑

j=1

|dj(x)|e−λtj ≤ A0 < 1, λ+K < 0.
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ПРО ЗМIШАНУ ЗАДАЧУ ДЛЯ
СИСТЕМИ НЕЛIНIЙНИХ ЕВОЛЮЦIЙНИХ

РIВНЯНЬ

Нехай Ω – область в Rn (обмежена або необмежена) з регулярною
межею ∂Ω, QT = (0, T ) × Ω, 0 < T < +∞, ST = (0, T ) × ∂Ω – бiчна
поверхня областi QT . Дослiджуємо в областi QT змiшану задачу для
системи рiвнянь

utt +
∑

|α|=|β|≤2

(−1)|α|(Dβ (aαβ(x, t)Dαut) +Dβ (bαβ(x, t)Dαu)) +

+
∑

1≤|α|≤2

cα,1(x, t)Dαu+
∑

|α|≤1

cα,2(x, t)Dαv+γ1(x, t)|ut|p−2ut = f1(x, t),

(1)

vt −
n∑

i,j=1

(cij(x, t)vxi)xj −
n∑

i=1

(ci(x, t)ut)xi +

n∑

i=1

di(x, t)uxi+

+

n∑

i=1

ei(x, t)vxi + β0(x, t)u+ β1(x, t)v + γ2(x, t)|v|q−2v = f2(x, t) (2)

з крайовими умовами

u(x, t) = 0, v(x, t) = 0 на ST (3)

та початковими умовами

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), v(x, 0) = v0(x) на Ω. (4)

В припущеннi, що p, q ∈ (2,+∞) отримано результати iснування
та єдиностi розв’язку задачi (1)–(4). У випадку необмеженої за про-
сторовими змiнними областi QT класи iснування та єдиностi розв’яз-
ку є просторами Соболєва локально iнтегровних функцiй з довiльною
(незалежною вiд початкових даних та правих частин системи) пове-
дiнкою на нескiнченностi або ваговi простори Соболєва функцiй.

173



Вiктор Ревенко

IППММ iм. Я. С. Пiдстригача НАН України
victorrev@ukr.net

ЗАСТОСУВАННЯ НЕОРТОГОНАЛЬНИХ ФУНКЦIЙ
В ОБЧИСЛЮВАЛЬНIЙ МАТЕМАТИЦI

Використання комп’ютерної технiки та розроблена методика роз-
кладу функцiй за системою неортогональних функцiй дають мож-
ливiсть створити новi ефективнi алгоритми апроксимацiї та розв’я-
зування крайових задач для диференцiальних рiвнянь. Розглянута
неортогональна на промiжку [l1, l2] система функцiй ϕ0(x) ≡ 1;
ϕk(x) = cos(kωx), ϕk+M (x) = sin(kωx), k = 1, M , де ω = 2π/(B −A);
[l1, l2] ⊂ [A,B], [l1, l2] 6= [A,B]. Промiжок [A,B] є бiльше чим в два
рази бiльший вiд [l1, l2]. Вибрана система функцiй {ϕk(x)} на про-
мiжку [l1, l2] буде повною, але не ортогональною. Для порiвняння з
нею розглянуто вiдомий набiр ортогональних на промiжку [l1, l2] си-
нусiв i косинусiв.

Показано, що неперiодичнi на промiжку [l1, l2] функцiї апрок-
симуються функцiями ϕk(x) бiльше чим в тиcячу раз точнiше, чим
такою же кiлькiстю ортогональних функцiй. З’ясовано, що на вiдмi-
ну вiд ортогональних функцiй скiнченною кiлькiстю неортогональ-
них функцiй можна з заданою точнiстю апроксимувати неперiодичну
неперервну функцiю одночасно разом з її похiдними.

Основнi iдеї запропонованого пiдходу продемонстровано на при-
кладi розв’язання двоточкової задачi для диференцiального рiвняння
M -ого порядку заданого на промiжку [l1, l2]. Розв’язок поставле-
ної задачi зведено до мiнiмiзацiї введеної узагальненої квадратичної
форми. Доведено теорему, яка встановлює числовi критерiї збiжностi
побудованого наближеного розв’язку. Показано, що корiнь квадрат-
ний iз мiнiмуму узагальненої квадратичної форми служить число-
вою оцiнкою вiдхилення наближеного розв’язку вiд точного розв’яз-
ку крайової задачi. Чисельно розв’язано приклади i показано, що вже
малою кiлькiстю неортогональних функцiй можна з високою точнi-
стю апроксимувати розв’язок диференцiального рiвняння.
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О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ДИСКРИМИНАНТОВ И
РАССТОЯНИЙ МЕЖДУ ДВУМЯ ПАРАМИ БЛИЗКИХ

КОРНЕЙ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ПОЛИНОМОВ

Пусть многочлен от действительной переменной x имеет вид

P (x) = Pn(x) = anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 ∈ Z[x]. (1)

Обозначим через H(P ) = max |ai| высоту многочлена (1), а через
α1, . . . , αn и D(P ) — его корни и дискриминант,

D(P ) = a2n−2
n

∏

1≤i<j≤n
(αi − αj)

2.

Нетрудно доказать [1], что D(P ) — целое число и выполняется
оценка |D(P )| < (2n− 1)!H(P )2n−2. Поэтому при D(P ) 6= 0 имеем

1 ≤ |D(P )| < c(n)H2n−2,

где c(n) зависит только от n и не зависит от H . Во многих областях
алгебры и теории чисел [1, 2] важно знать, какие значения принимает
дискриминант D(P ) и насколько часто его значения попадают внутрь
некоторого интервала из промежутка [−c(n)H2n−2, c(n)H2n−2].

Теорема. Пусть Q — достаточно большое натуральное число.
При 0 ≤ v ≤ n+1

3 существует по крайней мере c1(n)Qn+1−2v мно-
гочленов из класса Pn(Q) = {P (x) ∈ Z[x] : degP ≤ n,H(P ) ≤ Q},
таких что 1 ≤ |D(P )| < Q2n−2−2v, где c1(n) — постоянная, завися-
щая только от n.

Теорема доказывается с помощью связи между значениями про-
изводной P ′(x) в корнях многочлена P (x).

1. B.L.Van Der Warden. Algebra. – Berlin, Heilderberg: Springer-Ver-
lag, 1971.

2. Bernik V.I., Goetze F., Kukso O.S. Lower bounds for the number
of integer polynomials with given order of discriminants // Acta
Arithm. – 2008. – 133, N 4. – P. 375–396.
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ПРО УНIТАЛЬНI ДIЛЬНИКИ
ОСОБЛИВИХ МНОГОЧЛЕННИХ МАТРИЦЬ

Нехай F – поле, A(x) – особлива n× n матриця над F [x]. Для неї
iснують такi оборотнi матрицi P (x), Q(x), що

P (x)A(x)Q(x) = Ψ(x) = diag (ε1(x), . . . , εm(x), 0, . . . , 0) , εm(x) 6= 0,

εi|εi+1, i = 1, . . . ,m− 1, 1 ≤ m ≤ n− 1, де Ψ(x) канонiчна дiагональна
форма (к.д.ф.) матрицi A(x). Запишемо матрицю Ψ(x) у виглядi до-
бутку Ψ(x) = Φ(x)∆(x), де Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) , ϕi|ϕi+1,
i = 1, . . . , n− 1, deg det Φ(x) = nr.

П.С.Казiмiрський встановив необхiднi та достатнi умови видiле-
ння регулярного множника iз матричного многочлена A(x) з к.д.ф.
Φ(x) над полем комплескних чисел. Основними iнструментами дослi-
джень були введенi ним поняття визначальної матрицi та значення
матрицi на системi коренiв многочлена [1]. У пропонованiй роботi ця
задача розв’язана для особливих матриць над нескiнченним полем.

Нехай V (Φ) матриця iз [2]. Позначимо через F (k)[x] – трансце-
дентне розширення поля F , одержане приєднанням до F всiх kijl, що
фiгурують у матрицi V (Φ).

Теорема. Нехай F – нескiнченне поле. Для того, щоб iз особли-
вого матричного многочлена A(x) = P−1(x)Ψ(x)Q−1(x),
Ψ(x) = diag (ε1(x), . . . , εm(x), 0, . . . , 0) , εm(x) 6= 0, εi(x)|εi+1(x), i =
1, . . . ,m− 1, 1 ≤ m ≤ n− 1, можна було видiлити лiвий унiтальний
дiльник з к.д.ф. Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) , ϕi|ϕi+1, i = 1, . . . , n−
1, deg det Φ(x) = nr, необхiдно та достатньо, щоб матриця
(V (Φ)P (x))−1Φ(x) регуляризувалася справа над F (k)[x].

1. Казимирский П.С. Решение проблемы выделения регулярного
множителя из матричного многочлена // Укр. мат. журн. –
1980. – 32, №4. – С. 483-498.

2. Зелiско В.Р., Щедрик В.П. Матриця значень на системi коре-
нiв дiагональних елементiв матрицi та її застосування // Мат.
методи та фiз.-мех. поля. – 2005. – 48, №4. – С. 20-29.
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НЕЛIНIЙНI ДВОПАРАМЕТРИЧНI СПЕКТРАЛЬНI
ЗАДАЧI В ТЕОРIЇ НЕЛIНIЙНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ
ТА ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

У доповiдi запропоновано чисельний метод розв’язування нелiнiй-
них двопараметричних задач, якi виникають при дослiдженнi не-
єдиностi та галуження розв’язкiв нелiнiйних двовимiрних iнтеграль-
них рiвнянь типу Гаммерштейна, залежних вiд двох параметрiв
(λ1, λ2) ∈ Λ,

f (s1, s2) =

∫∫

Ω

K (s1, s2, s
′
1, s

′
2, λ1, λ2) exp (i arg f (s′1, s

′
2)) ds′1, ds

′
2, (1)

де Ω – обмежена замкнена область в R2, Λ = Λ1 × Λ2 – область у
комплексному просторi C2. Вважаємо, що ядро рiвняння є голоморф-
ною функцiєю стосовно λ1, λ2.

Знаходження множини точок можливого галуження розв’язкiв
рiвняння (1) зводиться до розв’язування нелiнiйної двопараметричної
задачi на власнi значення

u (s1, s2) = T (λ1, λ2)u ≡
∫∫

Ω

K (s1, s2, s
′
1, s

′
2, λ1, λ2)u (s′1, s

′
2) ds′1ds

′
2,

яку одержуємо з (1) вiдповiдною лiнеаризацiєю. Доведено теорему
про iснування зв’язних компонент спектра оператор-функцiї
A (λ1, λ2) = I − T (λ1, λ2).

Iз застосуванням збiжних кубатурних процесiв побудовано й
обґрунтовано чисельнi алгоритми для наближеного знаходження
зв’язних компонент спектра оператор-функцiї A (λ1, λ2) в областi Λ.
Наведено числовi приклади.

Запропонований метод поширено на двоточковi крайовi задачi для
диференцiального рiвняння n-го порядку з нелiнiйним входженням
двовимiрного спектрального параметра у коефiцiєнти рiвняння й кра-
йовi умови. Обґрунтовано збiжнiсть наближених розв’язкiв дискре-
тизованих задач до точних розв’язкiв вихiдної задачi.
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ЗАДАЧА З ДВОТОЧКОВИМИ УМОВАМИ
ДЛЯ РIВНЯННЯ ДРУГОГО ПОРЯДКУ

ЗА ЧАСОВОЮ ЗМIННОЮ

В областi D = [0, T ] × Ωp змiнних (t, x) розглядаємо задачу

∂2
t u(t, x) = A(∂x)u(t, x), (1)

u(t, x)|t=0 = ϕ1(x), µ1 ∂tu(t, x)|t=0 + µ2 ∂tu(t, x)|t=T = ϕ2(x), (2)

де T > 0, Ωp – p-вимiрний тор, A(ξ) ≡ A(ξ1, . . . , ξp) – полiном степеня
n з комплексними коефiцiєнтами, µ = (µ1, µ2) ∈ R2, ϕ1(x) i ϕ2(x) –
заданi функцiї, u(t, x) – шуканий розв’язок.

Задача (1), (2) належить до класу некоректних за Адамаром за-
дач. Її розв’язнiсть нестiйка вiдносно як завгодно малих змiн коефi-
цiєнтiв задачi та пов’язана з проблемою малих знаменникiв [1, 2].

У припущеннi незалежних коефiцiєнтiв µ1 i µ2 для майже всiх
(стосовно мiри Лебега в R2) векторiв µ встановлено однозначну
розв’язнiсть задачi (1), (2) у шкалi просторiв Соболєва 2π-перiодич-
них за змiнною x функцiй, а також за допомогою метричного пiдхо-
ду доведено теорему про оцiнку знизу малих знаменникiв задачi. Цю
оцiнку використано для встановлення гладкостi знайденого розв’яз-
ку.

Отриманi результати поширенi на випадок залежних коефiцiєнтiв
µ1 i µ2, тобто, коли вектор µ = (µ1(τ), µ2(τ)) описує плоску гладку
криву, де τ ∈ [0, 1].

Робота пiдтримана ДФФД України (проект №41.1/004).

1. Пташник Б. Й., Iлькiв В. С., Кмiть I. Я., Полiщук В. М. Нело-
кальнi крайовi задачi для рiвнянь iз частинними похiдними. –
К.: Наук. думка, 2002. – 416 с.

2. Iлькiв В.С., Пташник Б.Й. Задачi з нелокальними умовами для
рiвнянь iз частинними похiдними. Метричний пiдхiд до пробле-
ми малих знаменникiв // Укр. мат. журн. – 2006. – 58, № 12. –
С. 1624–1650.
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ПРО ОДИН ПIДХIД ДО МОДЕЛЮВАННЯ
МАЛОПРОСТОРОВОЇ ГIДРОДИНАМIЧНОЇ ТЕЧIЇ

Розглядається задача моделювання квазiiдеальної фiльтрацiйної
течiї в деякому змiнної малої товщини iз заданою провiднiстю κ пла-
стi – областi Gτ , обмеженiй чотирма непроникними "стiнками"(рiв-
няння двох з яких – пiдошви та крiвлi у деяких ортогональних криво-
лiнiйних координатах (ξ, η, ς) мають вигляд ς = ς∗ та ς = ς∗ ) i дво-
ма еквiпотенцiальними поверхнями. Шляхом здiйснення переходу вiд
просторової областi Gτ до вiдповiдної плоскої областi Gz = ABCD
змiнних (ξ, η) та на основi мiркувань, закладених у [2], закон ру-
ху Дарсi та рiвняння нерозривностi подано у такому виглядi: −→v =
κ
(
H−1

1 ϕξ, H
−1
2 ϕη

)
, (t1(ξ, η)ϕξ)ξ+(t2(ξ, η)ϕη)η = 0, де Hi = Hi (ξ, η, ς),

i = 1, 3 – вiдповiднi коефiцiєнти Ламе переходу вiд фiзичних коор-

динат до криволiнiйних (ξ, η, ς), t1(ξ, η) =
ς∗∫
ς∗

κH2H3H
−1
1 dς, t2(ξ, η) =

ς∗∫
ς∗

κH1· ·H3H
−1
2 dς, ϕ = ϕ (ξ, η) – потенцiал швидкостi −→ν (ϕ |AB = ϕ∗,

ϕ |CD = = ϕ∗, ϕ′
n|AC∪BD = 0). Розв’язок задачi шукаємо на основi

введення деякої функцiї усередненої течiї ψ = ψ (ξ, η) квазiкомпле-
ксно спряженої до ϕ = ϕ (ξ, η) та використання методу квазiконформ-
них вiдображень [1].

Розроблена методика застосовна до моделювання рiзних природ-
них явищ: фiльтрацiї, тепло та електропровiдностi, зокрема, пошире-
на на випадки моделювання руху рiдин у водоймах.

1. Бомба А.Я., Булавацький В.М., Скопецький В.В. Нелiнiйнi ма-
тематичнi моделi процесiв геогiдродинамiки. – Київ : Наукова
думка, 2007. – 292 с.

2. Толпаев В. А. Математические модели двумерной фильтрации
в анизотропных, неоднородных и многослойных средах: авторе-
ферат диссертации на соискание ученой степени д-ра физ.-мат.
наук: 05.13.18. – Ставрополь, 2004. – 38 с.
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ОБ АСИМПТОТИЧЕСКОМ ПОВЕДЕНИИ НЕКОТОРЫХ
РЕШЕНИЙ ПОЛУЯВНЫХ СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
ТИПА БРИО И БУКЕ

Рассматривается система обыкновенных дифференциальных
уравнений, не разрешенных относительно производных, вида

tẏ = Py + f(t, y, ẏ), (1)

где P ∈ Rn×n, функция f : (−∆,∆)×Rn×Rn → Rn(∆ > 0) голоморф-
на в точке (0, 0, 0), причем ее разложение в окрестности этой точки не
содержит свободного и линейного членов. Такая задача в предполо-
жении, что функция f не зависит от ẏ, изучена в [1].

Исследуются решения системы (1), удовлетворяющие условиям

y(t) → 0, ẏ(t) → 0 при t→ 0 (или t→ +0). (2)

Построены формальные решения задачи (1)-(2), представимые в
виде рядов по степеням t [2]; t и ln t; tλ; tλ и ln t; tλ и lnµ t, где λ ∈
R+, µ,∈ R\{0}. При этом определяющую роль играют матрица P
и специальные матрицы, элементами которых являются некоторые
линейные комбинации коэффициентов при вторых степенях, содер-
жащих производные неизвестных функций, указанного выше разло-
жения функции f .

При некоторых дополнительных предположениях найдены доста-
точные условия существования решений задачи (1)-(2), асимптоти-
чески равных при t→ 0 (или t→ +0) отрезкам построенных фор-
мальных рядов. Исследован вопрос о числе таких решений.

1. Еругин Н.П. Проблема Римана. – Минск: Наука и техника, 1982.
– 336 с.

2. Самкова Г.Е. О разрешимости и асимптотическом поведении
решений некоторых полуявных дифференциальных систем //
Reports of enlarged session of seminar of L.N. Vekua Institute of
Applied Mathematics. – 1992. – 7, №3. – P. 85–88.
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АСИМПТОТИКА РОЗВ’ЯЗКIВ СИСТЕМИ
ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ЗI

СИНГУЛЯРНИМ ЗМIННИМ ЖМУТКОМ МАТРИЦЬ

Розглядаємо задачу Кошi
{
A(z)Y ′ = B(z)Y + F (z, Y ), (1)
Y (z) −→ 0, z −→ 0, (2)

де однозначнi матрицi A,B : D −→ G1 ×G2 розмiру m× n, m 6= n,
аналiтичнi в областiD ⊆ C, 0 ∈ D або 0 ∈ ∂D,G1×G2 ⊂ Cm×n, (0, 0) ∈
G1 ×G2 або (0, 0) ∈ ∂(G1 ×G2), однозначна вектор-функцiя F : D ×
G2 −→ G1 аналiтична в D × G2. Припустимо, що r = rangA(0), 0 <
r < min(m,n), тобто жмуток матриць A(z)λ−B(z) є сингулярним.

Задачу (1)–(2) вивчаємо у випадках, коли частина компонент не-
вiдомої вектор-функцiї Y (z) належить класу аналiтичних в заданiй
областi функцiй, що мають у точцi z = 0 одну з iзольованих особли-
востей та задовольняють деяку оцiнку.

Отримано достатнi умови iснування аналiтичних розв’язкiв Y (z)
задачi Кошi (1)–(2) таких що Y ′(z) −→ 0 при z −→ 0, в деякому
околi точки z = 0 або в однозв’язнiй областi з точкою z = 0 на межi.
В кожному з випадкiв одержано асимптотику розв’язкiв при z −→ 0
та дослiджено питання про їхню кiлькiсть.

1. Самойленко А.М., Шкiль Н.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи
диференцiальних рiвнянь з виродженнями. – Київ: Вища школа,
2000. – 294 с.

2. Самкова Г.Є., Шарай Н.В. Об исследовании некоторой полуяв-
ной системы дифференциальных уравнений в случае перемен-
ного пучка матриц // Нелiнiйнi коливання. – 2002. – 5, №2. –
С. 224–236.

3. Самкова Г.Є., Шарай Н.В. Деякi властивостi розв’язкiв напiв’-
явних диференцiальних систем // Вiсник Одеського нацiональ-
ного унiверситету. Математика i механiка. – 2008. – 13, Вип. 17.
– С. 63–72.
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СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНЕ РIВНЯННЯ
КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРIЗА

ЗI ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Розглядається задача про асимптотичнi однофазовi солiтонопо-
дiбнi розв’язки сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрiза зi
змiнними коефiцiєнтами вигляду

εnuxxx = a(x, t, ε)ut + b(x, t, ε)uux, (x, t) ∈ R × [0;T ], (1)

де n ∈ N, функцiї a(x, t, ε), b(x, t, ε) записуються у виглядi асимпто-
тичних рядiв

a(x, t, ε) =

∞∑

k=0

εkak(x, t), b(x, t, ε) =

∞∑

k=0

εkbk(x, t),

ak(x, t), bk(x, t) ∈ C(∞)(R × [0;T ]), k ≥ 0; ε > 0 – малий параметр.
Запропоновано алгоритм побудови асимптотичних однофазових

солiтоноподiбних розв’язкiв рiвняння (1), дослiджено його структу-
ру в залежностi вiд порядку сингулярностi n, дано метод побудови
асимптотичних розв’язкiв задачi Кошi для рiвняння (1).

1. Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi розвинення
для однофазових солiтоноподiбних розв’язкiв рiвняння Корте-
вега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами // Укр. мат. журн. –
2005. – 57, №1. – C. 111–124.

2. Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi розв’язки за-
дачi Кошi для сингулярно збуреного рiвняння Кортевега-де Фрi-
за зi змiнними коефiцiєнтами // Укр. мат. журн. – 2007. – 59,
№1. – C. 122–132.

3. Самойленко Ю.I. Асимптотичнi розв’язки сингулярно збурено-
го рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами (за-
гальний випадок) // Математичний вiсник НТШ. – 2010. – 7. –
С. 227–242.

182



Юлiя Самойленко

Київський нацiональний унiверситет iменi Тараса Шевченка
vsam@univ.kiev.ua

ДВОФАЗОВI СОЛIТОНОПОДIБНI РОЗВ’ЯЗКИ
РIВНЯННЯ КОРТЕВЕГА-ДЕ ФРIЗА
ЗI ЗМIННИМИ КОЕФIЦIЄНТАМИ

Як вiдомо, рiвняння Кортевега-де Фрiза зi сталими коефiцiєнтами
має низку цiкавих властивостей. Зокрема, для цього рiвняння при-
таманне iснування так званих однофазових i багатофазових солiтон-
них розв’язкiв. У випадку рiвняння Кортевега-де Фрiза зi змiнними
коефiцiєнтами i малим параметром природно виникає питання про
асимптотичнi розв’язки цього рiвняння, що аналогiчнi в певному сен-
сi згаданим вище розв’язкам солiтонного типу.

Для рiвняння вигляду

ε2uxxx = a(x, ε)ut + b(x, ε)uux, (x, t) ∈ R × [0;T ],

де функцiї a(x, ε), b(x, ε) подаються у виглядi асимптотичних рядiв

a(x, t, ε) =

∞∑

k=0

εkak(x), b(x, t, ε) =

∞∑

k=0

εkbk(x),

ak(x), bk(x) ∈ C(∞)(R), k ≥ 0; ε > 0 – малий параметр, запропоновано
алгоритм побудови його асимптотичного двофазового солiтоноподiб-
ного розв’язку i знайдено умови його iснування.

1. Самойленко В.Г., Самойленко Ю.I. Асимптотичнi двофазовi со-
лiтоноподiбнi розв’язки сингулярно збуреного рiвняння Корте-
вега-де Фрiза зi змiнними коефiцiєнтами // Укр. мат. журн. –
2008. – 60, №3. – C. 378–387.

2. Samoylenko V.Hr., Samoylenko Yu.I. Asymptotic two phase soliton
type solutions to singularly perturbbed Korteweg-de Vries equation
// Collection of papers "Computer Algebra Systems in Teaching
and Research". – 2009. – P. 156–164.
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АСИМПТОТИЧНЕ IНТЕГРУВАННЯ ЛIНIЙНОЇ
СИСТЕМИ СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНИХ

ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ЧАСТИННИМИ
ПОХIДНИМИ ГIПЕРБОЛIЧНОГО ТИПУ З

ВИРОДЖЕННЯМ

У роботi розглядається перша крайова задача

ε2B(t, ε)
∂2u

∂t2
= A(t, ε)

∂2u

∂x2
+ εC(x, t, ε)u+ f(x, t, ε), (1)

t ∈ (0;T ), x ∈ (0;L),

u(x, 0, ε) = ϕ(x),
∂u(x, 0, ε)

∂t
= ψ(x), x ∈ [0;L], (2)

u(0, t, ε) = u(L, t, ε) = 0, t ∈ [0;T ], (3)

де u = u(x, t, ε) – шукана 3-вимiрна вектор-функцiя, A(t, ε), B(t, ε),
C(x, t, ε) – квадратнi матрицi 3-го порядку, f(x, t, ε), ϕ(x), ψ(x) – 3-
вимiрнi вектор-функцiї з дiйсними або комплекснозначними компо-
нентами, ε ∈ (0; ε0], ε0 ≪ 1, – малий параметр. При цьому припус-
кається, що detB(t, 0) ≡ 0, t ∈ [0;T ].

Розв’язок задачi (1) – (3) шукаємо у виглядi

u(x, t, ε) =

∞∑

s=1

zs(t, ε)vs(x), (4)

де zs(t, ε), s ∈ N , – шуканi 3-вимiрнi вектор-функцiї, а vs(x), s ∈ N ,
– власнi функцiї задачi Штурма-Лiувiлля.

Доведено абсолютну i рiвномiрну збiжнiсть ряду (4) у прямоку-
тнику D,

D = {(x, t) : 0 ≤ x ≤ L, 0 ≤ t ≤ T }.
При цьому можливе почленне диференцiювання ряду (4) за змiнними
t та x до двох разiв включно; отриманi таким чином ряди збiгаються
абсолютно i рiвномiрно в D.
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ПОБУДОВА ТОЧНИХ РОЗВ’ЯЗКIВ
(2+1)-ВИМIРНИХ УЗАГАЛЬНЕНЬ РIВНЯНЬ

ЯДЖИМИ-ОЙКАВИ ТА МЕЛЬНИКОВА

Ми дослiджуємо вiдомi нелiнiйнi iнтегровнi (2+1)-вимiрнi узагаль-
нення [1] моделей Яджими-Ойкави

iqt = qxx + 2uq, ut = uy + |q|2x, (1)
та Мельникова [2, 3] на предмет побудови їх точних розв’язкiв у яв-
нiй формi. Не дослiджуючи вiдповiдних прямих спектральних задач
i рiвнянь оберненої задачi розсiяння (рiвнянь Марченка-Гельфанда-
Левiтана) для асоцiйованих зображень Лакса, отриманi сiм’ї регуляр-
них та сингулярних n-солiтонних розв’язкiв. Наш пiдхiд базується
на використаннi „нестандартних“, а саме, iнтегродиференцiальних зо-
бражень Лакса [3, 4]. Зокрема, система (1) еквiвалентна оператор-
ному зображенню Лакса [L̃2, M̃2] = 0, де

L̃2 = i∂y −D2 − 2u− iqD−1q∗, M̃2 = i∂t −D2 − 2u. (2)

Для побудови точних розв’язкiв нелiнiйних рiвнянь використовую-
ться оператори бiнарних перетворень типу Дарбу-Матвєєва-Салля
для лiнiйних еволюцiйних iнтегро-диференцiальних операторiв [4].

1. Митропольський Ю.О., Самойленко В.Г., Сидоренко Ю.М. Про-
стороводвовимiрне узагальнення iєрархiї Кадомцева-Петвiа-
швiлi з нелокальними в’язями // Доповiдi НАН України. – 1999.
– №9. – C. 19–23.

2. Yajima N., Oikawa M. Formation and interaction of sonic-Langmur
solitons: inverse scattering method // Progress Theoret. Phys. –
1976. – 56, №6. – P. 1719–1739.

3. Sidorenko Yu., Strampp W. Multicomponent integrable reductions
in Kadomtsev-Petviashvilli hierarchy // J. Math. Phys. – 1993. –
34, №4. – P. 1429–1446.

4. Сидоренко Ю., Чвартацький О. Бiнарнi перетворення просторово-
двовимiрних iнтегродиференцiальних операторiв i рiвнянь Ла-
кса // Вiсн. Київ. нацiон. ун-ту iм.Т. Шевченка. Математика.
Механiка. - 2009. – Вип. 22. С. 32–35
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ЗАДАЧА З ПРОСТИМИ ВУЗЛАМИ ДЛЯ СИСТЕМ
РIВНЯНЬ IЗ ЧАСТИННИМИ ПОХIДНИМИ

Розглядаємо задачу

L

(
∂

∂t
,D

)
~u(t, x) ≡ ∂n~u

∂tj
+

n−1∑

j=0

Aj(D)
∂j~u

∂tj
= ~0, (t, x) ∈ QTp , (1)

~u(tj , x) = ~ϕj(x), j = 1, . . . , n, x ∈ Ωp, (2)

де D = (−i∂/∂x1, . . . ,−i∂/∂xp), QTp = (0, T ) × Ωp, Ωp = (R/2πZ)p,
Aj(ξ) = ‖ajq,r(ξ)‖mq,r=1, ξ = (ξ1, . . . , ξp), j = 0, 1, . . . , n− 1, — квадратнi
матрицi розмiру m × m, елементи ajq,r(ξ) яких є многочленами вiд
ξ1, . . . , ξp степеня не вищого, нiж N , N ∈ N, з комплексними коефiцi-
єнтами.

У працях [1, 2] встановлено умови розв’язностi багатоточкової за-
дачi (2) для систем рiвнянь (1), якi справджують певнi дiофантовi
властивостi; при цьому в [1, 2] показано, що такi умови виконуються
для майже всiх (стосовно мiри Лебега в Rn) векторiв ~t = (t1, . . . , tn) ∈
[0, T ]n, а множина систем рiвнянь (1), якi володiють згаданими дiо-
фантовими властивостями, є множиною повної мiри Лебега у просто-
рi, напнутому на коефiцiєнти системи (1).

У доповiдi буде показано, що для кожної системи рiвнянь (1) за-
дача з умовами (2) є однозначно розв’язною для майже всiх векторiв
~t ∈ [0, T ]n.

Дослiдження пiдтриманi ДФФД України (проект № Ф41.1/004).

1. Симотюк М.М. Багатоточкова задача для лiнiйних систем рiв-
нянь з частинними похiдними // Мат. методи та фiз.-мех. поля.
– 2002.– 45, № 4.– С. 107–118.

2. Симотюк М.М. Задача з багатоточковими умовами для лiнiйних
систем рiвнянь iз частинними похiдними, однорiдних за поряд-
ком диференцiювання // Наук. Вiсн. Ужгород. нац. ун-ту. –
2003. – Вип. 8. – C. 105–121.
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IMPROVED NUMERICAL METHOD FOR THE
NONLOCAL ABSTRACT CAUCHY PROBLEM WITH

TIME DEPENDENT OPERATOR COEFFICIENT

Two points non-local Cauchy problem for the first order differential
equation in a Banach space X is considered in the scope of the work.

du(t)

dt
+A(t)u(t) = f(t),

u(−1) + αu(1) = ϕ,
(1)

where A(t) is a densely defined closed (unbounded) operator in a Banach
space X with the domain D(A) independent of t, ϕ and f(t) are the given
vector and vector-valued function, α ∈ R. We suppose that the operator
A(t) is strongly positive and the following assumptions are fulfilled:

f(t) ∈ C([0, 1];X), ‖[A(t) −A(s)]‖ ≤ L|t− s| ∀t, s.
Instead of studying the problem (1) in the present form we consider its

modification obtained via spectral shift transformation u(t) = eλ(t+1)v(t).
Such approach allows us to construct an discretization of (1) based on in-
time collocation technique, which is free of redundant resolvent evaluati-
ons. The resulting system of linear equations is solved by a fixed-point
iteration in conjunction with a sinc-based approximation of involving
operator functions. The following theorem is valid.

Theorem Under the given assumptions there exists a positive constant
c such that for λ ∼ ln(n) − ω the error |‖z̃‖| of our method satisfies the
following estimate

|‖z̃‖| ≤ cn2 lnnEn(Bv),

where v is the solution of (1), B(t) = A(0) −A(t) and En(u) stands for
an error of the best polynomial approximation of u

En(u) = inf
p∈Πn

max
t∈[−1,1]

‖u(t) − p(t)‖.
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ПРО РАДIУС ЗБIЖНОСТI ВИПАДКОВИХ
ЛАКУНАРНИХ СТЕПЕНЕВИХ РЯДIВ

Нехай (ak(ω)) послiдовнiсть комплекснозначних випадкових ве-
личин, заданих на ймовiрнiсному просторi Штейнгауза ([0, 1],A, P ),
Fk – функцiя розподiлу випадкової величини |ak(ω)| (k ≥ 1). По-
значимо ∆k = sup{|Fk(x) − F (x)| : x ∈ R}, де F (x) – деяка функцiя
розподiлу. Через R(ω, (mk)) позначимо радiус збiжностi випадкового
степеневого ряду f(z, ω) =

∑+∞
k=0 ak(ω)zmk , де (mk) – строго зростаю-

ча послiдовнiсть цiлих невiд’ємних чисел. За законом нуля i одиницi
(∃ R ∈ [0,+∞]) таке, що R(ω, (mk)) = R майже напевно (м.н.).

Теорема 1. Нехай (|ak(ω)|) – послiдовнiсть незалежних випадко-
вих величин.
a) Якщо

∑+∞
k=0(1 − Fk((1 + ε))mk ) < +∞ для деякого ε > 0, то м.н.

R(ω, (mk)) ≥ 1.
b) Якщо м.н. R(ω, (mk)) = 1, то

∑+∞
k=0(1 − Fk((1 + ε))mk) < +∞ для

кожного ε > 0.
c) Якщо limk→+∞ ∆k = 0 i для функцiї розподiлу F (x) виконується
умова F (+0) < 1, то м.н. R(ω, (mk)) ≤ 1.

Наступне твердження є безпосереднiм наслiдком з Теореми 1.
Теорема 2. Якщо (|ak(ω)|) – послiдовнiсть незалежних випадко-

вих величин i виконується умова
∑+∞

k=1 ∆k < +∞ з деякою функцiєю
розподiлу F, F (+0) < 1, то :
a) R(ω, (mk)) = 1 м.н. тодi i тiльки тодi, коли

(∀ε > 0):
∑+∞

k=1(1 − F ((1 + ε)mk)) < +∞;
b) R(ω, (mk)) = 0 м.н. тодi i тiльки тодi, коли

(∀ε > 0):
∑+∞

k=1(1 − F ((1 + ε)mk)) = +∞.
У випадку Fk ≡ F, тобто (|ak(ω)|) – однаково розподiленi, Теоре-

ма 2 збiгається з наведеним в [1] твердженням.

1. Arnold L. Konvergenzprobleme bei zufälligen Potenzreihen mit
Lücken // Math. Zeitschr. – 1966. – 92. – S. 356–365.
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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ВИЗНАЧЕННЯ
МОЛОДШОГО КОЕФIЦIЄНТА ПАРАБОЛIЧНОГО
РIВНЯННЯ В ОБЛАСТI З ВIЛЬНОЮ МЕЖЕЮ

В областi ΩT = {(x, t) : 0 < x < h(t), 0 < t < T }, де h = h(t) не-
вiдома функцiя, розглянуто обернену задачу визначення молодшого
коефiцiєнта, який має вигляд квадратичної функцiї за просторовою
змiнною з трьома невiдомими параметрами b1(t), b2(t), b3(t), у пара-
болiчному рiвняннi

ut = a(x, t)uxx + (b1(t)x2 + b2(t)x+ b3(t))ux + c(x, t)u + f(x, t),

(x, t) ∈ ΩT , (1)

з початковою умовою

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ [0, h(0)], (2)

крайовими умовами

u(0, t) = µ1(t), u(h(t), t) = µ2(t), t ∈ [0, T ], (3)

та умовами перевизначення

h′(t) = −ux(h(t), t) + µ3(t),

h(t)∫

0

u(x, t)dx = µ4(t),

h(t)∫

0

xu(x, t)dx = µ5(t),

h(t)∫

0

x2u(x, t)dx = µ6(t), t ∈ [0, T ]. (4)

Замiною змiнних y =
x

h(t)
задачу (1)–(4) зведено до оберненої за-

дачi з невiдомими (h(t), b1(t), b2(t), b3(t), v(y, t)), де v(y, t) = u(yh(t), t),
в областi з фiксованою межею QT = {(y, t) : 0 < y < 1, 0 < t < T }.
Знайдено умови локального iснування та єдиностi розв’язку задачi.
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OPERATOR CALCULUS ON CONVOLUTION ALGEBRA
OF GEVREY ULTRADISTRIBUTIONS

Let 〈G′(Rn+), G(Rn+)〉 be a duality, whereG(Rn+) is the space of ultradi-
fferentiable Gevrey functions with supports in the cone Rn+ and G′(Rn+) is
its dual space of Gevrey ultradistributions. In the present talk we consider
the construction of a continuous homomorphism of convolution algebra
G′(Rn+) of Gevrey ultradistributions onto a subalgebra in the algebra
L[Ĝ(Rn+, X)] of all linear continuous operators on the space Ĝ(Rn+, X).

Let X be a Banach space. By {Us : s ∈ Rn+} we denote the n-
parametric (Co)-semigroup of operators on X with the set of generators
A := (A1, . . . , An). We define the space Ĝν([0,b], X) :=

{
x̂ =

∫ b
0 (Us ⊗

IX)x(s)ds
}
, where x(s) ∈ Gν([0, b], X) and

Gν([0, b], X) :=
{
x : suppx ⊂ [0, b], ‖x‖ = sup

k∈Zn
+

sup
s∈[0,b]

‖∂kx(s)‖
νkkkℵ

< +∞
}

for fixed number ℵ > 1 and vectors ν, b ∈ Rn+, ν ≻ 1. Further we set
G(Rn+, X) := lim ind

|ν|,|b|→∞
Gν([0,b], X) and Ĝ(Rn+, X) := lim ind

|ν|,|b|→∞
Ĝν([0,b], X)

endowed with the topology of inductive limit. The subspace Ĝ(Rn+, X) is
dense in X.

Let L[Ĝ(Rn+, X)] be an algebra of linear continuous operators on
Ĝ(Rn+, X) with the strong operator topology.

Theorem. The mapping Φ : G′(Rn+) ∋ f −→ f̂(A) ∈ L[Ĝ(Rn+, X)],

where the linear operator f̂(A) is defined by the relation
f̂(A) : Ĝ(Rn+, X) ∋ x̂ −→ f̂(A)x̂ =

∫

Rn
+

(Us ⊗ Tf)x(s)ds

is a continuous homomorphism of the convolution algebra of Gevrey ultradi-
stributions onto the commutant [Ûσ]c of the (Co)-semigroup of operators

{Ûσ := FA◦(IX⊗Uσ)◦F−1
A : σ ∈ Rn+} in the algebra L[Ĝ(Rn+, X)], where

FA : G(Rn+, X) −→ Ĝ(Rn+, X), (Tfϕ)(τ) := 〈f(σ), Uσϕ(τ)〉, ϕ ∈ G(Rn+)
and {Uσ : σ ∈ Rn+} is n-parametric (C0)-semigroup of shift operators on
Rn+.
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КВАДРАТУРНI ФОРМУЛИ ДЛЯ ОСОБЛИВИХ
IНТЕГРАЛIВ ТА ЇХ ЗАСТОСУВАННЯ

В ЗАДАЧАХ ТЕРМОПРУЖНОСТI

Пiд час розв’язування динамiчних та температурних задач теорiї
пружностi методом iнтегральних рiвнянь виникають iнтеграли, що
мiстять логарифмiчнi або Бесселя функцiї другого роду та їх похiднi

(B(x, y), D(x, y)) =

∫

L

f(t)

(
Q(r),

∂Q(r)

∂nM

)
ds,

де L – гладкий контур, r – вiдстань мiж заданою точкою M(x, y) ∈
L та точкою (ξ, η) ∈ L, за якою проводиться iнтегрування, nM –
зовнiшня нормаль до контуру L в точцi M , Q(r) – функцiя, яка може
бути подана у виглядi Q(r) = U(r) + ln rV (r), U(r) i V (r) – гладкi
i диференцiйованi функцiї на кривiй iнтегрування. Тут iнтеграл D
розглядається в сенсi головного значення за Кошi.

Запишемо рiвняння контуру L у параметричному виглядi t = g(θ),
де t = ξ + iη. Квадратурнi формули записано у виглядi

(B(xν , yν), D(xν , yν)) = h
∑N

n=1
s′n (bνn, dνn) fn +O(N−5),

де bνn = Q(rνn), n 6= ν ± 1, ν; bνn = Q(rνn) + δV0/(4π
2), n = ν ± 1;

bnn = U0 + V0

[
ln (|s′n| /N) − δ/(2π2)

]
− 2δ(s′n)2V2/(N

2),
dνn = Q′(r) ∂r/∂nM |(x=xν , y=yν , ξ=ξn,η=ηn), при ν 6= n;
dnn = V0cnn + V2βnn, fn = f(xn, yn), xn + iyn = g(θn),
rνn =

√
(xν − xn)2 + (yν − yn)2, h = 2π/N , θn = nh, s′(θ) = |g′(θ)|,

U0 = U(0). Тут прийнято, що розклад в ряд Тейлора для функцiї V
в околi точки r = 0 має вигляд V (r) = V0 + V2r

2 + · · · .
Виконано дослiдження квазiстатичних температурних, в тому чис-

лi в’язкопружних, напружень у багатозв’язних пластинках з тепло-
вiддачею, якi нагрiваються шляхом конвективного теплообмiну сере-
довищем змiнної температури. Для розв’язування задачi використано
перетворення Лапласа, модифiкована формула його числового обер-
нення та метод iнтегральних рiвнянь.
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ПРО ФУНДАМЕНТАЛЬНУ МАТРИЦЮ
IМПУЛЬСНОЇ СИСТЕМИ З МАЛИМ ПАРАМЕТРОМ

Розглядаємо систему зi швидкоосцилюючими коефiцiєнтами

dx

dτ
= (a(τ) +A(ϕ, τ))x, τ 6= τj , ∆x|τ=τj = ε(bj +B(ϕ, τj))x, (1)

в якiй x ∈ Rn, ϕ ∈ Rm, τ ∈ R, τj – моменти iмпульсної дiї, j ∈ Z,
τj+1 = τj + εθ(τj), θ(τ) – гладка функцiя, θ1 ≤ θ(τ) ≤ θ2, (0, ε0] ∋ ε –
малий параметр, матрицi bj – сталi.

Поряд з системою (1) розглядаємо задачу Кошi

dϕ

dτ
=
ω(τ)

ε
+f(ϕ, τ), τ 6= τj , ∆ϕ|τ=τj = εF (ϕ, τj), ϕ|τ=t0 = ψ, (2)

де ψ ∈ Rm, t0 ∈ R, ε ∈ (0, ε0].
Припустимо, що функцiї, якi визначають правi частини (1) i (2), є

l раз диференцiйованi за τ в областi (ϕ, τ) ∈ Rm×R, обмеженi деякою
сталою σ1, 2π-перiодичнi за кожною з координат ϕν , ν = 1,m, вектора
ϕ i задовольняють певним обмеженням на коефiцiєнти Фур’є.

Поставимо у вiдповiднiсть системi (1) сиcтему без iмпульсної дiї
dx

dτ
= A(τ)x, для матрицанта U τt якої справджується оцiнка

‖U τt ‖ ≤ Ke−γ0(τ−t), K ≥ 1, γ0 > Kσ1/θ1, τ ≥ t.

При певних обмеженнях на функцiю θ(τ)ω(τ) доведено iснування

таких додатних сталих γl+1 < γl < ... < γ1 < γ0 − σ1K/θ1, µ <
γ1

2l
,

досить малого ε0 = ε0(γ1, ..., γl+1) i досить великих K2, ...,Kl+1, що
для всiх τ ≥ t ∈ R, t0 ∈ R, ψ ∈ Rm , ε ∈ (0, ε0] i 1 ≤ r ≤ l виконуються
оцiнки

‖Ωτt (ψ, t0, ε)‖ ≤ K1e
−γ1(τ−t),∥∥∥∥

∂r

∂εr
Ωτt (ψ, t0, ε)

∥∥∥∥ ≤ Kr+1ε
α−2re−γr+1(τ−t)+µr|t−t0|.

Тут Ωτt (ψ, t0, ε) – матрицант лiнiйної системи (1), в якiй ϕ = ϕτt0(ψ, ε)
є розв’язком задачi Кошi (2), а α– додатна стала.
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ПРО АСИМПТОТИЧНI РОЗВИНЕННЯ РОЗВ’ЯЗКIВ
СИСТЕМ ЛIНIЙНИХ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ДРУГОГО ПОРЯДКУ ЗI СТАЛИМ

ВIДХИЛЕННЯМ АРГУМЕНТУ

Розглядаємо систему лiнiйних диференцiальних рiвнянь вигляду
d2x (t, ε)

dt2
+ C (τ, ε)

dx (t, ε)

dt
+B (τ, ε)x (t, ε) +

+K (τ, ε)
dx (t− ∆, ε)

dt
+ L (τ, ε)x (t− ∆, ε) = 0, (1)

де x (t, ε) – n-вимiрний вектор; B (τ, ε), C (τ, ε), K (τ, ε), L (τ, ε) – дiй-
снi квадратнi матрицi n-го порядку, якi можна зобразити збiжними
рядами за степенями дiйсного малого параметра ε, ∆ > 0 – стале
запiзнення. Розглядаємо основну початкову задачу, тобто в пiвiнтер-
валi 0 < τ = εt ≤ L < +∞ шукаємо розв’язок системи (1), який при
−∆ ≤ τ ≤ 0 задовольняє умови

x (τ, ε) = ϕ (τ, ε) , x′ (τ, ε) = ϕ′ (τ, ε) , (2)

де ϕ (τ, ε) – вектор-функцiя, яка також має зображення у виглядi
збiжного степеневого ряду.

Нехай виконуються умови.
10. Матрицi B (τ, ε), C (τ, ε), K (τ, ε), L (τ, ε) та вектор ϕ (τ, ε) мають
неперервнi похiднi до порядку m+1 включно (m – натуральне число)
на сегментах [0, L] та [−∆, 0] вiдповiдно.
20. Характеристичне рiвняння

det
∥∥λ2 (τ)E + λ (τ)C0 (τ) +B0 (τ)

∥∥ = 0

на сегментi [0, L] має лише простi коренi λ1 (τ), λ2 (τ), . . . , λ2n (τ).
30. Для будь-якого τ ∈ [0, L]

Reλi (τ) ≤ 0, i = 1, 2, ..., 2n.

За умов 10 − 30 побудовано асимптотичнi формули для розв’язку
основної початкової задачi (1)–(2) на кожному кроцi (r − 1) ∆ ≤ τ ≤
r∆, де r ≥ 1.
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АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЙ
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ТРЕТЬЕГО

ПОРЯДКА

Рассматривается дифференциальное уравнение

y′′′ = α0p(t)yL(y), (1)

где α0 ∈ {−1, 1}, p : [a, ω[−→]0,+∞[ – непрерывная функция, −∞ <
a < ω ≤ +∞, L : ∆Y0 −→]0,+∞[ – непрерывная и медленно меняю-
щаяся при y → Y0 функция, Y0 равно либо нулю, либо ±∞, ∆Y0 –
односторонняя окрестность Y0.

Решение y уравнения (1) называется Pω(Y0, λ0)-решением, где
−∞ ≤ λ0 ≤ +∞, если оно определено на промежутке [t0, ω[⊂ [a, ω[ и
удовлетворяет следующим условиям

y : [t0, ω[−→ ∆Y0 , lim
t↑ω

y(t) = Y0,

lim
t↑ω

y(k)(t) =

{
либо 0,
либо ±∞ (k = 1, 2), lim

t↑ω

[y′′(t)]2

y′′′(t)y′(t)
= λ0.

Ранее в [1] и других работах автора изучался вопрос об асимптотике
Pω(Y0, λ0)-решений существенно нелинейного уравнения

y′′′ = α0p(t)|y|σL(y) (σ 6= 1).

При этом случай σ = 1 выпал из рассмотрения, поскольку не
охватывался методикой исследования.

Для случая уравнения (1) получены необходимые и достаточные
условия существования всех возможных типов Pω(Y0, λ0)-решений, а
также асимптотические представления для таких решений и их прои-
зводных первого и второго порядков.

1. Евтухов В.М., Стехун А.А. Асимптотические представления
неограниченных решений нелинейных дифференциальных
уравнений третьего порядка // Математичнi методи та фiзико-
механiчнi поля. – 2004. – 47, №4. – С. 82–87.
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ПPО РЕГУЛЯРНЕ ЗРОСТАННЯ АБСОЛЮТНО
ЗБIЖНИХ У ПIВПЛОЩИНI РЯДIВ ДIРIХЛЕ

Нехай (λn) – зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел
(λ0 = 0), а ряд Дiрiхле F (s) =

∑∞
n=1 an exp{sλn}, s = σ + it,

має нульову абсцису абсолютної збiжностi. Для σ < 0 приймемо
M(σ, F ) = sup{|F (σ+ it)| : t ∈ R}. R-порядком ряду Дiрiхле називає-
ться величина ̺R = lim

σ↑0
|σ| ln lnM(σ, F ), а за умови 0 < ̺R < ∞ ве-

личина TR = lim
σ↑0

exp{−̺R/|σ|} ln M(σ, F ) називається R-типом. В [1]

доведено, що якщо lim
n→∞

ln lnn/ lnλn < 1, то

TR = ̺Re
δ−1, δ = lim

n→∞

(
ln+ |an|
̺Rλn

ln
λn

ln2 λn
− 1

)
lnλn. (1)

Нашою метою є знаходження умов на (λn) i (an), за яких

lnM(σ, F ) = TR(1 + o(1)) exp

{
̺R
|σ|

}
, σ ↑ 0. (2)

Правильна така теорема.
Теорема. Якщо lnn = o(λn ln−2 λn) при n→ ∞, то

TR =
̺

e
lim
n→∞

1

λn ln2 λn
|an|ln

2 λn/̺λn (3)

i для правильностi асимптотичної рiвностi (2) необхiдно i досить,
щоб для кожного ε ∈ (0, T ) iснувало таке число n0(ε), що ln |an| ≤
λn̺R

ln2 λn
ln

(
(TR+ε)e
̺R

λn ln2 λn

)
для всiх n ≥ n0(ε) та iснувала зростаюча

послiдовнiсть (nk) натуральних чисел така, що lim
k→∞

λnk+1
/λnk

= 1

i ln |ank
| ≥ λn̺R

ln2 λnk

ln

(
(TR−ε)e
̺R

λnk
ln2 λnk

)
для всiх k ≥ k0.

Зауважимо, що формула (3) збiгається з формулою (1).

1. Шеремета М.Н.,Федыняк С.И. О производной ряда Дирихле //
Сибирск. матем. журн. – 1998. – 39, N 1. – С. 206–223.
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СКIНЧЕННIСТЬ ШВИДКОСТI РОЗПОВСЮДЖЕННЯ
НОСIЯ РОЗВ’ЯЗКУ ДЛЯ КВАЗIЛIНIЙНОГО

ПАРАБОЛIЧНОГО РIВНЯННЯ

В обмеженiй областi Ω простору RN (N ≥ 1) вивчаються деякi
якiснi властивостi розв’язку задачi Кошi-Неймана для досить широ-
кого класу нелiнiйних еволюцiйних рiвнянь iз частинними похiдни-
ми, що мiстять виродженний абсорбцiйний потенцiал. Дослiджу-
ється залежнiть мiж властивiстю розповсюдження носiя розв’язку
та степенем виродження абсорбцiйного потенцiалу. Знайденi доста-
тнi умови на характер виродження потенцiалу, при виконаннi яких
узагальнений розв’язок задачi має властивiсть скiнченностi швидко-
стi розповсюдження носiя. Для доведення цих тверджень використо-
вуються iнтегральнi оцiнки (див. з цього приводу [1–4]) та оцiнки
Сен-Венанiвського типу (див. [5] та лiтературу, що там наведена).

1. Diaz J.I., Veron L. Local vanishing properties of solutions of elliptic
and parabolic quasilinear equations // Trans. Amer. Math. Soc. –
1985. – 290, №2. – P. 787–814.

2. Antontsev S.N., Diaz J.I., Shmarev S.I. The support shrinking pro-
perties for solutions of quasilinear parabolic equations with strong
absorption terms // Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. – 1995. – 4,
№6. – P. 5–30.

3. Shishkov A., Kersner R. Instantaneous shrinking of the support of
energy solutions // Journal of Math. Anal. And Appl. – 1996. –
198. – P. 729–750.

4. Belaud Y., Shishkov A.E. Long-time extinction of solutions of some
semilinear parabolic equations // Journal of Differential Equations.
– 2007. – 238. – P. 64–86.

5. Oлeйнuк O.A., Иocuфьян Г.A. Аналог принципа Сен - Венана и
единственность решений краевых задач в неограниченных обла-
стях для параболических уравнений // УMH. – 1976. – 31, №6.
– С. 142–166.
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ЗАСТОСУВАННЯ СИНГУЛЯРНИХ IНТЕГРАЛЬНИХ
РIВНЯНЬ ДО РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ

ТЕПЛОПРОВIДНОСТI ТА ТЕРМОПРУЖНОСТI ТIЛА
З ТЕПЛОАКТИВНОЮ ЕЛIПТИЧНОЮ ТРIЩИНОЮ

Задачi стацiонарної теплопровiдностi та термопружностi тiла з
плоскою теплоактивною трiщиною S, на якiй задано температуру
T (x) або тепловий потiк q(x), зводяться до розв’язування сингуляр-
них iнтегральних рiвнянь

1

4πλ

∫∫

S

w(ξ)

|x− ξ|dξS = T (x), x = x(x1, x2), ξ = ξ(ξ1, ξ2), (1)

∫∫

S

α3(ξ)

|x− ξ|3
dξS = −(1 + ν)αtT (x), (2)

де λ – коефiцiєнт теплопровiдностi, ω(ξ) – iнтенсивнiсть теплових
джерел (стокiв) в областi S, |x− ξ| =

√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 – вiд-

даль мiж точками x(x1, x2) i ξ(ξ1, ξ2) ∈ S, 4πα3 (x) =
[
u+

3 (ξ) − u−3 (ξ)
]

– стрибки перемiщень поверхонь трiщини, через якi визначається ко-
ефiцiєнт iнтенсивностi напружень, ν i αt – коефiцiєнти Пуассона i
теплопровiдностi. Рiвняння (1) має необмежений розв’язок при до-
вiльнiй правiй частинi, а рiвняння (2) — обмежений. Коли область S
– елiпс, а правi частини цих рiвнянь полiноми степеня n по x1 i x2,
то їх розв’язки записуються вiдповiдно у виглядi w(x) = ψ(x)/L(x),
α3(x) = ω(x)L(x), де L(x) – рiвняння елiпса, ψ(x) i ω(x) – полiно-
ми степеня n, коефiцiєнти яких визначаються iз системи алгебри-
чних рiвнянь. Рiвняння (1) i (2) розв’язуються також i аналi-тично-
числовим методом. Спочатку використовується взаємноодно-значне
вiдображення елiптичної областi з пiвосями a i b на круг одиничного
радiуса{

x1 = ay1
x2 = by2

,

{
ξ1 = aη1
ξ2 = bη2

, де y1, y2 – декартовi координати точок

одиничного круга. Сингулярнi складовi наведених рiвнянь регуляри-
зуються, будується їх регулярне зображення, а потiм i дискретний
аналог у виглядi системи лiнiйних алгебричних рiвнянь з добре
обумовленою матрицею.
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ПРО РОЗВ’ЯЗОК СИНГУЛЯРНО ЗБУРЕНОЇ ЗАДАЧI
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ

Розглядається задача про побудову оптимального керування u(t, ε)
та вiдповiдної оптимальної траєкторiї x(t, ε) у виглядi розвинень за
степенями малого параметра ε при переходi процесу

εhB(t, ε)
dx

dt
= A(t, ε)x + C(t, ε)u, (1)

J =
1

2εh

T∫

0

(D(t, ε)u, u)dt→ min
u
, (2)

з стану x(0, ε) = x0(ε) в стан x(T, ε) = x1(ε) за фiксований час T , де
A(t, ε), B(t, ε) – квадратнi матрицi n-го порядку, C(t, ε), D(t, ε) – (n×
m) та (m×m)-матрицi вiдповiдно, x(t, ε) – n-вимiрний вектор стану,
u(t, ε) – m-вимiрний вектор керування, ε ∈ (0, ε0] – малий параметр;
ε0 ≪ 1; h ∈ N , t ∈ [0;T ]. Вважаємо, що матриця B(t, 0) тотожно
вироджена на заданому вiдрiзку.

Використовуючи результати асимптотичного аналiзу загального
розв’язку лiнiйних сингулярно збурених систем з виродженнями, про-
веденого в [1], та принцип максимуму Л.С. Понтрягiна, доведено, що
задача (1), (2) має єдиний розв’язок та побудовано його асимптотику.
Дослiджено рiзнi випадки, пов’язанi з поведiнкою спектра граничної
в’язки матриць.

1. Самойленко А.М., Шкiль М.I., Яковець В.П. Лiнiйнi системи
диференцiальних рiвнянь з виродженнями. – К.: Вища школа,
2000. – 294 с.
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ПРО БАГАТОТОЧКОВУ ЗАДАЧУ ДЛЯ
УЗАГАЛЬНЕНОЇ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНОЇ СИСТЕМИ

У доповiдi мова йтиме про необхiднi i достатнi умови iснування
та єдиностi розв’язку багатоточкової задачi

Y ′ = A′(x)Y + F ′(x), (1)

LY ≡
s∑

i=1

MiY (xi) +

∫ b

a

dH(x)Y (x) = Q. (2)

де Y (x) – невiдома розмiрностi n вектор-функцiя, елементи (n×n)-
матрицi A(x) i (m×n)-матрицiH(x) та компоненти вектора F (x) є не-
перервними справа функцiями обмеженої на промiжку [a, b] варiацiї
(BV +[a, b]); диференцiювання i рiвнiсть в (1) розумiються в узагаль-
неному сенсi;Mi i Q— сталi матрицi розмiруm×n i m× 1 вiдповiдно,
a ≤ x1 < x2 < . . . < xs ≤ b. Припускаємо виконання умов коректно-
стi [△A(x)]

2
= 0, △A(x)△F (x) = 0 ∀x ∈ [a, b], за яких при дослiджен-

нi системи (1) не виникає проблема множення розподiлiв, та умов
△H(x)△A(x) = 0, △H(x)△F (x) = 0 ∀x ∈ [a, b], котрi забезпечують
iснування iнтеграла Рiмана–Стiльтьєса в (2).

Нехай (m×n)-матриця LB =
s∑
i=1

MiB(xi, a) +
b∫
a

dH(x)B(x, a), де

B(x, s) — матриця Кошi однорiдної системи, Y ∗(x) =
x∫
a

B(x, s)dF (s),

L+
B — псевдообернена до LB (n×m)-матриця Мура-Пенроуза (зокре-

ма, LBL
+
BLB = LB, а для невиродженої матрицi L+

B = L−1
B ).

Теорема. Розв’язок Y ∈ BV +[a, b] задачi (1), (2) iснує i має ви-
гляд Y (x) = B(x, a)

[
L+
B(Q− LY ∗) + (En − L+

BLB)C
]

+Y ∗(x), де C —
довiльний сталий вектор, якщо i тiльки якщо справджується умо-
ва (Em − LBL

+
B)(Q − LY ∗) = 0. Для єдиностi розв’язку цiєї задачi

необхiдно i досить виконання додаткової умови L+
BLB = En.

Наслiдок. При m = n задача (1), (2) має єдиний розв’язок тодi
i тiльки тодi, коли detLB 6= 0.
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INFINITE-DIMENSIONAL INVARIANT
TORI FOR COUNTABLE SYSTEMS OF

DIFFERENTIAL-DIFFERENCE EQUATIONS

It is known that investigation of invariant sets (in particular, invari-
ant tori) occupies an important place both in the theory of continuous
dynamical systems (flows) and the theory of discrete dynamical systems
(cascades) defined in various normed spaces. In the last four decades,
numerous fundamental results were obtained in this field of mathematics
with the use of the method of the Green function of the problem of an
invariant torus of a linear expansion of a dynamical system proposed by
A.M. Samoilenko in 1970 (see [1]). In [2], this method was used for the
investigation of invariant tori of countable systems of ordinary differenti-
al equations defined on tori. In the last ten years, several works were
published (see [3]) in which this method was used for the investigation of
invariant tori of countable systems of difference equations.

In the presented lecture, in the space of bounded number sequences,
we pose and solve the problem of finding sufficient conditions for the
existence of invariant tori for linear and nonlinear countable systems
of differential-difference equations defined on infinite-dimensional tori
and containing an infinite set of constant different-sign deviations of a
scalar argument. This problem has never been investigated before in
the mathematical literature.

1. A. M. Samoilenko, On the theory of preservation of an invariant
torus under perturbations // Izv. Akad. Nauk SSSR. Ser. Mat. –
1970. – 34, N . – P. 1219–1240.

2. A. M. Samoilenko and Yu. V. Teplinskiy, Countable Systems of
Differential Equations. – Springer, 2003.

3. A. M. Samoilenko and Yu. V. Teplins’kyi, Elements of Mathemati-
cal Theory of Evolution Equations in Banach Spaces [in Ukrainian].
– Kyiv: Institute of Mathematics, 2008.
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БАГАТОТОЧКОВА ЗАДАЧА
ДЛЯ СИСТЕМИ ПАРАБОЛIЧНИХ РIВНЯНЬ

В областi Q = {(t, x) ∈ Rp+1 : 0 < t < T, x ∈ Ω}, Ω = (R/2πZ)p,
для системи рiвнянь, параболiчних за Шиловим, розглянемо задачу

L(∂/∂t, ∂/∂x)~u :=

n∑

r=0

∑

|s|≤ℓ
Ars

∂r+|s|~u(t, x)

∂tr∂xs11 . . . ∂x
sp
p

= 0, (1)

~u(tj , x) = ~ϕj(x), j = 1, . . . , n, 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn ≤ T, (2)

де Ars = ‖aijrs‖mi,j=1, a
ij
rs ∈ C, An,~0 – одинична матриця, n < ℓ. Для

довiльного η ∈ Rp ξ-коренi рiвняння det ‖L(ξ, iη)‖ = 0 задовольняють
оцiнки Reξq(η) ≤ −C1|η|δ + C2, δ > 0, C1 > 0, C2 > 0, q = 1, nm.
Позначимо: |k| = |k1| +. . .+ |kp|, k ∈ Zp; Eδα,β , α ≥ 0, β ≥ 0, – простiр

вектор-функцiй ~ϕ(x)=col(ϕ1(x),. . . ,ϕm(x)), ϕj(x)=
∑

|k|≥0ϕ
j
kexp(ik,x),

з нормою ‖~ϕ;Eδα,β‖2 = max
1≤j≤m

∑
|k|≥0 |ϕ

j
k|2(1 + |k|)2α exp(2β|k|δ) < ∞;

∆(k) = det ‖hrq(k) exp(µq(k)tj)‖j=1,...,n, r=1,...,m
q=1,...,nm , де µq(k) – коренi рiв-

няння det ‖L(µ, ik)‖ = 0, якi вважаємо рiзними для всiх k ∈ Zp,
~hq(k) = col(h1

q(k), . . . , hmq (k)) – деякий ненульовий стовбець матрицi
L∗(µq(k), ik), яка є приєднаною до матрицi L(µq(k), ik), q = 1, nm.

Теорема 1. Для єдиностi розв’язку задачi (1),(2) у просторi
Cn([0, T ];Eδα,β) необхiдно i достатньо, щоб виконувалась умова

∀k ∈ Zp ∆(k) 6= 0. (3)

Теорема 2. Нехай справджується умова (3) та iснують додат-
нi сталi ν та ω такi, що для всiх (крiм скiнченної кiлькостi) векто-
рiв k ∈ Zp виконується нерiвнiсть |∆(k)| ≥ (1 + |k|)−ω exp(−ν|k|δ).
Якщо ~ϕj ∈ Eδα1,β1

, α1 = α+ω+nℓ+n(m−1)(nm−1)ℓ, β1 = β+ν−(nm−
1)C1t1, то iснує розв’язок задачi (1),(2) з простору Cn([0, T ];Eδα,β),

який неперервно залежить вiд вектор-функцiй ~ϕj(x), j = 1, n.
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РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ ТЕПЛОПРОВIДНОСТI
ДЛЯ НАПIВБЕЗМЕЖНИХ БАГАТОШАРОВИХ

НЕОДНОРIДНИХ ТIЛ

У данiй роботi метод безпосереднього iнтегрування [1] застосова-
но до розв’язування двовимiрної стацiонарної задачi теплопровiдно-
стi для пiвплощини, теплофiзичнi характеристики якої змiнюються у
перпендикулярному до границi напрямку за наявностi джерел тепла
та рiзних типiв крайових умов. З використанням методики [2] розв’я-
зування рiвняння теплопровiдностi з невiдомими змiнними коефiцiєн-
тами зводиться до iнтегрального рiвняння Вольтерра другого роду,
розв’язок якого будується з використанням методу резольвентного
ядра [3]. У результатi розв’язок задачi знайдено у виглядi явної фун-
кцiональної залежностi вiд заданих на границi значень температури
чи теплового потоку та густини розподiлу внутрiшнiх джерел тепла.
Застосування такого пiдходу не накладає обмежень на функцiональ-
ний характер залежностi властивостей матерiалу вiд координати мi-
сця точки, що дозволяє аналiзувати рiзноманiтнi типи неоднорiднос-
тi, зокрема, багатошарових неоднорiдних у кожному шарi структур.

Роботу виконано за пiдтримки спiльного наукового проекту НАН
України та Росiйського ФФД № 0110U004143.

1. Вiгак В.М. Прямий метод iнтегрування рiвнянь плоских задач
пружностi й термопружностi // Доповiдi НАН України. – 1998.
– № 12. – С. 62-67.

2. Tokovyy Y., Ma C.-C. Analytical solutions to the 2D elasticity
and thermoelasticity problems for inhomogeneous planes and half-
planes // Archive of Applied Mechanics. – 2009. – 79, № 5. –
Р. 441-456.

3. Верлань А.Ф., Сизиков В.С. Интегральные уравнения: методы,
алгоритмы, программы. – К.: Наук. думка, 1983 – 544 с.
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ЗВ’ЯЗОК МIЖ ЗУСИЛЛЯМИ ТА ПЕРЕМIЩЕННЯМИ
НА ПОВЗДОВЖНIХ СТОРОНАХ ОДНОРIДНОЇ

ПРУЖНОЇ СМУГИ

На основi iнтегрування рiвнянь суцiльностi Кошi та явного роз-
в’язку плоскої задачi теорiї пружностi в напруженнях [1] для одно-
рiдної iзотропної смуги встановлено взаємно-однозначнi вiдповiдностi
мiж зусиллями та перемiщеннями на її повздовжнiх сторонах. За-
давши на сторонах смуги зовнiшнi зусилля, на основi розв’язку [1]
знайдено вирази для компонент тензора напружень. За допомогою
iнтегрування рiвнянь Кошi та фiзичних спiввiдношень перемiщення
виражено через напруження, а отже, через згаданi вище зусилля.
Отриманi спiввiдношення дозволяють визначати невiдомi перемiще-
ння через заданi зусилля, i навпаки. Таким чином показано, що для
розв’язку задач теорiї пружностi для смуги за заданих на її сторонах
перемiщеннях, зусиллях чи змiшаних крайових умовах [2] достатньо
мати в розпорядженнi розв’язок вiдповiдної задачi у напруженнях
(за заданих на границi зовнiшнiх зусиль), який знайдено у роботi [1].

1. Вiгак В.М. Прямий метод iнтегрування рiвнянь плоских задач
пружностi i термопружностi // Доп. НАН України. – 1998. –
№12. – С. 62–67.

2. Лурье А.И. Теория упругости. – М.: Наука, 1970. – 940 с.
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INFLUENCE OPERATORS
IN CONTROLLABILITY PROBLEMS

FOR THE WAVE EQUATION ON A HALF-AXIS

Consider the wave equation: (1) wtt = wxx − q2w, x > 0, t ∈ (0, T ),
controlled by the Dirichlet boundary condition: (D) w(0, t) = u(t) or the
Neumann one: (N) wx(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ), where q ≥ 0 is a given
constant, u ∈ L∞(0, T ) is a control, T > 0. We consider an extension W
of the state (w,wt) of control systems (1D) and (1N) on R with respect to
x. For (1D) the extension is odd and W (·, t) is considered in the subspace
H0 of odd functions of the Sobolev space H0

0 × H−1
0 , t ∈ (0, T ). For

(1N) the extension is even and W (·, t) is considered in the subspace H1

of even functions of H1
0 × H0

0 , t ∈ (0, T ). We study approximate L∞-
controllability of control systems (1D) and (1N) at a free time in the
space Hs, where s = 0 for (1D), and s = 1 for (1N).

Definition. For control system (1D) (or (1N)) a state W 0 ∈ Hs is
said to be approximately L∞-controllable if W (·, 0) = W 0 and for each
ε > 0 there exist T > 0 and u ∈ L∞(0, T ) such that ‖W (·, T )‖ < ε.

Influence of a control u on the steering state W (·, T ) of control system
(1D) (or (1N)) is described by operators Φ and Φ̂ = Φ

(
d
dt(sgn t·)

)
. It is

proved that the behavior of systems (1D) and (1N) in the case q > 0
essentially differs from their behavior in the case q = 0.

Theorem. For (1D) and (1N) the following assertions hold:
(i) If q = 0, then a state W 0 = (W 0

0 ,W
0
1 ) ∈ Hs is approximately L∞-

controllable iff W 0
1 = d

dx

(
sgnxW 0

0

)
.

(ii) If q > 0, then each state W 0 ∈ Hs is approximately L∞-controllable.
This difference is generated by the properties of the influence operators

Φ and Φ̂. In fact, N (Φ) = {0} = N (Φ̂) if q = 0 and N (Φ) 6= {0} 6= N (Φ̂),

Φ
(
N (Φ̂)

)
× Φ̂ (N (Φ)) = Hs if q > 0. Here N (·) is the null space of an

operator. Moreover, the cases (1D) and (1N) differ too. For (1D) the
domains of Φ and Φ̂ are closed and their ranges are not closed but vice
versa for (1N). That is why we have to construct controls solving approxi-
mate L∞-controllability problem in different ways for these cases.
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ПРО СИМЕТРIЙНУ РЕДУКЦIЮ ДЕЯКИХ
КЛАСIВ ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ

З НЕТРИВIАЛЬНОЮ СИМЕТРIЄЮ

При розв’язуваннi рiзних задач теоретичної та математичної фi-
зики, механiки, газової динамiки та iн. важливу роль вiдiграють ди-
ференцiальнi рiвняння з нетривiальною симетрiєю (див., наприклад,
[ 1, 2 ]).

Для побудови та дослiдження таких рiвнянь можна використову-
вати методи групового аналiзу [ 1, 2, 3 ]. Зокрема, беручи до уваги
нееквiвалентнi функцiональнi базиси диференцiальних iнварiантiв
рiзних порядкiв неспряжених пiдгруп локальних груп Лi точкових
перетворень, можна будувати класи диференцiальних рiвнянь вiдпо-
вiдних порядкiв у просторах рiзних вимiрностей, якi iнварiантнi вiд-
носно цих пiдгруп. Для проведення симетрiйної редукцiї побудова-
них класiв диференцiальних рiвнянь можна використати пiдгрупову
структуру груп симетрiї цих класiв (див., наприклад, [ 2 ]). Виявля-
ється, що для деяких з побудованих в такий спосiб класiв можна
провести певну симетрiйну редукцiю без вивчення пiдгрупової стру-
ктури груп симетрiї цих класiв.

В цьому повiдомленнi мова йтиме про дослiдження тiльки таких
класiв для симетрiйної редукцiї яких можна використати iнварiанти
їх груп симетрiї. Встановлено умови, при яких така редукцiя є мож-
лива.

1. Lie S. Vorlesungen über Differentialgleichungen mit bekannten infi-
nitesimalen Transformationen/ Bearbeitet und herausgegeben von
Dr. G. Scheffers. – Leipzig: B.G. Teubner, 1891.

2. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных урав-
нений. – М.: Наука, 1978. – 399 с.

3. Фущич В.И., Никитин А.Г. Симметрия уравнений квантовой
механики. – М.: Наука, 1990. – 400 с.
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ПРО СИМЕТРIЙНУ РЕДУКЦIЮ ДЕЯКИХ КЛАСIВ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ

З НЕТРИВIАЛЬНОЮ СИМЕТРIЄЮ

Один iз способiв побудови диференцiальних рiвнянь першого по-
рядку з нетривiальними групами симетрiї (див., наприклад, [ 1, 2 ])
базується на використаннi функцiональних базисiв диференцiальних
iнварiантiв першого порядку вiдповiдних груп Лi точкових перетво-
рень.

Узагальнена група Пуанкаре P (1, 4) є групою поворотiв та зсу-
вiв п’ятивимiрного простору Мiнковського M(1, 4). Добре вiдомо, що
група P (1, 4) мiстить як пiдгрупи такi важливi для теоретичної та
математичної фiзики групи: P (1, 3), G̃(1, 3) [ 3 ], O(1, 4), E(4), O(4) .

На основi нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiаль-
них iнварiантiв першого порядку неспряжених пiдгруп розширеної
групи Галiлея G̃(1, 3) побудовано класи диференцiальних рiвнянь
першого порядку в просторi M(1, 4) × R(u), якi iнварiантнi вiдносно
цих пiдгруп.

У цьому повiдомленнi мова йтиме про симетрiйну редукцiю тiльки
таких з побудованих класiв, для дослiдження яких можна використа-
ти iнварiанти їх груп симетрiї. Для всiх таких класiв, беручи до уваги
цi iнварiанти, побудовано анзаци, якi редукують цi класи до класiв
диференцiальних рiвнянь з меншою кiлькiстю незалежних змiнних,
проведена вiдповiдна симетрiйна редукцiя.

1. Lie S. Über Differentialinvarianten // Math. Ann. – 1884. – 24,
N 1. – S. 52–89.

2. Овсянников Л.В. Групповой анализ дифференциальных урав-
нений. – М.: Наука, 1978. – 399 с.

3. Фущич В.И., Никитин А.Г. Симметрия уравнений квантовой
механики. – М.: Наука, 1990. – 400 с.
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ОДИН ПIДХIД ДО ДОСЛIДЖЕННЯ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ З ПАРАМЕТРАМИ

ТА ОБМЕЖЕННЯМИ

Розглядається задача

dx

dt
+ P (t)x = f(t) + C(t)λ, t ∈ [0, T ], (1)

x(0) = γ +Dx(T ),

T∫

0

S(t)x(t)dt = α, (2)

де P (t), C(t) i S(t) — матрицi розмiрностi m×m, m× l i l×m вiдпо-
вiдно, елементи яких сумовнi з квадратом на вiдрiзку [0, T ], причому
стовпцi матрицi C(t) є лiнiйно незалежними, D — стала
(m×m)-матриця, f ∈ L2([0, T ],Rm), α ∈ Rl, γ ∈ Rm.

За допомогою запропонованого у роботi [1] пiдходу до дослiдже-
ння задачi (1), (2) дається обгрунтування можливостi застосування
до цiєї задачi проекцiйно-iтеративного методу, суть якого полягає в
тому, що наближенi розв’язки задачi (1), (2) визначаються за форму-
лами

dxk
dt

+A(t)xk = yk(t), xk(0) = γ +Dxk(T ),

yk(t) = C(t)λk + f(t) + (A(t) − P (t))(xk−1(t) + δk(t)),

dδk
dt

+A(t)δk = Φ(t)µk, δk(0) = Dδk(T ),

T∫

0

S(t)xk(t)dt = α,

T∫

0

Ψ(t)(yk(t) − yk−1(t) − Φ(t)µk)dt = 0.

Методика, що розглядається у доповiдi, може бути перенесена на
випадок, коли рiвняння (1) та умови (2) є нелiнiйними.

1. Лучка А.Ю., Ферук В.А. Побудова наближених розв’язкiв си-
стем диференцiальних рiвнянь з параметрами та обмеженнями
// Нелiнiйнi коливання. – 2010. – 13, № 3. – С. 361–378.
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ЗАДАЧА О ВДАВЛИВАНИИ КРУГОВОГО ШТАМПА
В ПОЛУБЕСКОНЕЧНЫЙ СЛОЙ

Пусть имеется полубесконечная плита x > 0, −∞ < y < ∞,
0 < z < h, на гранях x = 0, z = 0 которой заданы условия сколь-
зящей заделки, а на грань z = h помещен круговой штамп, который
под действием внешней силы вдавливается в плиту. Сила прилагается
с эксцентриситетом таким образом, чтобы штамп перемещался посту-
пательно. Неизвестную величину этого поступательного смещения и
эксцентриситет следует находить из условий равновесия штампа.

При решении смешанной задачи теории упругости получено вер-
тикальное перемещение точек слоя под действием сосредоточенной в
произвольной точке грани z = h силы, на основании которого можно
найти смещения упругой плиты при воздействии на нее распреде-
ленной по круговому штампу нагрузки. Приравняв это смещение к
поступательному перемещению штампа, получим интегральное урав-
нение относительно неизвестного контактного напряжения p(ρ, ψ).
Плоскость ZOY является плоскостью симметрии, и потому конта-
ктное напряжение будет четным относительно полярного угла. Это

значит, что можно задать его в виде p(ρ, ψ) =
∞∑
n=0

pn(ρ) cosnψ.

Используя метод ортогональных многочленов, функцию pn(ρ)
представляем в виде разложения по многочленам Якоби. Далее по-
лучаем бесконечную двумерную систему уравнений

pkj −
∞∑

n=0

∞∑

l=0

Tnlkjpnl = fkj , k, j = 0, 1, ...,

которая решается редукцией на основании теории, изложенной в [1].

1. Попов Г.Я. Основы теории двумерных бесконечных систем //
Мат. методы и физ.-мех. поля. – 2010. – 53, №2. – С. 17–27.
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СПIВВIДНОШЕННЯ МIЖ МАКСИМУМОМ МОДУЛЯ,
МАКСИМУМОМ МОДУЛЯ ПОХIДНОЇ

I ЦЕНТРАЛЬНИМ IНДЕКСОМ ЦIЛОЇ ФУНКЦIЇ

Нехай f(z) =
∑∞
n=0 anz

n – трансцендентна цiла функцiя, r > 0,
Mf (r) = {|f(z)| : |z| = r} – максимум модуля, µf (r) = max{|an|rn :
n ∈ N0} – максимальний член, νf (r) = max{n ∈ N0 : |an|rn = µf (r)} –
центральний iндекс i kf (r) = rMf ′(r)/Mf (r).

Добре вiдомим (див., наприклад, [1], с. 212) є наступне класичне
спiввiдношення Вiмана-Валiрона: Kf (r) ∼ νf (r), Ef 6∋ r → +∞, де
Ef ⊂ (1,+∞) – множина скiнченної логарифмiчної мiри.

В [2] розглянуто питання про можливiсть встановлення асимпто-
тичного спiввiдношення мiж Kf(r) i νf (r) без виняткової множини.
Тут, зокрема, доведено, що якщо an ≥ 0 для всiх n ∈ N0, то

Cf := lim
r→+∞

Kf(r)√
νf (r)

≥
√

2, (1)

i побудовано приклад цiлої функцiї з невiд’ємними коефiцiєнтами,
для якої нерiвнiсть (1) перетворюється у рiвнiсть.

Як виявляється, близька до (1) оцiнка виконується для кожної
цiлої функцiї (без жодних умов на коефiцiєнти).

Теорема. Для довiльної f правильна нерiвнiсть Cf ≥ 1√
e
.

Покладемо C = inff Cf . Згiдно зi сказаним вище, 1√
e
≤ C ≤

√
2.

Питання про точне значення сталої C залишається вiдкритим.
Використовуючи поняття випадкової цiлої функцiї, доведено, що

для "бiльшостi"(в сенсi ймовiрнiсної мiри) цiлих функцiй правильна
нерiвнiсть: Kf (r) ≥ (νf (r))

2
3−ε для кожного ε > 0 i всiх r ≥ r0(ε).

1. Валирон Ж. Аналитические функции. – М.: ГИТТЛ, 1957.

2. Фiлевич П.В., Шеремета М.М. Спiввiдношення мiж логариф-
мiчною похiдною i центральним iндексом степеневого ряду з
невiд’ємними коефiцiєнтами // Доп. НАН України. – 2003. –
№4. – С. 31–36.
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НЕКОТОРЫЕ ПРОБЛЕМЫ ВЗАИМОСВЯЗЕЙ
МЕЖДУ ДИСКРЕТНЫМИ И НЕПРЕРЫВНЫМИ

МАТЕМАТИЧЕСКИМИ МОДЕЛЯМИ

В докладе обсуждается вопрос о соотношении между дискретными
и непрерывными математическими моделями в различных областях.

Классическим примером проблемы связи между дискретными и
непрерывными моделями можно считать знаменитую дискуссию ме-
жду Даламбером, Эйлером, Бернулли и Лагранжем о связи между
колебаниями непрерывной струны и нити с бусинами. В частности,
Лагранж совершил формальный предельный переход в решении соот-
ветствующей системы из N обыкновенных дифференциальных урав-
нений при N → ∞. В результате получено правильное решение волно-
вого уравнения, описывающего колебания непрерывной струны. Это
породило убежденность в том, что при достаточно большом N коле-
бания нити с N бусинами похожи на колебания непрерывной стру-
ны. Однако в последствии выяснилось [1], что, несмотря на хорошую
изученность этого вопроса, здесь возможны и некоторые совершенно
неожиданные эффекты. Оказалось, в частности, что решения соот-
ветствующих задач могут отличаться тем сильнее, чем больше число
бусин N .

Еще большую область занимает проблема взаимосвязей между не-
прерывными и дискретными моделями в нелинейном случае – доста-
точно упомянуть известную проблему Ферми-Паста-Улама. При ана-
лизе этой проблемы ярко проявилась разница между „физическим“ и
„математическим“ подходами к переходу от дискретных моделей к не-
прерывным. Помимо переоткрытия солитонов, эта проблема стиму-
лировала изучение вопроса о возможности продолжимости решений
гиперболических систем квазилинейных уравнений. В последующем
изучение континуальных аппроксимаций дифференциально-разност-
ных уравнений в физических моделях привело к новым постановкам
задач (аналоги многоточечных задач типа задачи Николетти).

1. Filimonov A. M., Kurchanov P. F., Myshkis A. D. // Computes
Rendus Acad. Sci. Paris. – 1991. – 313, Serie 1. – P. 961–965.
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ЗАДАЧА КОШI ДЛЯ ЗЛIЧЕННОЇ ГIПЕРБОЛIЧНОЇ
СИСТЕМИ НАПIВЛIНIЙНИХ РIВНЯНЬ

В областi D = {(x, t) : 0 < t < T, −∞ < x < +∞} розглянемо
задачу Кошi для злiченної гiперболiчної системи диференцiальних
рiвнянь

∂ui
∂t

+ λi(x, t)
∂ui
∂x

= Fi(x, t, u1, u2, ..., un, ...), i ∈ {1, ...}, (1)

з початковими умовами

ui(x, 0) = gi(x), i ∈ {1, ...}. (2)

Справедлива така теорема.
Теорема. Нехай вихiднi данi задачi (1),(2)задовольняють умови:
1) λi(x, t) ∈ C(D) ∩ Lipx,loc(D), i ∈ {1, ...};
2) gi(x) ∈ C1(R), sup

i
|gi(x)| <∞, i ∈ {1, ...};

3) Fi(x, t, u1, u2, ..., un, ...) ∈ C((−∞,+∞) × (0, T )), i ∈ {1, ...} при
фiксованих u1, u2, ..., un, ...;

4) Fi(x, t, u1, u2, ..., un, ...) задовiльняють умову Кошi-Лiпшиця за
змiнними u1, u2, ..., un, ... :

|Fi(x, t, u′1, u′2, ..., u′n, ...) − Fi(x, t, u
′′
1 , u

′′
2 , ..., u

′′
n, ...)| ≤ α(x, t) · ∆u,

i ∈ {1, ...}, де ∆u = sup
i

|u′i − u′′i |, α(x, t) – деяка неперервна функцiя;

5) |Fi(x, t, 0, 0, ..., 0, ...)| ≤ β(x, t), β(x, t) – деяка неперервна функ-
цiя.

Тодi в D iснує єдиний узагальнений розв’язок задачi (1), (2).
Узагальненiсть розв’язку розглянуто у сенсi [1]. Для доведення

теореми використано пiдхiд, запропонований в [2].

1. Аболиня В. Э., Мышкис А. Д. Смешанная задача для почти
линейной гиперболической системы на плоскости // Матем. сб.
– 1960. – 50, Вып. 4. – С. 423–442.

2. Самойленко А. М., Теплинський Ю. В. Счетные системы диф-
ференциальных уравнений. – К.: Ин-т математики, 1993. – 308с.
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ON CONTROLLABILITY PROBLEMS FOR THE
WAVE EQUATION ON A HALF-AXIS

Consider the following control system on a half–axis: (1). wtt = wxx−
q(x)w, x > 0, t ∈ (0, T ); (2). w(0, t) = u(t), t ∈ (0, T ). Here u ∈ L∞(0, T )
is a control; q ∈ C1[0,∞),

∫∞
0
x|q(x)| dx < ∞. For this control system

we consider the initial conditions (3). w(x, 0) = w0
0(x), wt(x, 0) = w0

1(x),

x > 0 and suppose that w0 =

(
w0

0

w0
1

)
∈ H0

0,o×H−1
0,o . (Hs

0,o is the subspace

of odd functions in the Sobolev space Hs
0 , s = 0,−1.) We consider the

solution of (1)–(3) in H0
0 . Let Ω be the odd extension operator. Denote

ŵ(·, t) = Ωw(·, t), and wT =

(
wT0
wT1

)
=

(
ŵ(·, T )
ŵt(·, T )

)
.

Definition. A state w0 is called null-controllable if there exists u ∈
L∞(0, T ) such that wT = 0, and approximately null-controllable if there
exists u ∈ L∞(0, T ) such that ||wT ||00 < ε.

Note that a time T > 0 may depend on ε. We use the transformation
operators on the half–axis that save at infinity the solution asymptotics
of the Sturm–Liouville equation. They were studied in [1]. We denote by
K and L = K−1 adjoint operators and study them in Hs

0,o, s = 0,−1.
The application of the adjoint operators reduces the given problem to
the problem with q = 0 that was investigated by G.M. Sklyar and L.V.
Fardigola in 2002. Using their results we obtain the following theorems.

Theorem 1. A state w0 is approximately null-controllable iff the
following conditions hold: (i).w0

0 ∈ L∞(R), (ii).w0
1 = L(sign tKw0

0)′ on
R. The control u is given by the formula u = Kw0

0 on [0, T ], where T is
defined by the condition

∫∞
T |(Kw0

0)(x)|2 dx < ε2.
Theorem 2. A state w0 is null–controllable iff (i), (ii) hold and there

exists T > 0 such that supp (Kw0
0) ⊂ [−T, T ]. Under these conditions the

control that solves the null–controllability problem is of the form u = Kw0
0

a.e. on (0, T ).

1. Marchenko V.A. Sturm-Liouville operators and applications. – Basel-
Boston-Stuttgart: Birkhauser Verlag, 1986.
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ПРО ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧI КОШI
ДЛЯ РIВНЯННЯ ЛАПЛАСА

Розглядається задача визначення стацiонарного температурного
поля на межi Γ включення за вiдомими даними Кошi на зовнiшнiй
границi Λ двозв’язної обмеженої областi D.

Припускається, що функцiя температури u ∈ C2(D)∩C1(D̄) задо-
вольняє однорiдне рiвняння Лапласа в D. Вiдповiднi двi лiнiйнi обер-
ненi задачi полягають в наступному.
A) Вимiрювання даних Неймана. Нехай функцiя (температура) f1
задана на зовнiшнiй межi Λ i на частинi Σ ⊂ Λ вiдомий тепловий
потiк f2, тобто виконуються крайовi умови

u = f1 на Λ i
∂u

∂ν
= f2 на Σ.

Розглядається обернена задача: визначити данi Кошi на межi Γ.
B) Вимiрювання даних Дiрiхле. Нехай функцiя (тепловий потiк) f2
задана на зовнiшнiй межi Λ i на частинi Σ ⊂ Λ вiдома температура
f1, тобто виконуються крайовi умови

∂u

∂ν
= f2 на Λ i u = f1 на Σ.

Обернена задача: визначити данi Кошi на межi Γ.
Для визначення температури i потоку на межi включення пропо-

нується безпосерднє використання граничних iнтегральних рiвнянь
в поєднаннi з регуляризацiєю Тихонова. Подаючи розв’язок задачi
у формi потенцiалу простого шару з функцiєю Грiна, пiсля задово-
лення умови на Σ отримується iнтегральне рiвняння першого роду з
неперервним ядром вiдносно густини на Γ. Чисельне розв’язування
iнтегрального рiвняння здiйснюється методом квадратур з регуля-
ризацiєю Тихонова. За допомогою знайденої густини на межi Γ данi
Кошi визначаються через значення потенцiалу та його нормальної
похiдної. Наведенi приклади чисельних експериментiв.
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ПОБУДОВА ЧИСЛОВИХ СХЕМ МСЕ
ДЛЯ ЗАДАЧ ТЕОРIЇ ПIРОЕЛЕКТРИКIВ

Застосування „розумних матерiалiв“, зокрема п’єзоелектрикiв та
пiроелектрикiв, знаходить все ширше застосування в сучаснiй технi-
цi. Це зумовлює необхiднiсть розробки адекватних засобiв комп’ю-
терного моделювання поведiнки сконструйованих зразкiв. На роз-
робцi таких засобiв сконцентровано увагу у данiй роботi. В осно-
ву пропонованих розробок покладено рiвняння теорiї пiроелектри-
кiв [1, 3, 4] та числовi схеми методу скiнченних елементiв (МСЕ)
[2–5]. Зокрема, для початково-крайових задач теорiї пiроелектрикiв
сфор-мульовано варiацiйну задачу, виконано напiвдискретизацiю за
просто-ровою змiнною та побудовано однокрокову рекурентну схему
(ОРС) iнтегрування в часi. Для задач статики, з використанням мiр-
кувань наведених в [5], побудовано h-адаптивну схему МСЕ для одно-
вимiрної задачi. Побудованi схеми реалiзовано у виглядi програмного
забезпе-чення, з допомогою якого дослiджено модельовану поведiнку
пiро-електричних стержнiв.

1. Новацкий В. Электромагнитные эффекты в твердых телах. –
М.: Мир, 1986. – 157 с.

2. Чабан Ф. Числове моделювання взаємодiї механiчного й елек-
тричного полiв у п’єзоелектрику // Фiз.-мат. моделювання та
iнформацiйнi тех. – 2010. – №12. – C. 170–179.

3. Шинкаренко Г. Проекционно-сеточные аппроксимации для ва-
риационных задач пироэлектричества. 1. Постановка задачи и
анализ установившихся вынужденных клебаний // Диф. урав-
нения. – 1993. – 29, №7. – C. 1252–1260.

4. Шинкаренко Г. Проекционно-сеточные аппроксимации для ва-
риационных задач пироэлектричества. 2. Дискретизация и ра-
зрешимость нестационарных задач // Диф. уравнения.– 1994. –
39, №2. – C. 317–326.

5. Chaban F., Shynkarenko H. Constructing of h-adaptive finite ele-
ment method for piezoelectricity problem // J. Numer. Appl. Math.
– 2009. – №1. – P. 1–9.
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АСИМПТОТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ГЕНЕРАТОРА
СТРИБКОВОЇ ПРОЦЕДУРИ ОПТИМIЗАЦIЇ

В МАРКОВСЬКОМУ СЕРЕДОВИЩI

Стрибкова процедура стохастичної оптимiзацiї з марковськими
переключеннями в схемi серiй задається спiввiдношенням [2]

uε(t) = u+ ε

ν(t/ε)−1∑

k=0

aεk∇bC(uεk, x
ε
k), uε(0) = u, u ∈ Rd, (1)

де ∇bC(u, x) – псевдоградiєнт [1], xεt = x(t/ε) – марковський про-
цес [2].

Нехай V (u) – функцiя Ляпунова для усередненої системи du(t)/dt =
a∇C(u(t)), C(u) = q

∫
X
ρ(dx)C(u, x).

Лема. Генератор Lεt процедури (1) на збуренiй функцiї Ляпуно-
ва V ε(u, x) = V (u) + εa(t)V1(u, x) такiй, що V (u) ∈ C3(Rd), має
асимптотичне зображення

LεtV
ε(u, x) = a(t)〈∇bC(u),∇u〉V (u) + εa2(t)θL(x)V (u),

де θL(x)V (u) = θ0(x)V (u) + θ1(x)V (u),

θ0(x)V (u) = 〈∇bC(u, x),∇u〉[q(x)R0 + Π − I]〈∇bC̃(u, x),∇u〉V (u),
θ1(x)V (u) = 1

2q(x)〈∇bC(u, x),∇u〉2V (αu), 0 ≤ α ≤ 1,

C̃(u, x) = q(x)C(u, x) − C(u).

1. Горун П.П., Чабанюк Я.М., Кукурба В.Р. Генератор стрибко-
вої процедури оптимiзацiї в марковському середовищi. //XVI
International Conference „Problems of decision making under un-
certainties“ (October 4-8, 2010). – Київ: Освiта України. – С. 54.

2. Koroliuk V., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase Space.
– World Scientific Publishing, 2005. – 330 p.
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АСИМПТОТИЧНЕ ПРЕДСТАВЛЕННЯ
ГЕНЕРАТОРА СТОХАСТИЧНОЇ ОПТИМIЗАЦIЇ

В НАПIВМАРКОВСЬКОМУ СЕРЕДОВИЩI

Неперервна процедура стохастичної оптимiзацiї у напiвмарковсь-
кому середовищi задається еволюцiйним рiвнянням

duε(t) = a(t)∇bC(uε(t), x(t))dt, (1)

де псевдоградiєнт ∇bC(u, x) = {(C(u+
i , ·)−C(u−i , ·))/2b(t), i = 1, ..., d},

u ∈ Rd, π(B), B ∈ X, – стацiонарний розподiл рiвномiрно ергодич-
ного напiвмарковського процесу x(t), t ≥ 0, у вимiрному фазовому
просторi (X,X), що задається напiвмарковським ядром Q(x,B, t) =
P (x,B)Gx(t), де Gx(t) – функцiя розподiлу часу перебування в станi
x ∈ X .

Cупроводжуючий марковський процес x0(t), t ≥ 0, задається ге-
нератором Q [1], для якого iснує потенцiал R0 [2].

Нехай V (u) функцiя Ляпунова для усередненої градiєнтної систе-
ми du/dt = C(u), C(u) =

∫
X
π(dx)C(u, x).

Лема. Компенсуючий оператор Lεt [1] процедури (1) на збуренiй
функцiї Ляпунова V ε(u, x) = V (u) + εV1(u, x), V (u) ∈ C2(Rd), має
представлення

LεtV
ε(u, x) = a(t)∇bC(u)V ′(u) + εa2(t)θε0(x, t)V (u),

де V1(u, x) = a(t)R0∇bC̃(u, x)V ′(u), C̃(u, x) := [C(u) − C(u, x)].
При цьому залишковий оператор θε0(t) обмежений:

||θε0(x, t)V (u)|| < C <∞.

1. Korolyuk V. S., Limnios N. Stochastic Systems in Merging Phase
Space. – World Scientific Publishing. – 2005. – 330 p.

2. Чабанюк Я.М. Неперервна процедура стохастичної апроксима-
цiї у напiвмарковському середовищi // Укр. мат. жур. – 2004. –
56, №5. – С. 713–720.
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СУБСИМЕТРИЧНI ПОЛIНОМИ НА ПЕРЕСТАВНО-
IНВАРIАНТНИХ ПРОСТОРАХ ФУНКЦIЙ

Нехай X – банахiв простiр над полем дiйсних або комплексних
чисел, G – напiвгрупа iзометричних операторiв на просторi X. Функ-
цiя f з простору X називається симетричною вiдносно G (або G-
симетричною,) якщо f(σ(x)) = f(x) для кожного σ ∈ G. Важливим
прикладом є випадок, коли X = ℓp (1 ≤ p < ∞) i G = G – гру-
па перестановок на множинi натуральних чисел. В лiтературi G-си-
метричнi функцiї на ℓp називають симетричними. Iншим важливим
прикладом є випадок, коли X = ℓp i G = G – напiвгрупа, породжена
iзометричними операторами βi,

βi : (x1, x2, . . .) 7→ (x1, . . . , xi−1, 0, xi, . . .). (1)

G-симетричнi функцiї в лiтературi називають субсиметричними. Суб-
симетричнi полiноми дослiджувались, зокрема, в роботах [1, 2].

Позначимо через E переставно-iнварiантний простiр функцiй

E = L1[0,∞) ∩ L∞[0,∞)

з нормою
‖x‖E = max{‖x‖L1[0,∞), ‖x‖L∞[0,∞)}.

Для простору E ми вводимо iзометричнi оператори, якi є аналогом
операторiв βi, що визначаються формулою (1), та означуємо субси-
метричнi функцiї на E.Наводимо приклад полiнома, який є субсимет-
ричним, але не симетричним, а також дослiджуємо спектр (множину
всiх комплексних гомоморфiзмiв) алгебри субсиметричних аналiтич-
них функцiй обмеженого типу на просторi E.

1. Gonzalo R. Multilinear forms, subsymmetric polynomials and spre-
ading models on Banach spaces // J. Math. Anal. Appl. – 1996. –
202. – P. 379–397.

2. Hájek P. Polynomial algebras on classical Banach spaces // Israel
J. Math. – 1998. – 106. – P. 209–220.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ДОВГОВIЧНОСТI КОСОЗУБОЇ
КОНIЧНОЇ ЕВОЛЬВЕНТНОЇ ПЕРЕДАЧI

ЗА ЗМIНИ МОДУЛЯ

Прогнозування ресурсу зубчастих передач на стадiї проектування
має важливе значення для iнженерної практики. Конiчнi зубчастi пе-
редачi, зокрема косозубi, знаходять широке застосування у механiч-
них передачах рiзного призначення. Для розрахунку впливу кута на-
хилу зубiв та модуля зачеплення використано метод, розроблений у
працi [1]. У результатi розв’язку задачi про контактну взаємодiю зу-
бiв з їх зношуванням внаслiдок тертя ковзання встановлено характер
залежностi довговiчностi передачi вiд кута нахилу зубiв. Показано,
що вона зростає при β = 200 понад трикратно у порiвняннi iз пря-
мозубою передачею. Також встановлено, що iз зростанням модуля
зачеплення m = 4, 5, 6 мм довговiчнiсть передачi зростає до 2,5 разiв.
Розглянуто випадки однопарного та двопарного зачеплення зубiв.

1. Чернець М.В., Келбiнськi Ю., Береза В.В. Метод прогнозної
оцiнки зношування конiчних передач з косими зубами //
Проблеми трибологiї. – 2009. – №4. – С. 6–13.
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МОДЕЛЮВАННЯ КВАЗIСТАТИЧНОЇ КОНТАКТНОЇ
ВЗАЄМОДIЇ У ПIДШИПНИКУ КОВЗАННЯ З

МАЛИМ ЗБУРЕННЯМ КОНТУРIВ ТIЛ

Пiд час виготовлення деталей пiдшипникiв ковзання (вал, втул-
ка) виникає мала технологiчна некруглiсть їх контурiв рiзного виду
(овальнiсть, триграннiсть, чотириграннiсть). Встановлено [1], що во-
на виявляє значний вплив на величину i розподiл контактних тискiв.
У залежностi вiд величини некруглостi та взаєморозташування тiл
можливим буде однообластевий, одно - двообластевий (змiшаний) чи
двообластевий контакт. У роботi дослiджено випадок змiшаної ква-
зiстатичної взаємодiї вала з овальнiстю з коловим отвором у втулцi.
Встановлено з розв’язку задачi характер змiни максимальних контак-
тних тискiв за повний оберт вала. Виявлено їх циклiчну змiну, яка
суттєво залежить вiд величини його овальностi, у порiвняннi з пiд-
шипником з коловим перерiзом вала. Варiацiя тискiв за найбiльшої
можливої його овальностi при заданому радiальному зазорi знахо-
диться у дiапазонi вiд 0,06 до 2,47 раза. Пiк контактних тискiв вини-
кає у зонах двообластевого контакту. Мiнiмум тискiв спостерi-гається
на межi переходу однообластевого спiвдотику у двообластевий.

1. Чернець М.В. Методологiя оцiнки характеристик контакту та
прогнозування цилiндричних трибосистем ковзання // Пробле-
ми трибологiї. – 2000. – №1. – С. 14–22.
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ПРОГНОЗУВАННЯ ДОВГОВIЧНОСТI КОСОЗУБОЇ
ЦИЛIНДРИЧНОЇ ЕВОЛЬВЕНТНОЇ ПЕРЕДАЧI

ЗА НАЯВНОСТI КОРИГУВАННЯ ЗАЧЕПЛЕННЯ

Математичне моделювання перебiгу процесiв руйнування вузлiв
тертя внаслiдок зношування в процесi експлуатацiї має важливе зна-
чення для практики. Широко застосовуваними в рiзноманiтного ви-
ду механiчних пристроях є зубчастi передачi, якi з часом втрачають
здатнiсть нормально функцiонувати. З метою прогнозування на етапi
проектування довговiчностi цього типу передач авторами використа-
но розроблений метод [1] розрахункової оцiнки зношування еволь-
вентних передач. Для врахування впливу коригування зачеплення,
за рахунок якого може зростати як мiцнiсть, так i довговiчнiсть зу-
бiв, проведено модифiкацiю цього методу. За результатами числового
розв’язку задачi з оцiнки довговiчностi силової косозубої цилiндри-
чної тягової передачi приводу залiзничного локомотива ВЛ-10 вста-
новлено, що висотне коригування зубiв приводить до: зниження на-
вантаження на зуби i, вiдповiдно, пiдвищення їх контактної i згинної
мiцностi, що є позитивним; зниження або ж пiдвищення довговiчно-
стi коригованої передачi у порiвняннi з некоригованим зачепленням,
зокрема для кутiв нахилу зубiв 50. . . .200 спостерiгаються оптималь-
нi значення коефiцiєнтiв змiщення, за яких на 32-16% пiдвищується
довговiчнiсть; для кута 24,5170, що притаманний реальнiй передачi,
коригування зачеплення знижує довговiчнiсть передачi на 25% i тому
його застосо-вувати недоцiльно. Таким чином вперше показано, що
вплив коригу-вання на довговiчнiсть косозубих цилiндричних пере-
дач є неодно-значним, бо може спричиняти як її пiдвищення, так i
зниження.

1. Чернець М.В., Келбiньскi Ю. Расчетная оценка износа и ресур-
са эвольвентных цилиндрических передач // Проблеми трибо-
логiї. – 2001. – №4. – С. 151–159.
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ELLIPTIC PROBLEMS IN UNBOUNDED DOMAINS

We would like to study existence and uniqueness of the solution of
problems set in unbounded cylinders (joint work with S. Mardare).
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ПРО РОЗВ’ЯЗНIСТЬ ПЕРШОЇ
КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI ДЛЯ РIВНЯННЯ ∂u

∂t
−△u = |u|qtγ

В КЛАСI УЗАГАЛЬНЕНИХ ФУНКЦIЙ

Нехай n ∈ N, Ω – обмежена область в Rn з межею S класу C∞,
Q = Ω × (0, T ], Σ = S × (0, T ], 0 < T < +∞;

̺(x, t) =






̺1(x) при d(x) → 0,√
̺2(t) при t→ 0,

1, всерединi областi Q,
де ̺1(x), x ∈ Ω, – нескiнченно диференцiйовна невiд’ємна функцiя,
додатна в Ω, має порядок вiдстанi d(x) вiд точки x до S бiля S та
̺1(x) ≤ 1, x ∈ Ω;
̺2(t), t ∈ (0, T ], – нескiнченно диференцiйовна невiд’ємна функцiя,
додатна при t ∈ (0, T ], має порядок t при t→ 0 та ̺2(t) ≤ 1, t ∈ (0, T ];
0 ≤ ̺(x, t) ≤ 1, (x, t) ∈ Q.

Нехай
D(Σ) = C∞(Σ), D(Ω) = C∞(Ω);
D0(Σ) = {ϕ ∈ D(Σ) : ∂m

∂tmϕ | t=T = 0, m = 0, 1, . . .},
D0(Ω) = {ϕ ∈ D(Ω) : ϕ|S = 0}.

Штрихами позначатимемо простори лiнiйних неперервних функ-
цiоналiв на вiдповiдних функцiональних просторах.

Введемо функцiональний простiр
Mk(Q) = {v ∈ L1

loc(Q) : ||v||k =
∫
Q

̺k(x, t)|v(x, t)| dxdt < +∞}, k ∈ R.

Розглянемо узагальнену крайову параболiчну задачу

∂u(x,t)
∂t −△u(x, t) = |u(x, t)|qtγ , (x, t) ∈ Q,

u |Σ = F1(x, t), (x, t) ∈ Σ, u | t=0 = F2(x), x ∈ Ω,

де q ∈ (0, 1), γ ∈ (−1; 0), F1 ∈ (D0(Σ))′, F2 ∈ (D0(Ω))′.
За допомогою принципу Шаудера встановлено достатнi умови роз-

в’язностi цiєї задачi у просторi Mk(Q).
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ПРО IНТЕРПОЛЯЦIЙНI ВЛАСТИВОСТI
РОЗВ’ЯЗКIВ РIВНЯННЯ f ′′ + A(z)f = 0

Дослiджуються властивостi голоморфних в одиничному крузi U =
{z : |z| < 1} розв’язкiв рiвняння

f ′′ +A(z)f = 0, (1)

де A – функцiя, голоморфна в U .
Теорема. Для будь-якої послiдовностi (λn) рiзних комплексних

чисел з круга U , яка задовольняє умови

∑

j

(1 − |λj |) < +∞, inf





∏

j 6=k

∣∣∣∣
λk − λj

1 − λjλk

∣∣∣∣ : k




 = δ > 0,

та довiльної обмеженої послiдовностi комплексних чисел (bn) iснує
голоморфна в U функцiя A така, що рiвняння (1) має голоморфний
i обмежений в U розв’язок f , що задовольняє умову

f(λn) = bn.

У випадку, коли bn = 0 при n ∈ N, ми отримуємо результат з [1].

1. Heittokangas J. Solutions of f ′′ +A(z)f = 0 in the unit disk having
Blaschke sequences as the zeros // Computational Methods and
Function Theory. – 2005. – 5, №1. – P.49–63.
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ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ПОЛIНОМIАЛЬНИХ МАТРИЦЬ

Нехай N(x) ∈ Mn(F [x]), де F – поле. Розглянемо перетворення
матрицi N(x) → CN(x)Q(x), де C ∈ GLn(F ), Q(x) ∈ GLn(F [x]),
якi у працi [1] називаються напiвскалярно еквiвалентними. У цiло-
му задача класифiкацiї полiномiальних матриць вiдносно вказаних
перетворень є досить складною. Тому її розв’язують у часткових ви-
падках. Один з таких випадкiв, коли визначник матрицi має вигляд
a(x − α)m, розглядається у цьому повiдомленнi. Якщо матриця має
лише один неодиничний iнварiантний множник, то задача розв’яза-
на у працi [2]. Там вказана канонiчна форма. Коли жоднi два iн-
варiантнi множники не збiгаються, вдалося лише уточнити вiдому
трикутну форму матрицi [1] та вказати систему її iнварiантiв. Далi
вважатимемо, що визначник матрицi має вигляд axm. Розглядаються
матрицi з формою Смiта diag(1, xl, . . . , xl). Тодi N(x) зводиться до
вигляду ∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1
a1(x) xl

. . .
. . .

ar−1(x) xl

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⊕ xlEn−r, (1)

де En−r – одинична матриця, ai(x) = xli +ai1x
li+1+. . .+ai, l−li−1x

l−1,
i = 1, . . . , r−1, 0 < l1 < . . . < lr−1 < l, ai, li+1−li = ai, li+2−li = . . . =
ai, lr−1−li = 0. Числа l1, . . . , lr−1 та r визначаються однозначно.
Якщо 2l1 ≥ l, то матриця (1) визначається однозначно i вона може
вважатися канонiчною. Якщо ж 2l1 < l, то тодi також вказується
канонiчна форма.

1. Казiмiрський П.С., Петричкович В.М. Про еквiвалентнiсть полi-
номiальних матриць // Теор. та прикл. питання алгебри i диф.
рiвнянь. – Київ: Наукова думка, 1977. – С. 61–66.

2. Шаваровский Б.З. Каноническая форма многочленной матри-
цы с одним элементарным делителем относительно полускаляр-
но эквивалентных преобразований // Докл. АН УССР. Сер. А.
– 1988. – №10. – С. 32–35.

224



Олександр Шаповаловський

Дрогобицький державний педунiверситет iменi Iвана Франка
shap.ov@mail.ru

ПРО НЕОБХIДНI УМОВИ ПОВНОТИ СИСТЕМ
ЕКСПОНЕНТ З ВАГОЮ, ЯКА ПОРОДЖЕНА

УТОЧНЕНИМ ПОРЯДКОМ ЗА БУТРУ

Нехай p – цiле невiд’ємне число, 1 < p < p1 ≤ p2 < p + 1. Через
p(t) позначимо неперервно-диференцiйовну на [0; +∞) функцiю, для
якої iснують границi

lim
t→∞

tp′(t) ln t = 0,

lim
t→+∞

p(t) = p1, lim
t→+∞

p(t) = p2.

Нехай ϕ(t) – функцiя обернена до ϕ−1(t) = tp(t)−1 i q(t) = 1 + lnϕ(t)
ln t .

Тодi
ϕ(t) = tq(t)−1, lim

t→+∞
tq′(t) ln t = 0,

lim
t→+∞

q(t) = q1, lim
t→+∞

q(t) = q2.

Теорема. Нехай (λn) – послiдовнiсть рiзних додатних чисел з
єдиною граничною точкою на нескiнченностi. Тодi, якщо

lim
n→∞

n

λ
q(λn)
n

>
d

π

(
sin

π

2q2

)q2
, d ∈ [0; +∞) ,

то система {
exp

(
− |t|p(|t|)

p1 (dq1)
p1−1 − itλn

)}∞

n=1

повна в L2 (−∞; +∞).

1. Седлецкий А.М. Аналитические преобразования Фурье и экспо-
ненциальные аппроксимации, II // Современная математика.
Фундаментальные направления. – 2003. – 6. – С. 3–162.

2. Винницький Б.В., Шаповаловський О.В. Про одну теорему єди-
ностi для цiлих функцiй, пов"язану з повнотою систем експо-
нент з вагою на осi // Математичнi студiї. – 2005. – 23, № 2. –
С. 161–168.
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АСИМПТОТИКА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ
УРАВНЕНИЙ, БЛИЗКИХ К ЛИНЕЙНЫМ

Исследуется дифференциальное уравнение

y′′′ = α0p(t)y| ln |y||σ (1)

где α0 ∈ {−1, 1}, σ ∈ R, p : [a, ω) → (0,+∞) – непрерывная функция,
−∞ < a < ω ≤ +∞.

При σ = 0 уравнение (1) является линейным. Асимптотические
свойства таких уравнений подробно исследованы в работе [1]. При
σ 6= 0 уравнение является асимптотически близким к линейному и не
охватывается результатами указанной работы. Асимптотика решений
уравнения второго порядка вида (1) была исследована в работе [2].

Решение y уравнения (1), заданое на промежутке [ty, ω) ⊂ [a, ω),
будем называть Pω(λ0)-решением, если оно удовлетворяет следующим
условиям:

lim
t→ω

y(k)(t) = {or0, or ±∞, }, k = 0, 1, 2, lim
t→ω

(y′′)2

y′′′y′
= λ0

Раннее были исследованы асимптотические свойства Pω(λ0)-ре-
шений в случае λ0 ∈ R \ {0}. В настоящем докладе речь пойдет о
необходимых и достаточных условиях существования в уравнения
(1) Pω(λ0)-решений в критических случаях, когда λ0 = 0. Получе-
ны также асимптотические представления при t→ ω для всех таких
решений.

1. Кигурадзе И.Т., Чантурия Т.А. Асимптотические свойства ре-
шений неавтономных обыкновенных дифференциальных урав-
нений. – М.: Наука, 1990. – 430 с.

2. Evtukhov V.M., Mousa Jaber Abu Elshour, Asymptotic behavior
of solutions of second order nonlinear differential equations close
to linear equations // Mem. Diff. Eq. Math. Phys. – 2008. – 43. –
P. 97–106.
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ПРО ГЕОМЕТРИЧНI УМОВИ РОЗВ’ЯЗНОСТI
ОДНIЄЇ КРАТНОЇ IНТЕРПОЛЯЦIЙНОЇ ЗАДАЧI

Розглядається кратна iнтерполяцiйна задача у класi Bη – голо-
морфних у пiвплощинi C+ = {z : Rez > 0} функцiй f 6≡ 0, для яких
(∃c > 0) (∀z ∈ C+) : |f(z)| ≤ c exp (η(c|z|)) , де η : [0; +∞) → (0; +∞) –
зростаюча неперервно диференцiйовна на [0; +∞) функцiя для якої
(∃c0) (∀t ≥ 0) : η(t) ln η(t)/tη′ (t) ≤ c0 i lim

t→+∞
η(t) = +∞. Отримано

критерiй розв’язностi кратної iнтерполяцiйної задачi в класi Bη в тер-
мiнах мiри, породженої вузлами iнтерполяцiї.

Теорема 1. Для того щоб для кожної послiдовностi компле-
ксних чисел (bn,j), n ∈ N, j ∈ {1; . . . ; sn}, яка задовольняє умову

(∃c1) : sup
n∈N

{
1

η (c1 |λn|)
ln max

1≤j≤sn

(min {1; Reλn})
j−1 |bn,j|

(j − 1)!

}
< +∞,

iснувала така функцiя f ∈ Bη, що f (j−1) (λn) = bn,j, j ∈ {1; . . . ; sn},
n ∈ N, необхiдно i достатньо, щоб виконувались умови

(∃c2) : sup
n∈N

{
sn

η(c2 |λn|)
ln

2Reλn
min {1; Reλn}

}
< +∞,

(∃c3) (∀δ > 0) : sup
z∈C+

{
Rez

|z| η (c3 |z|)

∫ δ

0

sz (t |z|) dt
t (t |z| + Rez)

2

}
< +∞,

де sz(t |z|) =
∑

|z−λk|<t|z|

|λk|≤1, λk 6=λn

skReλk+
∑

|z−λk|<t|z|

|λk|>1, λk 6=λn

skReλk

|λk| , λn – найближ-

ча до z точка носiя дивiзора {(λn; sn)}.
Зауважимо, що критерiй розв’язностi кратної iнтерполяцiйної за-

дачi в класi Bη в термiнах канонiчних добуткiв отримано нами в [1].

1. Шаран В. Л. Кратна iнтерполяцiйна задача в класi голоморф-
них у пiвплощинi функцiй як завгодно швидкого зростання //
XIII наукова конф. iм. акад. М.Кравчука (Київ, 13–15 травня
2010). Матер. конф. – Т. 2. – К., 2010. – С. 286.
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ОПЕРАТОРНЕ ЧИСЛЕННЯ ТИПУ ХIЛЛЕ-ФIЛIПСА
В КЛАСI ПОЛIНОМIАЛЬНИХ УЛЬТРАРОЗПОДIЛIВ

Операторне числення Хiлле-Фiлiпса було розвинуто у вiдомiй мо-
нографiї [1].

Нехай X — банахiв простiр. Згорткову алгебру ультрарозподiлiв
Жевре з носiями на пiвосi [0,+∞) позначимо G′

+. Нехай P(G′
+⊗pX) —

мультиплiкативна алгебра полiномiв над тензорним добутком G′
+⊗X ,

поповненим у проективнiй тензорнiй топологiї p.
Для елементiв з сильно спряженого простору P ′(G′

+ ⊗p X) ми бу-
дуємо операторне числення типу Хiлле-Фiлiпса.

Доповiдь базується на спiльних дослiдженнях з О. Лопушансь-
ким [2].

1. Hille E., Phillips R. S. Functional Analysis and Semigroups // Rev.
Ed. Amer. Math. Soc. Coll. Publ. – 31. – Amer. Math. Soc., 1957.

2. Lopushansky O.V., Sharyn S.V. Polynomial ultradistributions on
cone Rd+ // Topology. – 2009. – 48, N 2-4. – P. 80–90.
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ТЕРМОНАПРУЖЕНИЙ СТАН ВАЛУ З ТОНКИМ ПРИ-
ПОВЕРХНЕВИМ ШАРОМ ЗА НЕПОВНОЇ IНФОРМАЦIЇ

ПРО ЙОГО ТЕПЛОВI ТА ФРИКЦIЙНI ПАРАМЕТРИ

Трибологiчнi характеристики вузлiв машин i механiзмiв в зна-
чнiй мiрi визначаються структурою i фiзико-механiчними параметра-
ми приповерхневих шарiв дiлянок контакту, а також розподiлом в
них температури i напружень.Теплофiзичнi властивостi тiл в областi
контакту можуть змiнюватись,тому актуальною є розробка пiдходiв
до визначення їх напружено-деформованого стану за невiдомих ме-
жових теплофiзичних параметрiв. Для вузла тертя у виглядi довго-
го цилiнд-ричного валу, приповерхневий шар якого має неоднаковi
з основним матерiалом валу теплофiзичнi властивостi, та жорсткої
обойми запро-поновано модель контактної фрикцiйної взаємодiї з те-
пловидiленням вiд тертя. Cформульовано взаємозв’язану контактну
задачу термопружностi з некласичними нестацiонарними гранично-
контактними умовами i побудовано спецiальну структуру розв’язку.
На її основi у виглядi операторного спiввiдношення з iнтегральним
оператором за часом типу Вольтерри та iнтегральним оператором
усереднення за товщиною цилiндра встановлено зв’язок мiж значен-
нями поверхневої температури i межовими теплофiзичними параме-
трами, а також коефiцiєнтом тертя. Проаналiзовано нестiйкiсть щодо
малих похибок задання вхiдних даних оберненої задачi iдентифiка-
цiї параметрiв, якщо в дискретнi моменти часу задаються значен-
ня температури поверхнi. Знайдено iнтервали змiни параметрiв, для
яких вiдхилення значень температури будуть вiдрiзнятись вiд вхi-
дних даних не бiльше нiж на деяку наперед задану величину. Ви-
вчено точнiсть визначення параметрiв залежно вiд iнтервалiв часу
та вiд величин цих параметрiв, зокрема поблизу стану термопружної
нестiйкостi контакту [1].

1. Яцкив А.И., Швец Р.Н., Бобык Б.Я. Термонапряженное состоя-
ние вала при нестационарных условиях фрикционного контакта
с обоймой через тонкий слой // Теорет. и прикл. механика. –
2009. – Вып. 45. – С. 155-162.
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ПАРАБОЛIЧНА ЗАДАЧА З
НЕЛОКАЛЬНОЮ УМОВОЮ СПРЯЖЕННЯ

Нехай Dm = {x ∈ R : (−1)mx > 0}, m = 1, 2, ∂D = {0} – межа
областей D1та D2, Dm – замикання Dm, T – деяке фiксоване до-
датне число. Припустимо, що в Dm, m = 1, 2, задано неоднорiдний
дифузiйний процес, який визначається диференцiальним оператором
другого порядку A

(m)
s , s ∈ [0, T ], що дiє на множинi C(2)

рiвн(Dm) всiх
функцiй f , обмежених i рiвномiрно неперервних на Dm разом зi сво-
їми похiдними першого та другого порядкiв:

A(m)
s f(x) =

1

2
bm(s, x)

d2f(x)

dx2
+ am(s, x)

df(x)

dx
, m = 1, 2,

де коефiцiєнт дифузiї bm(s, x) i коефiцiєнт переносу am(s, x) є обмеже-
ними та неперервними функцiями для (s, x) ∈ [0, T ]×Dm, до того ж
bm(s, x) > 0.

Ставиться задача побудови мультиплiкативної сiм’ї операторiв Tst,
0 ≤ s < t ≤ T , що описують всi феллерiвськi процеси на R, якi в
областях D1 i D2 збiгаються з дифузiйними процесами, керованими
операторами A

(1)
s i A(2)

s вiдповiдно. Цю задачу ще часто називають
задачею про склеювання двох дифузiйних процесiв. При дослiдженнi
задачi ми використовуємо такi аналiтичнi методи, що зводять її роз-
в’язання до дослiдження вiдповiдної задачi спряження для лiнiйного
параболiчного рiвняння другого порядку з розривними коефiцiєнта-
ми. Зауважимо, що одна з двох умов спряження, якi задаються на
спiльнiй межi ∂D областей D1 i D2, означає, що оператори Tst за-
лишають конус неперервних функцiй iнварiантним, а друга умова
вiдповiдає загальнiй крайовiй умовi Феллера-Вентцеля для однови-
мiрних дифузiйних процесiв [1].

1. Вентцель А.Д. Полугруппы операторов, соответствующие обоб-
щенному дифференциальному оператору второго порядка //
ДАН СССР. – 1956. – 111, №2. – С. 269–272.
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ПРО НУЛI ГОЛОМОРФНИХ В ОДИНИЧНОМУ КРУЗI
ФУНКЦIЙ СКIНЧЕННОГО η-ТИПУ

Нехай η – додатна, неперервна, зростаюча i необмежена функцiя;
(λn) – послiдовнiсть вiдмiнних вiд нуля комплексних чисел таких, що
limn→∞ |λn| = 1.

Розглянемо клас функцiй, голоморфних в одиничному крузi D =
{z : |z| < 1}, якi задовольняють умову

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀z ∈ D) : |f(z)| 6 exp

(
Aη

(
B

1 − |z|

))
. (1)

Правильне таке твердження.
Теорема. Якщо (λn) є послiдовнiстю нулiв голоморфної в оди-

ничному крузi функцiї з класу (1), то

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀r ∈ (0; 1)) : N(r) 6 Aη

(
B

1 − r

)
,

(∃A > 0)(∃B > 0)(∀r1 ∈ (0; 1))(∀r2 ∈ [r1; 1))(∀k ∈ N) :
∣∣∣∣∣∣
1

k

∑

r1<|λn|6r2

1

λkn

∣∣∣∣∣∣
≤ A

rk1
η

(
B

1 − r1

)
+
A

rk2
max

{
1;

1

k(1 − r2)

}
η

(
B

1 − r2

)
,

де

N(r) =

∫ r

0

n(t)

t
dt; n(t) =

∑

|λn|6t
1.

1. Rubel L. A., Taylor B. A. A Fourier series method for meromorphic
and entire functions // Bull. Soc. Math. France. – 1968. – 96. –
P. 53–91
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АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ
СИСТЕМ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ

УРАВНЕНИЙ С ПРАВИЛЬНО И БЫСТРО
МЕНЯЮЩИМИСЯ НЕЛИНЕЙНОСТЯМИ

Рассматривается система дифференциальных уравнений
{
y′i = αipi(t)ϕi+1(yi+1) (i = 1, n− 1),

y′n = αnpn(t)ϕ1(y1),
(1)

в которой αi ∈ {−1, 1} (i = 1, n), pi : [a, ω[→]0,+∞[ (i = 1, n) – не-
прерывные функции, −∞ < a < ω ≤ +∞, ϕi : ∆(Y 0

i ) →]0; +∞[ (i =
1, n) (∆(Y 0

i ) – некоторая односторонняя окрестность точки Y 0
i , Y 0

i

равно либо 0, либо ±∞) – дважды непрерывно дифференцируемые
функции, удовлетворяющие условиям

ϕ′
i(z) 6= 0 при z ∈ ∆(Y 0

i ), lim
z→Yi

z∈∆(Y 0
i

)

ϕi(z) = Φ0
i , lim

z→Yi
z∈∆(Y 0

i
)

ϕ′′
i (z)ϕi(z)

[ϕ′
i(z)]

2 = γi,

где
∏n
i=1(1 − γi) 6= 1, Φ0

i ∈ {0,+∞}.
Решение (yi)

n
i=1 системы (1), заданное на промежутке [t0, ω[⊂ [a, ω[,

будем называть Pω(Λ1, . . . ,Λn−1)-решением, если функции ui(t) =
ϕi(yi(t)) удовлетворяют следующим условиям:

lim
t↑ω

ui(t) = Φ0
i , lim

t↑ω

ui(t)u
′
i+1(t)

u′i(t)ui+1(t)
= Λi (i = 1, n− 1).

Для системы (1) в случае, когда Λi 6= 0, i = 1, n− 1, получены не-
обходимые и достаточные условия существования Pω(Λ1, . . . ,Λn−1)-
решений. Также, при t ↑ ω, получены асимптотические представле-
ния вида

ϕi(yi(t))

ϕ′
i(yi(t))ϕi+1(yi+1(t))

= Qi(t)[1 + o(1)], i = 1, n,

где Qi – некоторые точно определяемые через коэфициенты pi фун-
кции, i = 1, n.

1. Сенета Е. Правильно меняющиеся функции. – М.: Наука, 1985.
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ПРОСТIШИЙ ВИГЛЯД МАТРИЦЬ
СТОСОВНО ОДНОСТОРОННIХ ПЕРЕТВОРЕНЬ

При розв’язуваннi деяких матричних задач, зокрема, задачi фак-
торизацiї матриць, виникає необхiднiсть описувати всi неасоцiйовнi
матрицi з наперед заданою канонiчною дiагональною формою. Кла-
сична форма Ермiта не пiдходить для таких цiлей, бо дозволяє опису-
вати неасоцiйовнi матрицi з наперед заданим визначником. В пропо-
нованiй роботi зроблено перший крок до побудови такої нормальної
форми матрицi стосовно одностороннiх перетворень, з якої вiдразу
було б видно канонiчну дiагональну форму цiєї матрицi.

НехайR адекватна область i A – n×n матриця над R з канонiчною
дiагональною формою Et ⊕ ϕEn−t, ϕ 6= 0 , 1 ≤ t < n . Tодi iснують
такi оборотнi матрицi P,Q, що PAQ = Et ⊕ ϕEn−t = Φ.

Теорема. Нехай P =

∥∥∥∥
P11 P12

P21 P22

∥∥∥∥ , де P11 – t× t матриця i

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β1 0 0
∗ β2 0

. . .

∗ ∗ βn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

– лiва форма Ермiта матрицi (ϕEt⊕En−t)P. Тодi iснує така оборот-

на матриця U, що AU =

∥∥∥∥
C11 C12

C21 C22

∥∥∥∥
−1

Φ, де

C22 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

βt+1 0 0
ct+2.t+1 βt+2 0

...
. . .

cn.t+1 cn.t+2 βn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

де cij – повна система лишкiв за модулем елемента βj , i = t +
2, t+ 3, . . . , n, j = t+ 1, t+ 2, . . . , n− 1.. При цьому елементи cij , βk,
k = t+ 1, t+ 2, . . . , n, визначенi однозначно i не залежать вiд вибору
матрицi P.
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АСИМПТОТИКА ЛОГАРИФМIЧНОЇ ПОХIДНОЇ
ГОЛОМОРФНОЇ В ПIВПЛОЩИНI ФУНКЦIЇ

НЕЦIЛОГО ПОРЯДКУ БЕЗ НУЛIВ

Нехай голоморфна у пiвплощинi C+ = {z : ℑz > 0} функцiя f
має нецiлий формальний порядок ρ ∈ (0; +∞) i не має нулiв в C+,
f0(t), t ∈ R, – кутовi граничнi значення функцiї f на дiйснiй осi, s(t)

– сингулярна межова функцiя функцiї f , τ1 (t) =
1

2π

t∫
1

ln |f0 (x)|
x

dx+

1

2π

t∫
1

ds (x)

x
, τ2 (t) =

1

2π

t∫
1

ln |f0 (−x)|
x

dx+
1

2π

t∫
1

ds (−x)

x
.

Доведено твердження, яке доповнює результати, отриманi в [1,2].
Теорема. Нехай ρ ∈ (0; +∞) – нецiле число i голоморфна в C+

функцiя f формального пордку ρ не має нулiв в C+. Тодi якщо для
деяких l1 ∈ R, l2 ∈ R, ρ1 ∈ (0; ρ), 0 < [ρ] < ρ1 < ρ < [ρ] + 1 виконує-
ться

τ1 (r) = l1r
ρ +O (rρ1) , τ2 (r) = l2r

ρ +O (rρ1 ) , r → +∞, (1)

то рiвномiрно за ϕ ∈ (0;π)

f ′(reiϕ)

f(reiϕ)
=

2iπρ2

sinπρ
(l1e

−iπρ − l2)eiϕ(ρ−1)rρ−1 +O

(
rρ1−1

sin3 ϕ

)
. (2)

Ця теорема доповнює результати, отриманi в [1,2].

1. Хаць Р. В. Асимптотика логарифмiчної похiдної та логарифму
канонiчного добутку нульового роду // Актуал. проблеми фiз.,
мат. та iнф. – 2009. – №1. – С. 54–56.

2. Винницький Б. В., Юркiв М. I. Про регулярнiсть зростання го-
ломорфної в пiвплощинi функцiї нецiлого порядку з нулями на
скiнченнiй системi променiв // Матем. студiї. – 2009. – 32, №2.
– С. 148–159.
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ПАРАЛЕЛЬНI ОБЧИСЛЕННЯ В ЗАДАЧАХ
ЛОКАЛЬНОГО ОЦIНЮВАННЯ СКЛАДНИХ СИСТЕМ

Згiдно з [1] локальне оцiнювання характеристики елемента дослi-
джуваної складної динамiчної системи за заданим критерiєм здiйсню-
ється за допомогою чотирьох параметрiв з використанням деякої до-
помiжної функцiї α(t), t ∈ [0, T ]. Зауважимо, що ця функцiя визначає
величину вiдхилення значення характеристики вiд її областi допус-
тимих значень у момент часу t. Параметри оцiнки у рiвномiрнiй мет-
рицi дають змогу вiдстежити окремi пiки або збурення у поведiнцi
характеристики та її першої похiдної, а у середньоквадратичнiй –
визначити усереднене значення їх виходу за межi допустимої областi
або вiдхилення вiд вибраного еталону.

Для одержання значення параметра локальної оцiнки нами запро-
поновано паралельно-послiдовний пiдхiд, який передбачає:

1) паралельне обчисленняM значень допомiжної функцiї; тут вва-
жаємо, що вiдрiзок [0, T ] розбито на M −1 однакових частин, до того
ж M обов’язково є непарним;

2) паралельне обчислення M значень однiєї iз функцiй (залежно
вiд параметра оцiнки) (α(t))2, α′(t), (α′(t))2, де t ∈ [0, T ]; стосовно
одного iз чотирьох параметрiв цей фрагмент обчислень є вiдсутнiй;

3) безпосереднє знаходження значення параметра локальної оцiн-
ки з використанням режиму розпаралелювання, близького до повно-
го двiйкового дерева.

Для ефективного застосування запропонованого паралельно-пос-
лiдовного пiдходу розроблено та дослiджено алгоритмiчнi конструк-
цiї, якi враховують обсяг наявних обчислювальних ресурсiв i орiєнто-
ванi для реалiзацiї на унiверсальних паралельних обчислювальних
системах зi спiльною пам’яттю.

1. Полiщук О. Д., Тютюнник М. I., Яджак М. С. Органiзацiя пара-
лельних обчислень для локального оцiнювання якостi функцiо-
нування складних систем // Вiдбiр i обробка iнформацiї. – 2010.
– Вип. 32. – С. 119–124.
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IНТЕГРУВАННЯ ВИЗНАЧАЛЬНИХ РIВНЯНЬ
ПЛОСКОЇ НЕОСЕСИМЕТРИЧНОЇ ЗАДАЧI ТЕОРIЇ
ПРУЖНОСТI ДЛЯ РАДIАЛЬНО НЕОДНОРIДНОЇ

КРУГОВОЇ ОБЛАСТI

На основi методу безпосереднього iнтегрування [1] у цiй роботi
розвинуто методику розв’язування плоскої неосесиметричної задачi
теорiї пружностi в напруженнях для кругової областi у випадку, коли
механiчнi властивостi матерiалу залежать вiд радiальної координати.
На основi iнтегрування рiвнянь рiвноваги з використанням методики,
запропонованої у працях [2,3], компоненти тензора напружень пода-
но через радiальнi та сумарнi планарнi напруження, якi вибрано за
визначальнi. На основi рiвняння суцiльностi в напруженнях отрима-
но ключовi рiвняння для визначальних напружень, розв’язання яких
зведено до iнтегральних рiвнянь Вольтерра другого роду для кожної
з компонент розвинень визначальних напружень у ряди Фур’є за ку-
товою координатою. Отриманi iнтегральнi рiвняння розв’язано з ви-
користанням вiдомих методик [4].

1. Вiгак В.М. Розв’язки задач пружностi та термопружностi в на-
пруженнях // Iнтегральнi перетворення та їх застосування до
крайових задач. – 1995. – 9. – С. 34–122.

2. Vihak V.M. Solution of the thermoelastic problem for a cylinder in
the case of a two-dimensional nonaxisymmetric temperature field
// Z. Angew. Math. Mech. – 1996. – 76, № 1 . – Р. 35–43.

3. Токовий Ю.В. Визначення плоского неосесиметричного термо-
напруженого стану радiально-неоднорiдного кiльця // Мат. ме-
тоди та фiз.-мех. поля. – 2007. – 50, № 4. – С. 113–123.

4. Верлань А.Ф., Сизиков В.С. Интегральные уравнения: методы,
алгоритмы, программы. – К.: Наук. думка, 1983 – 544 с.
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ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНОГО
СТОХАСТИЧЕСКОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО

УРАВНЕНИЯ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ
(ЛСДУ ЧП) С МАРКОВСКИМИ ПАРАМЕТРАМИ

На базисе (Ω,F ,F ≡ {Ft, t ≥ 0} ,P) задана случайная функция u ≡
u(t, x, ω) : [0,∞] × R1 × Ω → R1, как сильное решение задачи Коши
ЛСДУ ЧП в пространстве Скорохода [2] D ≡ D

(
R1
)

Q

(
A1(ξ(t)),

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u = [Qu]0 +

t∫

0

Q

(
A2(ξ(s)),

∂

∂t
,
∂

∂x

)
uds+

+

t∫

0

Q

(
A3( ξ(s)),

∂

∂t
,
∂

∂x

)
udw(s)+

t∫

0

∫

Z

Q

(
A4(ξ(s)),

∂

∂t
,
∂

∂x

)
uṽ(ds, dz),

(1)

Q

(
A1(ξ(t)),

∂

∂t
,
∂

∂x

)
u

∣∣∣∣
t=0

= [Qu]0. (2)

Здесь Q (Aj(�), q, p) ≡
n∑
k=1

m∑
l=1

a
(j)
kl (�) qkpl, j = 1, 4; a

(j)
kl (�) – беров-

ские функции; ξ(t) – стохастически непрерывный марковский про-
цесс; w(t) ≡ w(t, ω) – стандартный винеровский процесс; ṽ(t, A) =
v(t, A) − tΠ(A) – центрованная пуассоновская мера.

С помощью 2-го метода Ляпунова [1] получены достаточные усло-
вия асимптотической устойчивости в l.i.m. решения исходной задачи
(1), (2).

1. Кац И.Я. Метод функций Ляпунова в задачах устойчивости
и стабилазиции систем случайной структуры. – Екатеринбург:
Из-во Академии путей сообщения, 1998. – 222 с.

2. Королюк В.С., Царков Є.Ф., Ясинський В.К. Випадковi проце-
си. Теорiя та комп’ютерний практикум. – Чернiвцi: Золотi ли-
таври, 2009. – 798 с.
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