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Нехай R — комутативне асоцiативне кiльце з вiдмiнною вiд нуля оди-
ницею.

Пiд елементарними матрицями з елементами кiльця розумiємо ква-
дратнi матрицi таких типiв: 1) дiагональнi з оборотними елементами на
головнiй дiагоналi; 2) матрицi, вiдмiннi вiд одиничної деяким ненульовим
елементом поза головною дiагоналлю; 3) матрицi, отриманi з одиничної
перестановкою рядкiв чи стовпчикiв.

Групу всiх елементарних матриць порядку n з елементами з кiльця R
позначатимемо GEn(R).

Кiльце називається кiльцем Безу [1], якщо довiльний скiнченнопоро-
джений iдеал цього кiльця є головним.

Кiльце R називається кiльцем Ермiта [2], якщо для довiльних еле-
ментiв a, b ∈ R iснують такий елемент d ∈ R i така оборотна матриця Q
другого порядку, що

(
a b

)
Q =

(
d 0

)
.

Кiльце R називається елементарно головним [3], якщо для довiльних
елементiв a, b ∈ R iснують такий елемент q ∈ R i матриця Q ∈ GE2(R),
що

(
a b

)
Q =

(
q 0

)
.

Норма над кiльцем R визначається як функцiя φ : R → N ∪ {0}, яка
задовольняє умовам φ(0) = 0, φ(a) > 0 для a ∈ R\{0}, φ(ab) > φ(a)
для довiльних a, b ∈ R таких, що ab ̸= 0.

Елемент a кiльця R називається 2-евклiдовим, якщо для довiльного
ненульового елемента b цього кiльця iснує норма φ та послiдовнiсть рiв-
ностей

a = bq1 + r1, b = r1q2 + r2, (1)

така, що φ(r2) < φ(b).
Кiльце R називається кiльцем 2-евклiдового рангу 1, якщо для довiль-

них елементiв a, b ∈ R, де aR + bR = R, iснує такий елемент y ∈ R, що
a+ by — 2-евклiдовий елемент.

Теорема 1. Якщо R — кiльце 2-евклiдового рангу 1, то для довiльних
елементiв a, b ∈ R таких, що aR + bR = R, iснують елемент u ∈ R i
матрицi P1, . . . , Pn ∈ GE2(R), що(

a b
)
· P1 · · ·Pn =

(
u 0

)
.
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Теорема 2. Комутативна область Безу 2-евклiдового рангу 1 є еле-
ментарно головною.

Теорема 3. Комутативна область Безу 2-евклiдового рангу 1 є кiль-
цем Ермiта.

Теорема 4. Довiльна оборотна матриця над комутативною обла-
стю 2-евклiдового рангу 1 розкладається у скiнченний добуток елемен-
тарних матриць.
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RINGS 2-EUCLIDEAN RANGE 1

In this paper we proved that a commutative Bezout domain of 2-euclidean range 1
is Hermite ring. It is also shown that every invertible matrix over a commutative
domain of 2-euclidean range 1 is a finite product of elementary matrices.
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