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У рамках моделі локально неоднорідного пружного тіла досліджується вплив 
шорсткості реальної поверхні тіла на ефективний модуль Юнга. За вихідні 
прийнято співвідношення [1] 
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що описують одновимірний стаціонарний стан тіла. Тут {𝑥, 𝑦, 𝑧} – декартова 
система координат, у якій тіло займає область |𝑥| ≤ 𝑙, 𝑙 – півтовщина шару, 𝜚, 
𝜚∗ – густина маси та її значення у середовищі, матеріал якого ідентичний 
матеріалу тіла, 𝜎ఊఊ  – нормальні компоненти тензора напружень (𝛾 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}), 
𝜎 = 𝜎௫௫ + 𝜎௬௬ + 𝜎௭௭, 𝐸, 𝜈 – локальні модуль Юнга і коефіцієнт Пуасона, 𝜉௠, 𝑎௠ 
– сталі, 𝑑௦௠ – функція, що враховує джерела маси, для якої прийнято [2] 
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де 𝑎 + 𝑏 = 1, 𝑘, 𝜉௦ , 𝜉௦ௗ – сталі параметри. Ця формула враховує особливості 
профілю шорсткості реальної поверхні тіла, зокрема області піків та впадин, а 
також основної зони кривої опорної поверхні. 

Наведені рівняння доповнюємо крайовими умовами на поверхнях тіла  
𝑥 = ±𝑙  та умовами на головний вектор та момент у довільному поперечному 
перерізі тіла, що відповідають одноосному розтягу шару у напрямку осі 𝑂𝑦.  

Приймаємо також, що модуль Юнга та коефіцієнт Пуассона залежать від 
густини тіла  
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На основі одержаного розв’язку вивчено залежність ефективного модуля 
Юнга 𝐸௘௙  від параметрів матеріалу та параметрів, що характеризують профіль 
шорсткості реальної поверхні тіла. На рисунках 1 та 2 показано залежність 
ефективного модуля Юнга 𝐸௘௙  від товщини шару (розмірний ефект) та 
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залежність від параметра 𝜉௦/𝜉௠. Криві на рис. 1 відповідають 𝜈∗ = 0.33, 𝑘 =
2, 𝜉௦ௗ/𝜉௠ = 0.08, 𝜉௦/𝜉௠ = 0.8; 0.2 (лінії 1,2), 𝑎 = 0.5 (суцільні лінії) і 𝑎 = 1 
(пунктирні лінії) та описують розмірний ефект ефективного модуля Юнга 𝐸௘௙ . 
Крива 3 відповідає 𝑘 = 1 (нехтуємо областю піків кривої опорної поверхні). 
Криві на рис. 2 відповідають 𝜈∗ = 0.33, 𝑘 = 2, 𝜉௠𝑙 = 20, 𝜉௦/𝜉௠ = 0.2; 0.4; 0.8 
(лінії 1,2,3). 

 

   
 Рис. 1. Рис. 2. 

 

Ефективний модуль Юнга у тонких плівках відображає властивості 
реальної шорсткої поверхні тіла. Йому властивий розмірний ефект: зі 
збільшенням товщини плівки його значення монотонно зростає до значення 
модуля Юнга матеріалу. Характерні розміри цього ефекту зумовлені 
структурною неоднорідністю матеріалу та параметрами профілю шорсткості 
поверхні. 
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MODELING THE ROUGHNESS EFFECT ON THE EFFECTIVE 

YOUNG'S MODULUS IN THIN FILMS 
 

Within the framework of a locally inhomogeneous elastic body model, the effect of real surface 
roughness on the effective Young’s modulus is investigated. The formulation incorporates 
spatial variations of local elastic properties associated with density fluctuations and mass 
sources, allowing one to quantify size-dependent effects and to evaluate how surface 
morphology alters the effective elastic response of thin layers. 
 


