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Фейєрiвськi (квазiнерозтягуючi) оператори та породженi ними iтера-
цiйнi процеси мають велике значення в оптимiзацiйнiй алгоритмицi.

В повiдомленнi розглянуто задачi пошуку нерухомих точок фейєрiв-
ських (квазiнерозтягуючих) операторiв, що дiють у гiльбертовому просто-
рi, та варiацiйнi нерiвностi на множинi нерухомих точок. Доведемо сильну
збiжнiсть алгоритму Гальперна з усередненням (алгоритму Гальперна-
Сузукi) знаходження нерухомих точок фейєрiвських операторiв.

Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкне-
на множина.

Оператор T : H → H називають фейєрiвським (квазiнерозтягуючим),
якщо F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} 6= ∅ та

‖Tx− z‖ ≤ ‖x− z‖ ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ H.

Розглянемо задачу:
знайти x ∈ F (T ), (1)

де T : C → H — фейєрiвський оператор.
Нехай αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,

∑∞
n=1 αn = +∞. Розглянемо усере-

дненi оператори
Tλn

= λnI + (1− λn)T,

де λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 1).
Для розв’язання задачi (1) використовуємо
Алгоритм 1. Алгоритм Гальперна-Сузукi. Обираємо a ∈ H,

x1 ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв (xn) за допомогою iтера-
цiйної схеми

xn+1 = PC (αna+ (1− αn)Tλnxn) .

Дослiдження збiжностi алгоритму 1 у класi нерозтягуючих операторiв
має довгу iсторiю. Принциповi результати отримано в роботах B. Halpern
[1], P.-L. Lions [2], R. Wittmann [3], H.K. Xu [4], T. Suzuki [5] та F. Lieder [6].
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Наша мета — доведення сильної збiжностi алгоритму 1 для фейєрiв-
ських операторiв T : C → H з демiзамкненим в 0 оператором I − T .

Має мiсце

Лема 1. Згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення сильної збiжностi алгоритму 1 грунтується на такiй лемi.

Лема 2. Для z = PF (T )a та послiдовностi (xn) виконується нерiв-
нiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ∀n ∈ N,

де yn = αna+ (1− αn)Tλnxn.

Сформулюємо основний результат.

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня
опукла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, опера-
тор I − T — демiзамкнений в 0, a ∈ H. Тодi згенерована алгоритмом 1
послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до точки z = PF (T )a.
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HALPERN ALGORITHM WITH AVERAGING FOR
APPROXIMATION OF THE FIXED POINT OF THE FEJER

OPERATOR
The report considers the problems of finding fixed points of Fejer (quasi-
nonexpansive) operators acting in Hilbert space, and variational inequalities on
the set of fixed points. Strong convergence of the Halpern algorithm with ave-
raging (the Halpern–Suzuki algorithm) for finding fixed points of Fejer (quasi-
nonexpansive) operators is proved.
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