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Теорiя напiвкiлець i напiвмодулiв є узагальненням класичної теорiї кi-
лець i модулiв, що має важливi застосування в рiзних галузях математики
та iнформатики. Фундаментальна монографiя Джонатана Голана закла-
ла основи для цiєї дисциплiни. Проте, детальний аналiз спецiалiзованих
структур, таких як первиннi пiднапiвмодулi, потребує глибшого вивчен-
ня, особливо для некомутативного випадку.

Бiльшiсть сучасних дослiджень у цiй сферi спирається на умову ко-
мутативностi напiвкiльця, що суттєво спрощує встановлення зв’язкiв мiж
властивостями пiднапiвмодулiв та iдеалiв. Робота має на метi розшири-
ти теорiю первинних пiднапiвмодулiв для некомутативних напiвкiлець,
використовуючи апарат m-систем.

Означення 1. Непорожня пiдмножина S напiвкiльця R називається
m-системою, якщо для будь-яких a, b ∈ S iснує такий r ∈ R, що arb ∈ S.

Означення 2. Якщо S — довiльна m-система напiвкiльця R i M —
лiвий R-напiвмодуль, то непорожню пiдмножину X напiвмодуля M на-
зиватимемо Sm-системою напiвмодуля M , якщо для будь-яких s ∈ S та
x ∈ X iснує такий r ∈ R, що srx ∈ X.

Означення 3. Лiвий R-напiвмодуль M називається мультиплiкацiй-
ним напiвмодулем, якщо для кожного пiднапiвмодуля N напiвмодуля M
iснує такий iдеал I напiвкiльця R, що N = IM .

Основний критерiй первинностi формулюється через доповнення до
пiднапiвмодуля.

Пiднапiвмодуль N напiвмодуля M є первинним тодi i тiльки тодi, ко-
ли його доповнення M \ N є Sm-системою в M для деякої m-системи S
напiвкiльця R.

Iдеал P напiвкiльця R є первинним тодi i тiльки тодi, коли R \ P є
m-системою в R.

Якщо P — первинний пiднапiвмодуль лiвого R-напiвмодуля M , то ану-
лятор (P :M) є первинним iдеалом напiвкiльця R.
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Теорема 1. Нехай M — мультиплiкацiйний лiвий R-напiвмодуль.
Якщо N — власний k-пiднапiвмодуль напiвмодуля M , для якого його
анулятор (N : M) є максимальним k-iдеалом у напiвкiльцi R, то N
є первинним k-пiднапiвмодулем.

Теорема 2. Нехай M — мультиплiкацiйний лiвий R-напiвмодуль.
Тодi вiдображення

ψ : Spec(R) → Spec(M), ψ(P ) = PM

де Spec(R) — множина первинних k-iдеалiв, а Spec(M) — множина пер-
винних k-пiднапiвмодулiв, є бiєкцiєю.

Окрему увагу придiлено k-замкненим структурам. Нагадаємо, що пiд-
напiвмодуль N називається k-пiднапiвмодулем (або замкненим), якщо з
умов x+ y ∈ N та y ∈ N обов’язково випливає x ∈ N .

Лема 1. Нехай M — мультиплiкацiйний лiвий R-напiвмодуль. Якщо
N є k-пiднапiвмодулем в M , то його анулятор I = (N : M) є k-iдеалом
у напiвкiльцi R.

Теорема 3. Для власного k-пiднапiвмодуля N напiвмодуля M насту-
пнi твердження є еквiвалентними:

1. N — первинний k-пiднапiвмодуль M ;

2. (N :M) — первинний k-iдеал R;

3. N = PM для деякого первинного k-iдеалу P напiвкiльця R.

Як наслiдок, для мультиплiкацiйного лiвого R-напiвмодуля M вста-
новлюється строга бiєкцiя мiж множиною первинних k-iдеалiв напiвкiль-
ця та множиною первинних k-пiднапiвмодулiв.
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PRIME SUBSEMIMODULES OVER NONCOMMUTATIVE
SEMIRINGS

The theory of prime subsemimodules over noncommutative semirings is consi-
dered. A criterion for primeness using Sm-systems is established. It is shown
that for a multiplicative left R-semimodule M , there is a bijection between the
set of prime k-ideals of the semiring R and the set of prime k-subsemimodules
of M .
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