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Розглядається осесиметрична задача теорії пружності для скінченного 
суцільного циліндра під дією власної ваги, бічна поверхня якого закріплена, а 
торцеві поверхні – вільні від навантажень. Розв’язок задачі подано у вигляді 
суперпозиції розв’язків двох задач: задачі теорії пружності для неоднорідної 
системи рівнянь з однорідними умовами на торцях циліндра (основний стан) 
та задачі теорії пружності для однорідної системи рівнянь з неоднорідними 
умовами на торцях циліндра (збурений стан). 

Компоненти тензора напружень  ,  ,  ,   та вектора 

переміщень 0
ru , 0

zu  основного стану матимуть вигляд: 

 0 0 rr ,    0   zz g b z ,   0 0  ,   0 0 rz ,  

    0 
 r

gr
u z b z

E
,       20 24

2


  z

g
u z b z b

E
.  

Тут E  – модуль Юнга матеріалу циліндра,   – коефіцієнт Пуассона, g  – 

вага на одиницю об’єму тіла, 2b  – висота циліндра. 
Задача визначення збуреного стану полягає у знаходженні розв’язку 

однорідного бігармонічного рівняння [1]: 
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Задача визначення збуреного стану розкладена на дві задачі, а для 
кожної з них розглянуто симетричний та антисиметричний випадок 
відповідно. Розв’язок кожної із чотирьох задач подано у вигляді розвинення 
за повними системами комплексних осесиметричних однорідних розв’язків 
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рівнянь Ляме. Введено квадратичні функціонали для розв’язування першої та 
другої збурених задач, які за квадратичною нормою визначають відхилення 
розв’язку задач від заданих відповідних неоднорідних умов. Умови мінімуму 
функціоналів приводять до безмежних систем лінійних алгебраїчних рівнянь 
стосовно коефіцієнтів розвинення розв’язків, які розв’язували методом 
редукції [2]. Проведено числове дослідження компонент напружень за 
осьовою координатою для різних значень довжин циліндра. 
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SOLVING AXIALLY SYMMETRIC ELASTICITY PROBLEM FOR A 
CYLINDER UNDER ITS OWN WEIGHT WITH THE USE OF THE 

VARIATIONAL APPROACH 
 
The problem of determining of stress-strain state of a solid finite cylinder taking into 
account its own weight is solved using the variational method of homogeneous solutions. 


