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Îïèñ òðàíñôîðìàöiéíèõ âëàñòèâîñòåé i êëàñèôiêàöiÿ ëi¨âñüêèõ ñèìåò-
ðié çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü � êëàñè÷íi çàäà÷i ãðóïîâîãî àíà-
ëiçó (äèâ. îãëÿäè â ðîáîòàõ [1, 2]), õî÷à òóò ¹ áàãàòî âiäêðèòèõ ïðîáëåì,
îñîáëèâî ùîäî ñèñòåì çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, çîêðåìà, i ëi-
íiéíèõ. Âàæëèâèì êëàñîì òàêèõ ñèñòåì ¹ êëàñ L̄ íîðìàëüíèõ ëiíiéíèõ ñè-
ñòåì iç n çâè÷àéíèõ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó âèãëÿäó [1]

xtt = A(t)xt +B(t)x + f(t) (1)

ç n íåâiäîìèìè ôóíêöiÿìè x1, . . . , xn, x(t) =
(
x1(t), . . . , xn(t)

)
T, äå n > 2.

Íàáið θ = (A,B,f) äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ êëàñó L̄ óòâîðþþòü äîâiëüíi ãëàä-
êi n × n ìàòðè÷íîçíà÷íi ôóíêöi¨ A òà B çìiííî¨ t i äîâiëüíà ãëàäêà âåê-
òîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ f çìiííî¨ t.

Î÷åâèäíî, ùî çâè÷àéíà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi G∼L̄ äàíîãî êëàñó L̄ ìiñ-
òèòü ïiäãðóïó, óòâîðåíó ïåðåòâîðåííÿìè

t̃ = t, x̃ = H(t)x + h(t), (2à)

Ã = (HA+ 2Ht)H
−1, B̃ = (HB − ÃHt +Htt)H

−1,

f̃ = Hf + htt − Ãht − B̃h,
(2á)

äå H � äîâiëüíà íåâèðîäæåíà n × n ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t,
h � äîâiëüíà âåêòîðíîçíà÷íà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t. Áóäü-ÿêó ñèñòåìó L̄θ
ç êëàñó L̄ ìîæíà âiäîáðàçèòè çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó (2),
äå H çàäîâîëüíÿ¹ ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ Ht + 1

2HA = 0, à h � ÷àñòèí-

íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè L̄θ, â ñèñòåìó L̄θ̃ ç òîãî æ êëàñó, äå Ã = 0, B̃ =
H
(
B− 1

2At+ 1
4A

2
)
H−1 òà f = 0. Òàêèì ÷èíîì, çâîäèìî äîñëiäæåííÿ êëà-

ñó L̄ äî äîñëiäæåííÿ éîãî ïiäêëàñó L′ âèîêðåìëåíîãî çà äîïîìîãîþ îáìå-
æåíü A = 0 òà f = 0. Äàëi òðèâiàëüíî ðåïàðàìåòðèçó¹ìî êëàñ L′, âèêëþ-
÷àþ÷è A òà f iç íàáîðó äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ äëÿ öüîãî êëàñó i ïîâòîðíî
ïåðåïîçíà÷àþ÷è B ÷åðåç V , òîáòî ñèñòåìè ç êëàñó L′ íàáóâàþòü âèãëÿäó

xtt = V (t)x, (3)

äå V � äîâiëüíà n× n ìàòðè÷íîçíà÷íà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t.
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Ðîçãëÿíåìî ïiäêëàñ L′0 êëàñó L′ â ÿêèé âõîäÿòü ñèñòåìè L′V ç V (t) =
v(t)E, t ∈ I, äå v ïðîáiãà¹ ìíîæèíó ôóíêöié çìiííî¨ t, òîáòî {V (t) | t ∈
I} ⊆ 〈E〉, E � îäèíè÷íà n × n ìàòðèöÿ. Äëÿ òàêèõ V ìîæíà êàçàòè,
ùî V ïðîïîðöiéíà E iç çàëåæíèì âiä ÷àñó êîåôiöi¹íòîì ïðîïîðöiéíîñòi.
Ïiäêëàñ L′0, ÿêèé ¹ ñèíãóëÿðíèì ó êëàñi L′, âèîêðåìëåíî ç êëàñó L′ àë-
ãåáðà¨÷íèìè ðiâíÿííÿìè V ab = 0, a 6= b, V 11 = · · · = V nn. Äîïîâíåííÿì
ñèíãóëÿðíîãî ïiäêëàñó L′0 â L′ ¹ ðåãóëÿðíèé ïiäêëàñ L′1 := L′ \ L′0. Äî-
âiëüíó ñèñòåìó ç ñèíãóëÿðíîãî ïiäêëàñó L′0 ìîæíà çâåñòè äî åëåìåíòàðíî¨
ñèñòåìè xtt = 0, òðàíñôîðìàöiéíi âëàñòèâîñòi ÿêî¨ äîáðå âiäîìi.

Íàñòóïíà òåîðåìà îïèñó¹ ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi êëàñó L′:

Òåîðåìà 1 ( [1, òåîðåìà 4]). (i) Ãðóïó åêâiâàëåíòíîñòi G∼L′ êëàñó L′
óòâîðþþòü ïåðåòâîðåííÿ âèãëÿäó

t̃ = T (t), x̃ = T
1/2
t Cx, (4à)

Ṽ =
1

T 2
t

CV C−1 +
2TtTttt − 3T 2

tt

4T 4
t

E, (4á)

äå T = T (t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ çìiííî¨ t, Tt 6= 0, C � äîâiëüíà íå-

âèðîäæåíà ñòàëà n × n ìàòðèöÿ. Ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó L′1
i êàíîíi÷íî ñóòò¹âà ãðóïà åêâiâàëåíòíîñòi ïiäêëàñó L′0 ñïiâïàäàþòü iç

ãðóïîþ G∼L′ .

(ii) Ðîçáèòòÿ êëàñó L′ íà ïiäêëàñè L′0 òà L′1 iíäóêó¹ ðîçáèòòÿ ãðó-

ïî¨äà G∼L′ íà ïiäãðóïî¨äè G∼L′
0
òà G∼L′

1
, G∼L′ = G∼L′

0
t G∼L′

1
.

(iii) Ïiäêëàñ L′1 ¹ îäíîðiäíî íàïiâíîðìàëiçîâàíèì âiäíîñíî ëiíiéíî¨ ñó-

ïåðïîçèöi¨ ðîçâ'ÿçêiâ.

(iv) Ïiäêëàñ L′0 � G∼L′-îðáiòà åëåìåíòàðíî¨ ñèñòåìè L′0, i öåé ïiäêëàñ

ÿê i âåñü êëàñ L′ ¹ íàïiâíîðìàëiçîâàíèìè ó çâè÷àéíîìó ñåíñi.

Àâòîð çàñâiä÷ó¹ ôiíàíñîâó ïiäòðèìêó Íàöiîíàëüíîãî ôîíäó äîñëiäæåíü Óê-

ðà¨íè (ïðî¹êò 2020.02/0089).
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Equivalence groups of linear systems

of second-order ordinary di�erential equations

We study equivalence groups of normal linear systems of second-order ordinary

di�erential equations and discuss corresponding equivalence properties for solving

the group classi�cation problem for such systems.
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