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Введемо такi позначення:

r⃗ := (x, y, z) ∈ R3, ∥r⃗∥ =
√
x2 + y2 + z2, BR := {r⃗ : ∥r⃗∥ < R}, R > 0.

У областi D := {(t, r⃗) : t ∈ (0, T ), r⃗ ∈ BR} розглядаємо таку задачу:

∂2u

∂t2
− a2∆u = 0, (1)

u(0, r⃗) = f(r⃗),

∫ T

0

u(t, r⃗)dt = g(r⃗), (2)

де f та g — деякi заданi достатньо гладкi функцiї, ∆ — оператор Лапласа.
Задача (1)-(2) описує коливання сферичного об’єму, наприклад сфери

заповненої рiдиною чи газом, за заданим початковим вiдхиленням f(r⃗)
вiд рiвноважного положення та вiдомим усередненим вiдхиленням g(r⃗)
за промiжок часу T .

У зв’язку iз сферичною симетрiєю за змiнними x, y, z облаcтiD розв’язок
задачi (1)-(2) знаходитимемо у сферичних координатах r, θ, φ.

Позначимо: ψn(r) — сферичнi функцiї Бесселя, якi зображуються фор-
мулою ψn(r) = (−r)n

(
1
r
d
dr

)n sin r
r , j̃nm — m-тий додатнiй нуль функцiї

ψn(r), ψn(j̃nm) = 0; Anmk — стала нормування визначена за формулою

Anmk = 2
Rψn+1(j̃nm)

(
π

2n+1
(n+k)!
(n−k)!

)1/2
; Y

(k)
n (θ, φ) — дiйснi сферичнi гармо-

нiки: {
Y

(k)
n (θ, φ) = P

(k)
n (cos θ) cos kφ, k = −n,−n+ 1, . . . , 0,

Y
(k)
n (θ, φ) = P

(k)
n (cos θ) sin kφ, k = 1, 2, . . . , n,

де функцiї P (j)
n (t), t ∈ [−1, 1], — приєднанi функцiї Лежандра першого

роду, P (j)
n (t) = (1− t2)j/2 d

j

dtj Pn(t), Pn(t) — полiном Лежандра степеня n.
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Якщо виконується умова

∀m, k ∈ N aT j̃nm ̸= Rπk, (3)

то розв’язок задачi (1), (2), зображується рядом

u(t, r, θ, φ) =

∞∑
m=1

∞∑
n=0

n∑
k=−n

wnmk(t)Anmkψn

(
j̃nm

r

R

)
Y (k)
n (θ, φ) (4)

у якому функцiї wnmk(t) визначаються формулами

wnmk(t) = fnmk cos
(
a
√
λnmt

)
+

+
a2λnmgnmk − a

√
λnm sin

(
a
√
λnmT

)
fnmk(

1− cos
(
a
√
λnmT

))
a
√
λnm

sin
(
a
√
λnmt

)
,

(5)

де fnmk та gnmk— коефiцiєнти Фур’є функцiй f(x) та g(x) вiдповiдно.
Позначимо через L2(BR) — простiр функцiй y(r, θ, φ) таких, що

∥y;L2(BR)∥2 =

∫ R

0

∫ 2π

0

∫ π

0

|y(r, θ, φ)|2r2 sin θdrdθdφ <∞;

Hq,p(BR), k ⩾ 0, — простiр функцiй y ∈ L2(BR) таких, що

∥y;Hq,p(BR)∥2 =

∞∑
m=1

∞∑
n=0

(1 + j̃2nm)q(1 + n2)p

(
n∑

k=−n

|ynmk|2
)
<∞;

Cs([0, T ], Hq,p(BR)) — простiр функцiй u(t, r, θ, φ) таких, що ∂ju
∂tj ∈ Hq,p(BR)

для кожного j = 0, 1, . . . , s, iз нормою

∥u;Cs([R1, R2], H
q,p(BR))∥ =

s∑
j=0

max
t∈[0,T ]

∥∥∥∥∂ju∂tj ;Hq,p(BR)
∥∥∥∥ .

Теорема 1. Нехай виконується умова (3) та f ∈ Hq+s+δ,p(BR), g ∈
Hq+s+2+δ,p(BR), δ > 0, тодi для майже всiх (стосовно мiри Лебега на
R) чисел R

aT iснує єдиний розв’язок u задачi (1)-(2), який зображується
рядом (4) та належить простору Cs([0, T ], Hq,p(BR)), причому

∥u;Cs([0, T ], Hq,p(BR)∥ ⩽ C3(∥f ;Hq+s+δ,p(BR)∥+ ∥g;Hq+s+2+δ,p(BR)∥).

THE INITIAL-INTEGRAL PROBLEM FOR WAVE EQUATION
IN SPHERICAL DOMAIN

The conditions for the existence of a unique solution of the initial-integral
problem for a three-dimensional wave equation in a spherical domain are investi-
gated. The solution of the problem in the form of a series on Bessel’s spherical
functions and spherical harmonics was constructed
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