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Доповiдь пов’язана зi започаткованою авторами тематикою дослiджен-
ня напiвгруп через вивчення властивостей матричних зображень їхнiх
наднапiвгруп (а не лише їх самих та їхнiх пiднапiвгруп, як у традицiйних
дослiдженнях).

Для двох напiвгруп, перша, згiдно означення, є наднапiвгрупою дру-
гої, якщо друга iзоморфна деякiй фактор-напiвгрупi першої. Якщо зафiк-
сована система твiрних та визначальних спiввiдношень напiвгрупи, то її
довiльну наднапiвгрупу, яка отримується шляхом вiдкидання деяких (за-
фiксованих) спiввiдношень, будемо називати стандартною (зауважимо,
що природнi спiввiдношення для одиничного i нульового елементiв, якщо
вони є, не вважаються нами визначальними).

Продемонструємо нашу тематику на напiвгрупах третього порядку,
таблицi Келi яких описав Т. Тамура (1953 р.), а їхнi козображення i не-
розкладнi зображення — перший автор разом зi своїм учнем Я. В. Зацiхою
(2018 р.). Серед них (iз 24-ох, з точнiстю до iзоморфiзму), iснує лише три,
якi породжуються двома взаємно анульовними елементами:
Q00

(22) := 〈b, c〉 : b2 = 0, c2 = 0, bc = 0, cb = 0; Q00
[22] := 〈b, c〉 : b2 = b,

c2 = c, bc = 0, cb = 0; Q00
(22] := 〈b, c〉 : b2 = 0, c2 = c, bc = 0, cb = 0.

Двi останнi напiвгрупи мають скiнченний зображувальний тип, тобто
число класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень скiнченне, а пер-
ша – ручний (до якого ми скiнченний тип не включаємо). Цi три на-
пiвгрупи цiкавi тим, що їхнi природнi наднапiвгрупи Q(22) := Q00

(22) \
{bc = 0, cb = 0}, Q[22] := Q00

[22] \ {bc = 0, cb = 0} i Q(22] :=
Q00

(22]\{bc = 0, cb = 0} (тобто без спiввiдношень bc = 0, cb = 0) є ручними;
щодо опису їхнiх зображень див. монографiю першого автора [1].

Теорема 1. Нехай S ∈ {Q00
(22),Q

00
[22],Q

00
(22]} i T ∈ {Q(22),Q[22], Q(22]},

причому їхнi нижнi iндекси однаковi. Тодi (1) в кожному з трьох випад-
кiв напiвгрупа T є максимальною ручною стандартною наднапiвгрупою
напiвгрупи S (для S скiнченного типу єдиною); (2) в двох останнiх ви-
падках для S iснує єдина, з точнiстю до дуальностi, стандартна надна-
пiвгрупа скiнченного типу i T є її стандартною наднапiвгрупою, а саме
вiдповiдно Q0

[22] := Q00
[22] \ {cb = 0} i Q0

(22] := Q00
(22] \ {cb = 0}.
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Матричнi зображення напiвгруп Q0
[22] i Q0

(22] детально нами дослiджу-
валися. Описано їхнi нерозкладнi зображення, а також вiдповiдна кате-
горiя зображень (в термiнах алгебри Ауслендера).

Сформулюємо останнiй результат, пов’язаний з обчисленням Σ-функцiї
напiвгруп, яка є дискретною характеристикою категорiї зображень, що
залежить вiд розподiлу розмiрностей алгебр ендоморфiзмiв її “однорiд-
них” об’єктiв спецiального вигляду.

Спочатку дамо необхiднi означення.
Матричнi зображення T : s → T (s) (s пробiгає S) напiвгрупи S над

полем K утворюють категорiю, якщо за множину морфiзмiв iз T в T ′ вва-
жати множину (векторний простiр) всiх матриць X таких, що T (s)X =
XT ′(s) для всiх s ∈ S. Через p(T ) позначаємо розмiрнiсть алгебри ендо-
морфiзмiв матричного зображення T . Очевидно, що p(T ) не змiнюється
при замiнi T на еквiвалентне йому зображення. Якщо S — напiвгрупа
скiнченного зображувального типу над K, а T = {T1, T2, . . . , Tm} — повна
система її нерозкладних попарно нееквiвалентних матричних зображень,
то для n ∈ [1,m] := {1, 2, . . . ,m} покладемо

pn(T ) :=
∑

i1<i2<...<in

p(Ti1 ⊕ Ti2 ⊕ . . .⊕ Tin
), ΣS(n) := pn(T ).

Введена функцiя ΣS : [1,m] → N називається Σ-функцiєю напiвгрупи
S [2].

Теорема 2. Наднапiвгрупа S := Q0
(22] = Q00

(22] \ {cb = 0} напiвгрупи
S00

(22] має 5 класiв еквiвалентностi нерозкладних зображень i

ΣS(n) =


7, якщо n = 1,
41, якщо n = 2,
81, якщо n = 3,
53, якщо n = 4,
20, якщо n = 5.
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Σ-FUNCTION FOR OVERSEMIGROUPS OF SEMIGROUPS
OF THE THIRD ORDER

We explain by the example of third-order semigroups initiated by the authors
the research topic of semigroups through the study of the properties of matrix
representations of their oversemigroups.
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