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У доповiдi наведено методику побудови аналiтичних розв’язкiв три-
вимiрних задач теорiї пружностi для трансверсально iзотропних пiвпро-
стору та шару у просторi подвiйного iнтегрального перетворення Фур’є
за координатами, що вiдповiдають площинi iзотропiї.

Розглянуто задачу теорiї пружностi для областi D = {(x, y, z) : |x| <
∞, |y| < ∞, h1 < z < h2}, вiднесеної до безрозмiрної декартової системи
координат Oxyz, так що її обмежувальнi поверхнi z = hj , j = 1, 2, є
паралельними до площини iзотропiї xOy. У випадку, коли область D є
шаром, слiд покласти hj = (−1)j ; коли ця область є пiвпростором – h1 =
−∞, h2 = 0. За вiдсутностi масових сил задача описується рiвняннями
рiвноваги та суцiльностi [1], а також фiзичними спiввiдношеннями для
трансверсально iзотропного матерiалу

EE′εxx = E′(σxx − νσyy)− ν′Eσzz, G′εxz = σxz, x↔ y,

E′εzz = σzz − ν′(σxx + σyy), Gεxy = σxy,

де σj` = σ`j , εj` = ε`j – компоненти тензорiв напружень та деформацiї,
`, j = {x, y, z}; E, E′ та G = E/(2 + 2ν), G′ – модулi пружностi та зсуву
у площинi iзотропiї та у перпендикулярному до неї напрямку; ν та ν′ –
коефiцiєнти Пуассона, що описують вiдповiдно звуження (розширення) у
перпендикулярному до площини iзотропiї напрямку за розтягу (стиску) у
паралельному до неї напрямку та звуження (розширення) у площинi iзо-
тропiї за розтягу (стиску) у перпендикулярному до неї напрямку; символ
”x ↔ y” означає отримання ще одного рiвняння за допомогою взаємної
перестановки iндексiв та змiнних.

Обмежуючi площини шару та пiвпростору навантажено силами в роз-
мiрностi напружень

σzz(x, y,±1) = −p±(x, y), σjz(x, y,±1) = q±j (x, y),

σzz(x, y, 0) = −p0(x, y), σjz(x, y, 0) = q0j (x, y), j = {x, y}.
(1)

Шукаємо обмежений у вiддалених точках x2+y2 →∞ розв’язок у напру-
женнях, тому для пiвпростору заданi та шуканi функцiї повиннi затухати
також при z → −∞.
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З використанням методики [1] задачу зведено до системи ключових
рiвнянь у напруженнях, розв’язок якої будуватимемо послiдовно. Спо-
чатку знайдемо напруження σzz у просторi iнтегрального перетворення

f(z) ≡ f(z; sx, sy) =
+∞∫∫
−∞

f(x, y, z) exp(−i(sxx+ syy))dxdy,

де sj , j = {x, y} – параметри перетворення, i2 = −1, як розв’язок рiвняння
d4σzz

dz4
− 2a1s

2 d
2σzz

dz2
+ a2s

4σzz = 0. (2)

Тут s2 = s2x + s2y,

a1 =
E

E′
E′ − 2(1 + ν)ν′G′

2(1− ν2)G′
, a2 =

E

E′
E′ − Eν′2

(1− ν2)E′
. (3)

Внаслiдок спiввiдношень мiж пружними характеристиками матерiалу у
коефiцiєнтах (3) є можливими три варiанти розв’язку: коли власнi значе-
ння рiвняння (2) є i) комплексними, ii) дiйсними рiзними та iii) дiйсними
кратними. Для усiх трьох випадкiв розв’язок можна подати єдиним чи-
ном у виглядi

σzz(z) = A1 exp(λ1|s|z) +B1 exp(−λ1|s|z)+

+C1 exp(λ2|s|z)(1 + δλ1,λ2
z) +D1 exp(−λ2|s|z)(1 + δλ1,λ2

z),

де λ1,2 – коренi характеристичного рiвняння (2) з додатнiми дiйсними
частинами,

λ2` = a1 + (−1)`
√
a21 − a2, ` = 1, 2,

δλ1,λ2
– символ Кронекера. Сталi A1, B1, C1, D1 ∈ C визначаємо за допо-

могою крайових умов (1). Пiсля вiдшукання осьових напружень, решту
компонент тензора напружень знаходимо, послiдовно розв’язуючи систе-
му ключових рiвнянь [1].
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Analytical solutions of three-dimensional elasticity
problems for transversely isotropic solids

A technique for construction of solutions to three-dimensional elasticity problems
for transversely isotropic half-space and layer is presented on the basis of the di-
rect integration method. The technique provides a universal solution form coveri-
ng all possible cases of material moduli interrelations.
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