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SOME PROPERTIES OF THE SOLUTIONS TO THE MIXED PROBLEMS FOR SECOND 

ORDER HYPERBOLIC EQUATIONS WITH VARIABLE EXPONENT OF NONLINEARITY  
 

We consider the mixed problems for some nonlinear hyperbolic equations in Sobolev spaces 
and generalized Lebesgue spaces. We obtaine the following results: 1) the behavior of the 
global solution as t → +∞  is established, 2) under certain conditions we prove the 
nonexistence of the global solution. 
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Отримано умови, за яких існує єдиний класичний розв’язок задачі (1)–
(2) для скінченного T. У випадку необмеженої за часовою змінною області 
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,0<μ  0),,( ≤ςtxf  для майже всіх t , показано, що розв’язок задачі (1)–(2) 
існує, єдиний та спадає на нескінченності. 

 
ON CAUCHY PROBLEM FOF NONLINEAR ULTRAPARABOLIC EQUATION WITH 

DELAY 
 

The solvability of the Cauchy problem for the nonlinear ultraparabolic equation with time 
delay is considered. It has been proved that the classical solution for this problem exists, is 
unique and decreases as ∞→t . 
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Нелокальні задачі для рівнянь із частинними похідними, взагалі, є неко-
ректними, а їх розв’язність є нестійкою стосовно як завгодно малих змін кое-
фіцієнтів задачі, що пов’язано з проблемою малих знаменників [1,2] у випад-
ку області Ω×0= ),( TD , де Ω – p -вимірний тор ( / 2 ) pπ\ ] , 0>T . Оцінки 
малих знаменників встановлено для незалежних коефіцієнтів. 

Нехай )(ΩqH , Rq∈ , – простір Соболєва π2 -періодичних функцій, от-
риманих поповненням множини тригонометричних поліномів 
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В області D  розглядається задача про знаходження розв’язку ),( xtuu =  
нормального рівняння з частинними похідними 
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рації зі сталими коефіцієнтами.  
Розв’язок u  шукаємо в просторі )(DH n

l  для довільних заданих функцій 

nϕϕ1,...,  зі шкали просторів )(ΩqH .  

При цьому вважаємо фіксованими коефіцієнти j
sA , а коефіцієнти 

paa ,,…1 – змінними, на які накладена умова алгебричної залежності 
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де  sα  – дійсні фіксовані числа, d – довільне натуральне число. 
У припущенні незалежних коефіцієнтів paa ,,…1  задача (1), (2) розгля-

далась раніше в [1,2]; за допомогою деяких результатів з метричної теорії чи-
сел встановлено розв’язність такої задачі. Однак, ці результати не можна без-
посередньо використати у випадку задачі (1)–(3), оскільки метричні теореми 
про оцінки малих знаменників, що забезпечують розв’язність задачі, не роз-
різняють множини нульової міри у p -вимірному просторі, які визначаються 
умовою (3).  

Питання про опис і характеризацію множини точок алгебричного много-
виду (3), яка володіє певними діофантовими властивостями, в термінах  теорії 
міри виявляється нетривіальним питанням. Воно тісно пов’язане із теорією 
діофантових наближень на многовидах [3]. 

У роботі встановлено умови єдиності та існування розв’язку задачі (1)–
(3); доведено теореми метричного характеру про оцінки знизу малих знамен-
ників, зокрема, досліджено питання про можливість відокремлення від нуля 
дискримінанта за змінною λ  многочлена ),( ikL λ  на алгебричному 
многовиді (3). 
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PROBLEM WITH NON-LOCAL BOUNDARY CONDITIONS FOR PARTIAL 

DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH ALGEBRAICALLY DEPENDENT CONSTANT 
COEFFICIENTS 

 
The conditions of existence and uniqueness of the solution to the nonlocal boundary problem 
are proved. The lower estimates of small denominators on algebraic manifold are 
established.  
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В області { }TtthxtxT <<0<<0=Ω ),(:),(  з невідомою межею )(thx =  
розглянуто обернену задачу визначення залежних від часу молодших коефіці-
єнтів в параболічному рівнянні 
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Заміною змінних ,,
)(

tt
th

xy ==  задачу (1)–(4) зведено до оберненої з не-

відомими )),,(),(),(),(( tyvthtctb  де ),),((),( ttyhutyv =  в області з фіксованою 
межею { }.,:),( TtytyQT <<01<<0=  Знайдено умови локального існування 
та єдиності класичного розв’язку задачі. Доведення існування розв’язку 
задачі базується на застосуванні теореми Шаудера про нерухому точку ціл-
ком неперервного оператора, питання про єдиність зводиться до питання про 
єдиність розв’язку системи однорідних інтегральних рівнянь Вольтера 
другого роду. 
 

AN INVERSE PROBLEM OF THE DETERMINATION OF UNKNOWN MINOR 
COEFFICIENTS IN A PARABOLIC EQUATION IN A FREE BOUNDARY DOMAIN 

 
We establish conditions of local existence and uniqueness of a solution to the inverse 
problem for a one-dimensional parabolic equation with unknown time-dependent minor 
coefficients in a free boundary domain. 
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Відомо, що рівняння Матісона [1], які описують поведінку пробної 
частки зі спіном в загальній теорії відносності, та їх вкорочений варіант, що 
не містить других похідних від спіну, мають у полі Шварцшильда спільний 
розв’язок з grconstr 51== , [2]. Для однозначності розв’язку вкорочених рів-
нянь достатньо задати початкові значення координат та їх похідних; для 
повних рівнянь цього недостатньо, оскільки вони є третього порядку за коор-
динатами частки. Для пониження порядку повної системи використано відомі 
два перші інтеграли Е та Ф, які входять в отримані рівняння як невідомі пара-
метри. Серед різних розв’язків точних рівнянь Матісона розрізняють неосци-
ляційний (відповідає єдиному набору значень параметрів Е та Ф) та 
осциляційні (всі інші набори). Неосциляційний розв’язок відповідає траєкто-
рії, по якій рухається т. зв. власний центр мас пробної частки зі спіном, а 
осциляційні - невласним центрам мас. Раніше були досліджені розв’язки вко-
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рочених рівнянь поблизу орбіти grr 51= ,  та визначено межі області, за яких 
можна знехтувати відкинутими членами при переході від повної до вкороче-
ної системи [3]. Оскільки у цьому випадку значення параметрів Е та Ф відомі, 
то саме їх значення і будемо використовувати для одержання неосциляцій-
ного розв’язку точної системи.  
 
1. Mathisson M. Neue Mechanicmaterialler Systeme // Acta Phys. Pol. – 1937. – 6. –

P. 163 –200. 
2. Пляцко Р.М. Прояви гравітаційної ультрарелятивістської спін-орбітальної взаємо-

дії. – Київ, Наук. думка, 1988, - 148 с.  
3. Пляцко Р., Стефанишин О., Феник М. Про траєкторії швидкої частки зі спіном 

поблизу компактних джерел гравітаційного поля // Фізичний збірник НТШ. – 
2008. - Т. 7. - С. 557-563. 

 
SELECTION OF NON-OSCILLATION SOLUTIONS OF MATHISSON EQUATIONS IN 

SCHWARZSCHILD FIELD NEAR grr 51= ,  

 

For picking out non-oscillation solutions of Mathisson equations in Schwarzschild field near 
grr 51= ,  we use the shortened Mathisson equations, integrals of energy and angular 

momentum as the parameters. These parameters are known if the Mathisson equations are 
shortened.  
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Нехай Ω  – обмежена область в просторі nR  з межею 1,C∂Ω∈  
(0, ),TQ T=Ω×  де ,T <∞  (0, ).Q =Ω× +∞   

У області Q  розглянемо задачу  

2

, , , 1 , 1
( ( , ) ) ( ( ) | | )

n n psl
tt ij x x x x ij x x x x x xsi j i j i j i jli j s l i j

u a x t u a x u u−

= =
+ + +∑ ∑  

2
0, , , 1

( ( , ) ) ( , ) | |
n qsl

ij tx x x xsi j li j s l
b x t u b x t u u−

=
+ =∑   (1) 

з початковими  
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∂
  (3) 

де ν  – зовнішня нормаль до (0, ).∂Ω× +∞  
При виконанні певних умов щодо гладкості коефіцієнтів рівняння (1), у 

випадку 2,p >  
2 4

,
4

n
q

n

−
≤

−
 якщо 4n >  і 2q >  при {1, ..., 4},n ∈  

2, 4
0 0 ( ) ( ) ( ),p qu W L H∈ Ω ∩ Ω ∩ Ω  2 4

1 0 ( ) ( ),u H H∈ Ω ∩ Ω  доведено існування ло-
кального та неіснування глобального узагальненого розв'язку задачі (1)–(3). 
 

NONEXISTENCE OF A GLOBAL SOLUTION OF THE INITIAL BOUNDARY VALUE 
PROBLEM FOR NONLINEAR HYPERBOLIC EQUATION OF THE FIFTH ORDER 

 
There obtained sufficient conditions of the existence of a strong solution in the bounded 
domain and nonexistence of a global solution at time. 
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В області 1{( , ) : 0 , }p pD t x t T x Q+= ∈ < < ∈ ⊂\ \ , де Q  – обмежена од-
нозв’язна область з гладкою межею Q∂ , розглянемо задачу 

1
( ) ( , ) 0,

=

∂⎛ ⎞− =⎜ ⎟∂⎝ ⎠
∏

n

q
q

a t L u t x
t

   (1) 

1 2( , ) ( ), , 1, , , 0ϕ= ∈ = ≤ < < < ≤… …j j nu t x x x Q j n t t t T ,  (2) 

( , ) 0, [0, ], 0,1, , 1,
∂

= ∈ = −…m
Q

L u t x t T m n   (3) 

де ( ) ( ),α= +q qa t a t  0, 1, , , , ,α α α> = ≠ ≠…q q rq n q r ( ) 0>a t  – досить гладка 

дійснозначна функція; , 1: / ( ( ) / ) ( )p
i ij ji jL x h x x c x== ∂ ∂ ∂ ∂ −∑  – еліптичний в Q  

диференціальний вираз із досить гладкими в Q  коефіцієнтами, ( ) 0≥c x . За 
вказаних припущень, рівняння (1) є рівномірно параболічним за Петровським 
в області D . 

Нехай { ( ), },kX x k ∈`  { , }k kλΛ = ∈`  – система власних функцій та 
множина власних значень задачі 0,LX Xλ+ =  0QLX ∂ = ; ( ),G Qγ γ ∈\ , – 

простір функцій 1( ) ( ),k kkx X xϕ ϕ∞
== ∑  зі скінченною нормою 

1; ( ) exp( )k kkG Qγϕ ϕ γλ∞
== ∑ ; { }

1
min q

q n
α α

≤ ≤
= , 

[0, ]
max ( )

t T
A a t

∈
= .  

Розв’язок задачі (1)–(3) шукаємо у вигляді ряду 

1( , ) ( ) ( )k kku t x u t X x∞
== ∑ . Кожна з функцій ( )ku t  є розв’язком задачі 

1
( ) ( ) 0,

n

q k k
q

d a t u t
dt

λ
=

⎛ ⎞+ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

∏    (4) 

1 2( ) , 1, , , 0k j jk nu t j n t t t Tϕ= = ≤ < < < ≤… … , (5) 
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де ( ) ( )jk j k
Q

x X x dxϕ ϕ= ∫ , k ∈ ` . Рівняння (4) інтегрується в квадратурах. 

Система функцій  

{ }1

1 0
( ) ( ) exp ( ( )) , 1, ,

tn
q n

kq k r q k q
r q

u t a d q nλ α α λ α τ τ− −

= +

⎧ ⎫⎪ ⎪= − − + =⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∏ ∫ …  

є фундаментальною системою розв’язків рівняння (4). Характеристичний виз-
начник задачі (4) – (5) зображується формулою 

( 1) / 2 1
, 1

1
( ) : det ( ) ( )

n n n
k kq j k r qj q

q r n
u tλ λ α α− − −

=
≤ < ≤

Δ = = − ×∏  

, 1
1 0

exp ( ) det exp( ) .
jtn n

k q j k j q
j

a d tλ τ τ α λ
=

=

⎧ ⎫⎪ ⎪× − −⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

∑ ∫  

Теорема 1. Для єдиності розв’язку задачі (1) – (3) у просторі ( ,2 ) ( )n nC D  
необхідно і досить, щоб виконувалась умова 

, 1
det exp( ) 0

n
k q j k j q

tλ α λ
=

∀ ∈Λ − ≠ .   (6) 

Теорема 2. Нехай існує додатна стала ν  така, що для всіх (крім скін-
ченної кількості) kλ ∈Λ  виконується нерівність 

, 1
det exp( ) exp( )

n
q j k kj q
tα λ νλ

=
− > − .   (7) 

Якщо ( ) ( ),j x G Qγϕ ∈  1( 1)AT n tγ ν α> + − − , 1, ,j n= … , то в просторі 
( ,2 ) ( )n nC D  існує розв’язок задачі (1) – (3), який неперервно залежить від 

функцій ( ), 1, ,ϕ = …j x j n . 

Встановлено, що для майже всіх (стосовно міри Лебега в n\ ) векторів 

1( , , ) [0, ]n
nt t t T= ∈

G
…  нерівність (7) виконується для всіх (крім скінченної 

кількості) kλ ∈Λ  при { }
1
max q

q n
nTν α

≤ ≤
> . 

 
MULTIPOINT PROBLEM FOR FACTORIZED PARABOLIC OPERATOR WITH VARIABLE 

COEFFICIENTS 
 

We establish conditions of classical correctness of the problem with multipoints in respect 
time-variable conditions and conditions after the pattern of Dirichlet according to the 
spatial coordinates for one class of factorized by Petrovski parabolic operator with variable 
coefficients.
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УДК 519.46:517.944 
 

ПРО ДЕЯКІ КЛАСИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ПЕРШОГО 
ПОРЯДКУ В ПРОСТОРІ (1, 4) ( )M R u× , ІНВАРІАНТНІ ВІДНОСНО 
АБЕЛЕВИХ РОЗЩЕПЛЮВАНИХ ПІДГРУП РОЗШИРЕНОЇ ГРУПИ 

ГАЛІЛЕЯ i (1, 3)G  
 

Федорчук В.І. 
 

ІППММ ім. Я.С. Підстригача НАН України 
 

Серед важливих для теоретичної та математичної фізики груп група Пу-
анкаре P(1,4) посідає особливе місце – вона є найменшою групою, яка містить 
в якості підгруп групу симетрії релятивістської фізики (P(1,3)) та групу си-
метрії нерелятивістської фізики (розширена група Галілея i (1, 3)G ) [1]. На ос-
нові нееквiвалентних функцiональних базисiв диференцiальних iнварiантiв 
першого порядку неспряжених розщеплюваних пiдгруп групи i (1, 3)G  побудо-
вано 99 класів диференцiальних рiвнянь першого порядку в просторi 

(1, 4) ( )M R u× , якi iнварiантнi вiдносно цих пiдгруп (R(u) є дійсною віссю за-
лежної змінної u). Деякі з цих класів можна знайти в [2]. На цей час з множи-
ни всіх побудованих класів диференцiальних рiвнянь першого порядку виді-
лені класи, які інваріантні відносно абелевих розщеплюваних підгруп групи 
i (1, 3)G . 

 
1. Фущич В.И., Никитин А.Г. Симметрия уравнений квантовой механики. – М.: 

Наука – 1990 – 400 с. 
2. Fedorchuk V.M., Fedorchuk V.I., On functional bases of the first-order differential 

invariants for non-conjugate subgroups of the Poincaré group P(1,4) // Ann. Acad. 
Paed. Cracoviensis, Stud. Math. – 2008.– VII – Folia 63 – P. 41–50. 

 
ON SOME CLASSES OF FIRST-ORDER DIFFERENTIAL EQUATIONS IN THE SPACE 

(1, 4) ( )M R u×  INVARIANT UNDER ABELIAN SPLITTING SUBGROUPS OF THE 

EXTENDED GALILEI GROUP (1, 3)G�  
 

The classes of the first-order differential equations in the space (1, 4) ( )M R u×  invariant 

under Abelian splitting subgroups of the extended Galilei group (1, 3)G�  have been found. 
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УДК 517.9 
 
ІСНУВАННЯ АСИМПТОТИЧНО СТІЙКОГО ІНВАРІАНТНОГО ТОРА 

ОДНОГО КЛАСУ СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Фекета П.В. 
 

Київський національний університет, petro.feketa@gmail.com  
 

У теорії багаточастотних коливань виникає ряд питань, пов’язаних з до-
ліденням інваріантних торів автономних систем диференціальних рівнянь. 
Одим з найважливіших є питання існування і збереження інваріантних торів 
при малих збуреннях, а також поведінка розв’язків систем на самих торах та в 
їх околі. Фундаментальні дослідження в цьому напрямку проведені в робо-
тах [1], [2].  

Розглянемо нелінійну систему диференціальних рівнянь, визначену на 
m - вимірному торі mΤ , яка піддається невеликому збуренню 

,)(),(),,()( 1 xxFxxaa ϕϕϕϕϕ Λ+=+= ��    (1) 

де mΤ∈ϕ , )()( 1 mCa Τ∈ϕ , ),(),( )0,1(
)(1

nm
xLip RxCxa ∈Τ∈∈ ϕϕ , 

)()( 1 mC Τ∈Λ ϕ , ),(),( )2,1(
,

nm
x RxCxF ∈Τ∈∈ ϕϕ ϕ , hx ≤ . Запишемо систе-

му (1) у вигляді 
),(),()(),,()( 1 ϕϕϕϕϕϕ fxBxxxaa ++Λ=+= ��  

де )0,()( ϕϕ Ff = , ∫ ∂
∂

=
1

0
)(

),(
),( τ

τ
τϕ

ϕ d
x

xF
xB . 

Нехай )(ϕϕ t  - розв’язок системи (1) такий, що ϕϕϕ =)(0 , ϕΩ  - 

ω -гранична множина цього розв’язку, а ∪
mΤ∈

Ω=Ω
ϕ

ϕ . Нас цікавитиме випа-

док, коли матрична функція )(ϕΛ  на множині Ω  є сталою матрицею 

A=Λ )(ϕ  для всіх Ω∈ϕ . Це означає, що для всіх mΤ∈ϕ .))((lim At
t

=Λ
∞→

ϕϕ  

Покажемо, що при певних умовах, накладених на систему (1), вона має 
асимптотично стійкий інваріантний тороїдальний многовид. Цей многовид 
будемо шукати методом послідовних наближень, запропонованим А. М. Са-
мойленком в роботі [2]. За початковий многовид 0M  візьмемо многовид 

0≡x , за 1M  візьмемо інваріантний многовид системи рівнянь 

).()0,()(),0,()( 1 ϕϕϕϕϕϕ fBxxaa ++Λ=+= ��  
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Таким чином, на k -му кроці, за многовид 1+kM  візьмемо інваріантний 
многовид системи рівнянь 

).())(,()()),(,()( )()(
1 ϕϕϕϕϕϕϕϕ fuBxxuaa kk ++Λ=+= ��  

Довівши, що на кожному кроці можна побудувати функцію )(ϕku  для 

будь-якого ,...,2,1=k  довівши рівномірну збіжність mk uu Τ∈⇒ ϕϕϕ ),()()(  і 
показавши, що )(ϕux =  задає інваріантний тороідальний многовид початко-
вої системи (1), прийдемо до справедливості теореми. 

Теорема. Нехай система (1) така, що існує границя .))((lim At
t

=Λ
∞→

ϕϕ  

для всіх mΤ∈ϕ , ),...,2,1(,0)(Re njAj =<λ . Тоді існують такі сталі 00 >b , 

0>m , 0>ε  і достатньо малі сталі Ліпшиця L  і L~ , що для будь-якої ма-
триці ),(),( )2,1(

,
nm

x RxCxF ∈Τ∈∈ ϕϕ ϕ , hx ≤  такої, що 

,)0,(max mF
m

=
Τ∈

ϕ
ϕ

 ,),(max 0
,

bxB
hxm

=
≤Τ∈

ϕ
ϕ

 

,),(),( xxLxBxB ′′−′≤′′−′ ϕϕ  

для будь-якої функції )()( 1 mCa Τ∈ϕ  і для будь-якої функції 

),(),( )0,1(
)(1

nm
xLip RxCxa ∈Τ∈∈ ϕϕ  такої, що 

,),(max 1
,

εϕ
ϕ

≤
≤Τ∈

xa
hxm

 xxLxaxa ′′−′≤′′−′
~),(),( 11 ϕϕ  

система (1) має асимптотично стійкий інваріантний тороїдальний много-
вид. 

 
1. Митропольский Ю. А.., Самойленко А. М., Кулик Л. В. Исследование дихотомии 

линейных систем дифференциальных уравнений с помощью функции Ляпунова. 
– К.: Наук. думка, 1990. – 272 с. 

2. Самойленко А. М. Элементы математической теории многочастотных колебаний. 
Инвариантные торы. – М.: Наука, 1987. – 304 с. 

 
EXISTENCE OF ASYMPTOTICALLY STABLE INVARIANT TORUS FOR SYSTEM OF 

CERTAIN CLASS OF DIFFERENTIAL EQUATIONS 
 

The question of existence of asymptotically stable invariant toroidal set for system of weakly 
perturbated nonlinear differential equations of certain class, defined on m-measurable torus 
is considered. 
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УДК 517.956 
 

ПРО ХАРАКТЕР ТОЧКОВИХ СТЕПЕНЕВИХ ОСОБЛИВОСТЕЙ 
РОЗВ’ЯЗКУ НЕЛІНІЙНОГО ІНТЕГРАЛЬНОГО РІВНЯННЯ 

ВОЛЬТЕРРА 
 

Чмир О.Ю. 
 

Львівський державний університет безпеки життєдіяльності, 
o_chmyr@yahoo.com.ua  

 

Формулювання задачі. Нехай n∈` , Ω  – область в n\  з межею 
S = ∂Ω  класу C∞ , (0, ]Q T= Ω× , 0 T< < +∞ . 

Використовуватимемо позначення: 
|| ||x y−  – евклідова відстань в n\ ; ( , )P x t= , ( , )M y τ= , l �( , )P x t= � ; 

1
2 2( , ; , ) | | (|| || | |)d x t y PM x y tτ τ= = − + −  – параболічна відстань в 1n+\ ; 

η  – мультиіндекс з компонентами ( ,..., )nη η1 , iη +∈] , ,i n=1 ,  

| | ... nη η η1= + +  – довжина мультиіндексу η , 
| |

... n
x

n
D

x x

η
η

η η1
1

∂
=
∂ ⋅ ⋅∂

. 

Нехай lP  – довільна фіксована точка з Q , l �
0 0( , ) ( , , , )P P x t x tρ ρ= �  – не-

скінченно диференційовна невід’ємна функція, яка має порядок відстані 
l| |PP  в околі точки lP , додатна поза ним та l( , )P Pρ0 ≤1, ( , )x t Q∈ . 
Введемо такі позначення: 

( )( , ) ( , ; , ) ( , , ( , ))
t

Hz x t d K x t y F y z y dyτ τ τ τ0
0 Ω

= ∫ ∫ , H z Hz h1 = + ,  

де ),;,( τytxK  (( , ; , ) )x t y Q Qτ ∈ ×  – ядро інтегрального оператора H , що во-
лодіє наступними властивостями: 

1) 0),;,( =τytxK  при τ<t ; 
2) ),;,( τytxK при ),(),( τytx ≠  має похідні до порядку 2++ ns , а в око-

лі діагоналі ( , ) ( , )x t y τ=  разом із своїми похідними має такі оцінки: 

| |
,| ( , ; , ) | [ ( , ; , )]s

yD K x t y C d x t y
η

η ηη
η ηη τ τ

τ

0
0

00

− −2∂
≤

∂
, де 2 0n s− − < < , 

| | ,s nη η0+2 < + + 2  ,Cη η0  – додатні сталі; 
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функція 0F  визначена в ( ; )Q× −∞ +∞ , функція h  визначена в Q . 
Введемо такі функційні простори: 

l l �
0( , ) { :|| ; || ( , , , ) | ( , ) | }k

k k
Q

M Q P z z P x t x t z x t dxdtρ= = < +∞∫ � , Rk∈ ; 

j l l �
0( , ) { ( /{ }) : ( , , , ) ( , ) ( )M Q P z C Q P y x t z y C Qα

α ρ τ τ−= ∈ ∈�  
l �

0
( , )

(|| ; || sup ( , , , ) | ( , ) | )}
y Q

z P y x t z yα
α

τ
ρ τ τ−

∈

′= < +∞� . 

Розглянемо інтегральне рівняння  

( , ) ( , ; , ) | ( , ) | ( , )
t

qz x t d K x t y z y dy h x tτ τ τ
0 Ω

= +∫ ∫   (1) 

в якому (0,1)q∈ , j l( , )h M Q Pα∈ . 

Теорема. Нехай (0,1)q∈ , 2 0n s− − < < , j l( , )h M Q Pα∈ , де 
2 0n s

q
α+ +

− < ≤ . Тоді існує розв’язок j l( , )u M Q Pα∈  інтегрального рівняння 

(1) і при 2k nα> − − −  цей розв’язок належить до простору l( , )kM Q P . 
Одержані результати мають застосування до розв’язності крайових задач 

для півлінійних параболічних рівнянь. 
 

THE CHARACTER OF POINTED POWER SINGULARITIES OF THE SOLUTION OF 
VOLTERRA NONLINEAR INTEGRAL EQUATION 

 

The sufficient conditions of the solvability for Volterra nonlinear integral equation with the 

polar kernel in weight 1L  – spaces of the functions with power singularities near the given 
point in domain have been investigated. 
 

 

 



 Диференціальні рівняння та їх застосування 
 

235 

УДК 517.91/943 
 

АСИМПТОТИЧНЕ ІНТЕГРУВАННЯ ЛІНІЙНИХ ВИРОДЖЕНИХ 
СИСТЕМ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ІЗ ЗАПІЗНЕННЯМ 

АРГУМЕНТУ 
 

Шатковська К.В. 
 

Національний педагогічний університет імені М.П.Драгоманова, Київ, e-mail: 
shatkovskakv@ukr.net  

 
Розглядається система диференціальних рівнянь  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),
, , , ,

dx t
B A x t C x t

dt
ε

τ τ ε ε τ ε τ ε= + − Δ ,  (1) 

де ( ),x t ε  − шуканий n - вимірний вектор, ( ) ( ) ( ), , , ,A B Cτ ε τ τ ε − дійсні або 

комплекснозначні квадратні матриці n -го порядку, [ ]0;t Tτ ε= ∈ ,  

( ]00;ε ε∈ − малий параметр, ( )det 0B τ ≡ . 
Системи рівнянь даного типу досліджувались у роботах [1-3]. Зокрема, в 

[1,2] розроблено метод побудови асимптотичного розв’язку початкової задачі 
для системи (1) у випадку, коли ( )B t E= , а запізнення constΔ = . У цих же 
роботах розглянуто можливість побудови частинних асимптотичних розв’яз-
ків даної системи у випадку змінного запізнення, коли відповідне характерис-

тичне рівняння ( ) ( ) ( )( )0 0det 0A E e Cλ ττ λ τ− Δ− + =  має прості корені. 

Система (1) з тотожно виродженою матрицею ( )B τ  вперше розгляда-
лась у [3], де по аналогії з [1,2] методом кроків будується асимптотика роз-
в’язку початкової задачі за умови сталого запізнення. 

У даній роботі вивчається питання про побудову асимптотики частин-
них розв’язків системи (1) у випадку, коли відповідне характеристичне рів-

няння ( ) ( ) ( ) ( )( )0 0det 0A B e Cλ ττ λ τ τ− Δ− + =  має ізольований кратний корінь 

( )0λ τ  довільної кратності p < ∞ . 
Передбачається, що виконуються такі умови: 
1D . Матриці ( ) ( ), , ,A Cτ ε τ ε допускають рівномірні асимптотичні 

розвинення за степенями параметра ε : 

( ),A τ ε ~ ( )
0

k
k

k
Aε τ

≥
∑ , ( ),C τ ε ~ ( )

0

k
k

k
Cε τ

≥
∑ ;  (2) 
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2D . Коефіцієнти розвинень (2), матриця ( )B τ  і функція ( )τΔ  

нескінченно диференційовні на відрізку  [ ]0;T ; 

3D . ( ) [ ]0, 0;Tτ τΔ ≥ ∀ ∈ ; 
Показано, що при виконанні цих умов система (1) має p  лінійно 

незалежних формальних розв’язків вигляду  

( ) ( ) ( )
0

1, , exp ,x t u s ds
τ

ε τ μ λ μ
ε

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫ , 

де ( ),u τ μ − n - вимірний вектор, ( ),λ τ μ − скалярна функція , які зображу-
ються у вигляді формальних розвинень  

( ) ( ) ( ) ( )
0 0

, , , , pk k
k k

k k
u uτ μ μ τ λ τ μ μ λ τ μ ε

∞ ∞

= =
= = =∑ ∑ . 

Доведено їх асимптотичний характер при 0ε → . 
 
1. Фещенко С.Ф., Шкиль Н.И., Пидченко Ю.П., Сотниченко Н.А. Асимптотические 

методы в теории линейных дифференциальных уравнений с отклоняющимся ар-
гументом. − К.: Наук. думка, 1981. − 294 с. 

2. Самойленко А.М., Шкіль М.І., Яковець В.П. Лінійні системи диференціальних рів-
нянь з виродженням. − К.: Вища школа, 2000. − 294 с. 

3. Самусенко П.Ф. Побудова асимптотичних розв’язків систем диференціальних з 
відхиленням аргументу та виродженою матрицею при похідних // Нелінійні коли-
вання. - 2002. − Т. 5, №4. − С. 527-539. 

 
ASYMPTOTIC INTEGRATION OF THE LINEAR DEGENERATE SYSTEM OF THE DELAY 

DIFFERENTIAL EQUATION 
 

The particular asymptotic solutions of the linear system of the delay differential equations 
with the slowly varying coefficients in case of the multiple root of the characteristic equation 
are considered in report. 
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ПРО ПОБУДОВУ АСИМПТОТИЧНОГО РОЗВ’ЯЗКУ ЗАДАЧІ 
ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ ДЛЯ ВИРОДЖЕНОЇ СИНГУЛЯРНО 

ЗБУРЕНОЇ СИСТЕМИ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ 
 

Яковець В.П., Тарасенко О.В. 
 

Ніжинський державний університет імені Миколи Гоголя, e-mail: 
oxana.tarasenko@gmail.com  

 
Розглядається процес керування, який описується лінійною неавтоном-

ною системою диференціальних рівнянь 

,),(),()( utCxtA
dt
dxtBh εεε +=  

і переводить її з положення )(),0( 0 εε xx =  в положення )(),( 1 εε xTx =  за фік-
сований проміжок часу ,T  надаючи мінімум функціоналу 

,),),((
2

1

0
∫=
T

h dtuutDJ ε
ε

 

де ),,( εtA  )(tB  - квадратні матриці n -го порядку, ),,( εtC ),( εtD  - матриці 
розмірності )( mn×  і )( mm×  відповідно, ),( εtx  - n -вимірний вектор стану, 

),( εtu  - m -вимірний вектор керування, ];0( 0εε ∈  - малий параметр: 10 <<ε ; 
,Nh∈  [ ]Tt ;0∈ .  
Передбачається, що виконуються наступні умови: 
1. матриці ),,( εtA  )(tB , ),,( εtC  ),( εtD  допускають на відрізку  ];0[ T  

рівномірні асимптотичні розвинення за степенями малого параметра: 
,)(~),(

0
∑
≥k

k
k tAtA εε  ,)(~)(

0
∑
≥k

k
k tBtB ε  ,)(~),(

0
∑
≥k

k
k tCtC εε  

;)(~),(
0

∑
≥k

k
k tDtD εε  

2. коефіцієнти )(tAk , )(tBk , )(tCk , ),(tDk  ,...2,1,0=k  розвинень (3) 
нескінченно диференційовні на відрізку ];0[ T ; 

3. матриця ),( εtD  додатно визначена на ];0[ T ; 

4. ,0)(det 0 ≠tD  [ ]Tt ;0∈∀ ; 
5. ,0)(det ≡tB  [ ]Tt ;0∈∀ . 

(3)

(1)

(2)
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Оптимальне керування вибирається з області допустимих значень, яка 
збігається з усім заданим m -вимірним простором. 

Використовуючи результати робіт [1], [2], досліджується можливість по-
будови оптимального керування ),( εtu  та відповідної оптимальної траєкторії 

),( εtx  у вигляді розвинень за степенями малого параметра та встановлюється 
їх асимптотичний характер. 
 
1. Самойленко А.М., Шкіль М.І., Яковець В.П. Лінійні системи диференціальних рів-

нянь з виродженнями. – К.: Вища школа, 2000. – 294 с. 
2. Каранджулов Л.И., Бойчук А.А.. Божко В.А. Асимптотическое разложение реше-

ний сингулярно возмущенной линейной краевой задачи // Докл. АН Украины. - 
1994. - № 1. – С. 7-10. 

 
ON THE CONSTRUCTION OF ASYMPTOTIC SOLUTION OF OPTIMAL CONTROL 

PROBLEM FOR THE DEGENERATED SINGULAR PERTURBED SYSTEMS OF 
DIFFERENTIAL EQUATIONS 

 
We propose an algorithm for constructing asymptotic solution of optimal control problem 
for a singularly perturbed linear system of differential equations with a degenerate matrix at 
the derivatives. 
 

 

 
SMALL DENOMINATORS IN SEVERAL METRICS  

 
Kukso O.S.1, Shamukova N.V.2 

 
1Institute of Mathematics of NAS of Belarus, olga_kukso@tut.by  

2Bobrujsk filial of BSEU, shamukova_n@mail.ru  
 

V.I. Arnold and A.N. Kolmogorov showed stability of solar-type systems. 
The proof was based on studying of behaviour of the value 
( ) ( )nn wawawawaf +++= …2211, , where ( ) n

nwwww R∈= ,,, 21 … and 

( ) n
naaaa Z∈= ,,, 21 … . Let j

nj
aH

≤≤
=

1
max . It is easy to prove that for almost all 

w the inequality 
( ) wHwaf −<,     (1) 

has only finite number of solutions in vectors a  for almost all w  (in sense of 
Lebesgue measure in nR ).  

The problem becomes considerably more complicated, if the vector w  
belongs to some manifold G , nG <dim . However the formulated above 
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statement remains true if ( )nwwww ,,, 2 …=  (details see in [1]). Recently in [2] 
the similar statement has been proved for a wide class of so-called non-degenerate 
curves. We prove analogues of metric theorems for monic polynomials in several 
metrics.  

Let ( ) 01
1

1 atatattP n
n

n ++++= −
− …  be the monic polynomial with integer 

coefficients and height j
nj

aH
11

max
−≤≤

= . Denote by ( )wzxu ,,=  a vector in 

pQCR ×× , ( )xΨ  monotonic decreasing function of positive argument ( 0>x ), 

321 μμμμ ××=  cartesean product of Lebesgue measures in R , C , pQ . 

Theorem. Let ( )∑
∞

=

+− Ψ
1

1

H

n HH  converges then the system of inequalities 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )⎪

⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

Ψ<

Ψ<

Ψ<

−

−

−

,
,
,

33

22

11

HHwP
HHzP
HHxP

v
p

v

v

λ

λ

λ

 

for almost all u  has finite number of solutions in vectors ( )110 ,,, −= naaaa … , 
where 0≥iv , 42 321 −=++ nvvv , 0≥jλ , 12 321 =++ λλλ . 

 
1. Sprindzuk V.G. Mahler's problem in metric number theory. – Minsk.: Nauka I Technika, 

1967. – 184 p. 
2. Beresnevich V., Bernik V., Kleinbock D., Margulis G. Metric Diophantine 

approximation: the Khintchine-Groshev theorem for non-degenerate manifolds // 
Moscow Math. J. – 2002. – 2, No. 2. – P. 203-225. 
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ON THE SCHRÖDINGER OPERATOR WITH POINT INTERACTIONS 
 

Man’ko S.S.  
 

Ivan Franko National University of L’viv , Department of Mechanics and Mathematics, 
s_manko@franko.lviv.ua  

 
Describing point interactions for one-dimensional Schrödinger operators 

attracts considerable attention by researchers in various disciplines. The proper 
potentials have supports at the positions of a discrete set of point sources. Such 
operators are used to obtain exactly solvable models in quantum mechanics, in the 
study of wave propagation in electrodynamics and more generally in some models 
of theoretical physics [1]. The structure of the spectrum of such operators can 
easily be investigated and eigenfunctions can be calculated explicitly. 

Our talk will be focused on the Schrödinger operator with δ’-interactions 

),('2

2
x

dx
dH αδα +−=  where α  is a coupling constant and )(' xδ  is the derivative 

of the Dirac function.  This operator can be understood as a selfadjoint extension of 
the relevant free Hamiltonians with the interaction points removed. 

We approximate αH  by operators 
αε ,H  that are the closure of the 

essentially seladjoint ones  
2

1
02 ( ), ( ) ( ).

d
H x D H C R

dxε ε
α

ε
ε

− ∞=− + Ψ =  

Here Ψ  is the shape of the 'δ -like barrier and )(')( 12 xx δεε →Ψ −−  in the 
sense of distributions as 0ε → . In order to describe the best solvable model we 
introduce for each 'δ -like barrier Ψ  two spectral characteristics: resonant set ΨΣ  
and coupling function Ψθ . Resonant set ΨΣ  is the spectrum of the Sturm-Liouville 
problem with indefinite weight   

'' 0, ( 1,1), '( 1) 0, '(1) 0.w w w wα ξ− + Ψ = ∈ − − = =   (1) 
It is convenient to associate problem (1) with J-selfadjoint and J-nonnegative 

operator in the Krein space. The spectrum of this operator and thereby the resonant 
set is real and countable. If ΨΣ∈α , then ( ) (1) / ( 1)w wα αθ αΨ = − , where αw  is 
an eigenfunction  of the problem (1) corresponding to α . 

Let ±S  be the Schrödinger operators on half-axes ±R   
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2
2

22 , , ( ) { ( ) : (0) 0}
d

S x R D S f W R f
dx± ± ± ±=− ∈ = ∈ =  

and αS  – operators on the whole line R  with domain )0\(2
2 RW  and coupling 

conditions at the origin ( 0) ( ) ( 0)f fθ αΨ+ = − and ).0(')0(')( −=+Ψ ffαθ  
Having spectral characteristics of the 'δ -like barrier Ψ  we can construct operator  

⎩
⎨
⎧

Σ∈
Σ∉⊕

=Ψ
Ψ

Ψ+−

.,
,,

),(
α
α

α
αS

SS
A    (2) 

The family ),( ΨαA  describes the motion of a particle in the potential 

)( 12 x−− Ψ εαε  which is only correct approximation for 'δ -potential.  
In [2] it was showed that the family of Schrodinger operators  

)(1 1
22

2

xV
dx
d −+− ε

ε
 

converge in the norm resolvent sense to free Hamiltonians defined on the half-axes 
by the Dirichlet boundary conditions at the origin. However, this result is incorrect 
due to the existence of partial transmission for such type potential. This is in 
contrast to the earlier consensus that such a potential allows no transmission. 

Theorem. For each real α  and for each 'δ -shape Ψ  there exists a family of 
operators ( , )A α Ψ  defined by (2) such that the family αε ,H  converges to ( , )A α Ψ  
as 0ε →  in the strong resolvent sense.  
 
1. Albeverio S., Gesztesy F., Høegh-Krohn R., Holden H. Solvable models in quantum 

mechanics. With an appendix by Pavel Exner. – Chelsea Publishing, 2005. – 517 p. 
2. Šeba P. Some remarks on the δ’-interaction in one dimension // Rep. Math. Phys. – 

1986. – 24, № 1 – P. 111–120. 
 

ОПЕРАТОР ШРЕДІНҐЕРА З ТОЧКОВОЮ ВЗАЄМОДІЄЮ  
 

У доповіді показано, що формальному диференціальному оператору Шредінґера 
2

2 '( )
d

x
dx

αδ− + , де '( )xδ – похідна функції Дірака, неможливо поставити у відповід-

ність єдиний самоспряжений оператор. Але для кожної реальної моделі із фіксованим 
гладким 'δ -подібним потенціалом можна побудувати сім’ю самоспряжених опера-
торів, що найкраще описують рух частинки в такому потенціалі. 
 

 

 






