
НАЦIОНАЛЬНА АКАДЕМIЯ НАУК УКРАЇНИ

Iнститут прикладних проблем механiки i математики
iм. Я.С. Пiдстригача

В.П. Щедрик

ФАКТОРИЗАЦIЯ МАТРИЦЬ

НАД

КIЛЬЦЯМИ ЕЛЕМЕНТАРНИХ ДIЛЬНИКIВ

Львiв
2017



ББК В152.2я44+В152.5я44
Щ 367
УДК 512.64+512.55

В.П. Щедрик. Факторизацiя матриць над кiльцями елементарних дiльникiв. -Львiв:
Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я.C. Пiдстригача
НАН України, 2017. -304 с.

Монографiя присвячена дослiдженню арифметики кiлець матриць над певними кла-
сами комутативних областей скiнченно породжених головних iдеалiв. Головна увага зо-
середжена на побудовi теорiї розкладностi матриць на множники. Висвiтлюється тiсний
зв’язок факторизовностi матриць iз певними властивостями пiдгруп повної лiнiйної групи
та спецiальною нормальною формою матриць стосовно односторонньої еквiвалентностi.
Ґрунтовно вивчаються властивостi матриць над кiльцями стабiльного рангу 1,5.

Для спецiалiстiв з теорiї кiлець, лiнiйної алгебри та студентiв i аспiрантiв.

Бiблiогр. 114 назв.

V.P. Shchedryk. Factorization of matrices over elementary divisor rings. -Lviv: Pidstryhach
Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of the NAS of Ukraine, 2017. -
304 p.

The book is devoted to investigation of arithmetic of the matrix rings over certain classes of
commutative finitely generated principal ideals domains. We mainly concentrate on constructi-
ng of the matrix factorization theory. We reveal a close relationship between the matrix factori-
zation and specific properties of subgroups of the complete linear group and the special normal
form of matrices with respect to unilateral equivalence. The properties of matrices over rings
of stable range 1.5 are thoroughly studied.

The book is intended for experts in the ring theory and linear algebra, senior and post-
graduate students.

Ref. 114.

Рецензенти:

Ю.А. Дрозд, член-кореспондент НАН України, професор, завiдувач вiддiлу алгебри i
топологiї Iнституту математики НАН України;

Б.В. Забавський, доктор фiз.-мат. наук, професор, завiдувач кафедри алгебри i логiки
Львiвського нацiонального унiверситету iм. I. Франка.

ISBN 978-966-02-8035-9

c©Щедрик В.П., 2017

c©IППММ iм. Я.С. Пiдстригача НАН України, 2017



Змiст

Змiст

Передмова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними . . . . . . . . . . . . 9
1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.2. Доповнення примiтивного рядка до оборотної матрицi . . . . . . . 24

1.3. Форма Ермiта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

1.4. Рiвнiсть Безу та її властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

1.5. Найбiльший спiльний дiльник матриць . . . . . . . . . . . . . . . 39

1.6. Дiльники нуля в кiльцях матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

1.7. Матрична рiвнiсть Безу . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв . . . . . . . . . . . . . 54
2.1. Форма Смiта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.2. Перетворювальнi матрицi та група Зелiска . . . . . . . . . . . . . . 62

2.3. Нижнi унiтрикутнi перетворювальнi матрицi . . . . . . . . . . . . 66

2.4. Структура перетворювальних матриць одного класу матриць . . . 70

2.5. Деякi властивостi елементiв кiлець елементарних дiльникiв . . . . 72

2.6. Група Зелiска та стабiльний ранг кiлець . . . . . . . . . . . . . . . 77

2.7. Кiльця матриць стабiльного рангу 1,5 . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.8. Мультиплiкативнi властивостi форми Смiта . . . . . . . . . . . . . 98

Роздiл 3. Технiка лiнiйної алгебри в матричних кiльцях . . . 108
3.1. Властивостi мiнорiв матриць над кiльцями Безу . . . . . . . . . . 108

3.2. Iнварiантнi множники блочно-трикутних матриць та їх дiагональ-
них блокiв . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

3.3. Форма Смiта деяких матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129

3



Змiст

Роздiл 4. Подiльнiсть та асоцiйовнiсть матриць . . . . . . . . . 137
4.1. Подiльнiсть матриць i породжуюча множина . . . . . . . . . . . . 137

4.2. Структура матриць породжуючої множини . . . . . . . . . . . . . 141

4.3. Властивостi групи Зелiска та породжуючої множини . . . . 144

Роздiл 5. Факторизацiя матриць . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163
5.1. Окремi випадки факторизацiй матриць . . . . . . . . . . . . . . . 163

5.2. Неасоцiйовнi дiльники матриць i множина Казiмiрського . . 166

5.3. Значення матрицi на системi коренiв дiагональних
елементiв d-матрицi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

5.4. Регуляризацiя полiномiальних матриць . . . . . . . . . . . . . . . 190

5.5. Один метод побудови форми Жордана . . . . . . . . . . . . . . . 194

5.6. Визначальна матриця та її властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . 196

5.7. Унiтальнi дiльники полiномiальних матриць . . . . . . . . . . . . 203

5.8. Структура найбiльших спiльних дiльникiв матриць . . . . . . . . 207

5.9. Структура найменших спiльних кратних матриць . . . . . . . 220

Роздiл 6. Iнварiанти примiтивних матриць стосовно дiї групи
Зелiска . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230
6.1. Ф-стрижень стовпця та його властивостi . . . . . . . . . . . . . . 231

6.2. Ф-скелет матриць та його властивостi . . . . . . . . . . . . . . . . 245

Роздiл 7. Одностороння еквiвалентнiсть матриць . . . . . . . . 249
7.1. Неасоцiйовнi матрицi зi стандартними Ф-скелетами . . . 249

7.2. Нормальна форма матриць з одним iнварiантним множником . . 267

7.3. Застосування отриманих результатiв до розв’язання ма-
тричних одностороннiх рiвнянь . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 289

Перелiк умовних позначень . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294
Список лiтератури . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 296

4



Передмова

Передмова

Об’єктом дослiдження монографiї є матрицi над комутативними обла-
стями елементарних дiльникiв з точки зору їх розкладностi на множники та
супутнiми задачами – встановлення взаємозв’язкiв мiж певними пiдгрупами
та пiдмножинами повної лiнiйної групи та зведення матриць одностороннiми
перетвореннями до канонiчного вигляду.

I. Капланський [1] ввiв поняття кiльця елементарних дiльникiв, як та-
кого кiльця R, над яким кожна матриця має властивiсть канонiчної дiаго-
нальної редукцiї. Tобто для кожної матрицi A над таким кiльцем iснують
оборотнi матрицi P, Q вiдповiдних розмiрiв (надалi називатимемо їх пере-
творювальними матрицями), що

PAQ = diag (d1, . . . , dr, 0, . . . , 0),

де
Rdi+1R ⊆ diR

⋂
Rdi, i = 1, . . . , r − 1. (1)

Якщо R – комутативне кiльце, то умова (1) рiвносильна тому, що di|di+1,
i = 1, . . . , r− 1. Дослiдження таких кiлець започаткував Г. Смiт [2], який
встановив, що кожна цiлочислова матриця елементарними перетвореннями
над рядками та стовпцями зводиться до дiагональної матрицi, в якiй ко-
жний наступний дiагональний елемент дiлиться на попереднiй. Л. Дiксон
[3], Д. Веддербарн [4, 5], Б. Ван дер Варден [6], Н. Джекобсон [7] узагальни-
ли результат Г. Смiта на рiзнi класи як комутативних, так i некомутативних
кiлець без дiльникiв нуля. До класу кiлець елементарних дiльникiв входять
евклiдовi кiльця, кiльця головних iдеалiв, адекватнi кiльця [8], кiльця цiлих
аналiтичних функцiй [4], кiльце неперервних дiйсних функцiй над цiлком
регулярним Гаусдорфовим простором [10], кiльце формальних степеневих
рядiв над полем рацiональних чисел з вiльним цiлим членом [11], кiльце
цiлих алгебраїчних чисел [12].

З метою дослiдження кiлець елементарних дiльникiв I. Капланський ввiв
поняття правого кiльця Ермiта як такого, над яким кожна 1 × 2 матриця
має властивiсть канонiчної дiагональної редукцiї, i показав, що праве кiльце
Ермiта є правим кiльцем Безу, тобто кiльцем скiнченно породжених правих
головних iдеалiв. У випадку комутативних областей цi кiльця збiгаються
[13]. Л. Гiллман та М. Хенрiксен [10, 11], вивчаючи комутативнi кiльця Ер-
мiта та кiльця елементарних дiльникiв з дiльниками нуля, навели приклад
комутативного кiльця Безу, яке не є кiльцем Ермiта, i кiльця Ермiта, яке не
є кiльцем елементарних дiльникiв. Ними було поставлено питання збiжностi
цих кiлець у випадку комутативних областей, яке тепер вiдоме як проблема
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Передмова

кiлець елементарних дiльникiв. Без перебiльшення можна сказати, що це
одна iз найбiльш актуальних проблем сучасної алгебри. Серед великої кiль-
костi праць, присвячених цiй тематицi, видiлимо дослiдження П. Кона [14],
М. Ларсена, У. Левiса, Т. Шореса [15], У. Мак Говерна [16], якi розв’язу-
вали її як методами класичної теорiї кiлець, так i методами теорiї модулiв.
Багатообiцяльними дослiдженнями цiєї проблеми є тi, що ґрунтуються на
поняттi стабiльного рангу кiльця – одного iз важливих iнварiантiв К-теорiї.
Це поняття у 1964 роцi ввiв Х. Басс [9]. Так Б. Забавський отримав низ-
ку структурних теорем, якi достатньо глибоко характеризують кiльця Безу
скiнченного стабiльного рангу [17, 18, 19]. Зокрема, вiн показав, що кiль-
ця елементарних дiльникiв мають стабiльний ранг не бiльше 2 [17]. Окрiм
цього, через поняття стабiльного рангу елегантно вводяться тепер широко
дослiджуванi комутативнi чистi кiльця (clean rings) [20], кiльця з власти-
вiстю замiни (exchange rings) [21], акуратнi кiльця (neat rings) [22]. Бiльш
глибокi дослiдження цього поняття спонукали до введення iдемпотентного
стабiльного рангу [22, 20] та одиничного стабiльного рангу [23].

Увага до кiлець елементарних дiльникiв, без сумнiву, обумовлена не ли-
ше тим, що переважна бiльшiсть класичних кiлець має властивiсть канонi-
чної дiагональної редукцiї. Їх досконала внутрiшня структура дає можли-
вiсть отримувати глибокi результати i в сумiжних областях, зокрема в теорiї
модулiв та в алгебраїчнiй К-теорiї. Так I. Капланський [1] показав, що над
кiльцем елементарних дiльникiв довiльний скiнченно зображуваний модуль
розкладається в пряму суму циклiчних модулiв. Для комутативних кiлець
доведено i обернене твердження: якщо скiнченно зображуваний модуль над
кiльцем розкладається в пряму суму циклiчних модулiв, то це кiльце є кiль-
цем елементарних дiльникiв [15].

Великий потенцiал цих кiлець проявився i у можливостi побудови єдиної
теорiї факторизацiї матриць над такими кiльцями. Зауважимо, що задачами
розкладу матриць на множники почали цiкавитись ще в другiй половинi
XIX столiття. Зокрема, А. Келi [24], М. Сильвестр [25, 26], Ф. Фробенiус
[27] розглядали задачу зображення числових матриць у виглядi добутку
однакових матриць.

Найбiльш глибоко факторизацiйнi задачi дослiджувались у кiльцях по-
лiномiальних матриць. Це стимулювалося тим фактом, що згiдно з узагаль-
неною теоремою Безу [28], видiлення лiнiйного унiтального множника, тобто
множника вигляду Ix−B, де I – одинична матриця, iз полiномiальної мат-
рицi рiвносильне знаходженню кореня B вiдповiдного одностороннього мат-
ричного рiвняння. Такими задачами займались M. Iнграгам [28, 29], У. Рот
[30, 31, 32], П. Ланкастер [33, 34, 35], Г. Лангер [51], Г. Вiммер [37], Д. Деннiс,
Д. Трауб, Р. Вебер [38], I. Гохберг, Л. Родман [39], А. Маркус, I. Мереуца
[40], О. Малишев [41] та iн. (див. працi зi списку лiтератури). Такi дослi-
дження були популярними в другiй половинi XX столiття, коли цiлi науковi
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колективи виборювали першiсть у розв’язаннi проблеми видiлення унiталь-
ного множника з полiномiальної матрицi. Першим конструктивний метод її
розв’язання запропонував П. Казiмiрський [55, 56, 57]. Потрiбно зазначити,
що поштовхом до таких дослiджень стала стаття академiка Я. Лопатин-
ського – учителя П. Казiмiрського, в якiй розглядались системи диферен-
цiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами. В цiй працi Я. Лопатинський
отримав суто алгебраїчний результат [58], який стосувався видiлення регу-
лярного множника з полiномiальної матрицi.

Вагомi результати, що стосуються факторизацiї матриць, отримали учнi
П. Казiмiрського – В. Зелiско [63, 64] та В. Петричкович [65]-[71]. Зокрема,
розглянута В. Зелiском група оборотних матриць, що квазiкомутують з дiа-
гональною матрицею є нарiжним каменем побудованої в цiй монографiї те-
орiї факторизацiї матриць. В. Петричкович, грунтуючись на введених ним
спiльно з П. Казiмiрським поняттях напiвскалярної i узагальненої еквiва-
лентностi та певної трикутної форми матриць з iнварiантними множниками
на головнiй дiагоналi, суттєво розширив клас абсолютно розкладних ма-
тричних многочленiв, тобто тих многочленiв, якi розкладаються в добуток
лiнiйних множникiв (такi многочлени ще називають Веддербарнiвськими).
Вiн вказав необхiднi та достатнi умови єдиностi, з точнiстю до асоцiйов-
ностi, дiльникiв iз заданою формою Смiта для матриць над адекватними
областями. Ввiв поняття факторизацiї матрицi, паралельної до факториза-
цiї її форми Смiта, та описав класи матриць, що мають таку властивiсть.

Дослiдження факторизацiї матриць не обмежувались лише розглядом
полiномiальних матриць. Так вивчались розклади матриць над тiлами i унi-
версальними алгебрами [59, 60], над дедекiндовими областями [61]. Тут по-
трiбно особливо видiлити працю З. Боревича [62], в якiй цi дослiдження були
виведенi на новий рiвень. У нiй було запропоновано класифiкувати дiльни-
ки матриць над комутативними областями головних iдеалiв їхнiми формами
Смiта та описувати з точнiстю до асоцiйовностi. Природний на сучасний по-
гляд пiдхiд був на той час революцiйним. На жаль, факторизацiйнi задачi
стояли дещо осторонь наукових уподобань З. Боревича. Тому отриманi ним
результати (стосувались єдиностi дiльникiв), викладенi лише у виглядi тези
його доповiдi на III Всесоюзному симпозiумi з теорiї кiлець, алгебр i модулiв.

У монографiї, запропонований З. Боревичем пiдхiд реалiзується для мат-
риць над областями елементарних дiльникiв, над якими така задача ще не
розглядалась. Такi дослiдження стали можливими завдяки використанню
принципово нового пiдходу, який базується на вивченнi множини оборотних
матриць L(E, Φ), яка породжує всi лiвi дiльники iз заданою формою Смi-
та Φ та на дослiдженнi групи Зелiска GΦ, яка вiдповiдає за асоцiйовнiсть
матриць.

Подамо коротко змiст книги оглядом її роздiлiв. Книга написана так,
щоб читач, який ознайомлений з унiверситетським курсом лiнiйної алгебри,
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Передмова

мав можливiсть, не звертаючись до iнших джерел, зрозумiти викладений
матерiал. З цiєю метою в перших двох роздiлах, окрiм оригiнальних ре-
зультатiв, наведено вже й вiдомi. Вони стосуються властивостей елементiв
кiлець Безу, доповнення примiтивних рядкiв до оборотних матриць, нор-
мальних форм стосовно одно- та двосторонньої еквiвалентностей матриць.
Особливу увагу в першому роздiлi придiлено загальним властивостям най-
бiльних спiльних дiльникiв та найменших спiльних кратних матриць.

У другому роздiлi вивчаються властивостi перетворювальних матриць
та групи Зелiска, яка є їх генератором. Вводиться поняття кiльця стабiль-
ного рангу 1,5 та доводиться, що повна лiнiйна група цього кiльця зобража-
ється у виглядi добутку групи Зелiска, груп нижнiх i верхнiх унiтрикутних
матриць. Також показано, що над комутативною областю Безу R кiльце
матриць другого порядку має стабiльний ранг 1,5 тодi i тiльки тодi, коли R
має аналогiчний стабiльний ранг. Встановлено умови, за яких форма Смiта
добутку матриць збiгається з добутком їхнiх форм Смiта.

Третiй роздiл має технiчний характер. У ньому дослiджуються влас-
тивостi мiнорiв та iнварiантних множникiв блочно-трикутних матриць та їх
дiагональних блокiв. Цi результати використано пiд час викладу подальших
роздiлiв.

У четвертому роздiлi вводиться поняття породжуючої множини i на її
основi формулюються критерiї подiльностi та асоцiйовностi матриць. До-
слiджується структура її елементiв та встановлюється взаємозв’язок цiєї
множини з групою Зелiска.

П’ятий роздiл присвячений дослiдженню факторизацiї матриць. Зокре-
ма, вказано умови єдиностi (з точнiсю до асоцiйовностi) дiльникiв iз зада-
ною формою Смiта. Введено поняття множини Казiмiрського та вказано
умови, за яких ця множина породжує всi неасоцiйовнi дiльники iз заданою
формою Смiта. Особливу увагу придiлено факторизацiї полiномiальних мат-
риць. Наслiдком цього стала побудова ефективних методiв пошуку коренiв
одностороннiх матричних рiвнянь та знаходження форми Жордана. Два
завершальнi пiдроздiли цього роздiлу присвяченi знаходженню форм Смiта
та перетворювальних матриць найбiльних спiльних дiльникiв i найменших
спiльних кратних матриць.

У шостому роздiлi дослiджується дiя групи Зелiска на примiтивнi мат-
рицi. При цьому вказуються iнварiанти стосовно такої дiї.

Заключний сьомий роздiл присвячений дослiдженню односторонньої еквi-
валентностi матриць з фiксованою формою Смiта. Показано, що пошук дiль-
никiв, якi мають задану форму Смiта розпаралелюється i зводиться до опису
певних матриць iз заданими Φ-скелетами. Наслiдком цих результатiв став
опис всiх неасоцiйовних матриць зi стандартним Φ-скелетом, а також всiх
нерозкладних дiльникiв матриць.
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Роздiл 1.
Кiльця Безу та матрицi над
ними

У роздiлi наводяться основнi властивостi елементiв комутативних обла-
стей Безу, вказується нормальна форма матриць стосовно одностороннiх
перетворень з повної лiнiйної групи (форма Ермiта). Особлива увага придi-
лена рiвностi Безу.

1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Поняття найбiльшого спiльного дiльника (н.с.д.) – одне з основополо-
жних у математицi. Пiд н.с.д. елементiв a, b комутативного кiльця R розу-
мiють спiльний дiльник цих елементiв, який дiлиться на всi iншi їхнi спiльнi
дiльники. Для некомутативних кiлець розглядають (якщо вони iснують) як
правi, так i лiвi найбiльшi спiльнi дiльники. Потрiбно зауважити, що є кiль-
ця, в яких поняття найбiльшого спiльного дiльника некоректне. Приклада-
ми таких кiлець є кiльця многочленiв над полями вiд нескiнченної кiлькостi
змiнних. У цих кiльцях у множинi спiльних дiльникiв, взагалi кажучи, не
iснує такого многочлена, що дiлиться на решту. Окрiм того, з означення най-
бiльшого спiльного дiльника не випливає, що найбiльший спiльний дiльник
визначений однозначно з точнiстю до дiльникiв одиницi. Таке твердження
правильне лише у тих кiльцях, у яких з умови взаємної подiльностi елемен-
тiв випливає їх асоцiйовнiсть – вiдмiннiсть на оборотний елемент. Особливо
"цiнується"якщо (a, b) – н.с.д. елементiв a, b лiнiйно виражається через
них. Тобто

(a, b) = au + bv, (1.1)

де u, v ∈ R. Ця рiвнiсть має назву рiвностi або тотожностi Безу.
Зауважимо, що iснування н.с.д. не гарантує його зображення у виглядi

(1.1). Зокрема, в кiльцi F [x, y] – многочленiв вiд двох змiнних над полем F
елементи x, y взаємно простi, тобто (x, y) = 1, проте в F [x, y] не iснує таких
u, v, що xu + yv = 1.

Виконання умови (1.1) для всiх елементiв кiльця R означає, що кожний
iдеал, породжений двома елементами цього кiльця, є головним. Очевидно,
що тодi й кожний скiнченно породжений iдеал R також є головним.
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Означення 1.1. Кiльцем Безу називається кiльце, у якому кожний скiн-
ченно породжений iдеал є головним.

Зауважимо, що некомутативне кiльце називається кiльцем Безу, якщо
кожний лiвий та правий скiнченно породжений iдеал є головним.

Прикладами комутативних кiлець Безу є кiльце цiлих чисел, кiльця мно-
гочленiв вiд однiєї змiнної над полями, кiльце цiлих аналiтичних чисел. Оче-
видним чином, комутативнi кiльця головних iдеалiв є кiльцями Безу. Обер-
нене твердження неправильне. Наприклад, адекватнi кiльця, мова про якi
йтиметься нижче, є кiльцями Безу, однак, не є кiльцями головних iдеалiв.
З цього випливає, що елементи кiлець Безу не можна зображати у виглядi
добутку нерозкладних елементiв цих кiлець. Тобто кiльця Безу, взагалi ка-
жучи, нефакторiальнi. Некомутативними кiльцями Безу є кiльця матриць
над комутативними кiльцями Безу.

Надалi всюди, якщо це спецiально не обумовлено, R – комутативна область
Безу, тобто комутативне кiльце Безу без дiльникiв нуля з 1 6= 0.

Властивiсть 1.1. Якщо (a, b) = 1 i a|bc, то a|c.

Доведення. Iснують такi u, v, що

au + bv = 1 ⇒ acu + bcv = c.

Оскiльки a|bc, то bc = am. Отже,

acu + amv = c ⇒ c = a(cu + mv).

Тобто a|c. 2

Властивiсть 1.2. Якщо (a, b) = 1 i ( a, c ) = 1, то (a, bc) = 1.

Доведення. Iснують такi u, v, m, n, що

au + bv = 1,
am + cn = 1.

Перемноживши правi та лiвi частини цих рiвностей, отримаємо

au + bvam + bcvn = 1 ⇒ a(u + bvm) + bc(vn) = 1.

Звiдси випливає, що (a, bc) = 1. 2

Властивiсть 1.3. Якщо (a, b) = 1, то (a, bc) = (a, c).
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Доведення. Нехай (a, bc) = α. Оскiльки α|bc, то (α, bc) = α. Зваживши
на те, що a = αa1 i

1 = (a, b) = (αa1, b)

отримуємо, що (α, b) = 1. Згiдно з властивiсть 1.1 це означає, що α|c. Тобто

α = (a, bc)|(a, c).

Взявши до уваги, що (a, c)|(a, bc), отримуємо (a, bc) = (a, c). 2

Властивiсть 1.4. Виконується рiвнiсть
(

a

(a, c)
,

b

(b, c)

)
=

(a, b)
(a, b, c)

,

де ab i c одночасно не дорiвнюють нулю.

Доведення. Маємо
(

a

(a, c)
,

b

(b, c)

)
=

(a, b)
(a, b, c)

(
(a2, ab, ac)

(a2, ab, c(a, b))
,

(b2, ab, bc)
(a2, ab, c(a, b))

)
.

Оскiльки

a

(a, b)

(
a2, ab, c(a, b)

)

(a2, ab, ac)
=

(
a3, a2b, ac(a, b)

)

(a2(a, b), ab(a, b), (a, b)ac)
∈ R,

то
(a2, ab, ac)

(a2, ab, c(a, b))

∣∣∣∣
a

(a, b)
.

Аналогiчно показуємо, що

(b2, ab, bc)
(b2, ab, c(a, b))

∣∣∣∣
b

(a, b)
.

Iз того, що (
a

(a, b)
,

b

(a, b)

)
= 1,

випливає, що (
(a2, ab, ac)

(a2, ab, c(a, b))
,

(b2, ab, bc)
(b2, ab, c(a, b))

)
= 1.

А це означає, що (
a

(a, c)
,

b

(b, c)

)
=

(a, b)
(a, b, c)

.

2
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Властивiсть 1.5. Виконується рiвнiсть
(

a

(a, b)
,

a

(a, c)

)
=

a

(a, [b, c])
,

де a i bc одночасно не дорiвнюють нулю.

Доведення. Виконується рiвнiсть
(

a

(a, b)
,

a

(a, c)

)
=

(
ac

(ac, bc)
,

ab

(ab, bc)

)
.

Скориставшись властивiстю 1.4, отримуємо
(

ac

(ac, bc)
,

ab

(ab, bc)

)
=

(ab, ac)
(ab, ac, bc)

=
a(b, c)

(a(b, c), bc)
=

=
a(b, c)

(b, c) (a, [b, c])
=

a

(a, [b, c])
.

2

Властивiсть 1.6. Виконується рiвнiсть
[

a

(a, b)
,

a

(a, c)

]
=

a

(a, (b, c))
,

де a i bc одночасно не дорiвнюють нулю.

Доведення. Розглянемо добуток

a

(a, [b, c])
a

(a, (b, c))
=

a2

(a2, a ([b, c], (b, c)) , bc)
=

=
a2

(a2, a(b, c), bc)
=

a2

(a, b)(a, c)
.

Тодi [
a

(a, b)
,

a

(a, c)

]
=

a2

(a,b)(a,c)(
a

(a,b) ,
a

(a,c)

) .

З властивостi 1.5 отримуємо:

a2

(a,b)(a,c)(
a

(a,b) ,
a

(a,c)

) =
a

(a,[b,c])
a

(a,(b,c))
a

(a,[b,c])

=
a

(a, (b, c))
.

2
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Властивiсть 1.7. Виконується рiвнiсть
[

a

(a, c)
,

b

(b, c)

]
=

[a, b]
([a, b], c)

,

де ab i c одночасно не дорiвнюють нулю.

Доведення. Виконується рiвнiсть
[

a

(a, c)
,

b

(b, c)

]
=

[
ab

(ab, cb)
,

ab

(ab, ac)

]
.

Згiдно з властивiстю 1.6 отримуємо
[

ab

(ab, cb)
,

ab

(ab, ac)

]
=

ab

(ab, (cb, ac))
=

=
ab

(ab, c(b, a))
=

ab

(a, b) ([a, b], c)
=

[a, b]
([a, b], c)

,

що й потрiбно було довести. 2

Властивiсть 1.8. Якщо (a, b) = 1, a|c i b|c то ab|c.
Доведення. Оскiльки c = aµ i c = bν, то iснують такi u, v , що

au + bv = 1 ⇒ (aµ)u + bµv = µ ⇒

⇒ cu + bµv = µ ⇒ bνu + bµv = µ.

Тодi b(νu + µv) = µ. Отже,

c = aµ = ab(νu + µv). 2

Властивiсть 1.9. Якщо (a, mn) = (b, mn), то (a, m) = (b, m).

Доведення. Оскiльки

(a, m)|(a, mn) = (b, mn),

то (a, m)|b, i (a, m)|m. Тому (a, m)|(b, m). За аналогiчною схемою
показуємо, що (b, m)|(a, m). Отже, (a, m) = (b, m). 2

Властивiсть 1.10. Якщо (a1, . . . , an) = 1, n ≥ 2, i ε1|ε2| . . . |εk, εi 6= 0,
i = 1, . . . , k, 1 ≤ k < n, то

(a1εk, a2εk−1, . . . , akε1, ak+1, . . . , an) = (εk, a2εk−1, . . . , akε1, ak+1, . . . , an).
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Доведення. Позначимо

(a1εk, a2εk−1, . . . , akε1, ak+1, . . . , an) = δk.

Оскiльки

(εk, a2εk−1, . . . , akε1, ak+1, . . . , an)|δk,

то для доведення нашого твердження достатньо показати, що δk|εk.

Якщо k = 1, маємо

δ1 = (a1ε1, a2, . . . , an) = (a1ε1, (a2, . . . , an)) = (ε1, (a2, . . . , an)).

Тобто δ1|ε1. Отже, при k = 1 наше твердження правильне.
Нехай k ≥ 2 i припустимо правильнiсть цього твердження для всiх m <

k. Тодi

δk = (a1εk, a2εk−1, . . . , akε1, ak+1, . . . , an) =

=
(

ε1

(
a1

εk

ε1
, . . . , ak−1

ε2

ε1
, ak

)
, ak+1, . . . , an

)
.

Оскiльки
ε2

ε1
|ε3

ε1
| . . . |εk

ε1
,

то за припущенням iндукцiї

(
a1

εk

ε1
, . . . , ak−1

ε2

ε1
, ak, ak+1, . . . , an

)
= d1|εk

ε1
.

Таким чином,

δk = d1


ε1

(
a1

εk
ε1

, . . . , ak−1
ε2
ε1

, ak

)

d1
,

(
ak+1

d1
, . . . ,

an

d1

)
 =

= d1

(
ε1,

(
ak+1

d1
, . . . ,

an

d1

))
= d1d2,

де d2|ε1. Отже,

δk = d1d2| εk
ε1

ε1 = εk. 2
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Властивiсть 1.11. Нехай a, b, a1, b1, ϕ – ненульовi елементи кiльця R, при-
чому

(a, b, ϕ) = (a1, b1, ϕ) = 1, ϕ| det
∥∥∥∥

a a1

b b1

∥∥∥∥ .

Тодi для всiх r iз R виконується умова

(ar + b, ϕ ) = ( a1r + b1, ϕ).

Доведення. Нехай ( a, ϕ ) = α . Оскiльки ab1 − a1b = ϕ t, то α|a1b. За-
уваживши, що (α, b) = 1, отримаємо α|a1. Отже, α|(a1, ϕ) = α1. Аналогiчно
показуємо, що α1|α. Це означає, що

(a, ϕ ) = ( a1, ϕ) = α. (1.2)

Нехай r ∈ R. Розглянемо

d = ( a1(ar + b), ϕ ) = ( a1ar + a1b, ϕ ) = ( a1ar + a1b + ϕ t, ϕ).

Оскiльки ab1 = a1b + ϕt, то

d = (a1ar + ab1, ϕ) = (a(a1r + b1), ϕ).

Тобто
(a1(ar + b), ϕ ) = ( a(a1r + b1), ϕ).

Роздiливши обидвi частини цiєї рiвностi на α, отримаємо
(a1

α
(ar + b),

ϕ

α

)
=

( a

α
(a1r + b1),

ϕ

α

)
.

З рiвностi (1.2) випливає, що
( a

α
,

ϕ

α

)
=

(a1

α
,

ϕ

α

)
= 1.

Отже, (
ar + b,

ϕ

α

)
=

(
a1r + b1,

ϕ

α

)
= δ.

Оскiльки α |a i α |a1, причому

(α, b) = (α, b1) = 1,

то за всiх значень r iз R

(ar + b, α) = (a1r + b1, α) = 1.

Таким чином,

δ =
(
ar + b,

ϕ

α

)
=

(
ar + b,

ϕ

α
α
)

= (ar + b, ϕ).

Аналогiчно показуємо, що δ = (a1r + b1, ϕ). 2
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Властивiсть 1.12. Нехай

(a1, b1, ϕ ) = 1, (1.3)

ϕ| det
∥∥∥∥

a a1

b b1

∥∥∥∥ ,

де aba1b1 6= 0. Тодi, якщо

(a1r + b1, ϕ) = α,

то
(ar + b, ϕ) = α

(
a, b,

ϕ

α

)
.

Доведення. Нехай (a, b, ϕ) = δ, тодi
(

a

δ
,

b

δ
,

ϕ

δ

)
= 1.

Оскiльки

ϕ|
∣∣∣∣

a a1

b b1

∣∣∣∣ = δ

∣∣∣∣
a
δ a1
b
δ b1

∣∣∣∣ ,

то
ϕ

δ
|

∣∣∣∣
a
δ a1
b
δ b1

∣∣∣∣ .

З умови (1.3) випливає, що
(
a1, b1,

ϕ

δ

)
= 1.

Тодi згiдно з властивiстю 1.11 для всiх r iз R виконується умова

(
a1r + b1,

ϕ

δ

)
=

(
a

δ
r +

b

δ
,

ϕ

δ

)
.

Домноживши цю рiвнiсть на δ, отримаємо

(ar + b, ϕ) = (δ(a1r + b1), ϕ ) = α

(
δ
a1r + b1

α
,

ϕ

α

)
= α

(
δ,

ϕ

α

)
.

Тобто
(ar + b, ϕ) = α

(
a, b, ϕ,

ϕ

α

)
= α

(
a, b,

ϕ

α

)
,

що i потрiбно було довести. 2
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Властивiсть 1.13. Нехай

(a1r + b1, ϕ) = 1, ϕ| det
∥∥∥∥

a a1

b b1

∥∥∥∥ ,

де ba1b1 6= 0. Тодi
(ar + b, ϕ ) = ( a, b, ϕ).

Доведення. Якщо a = 0, то доводити нiчого. Тому нехай a 6= 0. З умови
(a1r + b1, ϕ) = 1 випливає, що (a1, b1, ϕ) = 1. Тодi на пiдставi властивостi
1.12

(ar + b, ϕ) = (a, b, ϕ).

Що i потрiбно довести. 2

Властивiсть 1.14. Нехай (m, ai) = (n, ai), i = 1, . . . , k. Тодi

(m, [a1, a2, . . . , ak] ) = (n, [a1, a2, . . . , ak] ).

Тобто (
m,

a1 a2 . . . ak

(a2 . . . ak, a1a3 . . . ak, . . . , a1a2 . . . ak−1)

)
=

=
(

n,
a1 a2 . . . ak

(a2 . . . ak, a1a3 . . . ak, . . . , a1a2 . . . ak−1)

)
.

Доведення. Спершу нехай i = 2. Окiльки

(m, ai) = (n, ai) ⇒ (m, ai)| n.

Тому [(m, a1), (m, a2) ] | n. Тобто

[(m, a1), (m, a2) ] =
(m, a1)(m, a2)

(m, a1, a2)
=

(m2, m(a1, a2), a1a2)
(m, a1, a2)

=

=
(

m

(
m

(m, a1, a2)
,

(a1, a2)
(m, a1, a2)

)
,

a1a2

(m, a1, a2)

)
| n. (1.4)

Зваживши на те, що (
m,

a1a2

(a1, a2)

)
| m

та (
m,

a1a2

(a1, a2)

)
| a1a2

(a1, a2)
| a1a2

(m, a1, a2)
,

iз (1.4) отримуємо (
m,

a1a2

(a1, a2)

)
| n.
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Тому
(

m,
a1a2

(a1, a2)

)
|

(
n,

a1a2

(a1, a2)

)
.

Оскiльки ситуацiя є цiлком симетричною, то

(
n,

a1a2

(a1, a2)

)
|

(
m,

a1a2

(a1, a2)

)
.

Таким чином,
(

m,
a1a2

(a1, a2)

)
=

(
n,

a1a2

(a1, a2)

)
⇔

⇔ (m, [a1, a2]) = (n, [a1, a2]) .

Повернемось до загального випадку. Нехай

(m, a1) = (n, a1), (m, a2) = (n, a2) , . . . , (m, ak) = (n, ak).

Тодi

{
(m, a1) = (n, a1) ,
(m, a2) = (n, a2)

⇒ (m, [a1, a2]) = (n, [a1, a2]) .

Також
{

(m, [a1, a2]) = (n, [a1, a2]) ,
(m, a3) = (n, a3)

⇒

(m, [ [a1, a2], a3]) = (n, [ [a1, a2], a3]) ⇒

(m, [ a1, a2, a3]) = (n, [ a1, a2, a3]) .

Продовжуючи за аналогiєю, отримаємо

(m, [a1, a2, . . . , ak] ) = (n, [a1, a2, . . . , ak]). 2
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Властивiсть 1.15. Нехай (α1, α2, . . . , αk) = 1, причому αi|a, αi, a 6= 0 ,
i = 1, . . . , k. Тодi [

a

α1
,

a

α2
, . . . ,

a

αk

]
= a.

Доведення. Маємо

[
a

α1
,

a

α2
, . . . ,

a

αk

]
=

=
a
α1

a
α2

. . . a
αk(

a
α2

. . . a
αk

, a
α1

a
α3

. . . a
αk

, · · · , a
α1

a
α2

. . . a
αk−1

) =

=
ak

(ak−1α1, ak−1α2, . . . , ak−1αk)
=

ak

ak−1(α1, α2, . . . , αk)
= a.

2

Властивiсть 1.16. Нехай
(

m,
a

αi

)
=

(
n,

a

αi

)
,

причому (α1, α2, . . . , αk) = 1, αi, a 6= 0, i = 1, . . . , k. Тодi

(m, a) = (n, a).

Доведення. Згiдно з властивiстю 1.14 з того, що
(

m,
a

αi

)
=

(
n,

a

αi

)
,

i = 1, . . . , k, випливає
(

m,

[
a

α1
,

a

α2
, . . . ,

a

αk

])
=

(
n,

[
a

α1
,

a

α2
, . . . ,

a

αk

])
.

На пiдставi властивостi 1.15
[

a

α1
,

a

α2
, . . . ,

a

αk

]
= a.

Отже, (m, a) = (n, a). 2

19



Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Властивiсть 1.17. Нехай

ϕ|det
∥∥∥∥

a ai

b bi

∥∥∥∥ , (air + bi, ϕ) = (ai, bi, ϕ),

де b, ai, bi 6= 0, i = 1, . . . , k, причому

((a1, b1), (a2, b2), . . . , (a1, b1), ϕ) = 1.

Тодi
(ar + b, ϕ) = (a, b, ϕ).

Доведення. При a = 0 доводити нiчого. Тому нехай a 6= 0. Позначимо
(ai, bi, ϕ) = δi, i = 1, . . . , k. Тодi

(
ai

δi
r +

bi

δi
,
ϕ

δi

)
= 1,

причому
ϕ

δi
|
∣∣∣∣∣

a ai
δi

b bi
δi

∣∣∣∣∣ .

На пiдставi властивостi 1.13 отримуємо
(

ar + b,
ϕ

δi

)
=

(
a, b,

ϕ

δi

)
,

i = 1, . . . , k. Згiдно з умовою теореми (δ1, δ2, . . . , δk) = 1. Тодi, зваживши на
властивiсть 1.16, отримуємо (ar + b, ϕ) = (a, b, ϕ). 2

Переважна кiлькiсть класичних кiлець Безу є адекватними кiльцями,
введеними О. Хелмером [8].

Означення 1.2. Кiльце R називається адекватним, якщо R – комутативне
кiльце Безу без дiльникiв нуля, в якому для всiх елементiв a 6= 0, b iснують
такi елементи c, d, що a = cd, причому (c, b) = 1 i кожний необоротний
дiльник di елемента d має необоротний спiльний дiльник iз b.

Комутативнi областi головних iдеалiв є адекватними кiльцями. З iншого
боку, кiльце цiлих аналiтичних функцiй є адекватним кiльцем проте не є
кiльцем головних iдеалiв.

Адекватнi кiльця мають властивiсть, яка вирiзняє їх серед решти кiлець
Безу.

Властивiсть 1.18. Нехай a1, a2, a3 – взаємно простi елементи адеква-
тного кiльця, де a3 6= 0. Тодi iснує таке r, що

(a1 + a2r, a3) = 1.
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

Доведення. Розкладемо елемент a3 у добуток a3 = st, де

(s, a1) = 1,

а кожний дiльник δ елемента t задовольняє умову

(δ, a1) 6= 1. (1.5)

Нехай
(a1 + sa2, a3) = τ.

Позначимо (s, τ) = τ1. Оскiльки τ1| (a1 + sa2) i τ1| s, то τ1| a1. Тому
τ1| (a1, s). Тобто τ1 = 1. Отже,

(s, τ) = 1.

Оскiльки τ1| a3 = st, то τ | t. Припустимо, що τ /∈ U(R). Згiдно з умовою
(1.5) (τ, a2) = τ2 6= 1. Окрiм того, τ2| (a1 + sa2). Звiдси випливає, що τ2|a2.

Таким чином, τ2| (a1, a2, a3) = 1, що протирiчить нашому припущенню.
Отже, τ = 1. Тобто s = r i є шуканим елементом. 2

Властивiсть 1.18 дає можливiсть оцiнити стабiльний ранг адекватних
кiлець – однiєї з важливих кiльцевих характеристик.

Означення 1.3. [9] Стабiльним рангом кiльця R називається таке наймен-
ше натуральне число n, що з умови

a1R + · · ·+ an+1R = R, (1.6)

де a1, . . . , an+1 ∈ R, випливає iснування таких b1, . . . , bn ∈ R, що

(a1 + an+1b1)R + · · ·+ (an + an+1bn)R = R.

Зокрема, кiльце R має стабiльний ранг 2, якщо з умови

a1R + a2R + a3R = 1

випливає iснування таких r1, r2, що

(a1 + a3r1)R + (a2 + a3r2)R = 1.

Кiльце R має стабiльний ранг 1, якщо aR + bR = 1, то iснує таке r, що
a + br є оборотним елементом кiльця R.

Прикладом кiльця стабiльного рангу 1 є F [[x]] – кiльце формальних сте-
пеневих рядiв над полем F . Кiльце цiлих чисел, кiльця головних iдеалiв,
областi Безу мають стабiльний ранг 2.

Властивiсть 1.18 показує, що мiж кiльцями стабiльного рангу 1 та 2 зна-
ходиться ще один клас кiлець, який назвемо кiльцями стабiльного рангу
1,5.
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Означення 1.4. Кiльце R має стабiльний ранг 1,5, якщо з умови

aR + bR + cR = R,

a, b, c ∈ R, c 6= 0, випливає iснування такого r ∈ R, що

(a + br)R + cR = R.

Властивiсть 1.19. Нехай a1, . . . , an – взаємно простi елементи комута-
тивного кiльця Безу стабiльного рангу 1,5, причому an 6= 0. Тодi iснують
такi r2, . . . , rn−1, що

(a1 + a2r2 + . . . + an−1rn−1, an) = 1.

Доведення. Позначимо δ = (a2, . . . , an−1). Тодi iснують такi
v2, . . . , vn−1, що

δ = v2a2 + . . . + vn−1an−1.

Оскiльки (a1, δ, an) = 1, то на пiдставi щойно доведеного iснує таке r, що

(a1 + rδ, an) = 1.

Тобто
(a1 + a2ru2 + . . . + an−1run−1, an) = 1.

Що i потрiбно було довести. 2

Зауважимо, що не всi комутативнi кiльця Безу мають стабiльний ранг
1,5. Прикладом є кiльце, яке ввiв М. Хенрiксен.

Приклад 1.1. [11] Розглянемо Q – кiльце формальних степеневих рядiв,
вiльний член яких є цiлим числом, а коефiцiєнти бiля змiнної x – елементи
з поля рацiональних чисел:

Q =

{
a0 +

∞∑

i=1

aix
i | a0 ∈ Z, ai ∈ Q, i ∈ N

}
.

Покажемо, що Q є кiльцем Безу, стабiльний ранг якого не дорiвнює 1,5.
Група U(Q) одиниць цього кiльця складається з усiх елементiв вигляду

±1 +
∞∑

i=1

aix
i. (1.7)

Звiдси випливає, що елементи кiльця Q зображаються так:
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1.1. Властивостi елементiв кiлець Безу

якщо a0 6= 0, то
α = a0eα,

де

a0 ∈ Z∗, eα =

(
1 +

∞∑

i=1

ai

a0
xi

)
∈ U(Q);

якщо a0 = 0, то

β =
∞∑

i=k

pi

qi
xi =

pk

qk
xk

(
1 +

∞∑

i=k+1

piqk

qipk
xi

)
=

pk

qk
xkeβ,

де pk, qk ∈ Z∗, eβ ∈ U(R).
Переконаємося, що Q є кiльцем Безу.
Нехай µ = meµ, ν = neν , де m,n ∈ Z i eµ, eν ∈ U(Q). Iснують такi

u, v ∈ Z, що
mu + nv = (m, n).

Тодi
meµ(e−1

µ u) + neν(e−1
ν v) = (m, n) = (µ, ν).

Нехай
α =

sl

tl
xleα, β =

pk

qk
xkeβ, eα, eβ ∈ U(Q),

причому 0 6 l < k. Тодi

β = α
pktl
qksl

xk−leβe−1
α .

Отже,
(α, β) = α ⇒ α1 + β0 = α.

Залишається розглянути випадок, коли

α =
sk

tk
xkeα, β =

pk

qk
xkeβ,

де eα, eβ ∈ U(Q), причому k > 1. Нехай

(skqk, tkpk) = d

i
(skqk)u + ( tkpk)v = d.

Тодi

(α, β) =
d

tkqk
xk

(
skqk

d
eα,

pktk
d

eβ

)
=

d

tkqk
xk.
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

При цьому
αue−1

α + βve−1
β = (α, β).

Отже, Q є кiльцем Безу.
Виберемо трiйку взаємно простих елементiв 3, 7, x. Зауважимо, що еле-

мент x взаємно простий лише з одиницями кiльця R, якi мають вигляд (1.7).
Розглянемо рiвняння вiдносно невiдомого r

3 + 7r = ±1 + b1x + b2x
2 + · · · .

Його розв’язок має вигляд

r1 = −4
7

+ c1x + c2x
2 + · · ·

або ж
r2 = −2

7
+ d1x + d2x

2 + · · · .

Проте r1, r2 не є елементами кiльця Q. Це означає, що (7 + 5k, x) 6= 1 за
довiльного k iз Z. Тому Q не є кiльцем стабiльного рангу 1,5. ♦

1.2. Доповнення примiтивного рядка до оборотної
матрицi

Однiєю з важливих проблем, яка виникає при розв’язаннi багатьох ма-
тричних задач, є задача доповнення рядка (стовпця), складеного зi взаємно
простих елементiв, до оборотної матрицi. Виявляється, що вже сам вибiр
кiльця, над яким розв’язують цю задачу, суттєво впливає на вигляд шука-
ної оборотної матрицi.

Теорема 1.1. Нехай ‖ a1 . . . an‖ рядок над кiльцем Безу R. Iснує така
матриця

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 u12 . . . u1.n−2 u1.n−1 u1n

0 u22 . . . u2.n−2 u2.n−1 u2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 un−2.n−2 un−2.n−1 un−2.n

0 0 . . . 0 un−1.n−1 un−1.n

a1 a2 . . . an−2 an−1 an

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (1.8)

що detA = (a1, . . . , an) = α.
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1.2. Доповнення примiтивного рядка до оборотної матрицi

Доведення. Нехай n = 2 i

a2u11 − a1u12 = (a1, a2).

Тодi шуканою буде матриця
∥∥∥∥

u11 u12

a1 a2

∥∥∥∥ .

Припустимо правильнiсть нашого твердження для всiх матриць порядку,
меншого за n. Тодi iснує матриця

∥∥∥∥
B

a2 . . . an

∥∥∥∥ = D

з визначником (a2, . . . , an). Оскiльки

detD =
n∑

i=2

(−1)i+n−1aidi,

де di – вiдповiдний мiнор n− 2-го порядку матрицi B, то

(a2, . . . , an)(d2, . . . , dn)|(a2, . . . , an).

Отже, (d2, . . . , dn) = 1. Це означає, що iснує оборотна матриця вигляду
∥∥∥∥∥∥

c2 . . . cn

B

∥∥∥∥∥∥
.

Iснують такi p, q, що

a1q + (a2, . . . , an−1)p = (a1, . . . , an−1, an).

Тодi шуканою матрицею буде
∥∥∥∥∥∥

p (−1)n−1qc2 . . . (−1)n−1qcn

0 B

a1 a2 . . . an

∥∥∥∥∥∥
.

2

Вперше цей результат отримав Ш. Ермiт [72] для цiлочислових матриць
третього порядку.

Означення 1.5. Рядок, складений зi взаємно простих елементiв кiльця
Безу називається примiтивним.
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Наслiдок 1.1. Нехай ‖ a1 . . . an‖ – примiтивний рядок. Тодi iснує оборо-
тна матриця вигляду (1.8). 2

Зауваження. Переставляючи рядки або транспонуючи i переставляючи
стовпцi матрицi (1.8), можна побудувати оборотну матрицю, в якiй заданий
примiтивний рядок знаходиметься на довiльнiй позицiї.

Над кiльцями Безу стабiльного рангу 1,5 доповнення примiтивного рядка
до оборотної матрицi суттєво спрощується.

Теорема 1.2. Якщо ‖ a1 . . . an‖ примiтивний рядок над кiльцем Безу ста-
бiльного рангу 1,5, причому a1 6= 0, то iснує оборотна матриця вигляду

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

un 0 . . . 0 0 u1

0 1 0 0 u2

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 1 0 un−2

0 0 . . . 0 1 un−1

a1 a2 . . . an−2 an−1 an

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= U.

Доведення. На пiдставi властивостi 1.19 iснують такi елементи
u1, . . . , un−1, що

(an − un−1an−1 − . . . − u2a2, a1) = 1.

Отже, знайдуться такi u1, un, що

un(an − un−1an−1 − . . . − u2a2)− u1 a1 = 1.

Тодi det U =

= un

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 u2

. . .
...

0 1 0 un−2

0 . . . 0 1 un−1

a2 . . . an−2 an−1 an

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

+ (−1)n+1a1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 u1

1 u2

. . .
...

0 1 0 un−2

0 . . . 0 1 un−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

= un




(−1)na2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 0 u2

1 0 0 u3

. . .
...

0 1 0 un−2

0 . . . 0 1 un−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

+ (−1)n+1a3

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 . . . 0 0 u2

0 . . . 0 0 u3

0 1 0 0 u4
...

. . .
...

0 . . . 0 1 un−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




+

26
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+ . . . + un


(−1)2(n−1)−1an−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 u2

. . .
...

0 1 un−2

0 . . . 0 un−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
+ an


 + (−1)2n+1a1u1 =

= un(an − un−1an−1 − . . . − u2a2)− u1 a1 = 1.

2

Тепер ми взмозi встановити одну iз важливих властивостей матриць над
кiльцями Безу.

Теорема 1.3. Нехай (a1, . . . , an) = α. Тодi iснує така оборотна матриця
U, що

U ‖ a1 . . . an‖T =
∥∥ α 0 . . . 0

∥∥T
.

Доведення. Оскiльки (a1, . . . , an) = α, то iснують такi елементи
u1, . . . , un, що

u1 a1 + . . . + unan = α.

Звiдси випливає, що
(u1, . . . , un) = 1.

Тобто рядок ‖ u1 . . . un‖ є примiтивним. На пiдставi теореми 1.1 його мож-
на доповнити до оборотної матрицi вигляду

∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 . . . v1n

. . . . . . . . .
0 . . . vn−1.n

u1 . . . un

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi
∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 . . . v1n

. . . . . . . . .
0 . . . vn−1.n

u1 . . . un

∥∥∥∥∥∥∥∥
‖ a1 . . . an‖T =

∥∥ b1 . . . bn−1 α
∥∥T

,

де
bi = vi1 a1 + . . . + vinan, i = 1, . . . , n− 1.

Зауваживши, що α є дiльником всiх елементiв стовпця ‖ a1 . . . an‖T , при-
ходимо до висновку, що α|bi, i = 1, . . . , n− 1. Тодi

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 1
1 0 0 − b1

α
. . .

...
0 0 1 − bn−1

α

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥ b1 . . . bn−1 α
∥∥T =

∥∥ α 0 . . . 0
∥∥T

.
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Отже, шуканою буде матриця

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 1
1 0 0 − b1

α
. . .

...
0 0 1 − bn−1

α

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 . . . v1n

. . . . . . . . .
0 . . . vn−1.n

u1 . . . un

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Теорему доведено. 2

Перейшовши в цiй теоремi до транспонованих матриць, отримаємо такий
результат.

Наслiдок 1.2. Нехай (a1, . . . , an) = α. Тодi iснує така оборотна матриця
V, що

‖ a1 . . . an‖V =
∥∥ α 0 . . . 0

∥∥ . 2

1.3. Форма Ермiта

Здiйснюючи тi чи iншi перетворення матриць, ми змiнюємо їх вигляд.
Але є величини, якi при цьому не змiнюються. Тобто вони є iнварiантами
до таких перетворень. Одним iз важливих iнварiантiв матриць стосовно пе-
ретворень iз групи GLn(R) є н.с.д. мiнорiв фiксованого порядку.

Теорема 1.4. Нехай A – m × n матриця, V ∈ GLm, U ∈ GLn(R). Тодi
н.с.д. мiнорiв порядку k матрицi A збiгається з н.с.д. мiнорiв вiдповiдного
порядку матрицi V AU, k = 1, 2, . . . ,min(m,n).

Доведення. Для визначеностi покладемо m 6 n. Позначимо через δk

н.с.д. мiнорiв порядку k матрицi A, a ∆k – матрицi AU.

Розглянемо AU =

=

∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1m . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . amm . . . amn

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1n

. . . . . . . . .
un1 . . . unn

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

b11 . . . b1n

. . . . . . . . .
bm1 . . . bmn

∥∥∥∥∥∥
= B.

Згiдно з формулою Бiне-Кошi кожний мiнор k-го порядку цiєї матрицi має
вигляд

∣∣∣∣∣∣

bi1j1 . . . bi1jk

. . . . . . . . .
bikj1 . . . bikjk

∣∣∣∣∣∣
=

∑

16l1<...<lk6m

∣∣∣∣∣∣

ai1l1 . . . ai1lk

. . . . . . . . .
aikl1 . . . aiklk

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣

u
l1j1

. . . ul1jn

. . . . . . . . .
ulkj1 . . . ulkjn

∣∣∣∣∣∣
,
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1.3. Форма Ермiта

1 6 i1 < . . . < ik 6 m, 1 6 j1 < . . . < jk 6 n. Оскiльки δk дiлить всi мiнори k
порядку матрицi A, то з цiєї рiвностi випливає, що δk також буде дiльником
всiх мiнорiв k порядку матрицiAU . Це означає, що δk|∆k, k = 1, . . . , m.

З iншого боку, A = BV , де V = U−1. Повторивши щойно наведенi мiрку-
вання, показуємо, що ∆k|δk, k = 1, . . . , m. Отже, δk = ∆k, k = 1, . . . , m.

Аналогiчно доводиться, що δk збiгається з н.с.д. мiнорiв k-го порядку
матрицi V A. I, нарештi, зваживши на асоцiативнiсть операцiї множення мат-
риць, завершуємо доведення. 2

Нагадаємо, що пiд рангом матрицi розумiється порядок найбiльшого
вiдмiнного вiд нуля мiнора цiєї матрицi. Говоритимемо, що m×n матриця A
має максимальний ранг, якщо rang A = min(m,n), тобто дорiвнює меншому
з m, n.

Наслiдок 1.3. Нехай A – m× n матриця, V ∈ GLm, U ∈ GLn(R). Тодi

rang A = rang V AU. 2

Матрицi A, B називатимемо асоцiйовними справа, якщо iснує така
оборотна матриця V, що A = BV. Вiдношення бути асоцiйовним справа
є вiдношенням еквiвалентностi. Клас, що мiстить матрицю A, має вигляд
AGLn(R) i називається класом сумiжностi з представником A. Природно,
постає питання вибору в цьому класi матрицi найпростiшої структури. Для
реалiзацiї цiєї задумки, знадобляться деякi допомiжнi твердження. В цьому
пiдроздiлi R – кiльце Безу.

Лема 1.1. Нехай A, B – n× n нижнi трикутнi матрицi над R, причому
матриця A неособлива. Якщо

AC = B, (1.9)

то C також є нижньою трикутною матрицею.

Доведення. Якщо n = 2, рiвнiсть (1.9) має вигляд
∥∥∥∥

a11 0
a21 a22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

c11 c12

c21 c22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b11 0
b21 b22

∥∥∥∥ .

Отже, a11c12 = 0. Оскiльки a11 6= 0 i кiльце R не має дiльникiв нуля, то
c12 = 0.

Припустимо правильнiсть нашого твердження для матриць порядку
n− 1. Запишемо рiвнiсть (1.9) у блочному виглядi:

∥∥∥∥
An−1 0

an1 . . . an.n−1 ann

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

c1n

Cn−1 . . .
cn−1.n

cn1 . . . cn.n−1 cnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
=
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

=
∥∥∥∥

Bn−1 0
cn1 . . . bn.n−1 bnn

∥∥∥∥ , (1.10)

де An−1 та Bn−1 – нижнi трикутнi матрицi. З цiєї рiвностi випливає, що

An−1Cn−1 = Bn−1.

Матриця A є неособливою. Тому неособливою також є матриця An−1. На
пiдставi нашого припущення Cn−1 є нижньою трикутною матрицею. Iз (1.10)
також отримуємо, що

An−1

∥∥ c1n . . . cn−1.n

∥∥T = 0.

Згiдно з теоремою 1.3 iснує така оборотна матриця U, що

U
∥∥ c1n . . . cn−1.n

∥∥T =
∥∥ α 0 . . . 0

∥∥T
.

Отже, виконується рiвнiсть

(An−1U
−1)U

∥∥ c1n . . . cn−1.n

∥∥T = (An−1U
−1)

∥∥ α 0 . . . 0
∥∥T

,

де α = (c1n, . . . , cn−1.n). З цiєї рiвностi випливає, що

α
∥∥ d11 . . . dn−1.1

∥∥ = 0,

де
∥∥ d11 . . . dn−1.1

∥∥ – перший стовпець матрицi An−1U
−1. Оскiльки мат-

риця An−1U
−1 неособлива, то

∥∥ d11 . . . dn−1.1

∥∥ 6= 0.

Це означає, що α = 0. Тому
∥∥ c1n . . . cn−1.n

∥∥T = 0.

Таким чином, C також є нижньою трикутною матрицею. 2

Нехай a ∈ R. Позначимо через K(a) повну систему лишкiв за модулем a,
тобто множину представникiв сумiжних класiв фактор-кiльця R/Ra. Також
позначимо через Z(R) множину неасоцiйовних елементiв кiльця R, тобто
множину представникiв сумiжних класiв фактор-кiльця R/U(R).

Теорема 1.5. Нехай A = ‖aij‖ – n×m матриця (n 6 m) i rangA = n. Тодi
iснує така оборотна матриця U, що

AU =
∥∥ H 0

∥∥ , H =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
b21 α2 0

. . .
bn1 . . . bn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (1.11)

де αi ∈ Z(R), i = 1, . . . , n, bij ∈ K(αi) для всiх i > j. Причому в класi
A GLn(R) матриця вигляду (1.11) єдина.
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1.3. Форма Ермiта

Доведення. Нехай

(a11, . . . , a1m) = α1,

де α1 ∈ Z(R). Згiдно з наслiдком 1.2 iснує така оборотна матриця U1, що

‖ a11 . . . a1m‖U1 =
∥∥ α1 0 . . . 0

∥∥ .

Отже,

AU1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
c21 c22 . . . c2m

. . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 . . . cnm

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Нехай

(c22, . . . , c2m) = α2,

де α2 ∈ Z(R). Тодi iснує така оборотна матриця U ′
2, що

‖ c22 . . . c2m‖U ′
2 =

∥∥ α2 0 . . . 0
∥∥ .

Тобто

AU1U
′
2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0 . . . 0
c21 α2 0 . . . 0
c31 d32 d33 . . . d3m

. . . . . . . . . . . . . . .
cn1 dn2 dn3 . . . dnm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

де U =
∥∥∥∥

1 0
0 U ′

2

∥∥∥∥ . Продовживши нашi мiркування, отримаємо таку обо-

ротну матрицю V, яка є добутком оборотних матриць U1, U2, . . . , Un−1,
що

AV =
∥∥ H1 0

∥∥ = A1, H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
f21 α2 0

. . .
fn1 . . . fn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де αi ∈ Z(R), i = 1, . . . , n. Оскiльки rangA = n, то на пiдставi наслiдку 1.3
всi αi 6= 0.

У множинi K(α2) iснує такий елемент b21, що

f21 ≡ b21(modα2).
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Тобто f21 = b21 + α2r21, де r21 ∈ R. Тодi

A1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
−r21 1 0 0

0 0 1 0
. . .

0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

V2

=
∥∥ H2 0

∥∥ , H2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0 0
b21 α2 0 0
f ′31 f32 α3 0

. . .
f ′n1 fn2 . . . fn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Для елементiв f ′31, f32 у множинi K(α3) iснують такi елементи b31, b32, що

f ′31 = b31 + α3r31, f32 = b32 + α3r32,

де r31, r32 ∈ R. Тодi

A1V2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0

−r31 −r32 1 0 0
0 0 0 1

. . .
0 0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥ H3 0

∥∥ ,

H3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0 0 0
b21 α2 0 0 0
b31 b32 α3 0 0
f ′′41 f ′42 f43 α4

. . .
f ′′n1 f ′n2 fn3 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Продовжуючи описаний процес, врештi-решт отримаємо шукану оборо-
тну матрицю U, яка є добутком всiх тих оборотних матриць, на якi домно-
жували матрицю A справа. Таким чином, ми довели, що в класi A GLn(R)
є матриця вигляду (1.11). Покажемо, що така матриця єдина.

Припустимо, що в класi A GLn(R) є матриця вигляду
∥∥ B 0

∥∥ , де

B =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β1 0 . . . 0
c21 β2 0

. . .
cn1 . . . cn.n−1 βn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

причому βi ∈ Z(R), i = 1, . . . , n, cij ∈ K(βi), i > j. Тодi iснує така оборотна
матриця L, що B = AL. На пiдставi леми 1.1 L є нижньою трикутною
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1.3. Форма Ермiта

матрицею. Тобто
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
b21 α2 0

. . .
bn1 . . . bn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

e1 0 . . . 0
l21 e2 0

. . .
ln1 . . . ln.n−1 en

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β1 0 . . . 0
c21 β2 0

. . .
cn1 . . . cn.n−1 βn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (1.12)

Оскiльки матриця L є оборотною, то ei ∈ U(R), i = 1, . . . , n. Тодi βi = αiei,
i = 1, . . . , n. Це означає, що βi, αi є представниками одного i того ж класу
асоцiйовних мiж собою елементiв кiльця R. Отже, βi = αi, i = 1, . . . , n.
Тому ei = 1, i = 1, . . . , n. Iз рiвностi (1.12) отримуємо

ci.i−1 = bi.i−1 + αili.i−1, i = 2, . . . , n.

Тобто
ci.i−1 ≡ bi.i−1(modαi).

Отже, ci.i−1, bi.i−1 ∈ K(αi). Тому ci.i−1 = bi.i−1, li.i−1 = 0, i = 2, . . . , n.
Продовживши аналогiчнi мiркування, отримаємо, що A = B. 2

Матрицю (1.11) називають формою Ермiта матрицi A. Таку назву во-
на отримала на честь видатного французького математика Ш. Ермiта, який
показав [72], що кожна цiлочислова матриця одностороннiми перетворення-
ми з повної лiнiйної групи зводиться власне до такого вигляду.

Теорема 1.6. Нехай A = ‖aij‖ – m× n матриця i rang A = r < min(m,n).
Тодi iснують такi оборотнi матрицi U, V, що

UAV =
∥∥∥∥

M 0
0 0

∥∥∥∥ ,

де M – неособлива матриця порядку r.

Доведення. Для визначеностi покладемо m 6 n. Якщо матриця A має
максимальний ранг, то U = I, а матриця V на пiдставi теореми 1.5 є матри-
цею, що зводить матрицю A до її форми Ермiта.

Нехай rang A = r < m. Тодi в матрицi A iснує неособлива пiдматриця
A11, яка має порядок r. Перестановкою стовпцiв та рядкiв, що рiвносиль-
но домноженню на неособливi матрицi U1, V1, доб’ємося того, щоб матриця
U1AV1 набула вигляду

U1AV1 =
∥∥∥∥

A11 A12

A21 A22

∥∥∥∥ .
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Роздiл 1. Кiльця Безу та матрицi над ними

Оскiльки матриця
∥∥ A11 A12

∥∥ має максимальний ранг, то згiдно з теоре-
мою 1.5 iснує така оборотна матриця V2, що

∥∥ A11 A12

∥∥V2 =

∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0 0
. . . 0 0

∗ ∗ αr 0

∥∥∥∥∥∥∥

– форма Ермiта матрицi
∥∥ A11 A12

∥∥ , де α1 . . . αr 6= 0.
Розглянемо матрицю

U1A(V1V2) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0 0 . . . 0
. . . 0 0 . . . 0

∗ ∗ αr 0 . . . 0
br+1.1 . . . br+1.r br+1.r+1 . . . br+1.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 . . . bmr bm.r+1 . . . bmn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

B11 0
B21 B22

∥∥∥∥ .

Оскiльки всi мiнори порядку r+1 цiєї матрицi дорiвнюють нулю, то, зокрема,
i

α1 . . . αrbij = 0, i = r + 1, r + 2, . . . , m, j = r + 1, r + 2, . . . , n.

Звiдси випливає, що bij = 0, де i = r + 1, r + 2, . . . , m, j = r + 1, r + 2, . . . , n.

Тобто B22 = 0. Матриця
∥∥∥∥

B11

B21

∥∥∥∥ має максимальний ранг. Знову ж таки

iснує така оборотна матриця U2, що

U2

∥∥∥∥
B11

B21

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β1 0 0
. . . 0

∗ ∗ βr

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
C
0

∥∥∥∥ ,

де det C = β1 . . . βr 6= 0. Таким чином,

(U2U1)A(V1V2) =
∥∥∥∥

C 0
0 0

∥∥∥∥ ,

що i потрiбно довести. 2

Зi способу зведення матрицi до її форми Ермiта випливає, що α1 – н.с.д.
елементiв першого рядка матрицi A. Скориставшись теоремою 1.5, можемо
знайти також i iншi дiагональнi елементи неособливої матрицi A. Дiйсно,
з елементiв перших двох рядкiв матрицi AU можна побудувати лише один
вiдмiнний вiд нуля мiнор – α1α2. Тобто α1α2 є н.с.д. всiх мiнорiв друго-
го порядку, побудованих з елементiв перших двох рядкiв матрицi AU . На
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1.4. Рiвнiсть Безу та її властивостi

пiдставi теореми 1.5, елементи перших двох рядкiв матрицi A мають таку са-
му властивiсть. Таким чином, добуток перших двох дiагональних елементiв
матрицi AU дорiвнює н.с.д. мiнорiв другого порядку, побудованих з елемен-
тiв перших двох рядкiв матрицi A. Всi iншi добутки α1 . . . αi, i = 1, . . . , n,
знаходять за аналогiчною схемою.

Теорема 1.7. Нехай AU – форма Ермiта неособливої n × n матрицi A i
αi – її дiагональнi елементи, i = 1, . . . , n. Тодi α1 . . . αi є н.с.д. мiнорiв
максимального порядку матрицi A, побудованих на її перших i рядках. 2

1.4. Рiвнiсть Безу та її властивостi

Якщо a1, a2 взаємно простi елементи кiльця Безу R, то iснують такi
u1, u2 ∈ R, що

a1u1 + a2u2 = 1.

З цiєї рiвностi випливає, що i для довiльної n-ки взаємно простих елементiв
a1, a2, . . . , an знайдуться такi v1, v2, . . . , vn що

a1v1 + a2v2 + . . . + anvn = 1. (1.13)

У матричному записi ця рiвнiсть матиме вигляд
∥∥ a1 a2 . . . an

∥∥ ∥∥ v1 v2 . . . vn

∥∥T = 1.

Говоритимемо, що елементи рядка
∥∥ v1 v2 . . . vn

∥∥ задовольняють рiв-
нiсть (1.13). Множину всiх рядкiв, елементи яких задовольняють рiвнiсть
(1.13), позначимо через Ua1,a2,...,an .

Оскiльки рядок
∥∥ a1 a2 . . . an

∥∥ примiтивний, то на пiдставi теореми
1.1 iснує оборотна матриця вигляду

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a1

a2
...

an

∗

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (1.14)

Вкажемо метод знаходження всiх рядкiв, якi задовольняють рiвнiсть (1.13).

Теорема 1.8. Нехай (a1, a2, . . . , an) = 1, n ≥ 2, i A – оборотна матриця
вигляду (1.14). Тодi

Ua1,a2,...,an =
{∥∥ 1 x2 . . . xn

∥∥ A−1
}

,

де xi незалежно один вiд одного пробiгають значення з R, i = 2, 3, . . . , n.
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Доведення. Розглянемо множину

V =
{∥∥ 1 x2 . . . xn

∥∥ A−1 | xi ∈ R, i = 2, 3, . . . , n
}

.

Нехай
∥∥ v1 v2 . . . vn

∥∥ ∈ V. Тобто
∥∥ v1 v2 . . . vn

∥∥ =
∥∥ 1 b2 . . . bn

∥∥ A−1,

де bi ∈ R, i = 2, . . . , n. Тодi
∥∥ v1 v2 . . . vn

∥∥ ∥∥ a1 a2 . . . an

∥∥T =

=
∥∥ 1 b2 . . . bn

∥∥ A−1
∥∥ a1 a2 . . . an

∥∥T =

=
∥∥ 1 b2 . . . bn

∥∥∥∥ 1 0 . . . 0
∥∥T = 1.

Отже, V ⊆ Ua1,a2,...,an .
Навпаки, нехай

∥∥ u1 u2 . . . un

∥∥ ∈ Ua1,a2,...,an i A−1 = ‖bij‖n
1 . Розгля-

немо матрицю ∥∥∥∥∥∥∥∥

u1 u2 . . . un

b21 b22 . . . b2n

. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
= U.

Тодi

UA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 c2 . . . cn

0 1 . . . 0
...

. . .
0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Звiдси випливає, що
∥∥ u1 . . . un

∥∥ =
∥∥ 1 c2 . . . cn

∥∥ A−1.

Тобто Ua1,a2,...,an ⊆ V. Отже, Ua1,a2,...,an = V. 2

Наслiдок 1.4. Якщо a, b ∈ R i

au + bv = (a, b),

то Ua,b = {(u + br, v − ar)}, де r ∈ R. 2

Рiвнiсть Безу в кiльцях стабiльного рангу 1,5 має додатковi властивостi,
якi не виконуються в усiх кiльцях Безу стабiльного рангу 2.
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Теорема 1.9. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5 i

(a1, . . . , an) = 1,

n ≥ 2 i ψ – довiльний фiксований вiдмiнний вiд нуля елемент кiльця R. Тодi
iснують елементи u1, . . . , un, якi одночасно задовольняють такi рiвностi:

1) u1a1 + . . . + unan = 1;

2) (u1, . . . , ui) = 1, для довiльного фiксованого i, 2 ≤ i ≤ n;

3) (ui, ψ) = 1, для довiльного фiксованого i, 2 ≤ i ≤ n.

Доведення. Спершу покажемо, що стовпець
∥∥ a1 a2 . . . an

∥∥T мож-
на доповнити до оборотної матрицi A таким чином, що елементи її оберненої
матрицi A−1 = ‖bij‖n

1 задовольнятимуть умову

b3i = · · · = bni = 0.

Для цього розглянемо довiльну оборотну матрицю вигляду

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

a1

a2

. . .
an

∗

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Припустимо, що серед елементiв b̄2i, . . . , b̄ni матрицi A−1
1 =

∥∥b̄ij

∥∥n

1
є принайм-

нi один ненульовий. Тодi iснує така матриця D ∈ GLn−1(R), що

D
∥∥ b̄2i . . . b̄ni

∥∥T =
∥∥ γ 0 . . . 0

∥∥T
.

Тодi матриця
((1⊕D)A−1

1 )−1 = A1(1⊕D−1) = A

i буде шуканою.
Розглянемо матрицю, яка складається з перших i стовпцiв матрицi A−1,

яку запишемо у блочному виглядi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 . . . b1,i−1 b1i

b21 . . . b2,i−1 γ
b31 . . . b3,i−1 0
. . . . . . . . . . . .
bi1 . . . bi,i−1 0

bi+1,1 . . . bi+1,i−1 0
. . . . . . . . . . . .
bn1 . . . bn,i−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

M
N

∥∥∥∥ .

37
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Згiдно з теоремою 1.8 елементи u1, . . . , un, якi задовольняють умову 1) мож-
на записати так:

∥∥ u1 . . . un

∥∥ =
∥∥ 1 x2 . . . xn

∥∥A−1,

де xi ∈ R, i = 2, . . . , n. Отже, для доведення нашого твердження достатньо
показати, що iснують такi елементи x2, . . . , xn, що

∥∥ 1 x2 . . . xn

∥∥
∥∥∥∥

M
N

∥∥∥∥ =
∥∥ q1 . . . qi

∥∥ ,

де
(q1, . . . , qi) = (qi, ψ) = 1.

Нехай γ = 0. З примiтивностi матрицi
∥∥∥∥

M
N

∥∥∥∥ випливає, що b1i ∈ U(R).

Тобто u1 = b11, . . . , un = b1n.
Нехай γ 6= 0, N 6= 0 i btj – вiдмiнний вiд нуля елемент цiєї матрицi,

i + 1 ≤ t ≤ n, 1 ≤ j ≤ i− 1. Оскiльки (b1i, γ) = 1, то (b1i, γ, ψbtj) = 1. Тодi на
пiдставi властивостi 1.19 iснує такий елемент l, що

(b1i + γl, ψbtj) = 1. (1.15)

Позначимо d1i = b1i + γl. Оскiльки ψ 6= 0, то d1i 6= 0. Iз (1.15) випливають
такi рiвностi:

i) (d1i, ψ) = 1, (1.16)

ii) (d1i, btj) = 1.

З останньої отримуємо
(d1j , btj , d1i) = 1,

де d1j = b1j + b2jl. Отже, згiдно з властивiстю 1.19 iснує таке m, що

(d1j + btjm, d1i) = 1.

Взявши до уваги рiвнiсть (1.16), приходимо до висновку, що елементи пер-
шого рядка матрицi




∥∥∥∥∥∥∥∥

1 l 0 . . . 0 m
0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
⊕ In−t


A−1

задовольняють всi вимоги нашого твердження.
Якщо N = 0 або ж i = n (у цьому випадку матриця N пуста) з оборотно-

стi матрицi A випливає, що M ∈ GLi(R). Тому (b1i, γ) = 1. Тодi тим бiльше
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1.5. Найбiльший спiльний дiльник матриць

(b1i, γ, ψ) = 1. Як i у попередньому випадку, iснує таке r, що (b1i +γr, ψ) = 1.
Отже, елементи першого рядка матрицi

(∥∥∥∥
1 r
0 1

∥∥∥∥⊕ In−2

)
A−1

i будуть шуканими. Теорема доведена. 2

1.5. Найбiльший спiльний дiльник матриць

Якщо A = BC, то говоритимемо, що матриця B є лiвим дiльником мат-
рицi A, а матриця A – правим кратним матрицi B. Якщо A = DA1 та
B = DB1, то матрицю D називатимемо лiвим спiльним дiльником матриць
A та B. Окрiм цього, якщо матриця D є правим кратним кожного спiльного
лiвого дiльника матриць A та B, то її називатимемо лiвим н.с.д. матриць A
та B (у позначеннях (A,B)l). Доведемо коректнiсть цього поняття в кiльцях
матриць над кiльцем Безу.

Нехай A, B ∈ Mn(R). Розглянемо n × 2n матрицю
∥∥ A B

∥∥ . Згiдно з
теоремою 1.5 iснує така оборотна 2n× 2n матриця U, що

∥∥ A B
∥∥U =

∥∥ D 0
∥∥ ,

де D – n × n матриця. Опираючись на цей результат, запропонуємо спосiб
знаходження лiвого н.с.д. матриць A,B.

Теорема 1.10. [52] Нехай A, B ∈ Mn(R) i U така оборотна матриця, що
∥∥ A B

∥∥U =
∥∥ D 0

∥∥ .

Тодi D = (A,B)l, причому iснують такi матрицi P, Q, що

(A,B)l = AP + BQ.

Доведення. Запишемо матрицю U у блочному виглядi

U =
∥∥∥∥

P S
Q T

∥∥∥∥ ,

де кожний блок має порядок n. Тодi

∥∥ A B
∥∥ U =

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
P S
Q T

∥∥∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ .

Звiдси випливає, що
D = AP + BQ. (1.17)
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Позначимо

U−1 =
∥∥∥∥

P1 S1

Q1 T1

∥∥∥∥ .

Тодi
∥∥ A B

∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ U−1 =
∥∥ D 0

∥∥
∥∥∥∥

P1 S1

Q1 T1

∥∥∥∥ .

Це означає, що A = DP1, B = DQ1. Тобто матриця D є лiвим спiльним дiль-
ником матриць A, B. Нехай D1 є iншим лiвим спiльним дiльником матриць
A,B. Тобто A = D1M, B = D1N. Зваживши на рiвнiсть (1.17), отримуємо

D = D1MP + D1NQ = D1(MP + NQ).

Тобто D1 є лiвим дiльником матрицi D. Отже, D є лiвим н.с.д. матриць
A,B. 2

Для того, щоб довести, що лiвий н.с.д. матриць визначений однозначно
з точнiстю до правої асоцiйовностi потрiбний наступний результат.

Теорема 1.11. Нехай матрицi A,B є лiвими дiльниками одна одної. Тодi
вони асоцiйовнi справа.

Доведення. Нехай det A 6= 0. Зауваживши, що A = BC, робимо висно-
вок, що i det B 6= 0. Оскiльки також B = AD, то

A = BC = A(DC) ⇒ detA = detA det(DC).

Отже, det(DC) = 1. Тобто матрицi DC, D, C – оборотнi. Таким чином,
матрицi A,B асоцiйованi справа.

Нехай det A = 0. Оскiльки B = AD, то матриця B також є особливою.
Розглянемо матрицi другого порядку. На пiдставi теореми 1.5 для матриць
A, B iснують такi оборотнi матрицi U, V , що

AU =
∥∥∥∥

a1 0
a2 0

∥∥∥∥ , BV =
∥∥∥∥

b1 0
b2 0

∥∥∥∥ .

Оскiльки A = BC, то
AU = (BV )(V −1CU).

Тобто ∥∥∥∥
a1 0
a2 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b1 0
b2 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

t11 t12

t21 t22

∥∥∥∥ , (1.18)

де
∥∥ tij

∥∥2

1
= V −1CU. Звiдси випливає, що ai = bit11, i = 1, 2. З iншого боку,

з рiвностi A = BC отримуємо, що bi = aik11, i = 1, 2. Це означає, що iснує
таке e ∈ U(R), що ai = bie. З рiвностi (1.18) також отримуємо, що bit12 = 0,
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1.5. Найбiльший спiльний дiльник матриць

i = 1, 2. Матриця BV ненульова, а тому серед елементiв b1, b2 є принаймнi
один ненульовий. Тому t12 = 0. Таким чином, рiвнiсть (1.18) має вигляд

∥∥∥∥
a1 0
a2 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b1 0
b2 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

e 0
t21 t22

∥∥∥∥ .

Зокрема, виконуватиметься рiвнiсть
∥∥∥∥

a1 0
a2 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b1 0
b2 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

e 0
0 1

∥∥∥∥ .

Домноживши її справа на матрицю U−1, отримаємо

A = B

(
V

∥∥∥∥
e 0
0 1

∥∥∥∥ U−1

)
.

Отже, матрицi A та B асоцiйованi справа.
Припустимо правильнiсть нашого твердження для всiх матриць порядку,

меншого за n. I нехай A,B – матрицi порядку n. Перестановкою рядкiв,
що рiвносильно домноженню злiва на деяку оборотну матрицю T, зробимо
так, що перший рядок матрицi TA буде ненульовим. Нехай TA =

∥∥ aij

∥∥n

1
,

TB =
∥∥ bij

∥∥n

1
. З теореми 1.5 випливає, що iснують такi оборотнi матрицi

P, Q що ∥∥ a11 . . . a1n

∥∥ P =
∥∥ a 0 . . . 0

∥∥ ,
∥∥ b11 . . . b1n

∥∥Q =
∥∥ b 0 . . . 0

∥∥ ,

де a 6= 0, b 6= 0. Мiркуючи аналогiчно, як i вище, показуємо, що

T (AP ) =
∥∥∥∥

a 0
A21 A22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b 0
B21 B22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

f 0
F21 F22

∥∥∥∥ ,

T (BQ) =
∥∥∥∥

b 0
B21 B22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

a 0
A21 A22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

f 0
F21 F22

∥∥∥∥ ,

де f ∈ U(R). З цих рiвностей випливає, що матрицi (n − 1)-го порядку A22

i B22 є лiвими дiльниками одна одної. Тодi згiдно з припущенням iндукцiї
A22 = B22K, де K ∈ GLn−1(R). Отже,

TAP =
∥∥∥∥

a 0
A21 A22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

b 0
B21 B22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

e 0
F21 K

∥∥∥∥ .

Домноживши цю рiвнiсть злiва на T−1, а справа – на P−1, отримаємо

A = B

(
Q

∥∥∥∥
e 0

F21 K

∥∥∥∥P−1

)
.
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Зауваживши, що

Q

∥∥∥∥
e 0

F21 K

∥∥∥∥ P−1 ∈ GLn(R),

завершуємо доведення. 2

Аналогiчно показуємо, що коли матрицi A,B є правими дiльниками одна
одної, то вони асоцiйовнi злiва.

Теорема 1.12. Лiвий н.с.д. матриць над кiльцем Безу визначений одно-
значно з точнiстю до правої асоцiйовностi.

Доведення. Нехай D1, D2 – лiвi н.с.д. матриць A,B. Тодi вони є лiвими
дiльниками одна одної. На пiдставi теореми 1.11 матрицi D1 i D2 асоцiйовнi
справа. 2

Доведена теорема свiдчить, що Mn(R) є лiвим кiльцем Безу. Розглянув-

ши матрицю
∥∥∥∥

A
B

∥∥∥∥ , подiбно показуємо, що Mn(R) є правим кiльцем Безу.

В цьому випадку знаходиться така оборотна матриця V, що

V

∥∥∥∥
A
B

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

C
0

∥∥∥∥ .

При цьому матриця C є правим н.с.д. матриць A,B. Таким чином, доведена
така теорема.

Теорема 1.13. Якщо R є кiльцем Безу, то i Mn(R) є кiльцем Безу. 2

Вiдразу ж зауважимо, що лiвий та правий н.с.д. матриць, взагалi ка-
жучи, мiж собою не пов’язанi. Причина цього ховається в структурi лiвих
та правих дiльникiв матриць, яку висвiтлимо в 5 роздiлi. А тепер просто
продемонструємо це на прикладi.

Приклад 1.2. Розглянемо матрицi

A =
∥∥∥∥

1 0
0 6

∥∥∥∥ , B =
∥∥∥∥

1 0
1 8

∥∥∥∥ .

Тодi
∥∥ A B

∥∥U =
∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0

∥∥∥∥ =
∥∥ I 0

∥∥ ,

де

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 6 −1 8
0 1 0 0
0 −6 1 −8
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
– оборотна матриця. Тобто матрицi A,B – взаємно простi злiва. Проте вони
мають правий н.с.д. diag(1, 2). ♦
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1.6. Дiльники нуля в кiльцях матриць

Особливу роль у кiльцi Mn(R) – n×n матриць над R вiдiграють дiльники
нуля.

Означення 1.6. Ненульову матрицю A назавають дiльником нуля, якщо
iснує така матриця M 6= 0, що AM = 0.

Теорема 1.14. Для того щоб матриця A була дiльником нуля, необхiдно
та достатньо, щоб det A = 0.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай det A 6= 0 i AM = 0. Для матрицi A
iснує така оборона матриця U, що

AU =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
b21 α2 0

. . .
bn1 . . . bn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

– форма Ермiта матрицi A. Оскiльки матриця A неособлива, то αi 6= 0,
i = 1, . . . , n. Тодi

0 = AM = (AU)(U−1M) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 . . . 0
b21 α2 0

. . .
bn1 . . . bn.n−1 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥ vij

∥∥n

1
, (1.19)

де U−1M =
∥∥ vij

∥∥n

1
. З рiвностi (1.19) випливає, що

α1

∥∥ v11 . . . v1n

∥∥ = 0.

Тому ∥∥ v11 . . . v1n

∥∥ = 0.

Розглядаючи послiдовно 2-ий, i т.д. n-ий рядок добутку (1.19), переконує-
мося, що U−1M = 0. Тобто M = 0. Отже, матриця A не дiльник нуля.

Достатнiсть. Нехай detA = 0. Отже, rang A = r < n. Hа пiдставi теоре-
ми 1.6 iснують такi оборотнi матрицi P, Q, що

PAQ =
∥∥∥∥

D 0
0 0

∥∥∥∥ ,

де D – неособлива матриця порядку r. Тодi для довiльної матрицi S вигляду

S =
∥∥∥∥

0 0
S1 S2

∥∥∥∥ ,
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де S1 – (n− r)× r матриця, виконуватиметься рiвнiсть

PAQS = 0 ⇒ A(QS) = 0.

Тобто матриця A – дiльник нуля. 2

Аналогiчнo показуємо, що умова NA = 0, де N 6= 0 рiвносильна умовi
det A = 0. Тобто матриця є одночасно лiвим i правим дiльником нуля або ж
неособливою матрицею.

Позначимо через Annr(D) множину правих ануляторiв матрицi D:

Annr(D) = {Q ∈ Mn(R) | DQ = 0} .

Очевидно, що Annr(D) є правим iдеалом кiльця Mn(R). Якщо матриця D
неособлива, то з теореми 1.14 випливає, що рiвнiсть DQ = 0 виконується
лише коли Q = 0. Тобто Annr(D) = {0} . Вкажемо вигляд матриць, з яких
складається множина Annr(D), якщо матриця D особлива.

Теорема 1.15. Нехай D – n× n матриця рангу r < n. Тодi Annr(D) скла-
дається з усiх матриць вигляду

U

∥∥∥∥
0
B

∥∥∥∥ , де DU =
∥∥ D1 0

∥∥ ,

D1 – n× r матриця рангу r, B – довiльна (n− r)× n матриця.

Доведення. Оскiльки

D =
∥∥ D1 0

∥∥U−1,

то

DU

∥∥∥∥
0
B

∥∥∥∥ =
∥∥ D1 0

∥∥ U−1U

∥∥∥∥
0
B

∥∥∥∥ = 0.

Отже, всi матрицi вигляду U

∥∥∥∥
0
B

∥∥∥∥ належать Annr(D).

Нехай DQ = 0. Тобто
∥∥ D1 0

∥∥ U−1Q =
∥∥ D1 0

∥∥ V,

де V = U−1Q. Запишемо матрицю V у блочному виглядi V =
∥∥∥∥

V1

V2

∥∥∥∥ , де

V1 – r × n матриця. Оскiльки D1 має максимальний ранг, то вона мiстить
неособливу пiдматрицю порядку r. Без обмеження загальностi можна вва-
жати, що ця матриця складається з перших r ї ї рядкiв. Позначимо її через
B1. Тодi

DQ =
∥∥∥∥

B1 0
B2 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

V1

V2

∥∥∥∥ = 0.
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Отже, B1V1 = 0. Матриця B1 є неособливо, тому V1 = 0. Очевидно, що
рiвнiсть ∥∥∥∥

B1 0
B2 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

0
V2

∥∥∥∥ = 0

виконується без жодних обмежень на матрицю V2. Тобто V2 є довiльною
(n− r)× n матрицею. Зауваживши, що

Q = UV = U

∥∥∥∥
0
V2

∥∥∥∥ ,

завершуємо доведення. 2

1.7. Матрична рiвнiсть Безу

Говоритимемо, що пара (U, V ) зводить матрицi A, B до (A, B)l, якщо

AU + BV = (A, B)l = D.

Множину всiх таких пар позначимо через Ur
A,B.

Теорема 1.16. Нехай

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
K11 K12

K21 K22

∥∥∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ ,

де
∥∥∥∥

K11 K12

K21 K22

∥∥∥∥ – оборотна матриця. Множина Ur
A,B складається з усiх

пар вигляду

(K11 + K11Q + K12P, K21 + K21Q + K22P ),

де Q пробiгає множину Annr(D), а матриця P – кiльце Mn(R).

Доведення. Позначимо через Vr
A,B множину

{(K11 + K11Q + K12P, K21 + K21Q + K22P )},

де Q пробiгає множину Annr(D), а матриця P – кiльце Mn(R). Тодi

A(K11 + K11Q + K12P ) + B(K21 + K21Q + K22P ) =

= (AK11 + BK21) + (AK11 + BK21)Q + (AK12 + BK22)P =

= D + DQ + 0P = D.
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Отже, Vr
A,B ⊆ Ur

A,B.
Нехай (U, V ) ∈ Ur

A,B i
∥∥∥∥

K11 K12

K21 K22

∥∥∥∥
−1

=
∥∥∥∥

L11 L12

L21 L22

∥∥∥∥ .

Тодi
∥∥ A B

∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥
∥∥∥∥

L11 L12

L21 L22

∥∥∥∥ .

Таким чином,
A = DL11, B = DL12.

Розглянемо добуток
∥∥∥∥

L11 L12

L21 L22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

U K12

V K22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

T 0
P I

∥∥∥∥ , (1.20)

де I – одинична матриця i

T = L11U + L12V, P = L21U + L22V.

Тодi
DT = (DL11)U + (DL12)V = AU + BV = D.

Тобто
DT = D ⇒ D(T − I) = 0 ⇒ T − I = Q ∈ Annr(D).

Отже, T = I + Q. З рiвностi (1.20) випливає, що
∥∥∥∥

U K12

V K22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

K11 K12

K21 K22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

I + Q 0
P I

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

K11 + K11Q + K12P K12

K21 + K21Q + K22P K22

∥∥∥∥ .

Отже,
U = K11 + K11Q + K12P, V = K21 + K21Q + K22P.

Таким чином, Ur
A,B ⊆ Vr

A,B. Тому Ur
A,B = Vr

A,B. 2

Теорема 1.17. Нехай A, B ∈ Mn(R). Тодi iснує така оборотна матриця∥∥∥∥
U M
V N

∥∥∥∥, що

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
U M
V N

∥∥∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ ,

причому
Annr(D) ⊆ Annr(V ). (1.21)
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Доведення. Якщо матриця D = (A, B)l є неособливою, то Annr(D) = 0
i, очевидно, що включення (1.21) є правильним.

Нехай (A, B)l є особливою матрицею. Це означає, що i матрицi A, B
також особливi. Нехай rang B = k < n. Тодi iснують такi оборотнi матрицi
PB, QB, що

PBBQB =
∥∥∥∥

B11 0
0 0

∥∥∥∥ ,

де B11 – k × k неособлива матриця.
Нехай rang A = r < n. Отже, i rang PBA = r. Тодi iснує така оборотна

матриця QA, що

(PBA)QA =
∥∥∥∥

A11 0
A21 0

∥∥∥∥ ,

де

rang
∥∥∥∥

A11

A21

∥∥∥∥ = r

i A11 – k × r матриця.
Нехай rang A21 = t 6 r. Тодi iснує така оборотна матриця P21, що

P21A21 =
∥∥∥∥

A′21

0

∥∥∥∥ ,

де A′21 – t× r матриця i rang A′21 = t. Тодi

∥∥ A B
∥∥ = P−1

B

∥∥∥∥
Ik 0
0 P−1

21

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

A11 0 B11 0
A′21 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

F

∥∥∥∥
Q−1

A 0
0 Q−1

B

∥∥∥∥ .

Оскiльки матриця B11 неособлива i н.с.д. мiнорiв максимального t-го поряд-
ку матрицi A′21 вiдмiнний вiд нуля, то

rang
∥∥ A B

∥∥ = rangB11 + rangA′21.

Тобто
rang

∥∥ A B
∥∥ = k + t.

Доповнимо матрицi
∥∥∥∥

A11

A′21

∥∥∥∥ , B11 нульовими блоками до матриць порядку

k + t вигляду ∥∥∥∥
A11 0
A′21 0

∥∥∥∥ = A′,
∥∥∥∥

B11 0
0 0

∥∥∥∥ = B′.

Нехай (A′, B′)l = D′. Оскiльки

rang
∥∥ A′ B′ ∥∥ = rang

∥∥ A B
∥∥ = k + t,
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то матриця D′ неособлива. Тодi iснує така оборотна матриця
∥∥∥∥

U ′ M ′

V ′ N ′

∥∥∥∥ ,

що
∥∥ A′ B′ ∥∥

∥∥∥∥
U ′ M ′

V ′ N ′

∥∥∥∥ =
∥∥ D′ 0

∥∥ .

Запишемо матрицю F у виглядi

F =
∥∥∥∥

A′ 0 B′ 0
0 0 0 0

∥∥∥∥ .

Тодi

F

∥∥∥∥∥∥∥∥

U ′ 0 M ′ 0
0 In−k−t 0 0
V ′ 0 N ′ 0
0 0 0 In−k−t

∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

G

=
∥∥∥∥

D′ 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥ ,

де In−k−t – одинична матриця порядку n− k − t. Очевидно, що матриця G
є оборотною. Позначимо

P = P−1
B

∥∥∥∥
Ik 0
0 P−1

21

∥∥∥∥ .

Тодi

∥∥ A B
∥∥




∥∥∥∥
QA 0
0 QB

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

U ′ 0 M ′ 0
0 In−k−t 0 0
V ′ 0 N ′ 0
0 0 0 In−k−t

∥∥∥∥∥∥∥∥


 =

= P

∥∥∥∥
D′ 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥ . (1.22)

Отже,

(A, B)l = P

∥∥∥∥
D′ 0
0 0

∥∥∥∥ = D.

Оскiльки матриця D′ неособлива, то Annr(D) складається з усiх матриць

вигляду
∥∥∥∥

0
T

∥∥∥∥ , де T – (n− k − t)× n матриця. З рiвностi (1.22) випливає,
що

A

(
QA

∥∥∥∥
U ′ 0
0 In−k−t

∥∥∥∥
)

︸ ︷︷ ︸
U

+B

(
QB

∥∥∥∥
V ′ 0
0 0

∥∥∥∥
)

︸ ︷︷ ︸
V

= D.
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Якщо матриця V ′ є неособливою, то з вигляду матрицi V отримуємо
Annr(D) = Annr(V ). Якщо ж вона особлива, то Annr(D) ⊆ Annr(V ). Тео-
рему доведено. 2

Якщо M = AP = BQ, то матрицю M називатимемо спiльним правим
кратним матриць A та B. Якщо ж матриця M є лiвим дiльником кожного
спiльного правого кратного матриць A та B, то називатимемо її правим
н.с.к. матриць A та B (у позначеннях [A,B]r). За аналогiєю з твердженням
теореми 1.12 праве н.с.к. матриць над кiльцем Безу визначене однозначно з
точнiстю до лiвої асоцiйовностi.

Теорема 1.18. Нехай A, B ∈ Mn(R). Тодi iснує така оборотна матриця
F, що ∥∥∥∥

A B
0 B

∥∥∥∥F =
∥∥∥∥

(A, B)l 0
∗ [A, B]r

∥∥∥∥ .

Доведення. Нехай (A, B)l = D. На пiдставi теореми 1.17 iснує така

оборотна матриця
∥∥∥∥

U M
V N

∥∥∥∥ , що

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
U M
V N

∥∥∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ , (1.23)

причому Annr(D) ⊆ Annr(V ). З рiвностi (1.23) випливає, що AM +BN = 0.
Отже, матриця S = BN = −AM є правим спiльним кратним матриць A, B.
Нехай S1 = AA1 = BB1 – будь-яке iнше праве спiльне кратне матриць A, B.
Покажемо, що S є лiвим дiльником матрицi S1.

Розглянемо пару матриць (U −A1, V + B1). Тодi

A(U −A1) + B( V + B1) = (AU + BV ) + (BB1 −AA1) = D.

Це означає, що (U − A1, V + B1) ∈ Ur
A,B. Згiдно з теоремою 1.16 iснують

такi Q ∈ Annr(D) i P ∈ Mn(R), що

U −A1 = U + UQ + MP,

V + B1 = V + V Q + NP. (1.24)

Оскiльки V Q = 0, то з рiвностi (1.24) отримуємо, що B1 = NP. Тодi

S1 = BB1 = B(NP ) = (BN)P = SP.

Таким чином, S = BN = [A, B]r. Iз рiвностi (1.23) отримуємо
∥∥∥∥

A B
0 B

∥∥∥∥
∥∥∥∥

U M
V N

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

D 0
BV BN

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

(A, B)l 0
BV [A, B]r

∥∥∥∥ .

Що i потрiбно довести. 2
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Наслiдок 1.5. Виконується рiвнiсть

det(AB) = det(A, B)l det[A, B]r. 2

Iснування в кiльцi Mn(R) дiльникiв нуля призводить до того, що деякi
властивостi рiвностi Безу, н.с.к. та н.с.д., якi виконуються в кiльцi R не
успадковуються кiльцем матриць. Зокрема, з рiвностi

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
U M
V N

∥∥∥∥ =
∥∥ D 0

∥∥ ,

де матриця
∥∥∥∥

U M
V N

∥∥∥∥ оборотна, не випливає, що матриця S = BN (див.

теорему 1.18) є правим н.с.к. A, B.
З рiвностi AU + BV = (A, B)l не випливає iснування оборотної матрицi

вигляду
∥∥∥∥

U M
V N

∥∥∥∥.
Також з рiвностей A = (A, B)lA1, B = (A, B)lB1 не випливає, що

(A1, B1)l = I.
Продемонструємо цi специфiчнi властивостi на конкретному прикладi.

Приклад 1.3. Розглянемо матрицi

A =
∥∥∥∥

α 0
0 0

∥∥∥∥ , B =
∥∥∥∥

β 0
0 0

∥∥∥∥ ,

де αu + βv = 1. Тодi

∥∥∥∥
α 0 β 0
0 0 0 0

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

u −β −βr 0
0 0 1 0
v α αr 0
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
1 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥ .

Отже, (A, B)l = diag(1, 0). Проте матриця

S = BN =
∥∥∥∥

β 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

αr 0
0 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

αβr 0
0 0

∥∥∥∥

буде правим н.с.к. A, B тодi i тiльки тодi, коли r є оборотним елементом
кiльця R.

Очевидно, що рiвнiсть Безу для матриць A, B може мати вигляд:
∥∥∥∥

α 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

u 0
0 0

∥∥∥∥ +
∥∥∥∥

β 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

v 0
0 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
0 0

∥∥∥∥
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1.7. Матрична рiвнiсть Безу

проте матриця ∥∥∥∥∥∥∥∥

u 0
0 0
v 0
0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
не доповнюється до оборотної матрицi четвертого порядку.

Зваживши на вигляд матрицi (A,B)l, отримуємо A = (A,B)lA,
B = (A,B)lB. Тобто A1 = A, B1 = B. Отже, (A1, B1)l 6= I. ♦

Покажемо, що частки вiд дiлення злiва матриць A,B на (A,B)l все ж
таки можна вибрати так, що вони будуть взаємно простими злiва.

Лема 1.2. Нехай A,B – m×n взаємно простi злiва матрицi, m < n. Тодi їх
можна доповнити до кадратних взаємно простих злiва матриць вигляду

∥∥∥∥
A
M

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
B
N

∥∥∥∥ .

Доведення. Для матриць A,B iснують такi оборотнi матрицi U, V, що

AU =
∥∥ A1 0

∥∥ , BV =
∥∥ B1 0

∥∥ ,

де A1, B1 – m ×m матрицi. Оскiльки (A,B)l = Im, то знайдеться оборотна
матриця T, що ∥∥ A B

∥∥T =
∥∥ Im 0

∥∥ .

Тодi також
(∥∥ A B

∥∥
∥∥∥∥

U 0
0 V

∥∥∥∥
) (∥∥∥∥

U−1 0
0 V −1

∥∥∥∥ T

)
=

∥∥ Im 0
∥∥ .

Тобто ∥∥ A1 0 B1 0
∥∥T1 =

∥∥ Im 0
∥∥ ,

де T1 =
∥∥∥∥

U−1 0
0 V −1

∥∥∥∥T. Отже, (A1, B1)l = Im. Це означає, що iснує така

оборотна матриця P = ‖Pij‖2
1 , що

∥∥ A1 B1

∥∥P =
∥∥ Im 0

∥∥ .

Тодi

∥∥ A1 0 B1 0
∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

P11 0 P12 0
0 In−m 0 0

P21 0 P22 0
0 0 0 In−m

∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

Q

=
∥∥ Im 0

∥∥ .
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Розглянемо матрицю ∥∥∥∥
A1 0 B1 0
0 In−m 0 0

∥∥∥∥ .

Тодi ∥∥∥∥
A1 0 B1 0
0 In−m 0 0

∥∥∥∥ Q =
∥∥∥∥

Im 0 0 0
0 In−m 0 0

∥∥∥∥ .

Звiдси отримуємо
(∥∥∥∥

A1 0 B1 0
0 In−m 0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

U−1 0
0 V −1

∥∥∥∥
)(∥∥∥∥

U 0
0 V

∥∥∥∥ Q

)
=

∥∥ Im 0
∥∥ .

Тобто ∥∥∥∥
A B
∗ ∗

∥∥∥∥
(∥∥∥∥

U 0
0 V

∥∥∥∥Q

)
=

∥∥ Im 0
∥∥ .

2

Теорема 1.19. Нехай D = (A,B)l. Тодi iснують такi M, N, що A =
DM, B = DN, де (M, N)l = I.

Доведення. Нехай A = DM, B = DN, причому det D 6= 0 i (M,N)l =
D1. Тодi M = D1M1, N = D1N1. Отже, A = DD1M1, B = DD1N1.
Оскiльки D – лiвий н.с.д. матриць A,B, то DD1 є його лiвим дiльником:

D = DD1L ⇒ D(I −D1L) = 0.

Матриця D не дiльник нуля, тому D1L = I. Тобто D1 ∈ GLn(R). Отже,
(M, N)l = I.

Нехай det D = 0 i rang D = r < n. Тодi iснують такi оборотнi матрицi U,
V, що

UDV =
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥ ,

де K – неособлива матриця порядку r. Тодi з рiвностей A = DA1, B = DB1

випливає

UA = UDV (V −1A1) =
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

A11 A12

A21 A22

∥∥∥∥ , (1.25)

UB = UDV (V −1B1) =
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥ . (1.26)

Припустимо, що матрицi
∥∥ A11 A12

∥∥ ,
∥∥ B11 B12

∥∥ мають лiвий спiльний
дiльник T :

∥∥ A11 A12

∥∥ = TL1,
∥∥ B11 B12

∥∥ = TL2. Звiдси випливає,

що матриця
∥∥∥∥

KT 0
0 0

∥∥∥∥ є лiвим спiльним дiльником матриць UA i UB, якi
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мають лiвий н.с.д.
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥ . Отже, K = KTS. Оскiльки матиця K неосо-

блива, то TS = I. Тобто T є оборотною матрицею. Таким чином, матрицi∥∥ A11 A12

∥∥ ,
∥∥ B11 B12

∥∥ взаємно простi злiва. На пiдставi леми 1.2 iсну-
ють взаємно простi злiва квадратнi матрицi∥∥∥∥

A11 A12

S1 S2

∥∥∥∥ = A′1,
∥∥∥∥

B11 B12

L1 L2

∥∥∥∥ = B′
1.

З рiвностей (1.25,) i (1.26) випливає, що наступнi рiвностi правильнi

UA = UDV (V −1A1) =
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

A11 A12

S1 S2

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

A′1

= (UDV )A′1,

UB = UDV (V −1B1) =
∥∥∥∥

K 0
0 0

∥∥∥∥
∥∥∥∥

B11 B12

B21 B22

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

B′1

= (UDV )B′
1.

Домноживши цi рiвностi злiва на U−1, отримаємо A = D(V A′1), B = D(V B′
1).

Оскiльки (A′1, B
′
1)l = I, то i (V A′1, V B′

1)l = I, що i потрiбно довести. 2

Теорема 1.20. Матрицю (A,B)l можна вибрати так, що

[A,B]r = BA1, де A = (A, B)lA1.

Доведення. Згiдно з теоремою 1.18 iснує така оборотна матриця U =∥∥ Uij

∥∥2

1
, що

∥∥∥∥
A B
0 B

∥∥∥∥
∥∥∥∥

U11 U12

U21 U22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

(A, B)l 0
∗ [A, B]r

∥∥∥∥ .

Отже, BU22 = [A, B]r = M. Нехай U−1 = V =
∥∥ Vij

∥∥2

1
. Тодi

∥∥∥∥
A B
0 B

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

D 0
∗ M

∥∥∥∥
∥∥∥∥

V11 V12

V21 V22

∥∥∥∥ ,

де D = (A,B)l. Звiдси випливає, що A = DV11. Оскiльки U−1 = V , то
на пiдставi наслiдку 3.4∗ (с. 115) матрицi U22 та V11 еквiвалентнi. Тобто
U22 = KV11S, де K,S ∈ GLn(R). Тодi

M = BU22 = BKV11S ⇒ MS−1 = M1 = B(KV11) = BA1,

де A1 = KV11. Також виконуються рiвностi

A = DV11 = D(K−1K)V11 = (DK−1)(KV11) = D1A1.

I для завершення доведення достатньо зауважити, що матрицi M, M1 та
D, D1 асоцiйованi справа. Тобто M1 є правим н.с.к., а D1 – лiвим н.с.д.
матриць A,B. 2
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Роздiл 2.
Кiльця елементарних дiльникiв
2.1. Форма Смiта

У попередньому роздiлi вивчалися одностороннi перетворення матриць
над кiльцями Безу. При цьому була встановлена канонiчна форма стосов-
но таких перетворень. Подальшi дослiдження будуть спрямованi на пошук
такої ж форми вiдносно двостороннiх перетворень матриць.

Означення 2.1. Матрицi A та B називають еквiвалентними (в позначеннях
A ∼ B), якщо iснують такi оборотнi матрицi P, Q, що A = PBQ.

Пiд дiагональною матрицею розумiтимемо матрицю, в якiй всi еле-
менти поза головною дiагоналлю є нулями. Ця матриця може бути i пря-
мокутною. Якщо у дiагональнiй матрицi кожний попереднiй дiагональний
елемент дiлить наступний, то її назаватимемо d-матрицею.

Теорема 2.1. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1,5. Тодi кожна
m×n матриця A над R еквiвалентна до d-матрицi Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕk),
k = min(m,n), причому ϕi ∈ Z(R), i = 1, . . . , k. При цьому матриця Φ
єдина в класi еквiвалентних до A матриць.

Доведення. Нехай спершу A – неособлива n×n матриця. Позначимо че-
рез B1 пiдматрицю матрицi A, складену з перших двох її рядкiв. На пiдставi
теореми 1.5 iснує така оборотна матриця V1, що

B1V1 =
∥∥∥∥

b11 0 0 . . . 0
b21 b22 0 . . . 0

∥∥∥∥ ,

де b11, b22 6= 0. Iснує таке r, що

(b21 + b11r, b22) = (b21, b11, b22) = β.

Тодi ∥∥∥∥
1 0
r 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

U1

B1V1 =
∥∥∥∥

b11 0 0 . . . 0
b′21 b22 0 . . . 0

∥∥∥∥ ,

де b′21 = b21 + b11r. Оскiльки (b′21, b22) = β, то знайдуться такi u, v, що

ub′21 + vb22 = β.
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Тодi

U1B1V1

(∥∥∥∥∥
u − b22

β

v
b′21
β

∥∥∥∥∥⊕ In−2

)
=

∥∥∥∥
b11u −b11

b22
β 0 . . . 0

β 0 0 . . . 0

∥∥∥∥ = B2,

де In−2 – одинична матриця порядку n− 2. Отже,

∥∥∥∥
0 1
−1 b11

β u

∥∥∥∥ B2 =
∥∥∥∥

β 0 0 . . . 0
0 b11

b22
β 0 . . . 0

∥∥∥∥ = B3.

Оскiльки β|b11, то B3 є d-матрицею. За теоремою 1.4 домноження матрицi на
оборотнi матрицi не змiнює н.с.д. її елементiв. Тому β є н.с.д. всiх елементiв
перших двох рядкiв матрицi A. Очевидно, що

A ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β 0 0 . . . 0
0 b11

b22
β 0 . . . 0

c31 c32 c33 . . . c3n

. . . . . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 cn3 . . . cnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= A1.

Тодi




∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 0 1
0 1 0

∥∥∥∥∥∥
⊕ In−3


A1 ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

β 0 0 . . . 0
c31 c32 c33 . . . c3n

0 0 b11
b22
β 0

c41 c42 c43 . . . c4n

. . . . . . . . . . . . . . .
cn1 cn2 cn3 . . . cnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= A2.

Позначимо через C1 першi два рядки цiєї матрицi. За аналогiєю
C1 ∼ diag(γ1, γ2), де γ1 = (β, c31, . . . , c3n) i γ1|γ2. Це означає, що

A ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 . . . 0
0 γ2 0 . . . 0

d31 d32 d33 . . . d3n

. . . . . . . . . . . . . . .
dn1 dn2 dn3 . . . dnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= A3.

Зауважимо, що третiй рядок матрицi A3 отримується з третього рядка мат-
рицi A2 домноженням на деяку оборотну матрицю. Тому

(d31, . . . , d3n) = b11
b22

β
.
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Оскiльки γ1|β, а β|b11, то γ1|b11
b22
β . Це означає, що γ1 є н.с.д. перших трьох

рядкiв матрицi A3. Продовжуючи описаний процес, врештi-решт отримаємо,
що

A ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1 0 . . . 0
f21 f22 . . . f2n

. . . . . . . . . . . .
fn1 fn2 . . . fnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
= A′,

де ϕ1 ∈ Z(R) i є н.с.д. всiх елементiв матрицi A′. Тодi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0
−f21

ϕ1
1 . . . 0

...
. . .

−fn1

ϕ1
0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

A′ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1 0 . . . 0
0 f22 . . . f2n

. . . . . . . . . . . .
0 fn2 . . . fnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Мiркуючи так i з матрицею

F =

∥∥∥∥∥∥

f22 . . . f2n

. . . . . . . . .
fn2 . . . fnn

∥∥∥∥∥∥
,

показуємо, що

F ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ2 0 . . . 0
0 g33 . . . g3n

. . . . . . . . . . . .
0 gn3 . . . gnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де ϕ2 ∈ Z(R) i є н.с.д. елементiв матрицi F. Отже,

A ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1 0 0 . . . 0
0 ϕ2 0 . . . 0
0 0 g33 . . . g3n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 gn3 . . . gnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Оскiльки ϕ1 – дiльник усiх елементiв матрицi F, то ϕ1|ϕ2. Продовжуючи
описаний процес, показуємо, що A ∼ diag(ϕ1, . . . , ϕn), ϕi|ϕi+1,
i = 1, . . . , n− 1.

Нехай rang A = k ≤ min(m,n). На пiдставi теореми 1.6 iснують такi
оборотнi матрицi U, V, що

UAV =
∥∥∥∥

M 0
0 0

∥∥∥∥ ,
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де M – неособлива k × k матриця. Згiдно з щойно доведеним, матриця M
еквiвалентна до d-матрицi diag(µ1, . . . , µk), де µi ∈ Z(R), i = 1, . . . , k.
Отже,

A ∼ diag(µ1, . . . , µk, 0, . . . , 0) = M1.

Таким чином, в класi матриць, еквiвалентних до A є d-матриця, дiагональнi
елементи якої вибранi з Z(R).

Припустимо, що

A ∼ diag(ν1, . . . , νp, 0, . . . , 0) = N, νi|νi+1, νj ∈ Z(R).

Оскiльки N є d-матрицею, то ν1ν2 . . . νi дiлить всi мiнори i-го порядку мат-
рицi N. Отже, ν1ν2 . . . νi є н.с.д. i-го порядку цiєї матрицi. Оскiльки A ∼ N i
A ∼ M1, то N ∼ M1. Це означає, що н.с.д. вiдповiдних мiнорiв цих матриць
збiгаються. Звiдси випливає, що

rang M1 = rang N.

Тому k = p. Зваживши на те, що µ1, ν1 ∈ Z(R) приходимо до висновку, що
µ1 = ν1. З рiвностi µ1µ2 = ν1ν2 випливає, що µ2 = ν2. Продовжуючи описа-
ний процес, переконаємося, що в класi матриць, еквiвалентних до матрицi
A, є лише одна d-матриця з умовою подiльностi дiагональних елементiв, якi
вибирають iз множини Z(R). 2

Зауваження. Якщо елементи множини Z(R) не узгодженi, то iнварiан-
тнi множники визначенi з точнiстю до дiльникiв одиницi.

Отриману в цiй теоремi d-матрицю називають формою Смiта матри-
цi. Свою назву вона отримала на честь англiйського математика Г. Смiта
(H.J. Smith), який у 1861 роцi встановив [2], що кожна цiлочислова матриця
еквiвалентними перетвореннями зводиться до вказаного вигляду.

Пiд час доведення теореми 2.1 ми суттєво опирались на той факт, що
кiльце R має стабiльний ранг 1,5. Нижче покажемо, що кожна матриця над
кiльцем Q – формальних степеневих рядiв над полем рацiональних чисел з
цiлим вiльним членом зводиться до форми Смiта, при цьому це кiльце не є
кiльцем стабiльного рангу 1,5, а стабiльного рангу 2. Тобто клас кiлець, над
якими матрицi мають форму Смiта є ширшим за клас кiлець Безу стабiль-
ного рангу 1,5.

Будемо говорити, що матриця A має властивiсть канонiчної дiагональної
редукцiї, якщо iснують такi оборотнi матрицi P,Q вiдповiдних розмiрiв, що

PAQ = diag(ε1, . . . , εk, 0, . . . , 0), (2.1)

де εk 6= 0, εi|εi+1, i = 1, . . . , k − 1. При цьому елементи εi називають iн-
варiантними множниками, а P, Q – перетворювальними матрицями
матрицi A. Множину матриць P, що задовольняють рiвнiсть (2.1), познача-
тимемо через PA.
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Теорема 2.2. Перший iнварiантний множник ε1 форми Смiта матрицi
A дорiвнює н.с.д. її елементiв. Решта iнварiантних множникiв знаходять
за формулою

εi =
δi

δi−1
,

де δi – н.с.д. мiнорiв i-го порядку матрицi A, i = 2, . . . , k, де k – номер
останнього вiдмiнного вiд нуля н.с.д. мiнорiв вiдповiдного порядку.

Доведення. Нехай A – m × n матриця, P, Q – її перетворювальнi мат-
рицi. На пiдставi теореми 1.4 н.с.д. мiнорiв k-го порядку матриць A та PAQ
збiгаються, i = 1, . . . ,m. Оскiльки ε1 є дiльником всiх елементiв матрицi
PAQ, то вiн дорiвнює н.с.д. елементiв матрицi A. Н.с.д. мiнорiв i-го поряд-
ку матрицi PAQ є ε1ε2 · · · εi i збiгається з δi – н.с.д. мiнорiв вiдповiдного
порядку матрицi A. Звiдси випливає, що

δi

δi−1
=

ε1ε2 · · · εi

ε1ε2 · · · εi−1
= εi,

де i = 2, . . . , k. 2

I. Капланський [1] назвав кiльця, матрицi над якими мають властивiсть
канонiчної дiагональної редукцiї, кiльцями елементарних дiльникiв.

Виявляється, що для перевiрки того факту, що R є кiльцем елементарних
дiльникiв не потрiбно переконуватися у тому, що всi матрицi над R мають
властивiсть канонiчної дiагональної редукцiї – достатньо розглянути лише
матрицi другого порядку.

Теорема 2.3. [1] Для того щоб кожна матриця над R мала властивiсть
канонiчної дiагональної редукцiї необхiдно та достатньо, щоб кожна 2× 2
матриця над R мала таку ж властивiсть.

Доведення. Нехай A – m × n матриця. Для визначеностi покладемо
m 6 n. Розглянемо спочатку випадок m = 2. На пiдставi тереми 1.5 iснує
така оборотна матриця V1, що

AV1 =
∥∥∥∥

a 0 0 . . . 0
b c 0 . . . 0

∥∥∥∥ =
∥∥ A1 0

∥∥ .

Матриця A1 має властивiсть канонiчної дiагональної редукцiї. Тому iснують
такi оборотнi матрицi P1, Q1, що

P1A1Q1 = diag(α1, α2), α1|α2, α1, α1 ∈ Z(R).

Тодi

P1A1V1(Q1 ⊕ In−2) =
∥∥∥∥

α1 0 0 . . . 0
0 α2 0 . . . 0

∥∥∥∥ .
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Тобто наше твердження правильне для матриць, складених з двох рядкiв.
Припустимо його правильнiсть для всiх k < m i розглянемо m×n матрицю

A. Запишемо матрицю A у блочному виглядi: A =
∥∥∥∥

B1

B2

∥∥∥∥ , де B1 – перший

рядок матрицi A. Оскiльки B2 – (m−1)×n матриця, то iснують такi оборотнi
матрицi P2, Q2, що

P2B2Q2 = diag(β1, . . . , βm−1)

– форма Смiта матрицi B2 (деякi βi можуть бути нулями). Тодi

(1⊕ P2)
∥∥∥∥

B1

B2

∥∥∥∥ Q2 =
∥∥∥∥

B1Q2

P2B2Q2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ ∗ ∗ . . . ∗
β1 0 0 . . . 0
0 β2 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 βm−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= B.

Запишемо цю матрицю у блочному виглядi: B =
∥∥∥∥

C1

C2

∥∥∥∥ , де C1 – першi два

рядки матрицi B. Як уже було показано на початку доведення, знайдуться
такi оборотнi матрицi P3, Q3, що

(P3 ⊕ Im−2) BQ3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 . . . 0
0 γ2 0 . . . 0
∗ ∗ ∗ . . . ∗
. . . . . . . . . . . . . . .
∗ ∗ ∗ . . . ∗

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= C,

де γ1|γ2, γ1 ∈ Z(R). Зауваживши, що β1 є н.с.д. елементiв матрицi P2B2Q2,
а рядок

∥∥ β1 0 . . . 0
∥∥ – другим рядком матрицi C1, приходимо до ви-

сновку, що γ1 є н.с.д. елементiв матрицi C. Елементарними перетвореннями
над рядками матрицi C зведемо її до вигляду

∥∥∥∥
γ1 0
0 D

∥∥∥∥ = F ∼ C.

Згiдно з припущенням iндукцiї iснують такi оборотнi матрицi P4, Q4, що

P4DQ4 = diag(δ1, . . . , δm−1)

є формою Смiта матрицi D. Таким чином,

C ∼ (1⊕ P4) FQ4 = diag(γ1, δ1, . . . , δm−1).

Оскiльки γ1 – н.с.д. елементiв матрицi C, то γ1 є дiльником всiх елементiв
отриманої матрицi. Отже, формою Смiта матрицi A є матриця
diag(γ1, δ1, . . . , δm−1). Теорему доведено. 2
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Використавши результати цiєї теореми, можна сформулювати iншi умо-
ви, якi будуть стосуватись властивостей елементiв кiльця R, за яких це кiль-
це буде кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорема 2.4. [1] Для того щоб кожна матриця над R мала властивiсть
канонiчної дiагональної редукцiї, необхiдно та достатньо, щоб

1) R було кiльцем Безу,
2) для кожної взаємно простої трiйки елементiв a, b, c ∈ R iснували

такi p, q, що
(pa + qb, qc) = 1.

Доведення.Необхiднiсть. Для кожної матрицi
∥∥ a b

∥∥, a, b ∈ R, iснує
така оборотна матриця U, що

∥∥ a b
∥∥ U =

∥∥ (a, b) 0
∥∥ .

А це рiвносильно тому, що R є кiльцем Безу.

Розглянемо матрицю A =
∥∥∥∥

a 0
b c

∥∥∥∥ . Оскiльки (a, b, c) = 1, то

A ∼ diag(1, ac). Отже, iснують оборотнi матрицi P = ‖pij‖2
1 , Q = ‖qij‖2

1 ,
що

PAQ = diag(1, ac).

Тобто

PAQ =
∥∥∥∥

p11a + p12b p12c
p21a + p22b p22c

∥∥∥∥
∥∥∥∥

q11 q12

q21 q22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
0 ac

∥∥∥∥ .

Отже,
(p11a + p12b)q11 + (p12c)q21 = 1.

Звiдси випливає, що
(p11a + p12b, p12c) = 1.

Достатнiсть. На пiдставi теореми 2.3 нам достатньо показати, що кожна
2× 2 матриця має властивiсть канонiчної дiагональної редукцiї. Нехай B –
довiльна 2 × 2 матриця над R. Згiдно з теоремою 1.5 iснує така оборотна
матриця U, що

BU =
∥∥∥∥

b1 0
b2 b3

∥∥∥∥ = δ

∥∥∥∥
b1
δ 0
b2
δ

b3
δ

∥∥∥∥ ,

де δ = (b1, b2, b3). Тодi
(

p
b1

δ
+ q

b2

δ
, q

b3

δ

)
= 1

для деяких p, q. Звiдси випливає, що

(pb1 + qb2, qb3) = δ.
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Оскiльки (p, q) = 1, то iснує оборотна матриця
∥∥∥∥

p q
u v

∥∥∥∥ . Маємо

∥∥∥∥
p q
u v

∥∥∥∥
∥∥∥∥

b1 0
b2 b3

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

pb1 + qb2 qb3

∗ ∗
∥∥∥∥ = B1.

Iснують такi m, n, що

(pb1 + qb2)m + (qb3)n = δ.

Тодi

B1

∥∥∥∥
m − b3

δ

n p b1
δ + q b2

δ

∥∥∥∥ ∼
∥∥∥∥

1 0
∗ b1b3

∥∥∥∥ ∼
∥∥∥∥

1 0
0 b1b3

∥∥∥∥ .

Теорему доведено. 2

Наслiдок 2.1. Кiльце Безу є кiльцем елементарних дiльникiв тодi i тiль-
ки тодi, коли для кожної трiйки взаємно простих елементiв a, b, c iсну-
ють такi p, q, u, v, що

a(pu) + b(qu) + c(qv) = 1. 2

Зауваження. На пiдставi теореми 2.1 кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5
є кiльцем елементарних дiльникiв. Доведення цього факту було достатньо
громiздким. З використанням теореми 2.4 цей процес суттєво спрощується.
Дiйсно, якщо (b, a, c) = 1, c 6= 0, то iснує таке r, що (b + ar, c) = 1. Тобто
p = r, q = 1 (позначення теореми 2.4). Якщо c = 0, то p, q вибирають з
рiвностi ap + bq = 1. Отже, на пiдставi теореми 2.4 кiльце Безу стабiльного
рангу 1, 5 є кiльцем елементарних дiльникiв.

Теорема 2.5. [11] Кiльце

Q =

{
a0 +

∞∑

i=1

aix
i | a0 ∈ Z, ai ∈ Q, i ∈ N

}

є кiльцем елементарних дiльникiв.

Доведення. У прикладi 1.1 показано, що Q є кiльцем Безу. Отже, ви-
конана перша умова теореми 2.4.

Оскiльки з елементом xke, e ∈ U(R) взаємно простими є лише одиницi
кiльця Q, то можливi лише такi варiанти трiйок взаємно простих елементiв
кiльця Q:

1) ae1, be2, ce3, де a, b, c – взаємно простi цiлi числа, e1, e2, e3 ∈ U(R);
2) xke1, be2, ce3, де b, c – взаємно простi цiлi числа;
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3) xke1, xpe2, e3.
Розглянемо випадок 1). Без обмеження загальностi можна вважати, що

c 6= 0. У протилежному випадку можемо зробити це, переставивши та пе-
реiменувавши елементи. Кiльце цiлих чисел є адекватним кiльцем. Тому на
пiдставi властивостi 1.18 воно має стабiльний ранг 1,5. Це означає, що iснує
таке r, що (a + rb, c) = 1. Отже, i

((re1e
−1
2 )be2 + ae1, ce3) = 1.

Тобто шуканими p, q будуть p = re1e
−1
2 , q = 1.

2). Оскiльки (be2, ce3) = 1, то iснують такi p, q, що

pbe2 + qce3 = 1.

Тодi
(pbe2 + qce3, qxke1) = 1.

У третьому випадку достатньо вибрати q iз групи U(Q). Таким чином,
згiдно з теоремою 2.4 кiльце Q є кiльцем елементарних дiльникiв. 2

2.2. Перетворювальнi матрицi та група Зелiска

Пошук iнварiантних множникiв, а отже, i форми Смiта матриць згiдно
з теоремою 2.2 пов’язаний iз знаходженням н.с.д. мiнорiв вiдповiдних по-
рядкiв. Однак у багатьох задачах, зокрема задачах факторизацiї матриць,
потрiбно знати не лише форму Смiта матриць але i перетворювальнi мат-
рицi. Подальшi дослiдження зосередженi на дослiдженнi цих матриць.

Нехай Φ – d-матриця. Розглянемо множину матриць

GΦ = {H ∈ GLn(R) | ∃ K ∈ GLn(R) : HΦ = ΦK}.
Властивiсть 2.1. Множина GΦ є мультиплiкативною групою.

Доведення. Очевидно, що I ∈ GΦ. Нехай H1,H2 ∈ GΦ. Тобто

H1Φ = ΦK1,H2Φ = ΦK2,K1,K2 ∈ GLn(R).

Тодi
H2H1Φ = H2ΦK1 = ΦK1K2.

Тобто множина GΦ мультиплiкативно замкнена. Окрiм того, з рiвностi
HΦ = ΦK випливає H−1Φ = ΦK−1. Тобто H−1 ∈ GΦ. 2

Група GΦ називається групою Зелiска. Її вивчення розпочалось з працi
В. Зелiска [63].
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Властивiсть 2.2. Якщо B = P−1ΦQ−1, то PB = GΦP.

Доведення. Нехай P1 ∈ PB. Тобто B = P−1
1 ΦQ−1

1 . Отже,

P−1ΦQ−1 = P−1
1 ΦQ−1

1 .

Звiдси випливає, що
P1P

−1Φ = ΦQ−1
1 Q.

Таким чином, P1P
−1 = H ∈ GΦ. Тобто P1 = HP. Тому PB ⊆ GΦP.

Навпаки, якщо P ∈ PB i H ∈ GΦ, то

HPB = HPP−1ΦQ−1 = HΦQ−1 = ΦKQ−1.

Отже, (HP )B(QK−1) = Φ. Тобто HP ∈ PB. Тому PB ⊇ GΦP. Таким чином,
PB = GΦP. 2

Отже, множина PB – лiвих перетворювальних матриць матрицi B, є не
що iнше як лiвий клас сумiжностi повної лiнiйної групи за групою GΦ.

Охарактеризуємо внутрiшню структуру матриць iз групи GΦ.

Теорема 2.6. Група GΦ, де Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕt, 0, . . . , 0) складається з усiх
оборотних матриць вигляду

H =
∥∥∥∥

H1 ∗
0 H2

∥∥∥∥ , (2.2)

де

H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 . . . h1.t−1 h1t
ϕ2

ϕ1
h21 h22 . . . h2.t−1 h2t

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕt

ϕ1
ht1

ϕt

ϕ2
ht2 . . . ϕt

ϕt−1
ht.t−1 htt

∥∥∥∥∥∥∥∥
, H2 ∈ GLn−t(R).

Доведення. Нехай H = ‖pij‖n
1 ∈ GΦ. Це означає, що iснує така оборотна

матриця K = ‖kij‖n
1 , що

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1p11 . . . ϕtp1t 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ϕ1pt1 . . . ϕtptt 0 . . . 0
ϕ1pt+1.1 . . . ϕtpt+1.t 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ1pn1 . . . ϕtpnt 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1k11 . . . ϕ1k1n

. . . . . . . . .
ϕtkt1 . . . ϕtktn

0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (2.3)

Оскiльки ϕ1, . . . , ϕt 6= 0, то
∥∥∥∥∥∥

pt+1.1 . . . pt+1.t

. . . . . . . . .
pn1 . . . pnt

∥∥∥∥∥∥
= 0.
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Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв

З рiвностi (2.3) також випливає, що ϕi|ϕjpij , i, j = 1, . . . , t. Оскiльки при
i ≤ j ϕi|ϕj , то на елементи pij , де i ≤ j, не накладаються жоднi обмеження.
Якщо i > j, то ϕj |ϕi. Тому умова

ϕjpij = ϕikij

рiвносильна тому, що
pij =

ϕi

ϕj
kij .

Таким чином, матриця H має вигляд (2.3).
Нехай тепер H – оборотна матриця вигляду (2.2). Тодi виконується рiв-

нiсть ∥∥∥∥
H1 ∗
0 H2

∥∥∥∥Φ = Φ
∥∥∥∥

K1 ∗
0 H2

∥∥∥∥ ,

де

K1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

h11
ϕ2

ϕ1
h12 . . . ϕt−1

ϕ1
h1.t−1

ϕt

ϕ1
h1t

h21 h22 . . . ϕt−1

ϕ2
h2.t−1

ϕt

ϕ2
h2t

. . . . . . . . . . . . . . .
ht1 ht2 . . . ht.t−1 htt

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Оскiльки
detH = detH1 detH2,

то матрицi H1,H2 є оборотними. Матрицi H1,K1 задовольняють рiвнiсть

H1diag(ϕ1, . . . , ϕt) = diag(ϕ1, . . . , ϕt)K1.

Зваживши на те, що матриця diag(ϕ1, . . . , ϕt) неособлива, приходимо до ви-

сновку, що K1 є оборотною матрицею. Таким чином, матриця
∥∥∥∥

K1 ∗
0 H2

∥∥∥∥
оборотна, а отже, H ∈ GΦ. 2

Наслiдок 2.2. Група оборотних верхнiх трикутних матриць є пiдгрупою
будь-якої групи Зелiска. 2

Властивiсть 2.3. Елемент ϕi

ϕj
є добутком часток першої пiддiагоналi мат-

рицi H1, якi знаходяться вище та правiше:

hjj ∗ ∗ ∗
ϕj+1

ϕj
hj+1.j+1 ∗ ∗

... ϕj+2

ϕj+1
hj+2.j+2 ∗

...
. . . . . .

ϕi

ϕj
. . . . . . ϕi

ϕi−1
hii

.
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2.2. Перетворювальнi матрицi та група Зелiска

Доведення. Дiйсно,
ϕi

ϕj
=

ϕj+1

ϕj

ϕj+2

ϕj+1
· · · ϕi

ϕi−1
.

2

Наслiдок 2.3. Якщо (
σ,

ϕi

ϕj

)
= 1,

то елемент σ взаємно простий з усiма частками ϕp

ϕq
матрицi H1, що окре-

сленi прямокутним трикутником з вершинами (j + 1, j), (i, i− 1), (i, j). 2

Властивiсть 2.4. Елемент ϕi

ϕj
, i > j, є дiльником всiх елементiв матрицi

H1, що окресленi прямокутником з вершинами (i, 1), (i, j), (t, j), (t, 1) :
ϕi

ϕ1
hi1

ϕi

ϕ2
hi2 . . . ϕi

ϕj
hij

ϕi+1

ϕ1
hi+1.1

ϕi+1

ϕ2
hi+1.2 . . . ϕi+1

ϕj
hi+1.j

. . . . . . . . . . . .
ϕt

ϕ1
ht1

ϕt

ϕ2
ht2 . . . ϕt

ϕj
htj .

Тобто
ϕi

ϕj
|ϕi+p

ϕj−q
hi+p.j−q, p = 0, 1, . . . , n− i, q = 0, 1, . . . , j − 1.

Доведення. Зваживши на властивiсть 2.3, доведення цього твердження
не викликає жодних труднощiв. 2

Властивiсть 2.5. Нехай

σ|ϕi

ϕj
,

(
σ,

ϕi

ϕj+1

)
= 1,

Тодi
1) елемент σ дiлить всi елементи матрицi H1, що окресленi прямоку-

тником з вершинами (j + 1, 1), (j + 1, j), (n, j), (n, 1). Тобто

σ|ϕj+1+p

ϕj−q
, p = 0, 1, . . . , n− j − 1, q = 0, 1, . . . , j − 1, j + 1 + p > j − q.

2) елемент σ взаємно простий з усiма частками ϕp

ϕq
матрицi H1, що

окресленi прямокутним трикутником з вершинами (j + 2, j + 1), (i, i− 1),
(i, j + 1). Тобто
(

σ,
ϕi−s

ϕj+t

)
= 1, s = 0, 1, . . . , i− j − 2, t = 1, 2, . . . , i− j − 1, i− s > j + t,
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Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв

ϕj+1

ϕ1
. . .

ϕj+1

ϕj
∗ ∗ . . . ∗

ϕj+2

ϕ1
. . .

ϕj+2

ϕj

ϕj+2

ϕj+1
∗ . . . ∗

ϕj+3

ϕ1
. . .

ϕj+3

ϕj

ϕj+3

ϕj+1

ϕj+3

ϕj+2
. . . ∗

...
...

...
...

. . .
ϕi

ϕ1
. . . ϕi

ϕj

ϕi

ϕj+1

ϕi

ϕj+2
. . . ϕi

ϕi−1

...
...

ϕj+1

ϕ1
. . .

ϕj+1

ϕj
∗ ∗ . . . ∗

.

Доведення. Оскiльки
ϕi

ϕj
=

ϕi

ϕj+1

ϕj+1

ϕj
,

то, зваживши на те, що

σ|ϕi

ϕj
,

(
σ,

ϕi

ϕj+1

)
= 1,

отримуємо, що σ|ϕj+1

ϕj
. Bикориставши властивiсть 2.4, завершуємо розгляд

випадку 1). Випадок 2) одержується з наслiдку 2.3. 2

Об’єднуючи результати останнiх двох тверджень, отримуємо.

Наслiдок 2.4. Нехай

σ|ϕi

ϕj
,

(
σ,

ϕi−1

ϕj

)
=

(
σ,

ϕi

ϕj+1

)
= 1.

Тодi j = i− 1. Тобто σ| ϕi
ϕi−1

. 2

2.3. Нижнi унiтрикутнi перетворювальнi матрицi

Як було зауважено в попередньому пiдроздiлi, множина PB – лiвих пере-
творювальних матриць матрицi B = P−1ΦQ−1 є класом сумiжностi повної
лiнiйної групи за групою GΦ. Вкажемо умови, за яких у цiй множинi iснує
нижня унiтрикутна матриця.

Через A(i) позначатимемо пiдматрицю матрицi A = ‖aij‖n
1 ∈ Mn(R) виг-

ляду

A(i) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

aii ai.i+1 . . . ain

ai+1.i ai+1.i+1 . . . ai+1.n

. . . . . . . . . . . .
ani an.i+1 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

i = 1, . . . , n.
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2.3. Нижнi унiтрикутнi перетворювальнi матрицi

Лема 2.1. Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця i HP = Q = ‖qij‖n

1 , де
H ∈ GΦ, detΦ 6= 0. Тодi

(
ϕi+1

ϕi
,

∣∣P(i+1)

∣∣
)

=
(

ϕi+1

ϕi
,

∣∣Q(i+1)

∣∣
)

, i = 1, . . . , n− 1.

Доведення. На пiдставi теореми 2.6 пiдматриця матрицi H, що складена
з m ї ї останнiх рядкiв має вигляд

Ks =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕs

ϕ1
hs1 . . . ϕs

ϕs−1
hs.s−1 hss . . . hs.n−1 hsn

ϕs+1

ϕ1
hs+1.1 . . . ϕs+1

ϕs−1
hs+1.s−1

ϕs+1

ϕs
hs+1.s . . . hs+1.n−1 hs+1 n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

ϕ1
hn1 . . . ϕn

ϕs−1
hn.s−1

ϕn

ϕs
hns . . . ϕn

ϕn−1
hn.n−1 hn n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=
∥∥ H ′

s Hs

∥∥ ,

де s = n−m + 1. Зауваживши, що
ϕs

ϕs−1
| ϕs+k

ϕs−1−l
,

отримуємо, що всi елементи матрицi H ′
s дiляться на ϕs

ϕs−1
. Отже, всi мiнори

порядку m матрицi Ks, за винятком мiнора |Hs|, дiляться на ϕs

ϕs−1
. Звiдси

(
|Hs|, ϕs

ϕs−1

)
= 1. (2.4)

Оскiльки

Q(s) = Ks

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1s p1.s+1 . . . p1n

p2s p2.s+1 . . . p2n

. . . . . . . . . . . .
pns pn.s+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

то згiдно з формулою Бiне-Кошi

|Q(s)| =
∑

j

|Hj ||Pj |+ |Hs||P(s)|,

де
∑

j |Hj ||Pj | – сума добуткiв всеможливих мiнорiв m-го порядку матрицi
Ks, за винятком мiнору |Hs|, на вiдповiднi мiнори матрицi P. Оскiльки всi
мiнори |Hj | дiляться на ϕs

ϕs−1
, то

|Q(s)| =
ϕs

ϕs−1
d + |Hs||P(s)|,

де d ∈ R. Тодi, зваживши на рiвнiсть (2.4), отримуємо
(

ϕs

ϕs−1
, |Q(s)|,

)
=

(
ϕs

ϕs−1
, |Hs||P(s)|

)
=

(
ϕs

ϕs−1
, |P(s)|

)
.

2
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Теорема 2.7. Нехай S ∈ GLn(R) i Φ – неособлива d-матриця. Для того,
щоб у групi GΦ iснувала така матриця H, що HS – нижня унiтрикутна
матриця, необхiдно та достатньо, щоб

(
ϕi+1

ϕi
, |S(i+1)|

)
= 1, i = 1, . . . , n− 1. (2.5)

Доведення. Необхiднiсть. Нехай HS = T = ‖tij‖n
1 – нижня унiтрику-

тна матриця. Тодi на пiдставi леми 2.1

(
ϕi+1

ϕi
, |S(i+1)|

)
=




ϕi+1

ϕi
,

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0
ti+2.i+1 1 0

. . . . . .
tn.i+1 tn.i+2 . . . tn.n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣


 = 1,

i = 1, . . . , n− 1.
Достатнiсть. Нехай S = ‖sij‖2

1 – матриця над R. Оскiльки (s12, s22) = 1
i (

ϕ2

ϕ1
, s22

)
= 1,

то (
ϕ2

ϕ1
s12, s22

)
= 1.

Тодi iснують такi u1, u2, що

s12
ϕ2

ϕ1
u1 + s22u2 = 1.

Це означає, що матриця

K =
∥∥∥∥

s22 −s12
ϕ2

ϕ1
u1 u2

∥∥∥∥

є елементом групи GΦ. Тодi

KS =
∥∥∥∥

d 0
c 1

∥∥∥∥ .

З оборотностi матрицi KS випливає, що d ∈ U(R). Тому матриця
H = diag(d−1, 1)K i буде шуканою. Таким чином, твердження теореми
правильне для матриць другого порядку.

Припустимо правильнiсть цього твердження для всiх матриць порядку,
меншого за n, i розглянемо оборотну матрицю S = ‖sij‖n

1 . З рiвностей (2.5)
випливає, що (

ϕi+1

ϕi
, (sn.i+1, sn.i+2, . . . , snn)

)
= 1,
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i = 1, . . . , n− 1. Отже, зокрема,
(

ϕ2

ϕ1
, (sn2, sn3, . . . , snn)

)
= 1.

Також
(sn1, (sn2, sn3, . . . , snn)) = 1.

Тому
(

ϕ2

ϕ1
sn1, (sn2, sn3, . . . , snn)

)
=

((
ϕ2

ϕ1
sn1, sn2

)
, (sn3, . . . , snn)

)
= 1.

Зваживши на те, що (
ϕ3

ϕ2
, (sn3, . . . , snn)

)
= 1,

отримуємо ((
ϕ3

ϕ1
sn1,

ϕ3

ϕ2
sn2

)
, (sn3, . . . , snn)

)
= 1.

Покроково продовжуючи описаний процес, дiстанемо
(

ϕn

ϕ1
s1n, . . . ,

ϕn

ϕn−2
sn−2.n,

ϕn

ϕn−1
sn−1.n, snn

)
= 1.

У кiльцi R iснують такi un1, un2, . . . , unn, що

ϕn

ϕ1
un1s1n + . . . +

ϕn

ϕn−1
un.n−1sn−1.n + unnsnn = 1.

Це означає, що рядок
∥∥∥ ϕn

ϕ1
un1 . . . ϕn

ϕn−1
un.n−1 unn

∥∥∥

унiмодулярний. Скориставшись теоремою 1.1, доповнимо цей рядок до обо-
ротної матрицi вигляду

H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 u12 . . . u1.n−2 u1.n−1 u1n

0 u22 . . . u2.n−2 u2.n−1 u2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 un−2.n−2 un−2.n−1 un−2.n

0 0 . . . 0 un−1.n−1 un−1.n
ϕn

ϕ1
un1

ϕn

ϕ2
un2 . . . ϕn

ϕn−2
un.n−2

ϕn

ϕn−1
un.n−1 unn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

яка є елементом групи GΦ. Тодi

H1S =
∥∥∥∥

S1 q
p 1

∥∥∥∥ ,

69
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де p =
∥∥ s′n1 s′n2 . . . s′n.n−1

∥∥ , q =
∥∥ s′1n s′2n . . . s′n−1.n

∥∥T
. Звiдси

∥∥∥∥
I −q
0 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

H2

H1S =
∥∥∥∥

S2 0
p 1

∥∥∥∥ ,

де S2 =
∥∥ s′′ij

∥∥n

1
. Оскiльки H2H1 ∈ GΦ, то згiдно з лемою 2.1




ϕi+1

ϕi
,

∣∣∣∣∣∣∣∣

s′′i+1.i+1 . . . s′′i+1.n−1 0
. . . . . . . . . . . .

s′′n−1.i+1 . . . s′′n−1.n−1 0
s′n.i+1 . . . s′n.n−1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣


 = 1,

i = 1, . . . , n− 1. Звiдси випливає, що

ϕi+1

ϕi
,

∣∣∣∣∣∣

s′′i+1.i+1 . . . s′′i+1.n−1

. . . . . . . . .
s′′n−1.i+1 . . . s′′n−1.n−1

∣∣∣∣∣∣


 = 1, i = 1, . . . , n− 2.

Розглянемо матрицю Φn−1 = diag (ϕ1, . . . , ϕn−1). Згiдно з припущенням
iндукцiї, в групi GΦn−1 iснує така матриця K, що KS2 – нижня унiтрикутна
матриця. Тодi ∥∥∥∥

K 0
0 1

∥∥∥∥H2H1S

також буде нижньою унiтрикутною матрицею. I для завершення доведення

потрiбно лише зауважити, що
∥∥∥∥

K 0
0 1

∥∥∥∥ є елементом групи GΦ. 2

Теорема 2.8. Нехай неособлива матриця B має форму Смiта Φ i S ∈ PB.
Множина PB мiстить нижню унiтрикутну матрицю тодi i тiльки тодi,
коли матриця S задовольняє рiвнiсть (2.5).

Доведення випливає з властивостi 2.2 та теореми 2.7. 2

2.4. Структура перетворювальних матриць одного
класу матриць

Як випливає з доведення теореми 2.3, головну роль у встановленнi фа-
кту, що R є кiльцем елементарних дiльникiв, вiдiграють матрицi другого
порядку, в яких один iз елементiв є нуль. Вкажемо явний вигляд перетво-
рювальних матриць для матриць власне такого вигляду.
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2.4. Структура перетворювальних матриць одного класу матриць

Теорема 2.9. Нехай A =
∥∥∥∥

b c
a 0

∥∥∥∥ — матриця над кiльцем елементарних

дiльникiв R, причому (a, b, c) = 1. Тодi перетворювальними матрицями P
та Q матрицi A є матрицi

P =
∥∥∥∥

β m
−αa αb + cn

∥∥∥∥ , Q =
∥∥∥∥

α cβ
n −bβ − am

∥∥∥∥ ,

де
a(mα) + b(αβ) + c(βn) = 1. (2.6)

Доведення. Оскiльки (a, b, c) = 1, то на пiдставi наслiдку 2.1 у кiльцi
R iснують такi m,n, α, β, що виконується рiвнiсть (2.6). Тодi

∥∥∥∥
b c
a 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

cn + αb −m
αa β

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

M

∥∥∥∥
1 0
0 ac

∥∥∥∥
∥∥∥∥

βb + am βc
n −α

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

N

.

Зауваживши, що M−1 = P та N−1 = Q, завершуємо доведення. 2

Наслiдок 2.5. Якщо c = 0 i am + cn = 1, то перетворювальними матри-
цями P та Q матрицi A будуть матрицi

P =
∥∥∥∥

1 m
−a cn

∥∥∥∥ , Q =
∥∥∥∥

1 c
n −am

∥∥∥∥ . 2

Природно, постає питання, чи для матрицi A iснують перетворювальнi
матрицi, якi мають iншу структуру. Вiдповiдь негативна.

Теорема 2.10. Всi матрицi з множини PA мають вигляд
∥∥∥∥

β1 m1

−α1a α1b + cn1

∥∥∥∥ ,

де
a(m1α1) + b(α1β1) + c(β1n1) = e ∈ U(R).

Доведення. На пiдставi властивостi 2.2 PA = GΦP, де група GΦ скла-
дається з усiх оборотних матриць вигляду

∥∥∥∥
k11 k12

ack21 k22

∥∥∥∥ .

За матрицю P вiзьмемо матрицю, отриману в теоремi 2.9. Тобто

P =
∥∥∥∥

β m
−αa αb + cn

∥∥∥∥ ,
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де
a(mα) + b(αβ) + c(βn) = 1.

I нехай P1 ∈ PA. Тодi в групi GΦ iснує така матриця

H =
∥∥∥∥

h11 h12

ach21 h22

∥∥∥∥ ,

що P1 = HP . Отже,

P1 =
∥∥∥∥

h11 h12

ach21 h22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

β m
−αa αb + cn

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

β1 m1

−α1a α1b + cn1

∥∥∥∥ ,

де
α1 = cβh21 + αh22, β1 = βh11 − αβah22,

m1 = mh11 + h22(αb + cn), n1 = nh22 + h21(βb + am).

Оскiльки det H = e ∈ U(R), то i det P1 = e. Тому

a(m1α1) + b(α1β1) + c(β1n1) = e. 2

Аналогiчне твердження можна сформулювати щодо структури правих
перетворювальних матриць матрицi A.

2.5. Деякi властивостi елементiв кiлець елементар-
них дiльникiв

У теоремi 1.1 доведено, що над кiльцем Безу R кожний примiтивний
рядок

∥∥ a b c
∥∥ доповнюється до оборотної матрицi вигляду

∥∥∥∥∥∥

a b c
0 ∗ ∗
∗ ∗ ∗

∥∥∥∥∥∥
.

Над кiльцем елементарних дiльникiв цей результат можна дещо посили-
ти.

Теорема 2.11. Для того, щоб кiльце Безу R було кiльцем елементар-
них дiльникiв, необхiдно та достатньо, щоб кожний примiтивний рядок∥∥ a b c

∥∥ доповнювався до оборотної матрицi вигляду
∥∥∥∥∥∥

a b c
0 ∗ ∗
∗ ∗ 0

∥∥∥∥∥∥
.
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Доведення. Оскiльки (a, b, c) = 1, то iснують такi m,n, α, β, що

a(mα) + b(αβ) + c(βn) = 1.

Тодi шуканою буде матриця
∥∥∥∥∥∥

a b c
0 −n α
β −m 0

∥∥∥∥∥∥
.

Зворотнi мiркування є очевидними. 2

Зауважимо, що на пiдставi властивостi 1.18 над кiльцями Безу стабiльно-
го рангу 1,5 кожний примiтивний рядок

∥∥ a b c
∥∥ , c 6= 0, доповнюється

до оборотної матрицi вигляду
∥∥∥∥∥∥

a b c
∗ 1 0
∗ 0 ∗

∥∥∥∥∥∥
.

Наступна теорема формулює ту властивiсть елементiв кiльця Безу R, за
якої R стає кiльцем елементарних дiльникiв. Для доведенням цього резуль-
тату потрiбне наступне твердження.

Лема 2.2. Нехай A = ‖aij‖3
1, detA = 1 i

B =

∥∥∥∥∥∥

b11 b12 b13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∥∥∥∥∥∥
.

Для того, щоб detB = 1, необхiдно та достатньо, щоб iснували такi еле-
менти s2, s3, що

∥∥ b11 b12 b13

∥∥ =
∥∥ 1 s2 s3

∥∥ A.

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки

detB = b11 det
∥∥∥∥

a22 a23

a32 a33

∥∥∥∥ −b12 det
∥∥∥∥

a21 a23

a31 a33

∥∥∥∥+b13 det
∥∥∥∥

a21 a22

a31 a32

∥∥∥∥ = 1,

то

BA−1 =

∥∥∥∥∥∥

1 s2 s3

0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥
.

Отже,

B =

∥∥∥∥∥∥

1 s2 s3

0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥
A.
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Тобто ∥∥ b11 b12 b13

∥∥ =
∥∥ 1 s2 s3

∥∥ A.

Достатнiсть. Оскiльки
∥∥ b11 b12 b13

∥∥ A−1 =
∥∥ 1 s2 s3

∥∥ AA−1 =

=
∥∥ 1 s2 s3

∥∥E =
∥∥ 1 s2 s3

∥∥ ,

то

BA−1 =

∥∥∥∥∥∥

1 s2 s3

0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥
.

З цiєї рiвностi випливає, що det B = 1. 2

Теорема 2.12. Для того, щоб кiльце Безу R було кiльцем елементарних
дiльникiв, необхiдно та достатньо, щоб для кожної четвiрки таких еле-
ментiв a1, a2, b1, b2, що

(a1, a2) = (b1, b2) = 1,

iснував такий елемент r, що

b1 + rb2 = αβ,

де
(α, β) = (a1, α) = (a2, β) = 1.

Доведення. Необхiднiсть. У кiльцi R iснують такi v1, v2, u1, u2, що

a1v1 − a2v2 = 1,

b1u1 − b2u2 = 1.

Отже, матриця ∥∥∥∥∥∥

u2v2 b1 u2v1

u1v2 b2 u1v1

a1 0 a2

∥∥∥∥∥∥
= A

є унiмодулярною. Тобто

det A = a2b2(u2v2)−
∣∣∣∣

u1v2 u1v1

a1 a2

∣∣∣∣ b1 − a1b2(u2v1) = 1.

Позначимо

a = u2v2, b =
∣∣∣∣

u1v2 u1v1

a1 a2

∣∣∣∣ , c = v1u2.
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Очевидно, що
(a, b, c) = 1.

Тодi iснують такi елементи α, β, m, n, що

a(mα)− b(αβ)− c(βn) = 1.

Звiдси випливає, що
(α, β) = 1.

Таким чином, матриця
∥∥∥∥∥∥

αm αβ βn
u1v2 b2 u1v1

a1 0 a2

∥∥∥∥∥∥
= B

знову є унiмодулярною. На пiдставi леми 2.2 iснують такi елементи s2, s3,
що ∥∥ αm αβ βn

∥∥ =
∥∥ 1 s2 s3

∥∥ A.

Тобто
b1 + s2b2 = αβ.

Оскiльки

1 = detB = a1(−βnb2) + a1(αβu1v1) + α

(∣∣∣∣
m β

u1v2 b2

∣∣∣∣ a2

)
,

то
(α, a1) = 1.

Аналогiчно показуємо, що
(β, a2) = 1.

Поклавши r = s2, завершуємо доведення необхiдностi.
Достатнiсть. Нехай a, b, c – взаємно простi елементи кiльця R, причому

(a, c) 6= 0. Розглянемо матрицю
∥∥∥∥

bu (a, c) bv
− c

(a,c) 0 a
(a,c)

∥∥∥∥ ,

де
a

(a, c)
u +

c

(a, c)
v = −1.

Для елементiв a, b, c iснують такi m1,m2,m3, що

am1 + bm2 + cm3 = 1.
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Отже,

det

∥∥∥∥∥∥

m1 m2 m3

bu (a, c) bv
− c

(a,c) 0 a
(a,c)

∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

A

= detA = 1.

Позначимо

A =

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
.

Очевидно, що
(a12, a22) = (a31, a33) = 1.

Згiдно з припущенням iснує такий елемент r, що

a12 + ra22 = αβ,

де
(α, β) = (a31, α) = (a33, β) = 1. (2.7)

Тодi ∥∥∥∥∥∥

1 r 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥

a11 + ra21 αβ a13 + ra23

a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

a′11 αβ a′13

a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
.

Розглянемо систему конгруенцiй
{

a31x ≡ a′11(modα),
a33x ≡ a′13(modβ).

На пiдставi рiвностей (2.7) ця система має розв’язок x = s. Тобто

a31s− a′11 = −αm,

a33s− a′13 = −βn.

Звiдси
a′11 + a31(−s) = αm,

a′13 + a33(−s) = βn.

Отже,
∥∥∥∥∥∥

1 0 −s
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

a′11 αβ a′13

a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

mα αβ βn
a21 a22 a23

a31 0 a33

∥∥∥∥∥∥
= B.
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Зауваживши, що

1 = detB = a(mα) + b(αβ) + c(βn)

та скориставшись наслiдком 2.1, завершуємо розгляд цього випадку.
Якщо a = c = 0, то b ∈ U(R). Тодi достатньо покласти

α = b−1, β = m = n = 1.

Доведення завершене. 2

2.6. Група Зелiска та стабiльний ранг кiлець

Вiдомо [74]–[76], що повна лiнiйна група як комутативного, так i неко-
мутативного кiльця R є добутком групи верхнiх трикутних матриць, груп
нижнiх та верхнiх унiтрикутних матриць тодi i тiльки тодi, коли R є кiльцем
Ермiта стабiльного рангу 1. Вкажемо подiбнi зв’язки, у випадку комутатив-
них кiлець стабiльного рангу 1,5.

Нагадаємо, що комутативне кiльце R має стабiльний ранг 1,5, якщо з
умови (a, b, c) = 1, a, b, c ∈ R, c 6= 0 випливає iснування такого r ∈ R, що

(a + br, c) = 1.

Позначимо через Uup
n (R) та U lw

n (R) групи верхнiх та нижнiх унiтрику-
тних n× n матриць над R, вiдповiдно.

Теорема 2.13. Нехай R – комутативне кiльце Безу, Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn)
– неособлива d-матриця. Наступнi умови є еквiвалентними:

1) R має стабiльний ранг 1, 5;

2) GL2(R) = GΦU lw
2 (R)Uup

2 (R) для всiх матриць Φ;

3) GLn(R) = GΦU lw
n (R)Uup

n (R) для всiх матриць Φ та для кожного

n ≥ 2.

Доведення. 1) ⇒ 2). Нехай A = ‖aij‖2
1 ∈ GL2(R). Тодi

(a21, a22) = 1 ⇒
(

a21, a22,
ϕ2

ϕ1

)
= 1.

У кiльцi R iснує таке r, що
(

a22 + a21r,
ϕ2

ϕ1

)
= 1.
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Розглянемо матрицю AU = ‖a′ij‖2
1, де

U =
∥∥∥∥

1 r
0 1

∥∥∥∥ .

Оскiльки (
a′22,

ϕ2

ϕ1

)
= 1,

то на пiдставi теореми 2.7 у групi GΦ iснує така матриця H, що HAU = V
– нижня унiтрикутна матриця. Тодi A = H−1V U−1. Таким чином,

GL2(R) = GΦU lw
2 (R)Uup

2 (R).

2) ⇒ 1). Нехай (a, b, c) = 1, abc 6= 0. Маємо

a = (a, b)a1, b = (a, b)b1, (a1, b1) = 1.

Iснують такi u, v, що
a1u + b1v = 1.

Отже, матриця ∥∥∥∥
u −v
b1 a1

∥∥∥∥ = A

– оборотна. Розглянемо d-матрицю
∥∥∥∥

1 0
0 c

∥∥∥∥ = Φ.

Згiдно з умовою теореми, матриця A є добутком трьох матриць: A = HUV,
де H ∈ GΦ, U ∈ U lw

2 (R), V ∈ Uup
2 (R). Зауваживши, що

H−1 =
∥∥∥∥

h11 h12

ch21 h22

∥∥∥∥ , U =
∥∥∥∥

1 0
u 1

∥∥∥∥ , V −1 =
∥∥∥∥

1 r
0 1

∥∥∥∥ ,

отримуємо

U =
∥∥∥∥

1 0
u 1

∥∥∥∥ = H−1AV −1 = H−1

(∥∥∥∥
u −v
b1 a1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 r
0 1

∥∥∥∥
)

=

=
∥∥∥∥

h11 h12

ch21 h22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

u ur − v
b1 b1r + a1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥
∗ ∗
∗ ch21(ur − v) + h22(b1r + a1)

∥∥∥∥ .

Отже,
ch21(ur − v) + h22(b1r + a1) = 1.

Звiдси випливає, що
(b1r + a1, c) = 1.
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Врахувавши те, що
((a, b), c) = 1,

дiстанемо
((a, b)(b1r + a1), c) = (a + br, c) = 1.

А це означає, що кiльце R має стабiльний ранг 1,5.
Випадок, коли a = 0 чи b = 0, є очевидним.
3) ⇒ 2) очевидно.
2)⇒ 3). Для матриць другого порядку наше твердження правильне (див.

доведення умови 2)). Припустимо його правильнiсть для матриць порядку,
меншого за n. Оскiльки 2) ⇔ 1), то R є кiльцем Безу стабiльного рангу 1,5.
Нехай A = ‖aij‖n

1 ∈ GLn(R). Тодi

(an1, . . . , ann) = 1 ⇒
(

an1, . . . , ann,
ϕn

ϕ1

)
= 1.

Згiдно з властивiстю 1.19 iснують такi r1, . . . , rn−1, що
(

ann + an.n−1rn−1 + . . . + an1r1,
ϕn

ϕ1

)
= 1.

Розглянемо матрицю AUn = ‖a′ij‖n
1 , де

Un =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 r1

. . . 0
...

0 1 rn−1

0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Оскiльки
((a′n1, . . . , a′n.n−1), a′nn) = 1

i (
ϕn

ϕ1
, a′nn

)
= 1,

то (
ϕn

ϕ1
(a′n1, . . . , a′n.n−1), a′nn

)
= 1.

Звiдси випливає, що
(

ϕn

ϕ1
a′n1,

ϕn

ϕ2
a′n2, . . . ,

ϕn

ϕn−1
a′n.n−1, a′nn

)
= 1.

Використавши методи, що були використанi при доведеннi достатностi тео-
реми 2.7, знайдемо в групi GΦ таку матрицю Hn, що

HnAUn =
∥∥∥∥

A1 0
A2 1

∥∥∥∥ .
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Розглянемо d-матрицю Φn−1 = diag (ϕ1, . . . , ϕn−1). Оскiльки A1 ∈ GLn−1(R),
то згiдно з припущенням

A1 = Hn−1Vn−1Un−1,

де Hn−1 ∈ GΦn−1 , Vn−1 ∈ U lw
n−1(R), Un−1 ∈ Uup

n−1(R). Отже,

HnAUn =
∥∥∥∥

A1 0
A2 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

Hn−1Vn−1Un−1 0
A2 1

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

Hn−1 0
0 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

M

∥∥∥∥
Vn−1 0

A2U
−1
n−1 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

S

∥∥∥∥
Un−1 0

0 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

N

= MSN.

Таким чином, матрицю A можна записати у виглядi

A = (H−1
n M)S(NU−1

n ).

Зауваживши, що H−1
n M ∈ GΦ, S ∈ U lw

n (R), NU−1
n ∈ Uup

n (R), отримуємо

GLn(R) = GΦU lw
n (R)Uup

n (R).

Теорему доведено. 2

2.7. Кiльця матриць стабiльного рангу 1,5

Усi кiльця стабiльного рангу 1,5, якi розглядались були комутативними
кiльцями без дiльникiв нуля. В цьому пiдроздiлi буде показано, що кiльця
матриць другого порядку над комутативними кiльцями Безу стабiльного
рангу 1,5 мають аналогiчний стабiльний ранг.

Нехай A, B – 2 × 2 матрицi над кiльцем елементарних дiльникiв R, якi
мають, вiдповiдно, форми Смiта

E = diag(ε1, ε2), ∆ = diag(δ1, δ2),

PA ∈ PA, PB ∈ PB, причому PBP−1
A = ‖sij‖2

1 = S.

Лема 2.3. Елемент ((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]) є iнварiантом стосовно вибору пе-
ретворювальних матриць PB та PA.

Доведення. 1). Нехай A, B – неособливi матрицi i FA та FB – iншi
їхнi лiвi перетворювальнi матрицi. Tобто FA ∈ PA, FB ∈ PB. Тодi iснують
такi HA ∈ GE та HB ∈ G∆, що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо
FBF−1

A = ‖s′ij‖2
1. Для доведення леми потрiбно показати, що

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]) = ((ε2, δ2), s′21[ε1, δ1]).
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Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖2

1. Оскiльки

HB =
∥∥∥∥

h11 h12
δ2
δ1

h21 h22

∥∥∥∥ ,

то

k21 =
∥∥∥ δ2

δ1
h21 h22

∥∥∥
∥∥∥∥

s11

s21

∥∥∥∥ =
δ2

δ1
h21s11 + h22s21.

Розглянемо

(k21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) =
(

(
δ2

δ1
h21s21 + h22s21)[ε1, δ1], (ε2, δ2)

)
.

Оскiльки
δ2

δ1
· [ε1, δ1]
(ε2, δ2)

=
δ2[ε1, δ1]
δ1(ε2, δ2)

∈ R,

то
(ε2, δ2) | δ2

δ1
[ε1, δ1].

Отже,
(

(
δ2

δ1
h21s21 + h22s21)[ε1, δ1], (ε2, δ2)

)
= (h22s21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) .

Iз оборотностi матрицi HB випливає, що
(

h22,
δ2

δ1

)
= 1.

Отже, i
(h22, (ε2, δ2)) = 1.

Таким чином,

(k21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) = (s21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) .

Розглянемо SH−1
A = ‖tij‖2

1. Оскiльки

H−1
A =

∥∥∥∥
v11 v12

ε2
ε1

v21 v22

∥∥∥∥ ,

то

t21 =
∥∥ s21 s22

∥∥
∥∥∥∥

ν11
ε2
ε1

ν21

∥∥∥∥ = s21ν11 +
ε2

ε1
ν21s22.
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Зауваживши, що
(ε2, δ2) | ε2

ε1
[ε1, δ1]

та мiркуючи аналогiчно, отримуємо

(t21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) = (s21[ε1, δ1], (ε2, δ2)) .

Зваживши на асоцiативнiсть кiльця M2(R), переконуємось у правильностi
нашого твердження.

2). Нехай матриця A – неособлива i B ∼ diag(δ1, 0). Тодi

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]) = (ε2, s21[ε1, δ1]).

Нехай FA та FB – iншi лiвi перетворювальнi матрицi матриць A та B. Тодi
iснують такi HA ∈ GE та

HB =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥,

що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо FBF−1
A = ‖s′ij‖2

1. Для доведення
леми потрiбно показати, що

(ε2, s21[ε1, δ1]) = (ε2, s
′
21[ε1, δ1]).

Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖2

1. Оскiльки

HB =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥ ,

то

k21 =
∥∥ 0 e2

∥∥
∥∥∥∥

s11

s21

∥∥∥∥ = e2s21.

Розглянемо
(k21[ε1, δ1], ε2) = (e2s21[ε1, δ1], ε2) .

Оскiльки e2 оборотний елемент кiльця, то

(k21[ε1, δ1], ε2) = (s21[ε1, δ1], ε2) .

Розглянемо SH−1
A = ‖tij‖2

1. Оскiльки

H−1
A =

∥∥∥∥
v11 v12

ε2
ε1

v21 v22

∥∥∥∥ ,
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то

t21 =
∥∥ s21 s22

∥∥
∥∥∥∥

ν11
ε2
ε1

ν21

∥∥∥∥ = s21ν11 +
ε2

ε1
ν21s22.

Зауваживши, що
ε2 | ε2

ε1
[ε1, δ1]

та мiркуючи аналогiчно, як у випадку 1), отримуємо

(t21[ε1, δ1], ε2) = (s21[ε1, δ1], ε2) .

Зваживши на асоцiативнiсть кiльця M2(R), завершуємо розгляд цього ви-
падку.

3). Нехай матриця B неособлива i A ∼ diag(ε1, 0). Тодi

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]) = (δ2, s21[ε1, δ1]).

Нехай FA та FB – iншi лiвi перетворювальнi матрицi матриць A та B. Тодi
iснують такi

HA =
∥∥∥∥

e1 l12

0 e2

∥∥∥∥, HB ∈ G∆,

що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо FBF−1
A = ‖s′ij‖2

1. Для доведення
леми потрiбно показати, що

(δ2, s21[ε1, δ1]) = (δ2, s
′
21[ε1, δ1]).

Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖2

1. Оскiльки

HB =
∥∥∥∥

h11 h12
δ2
δ1

h21 h22

∥∥∥∥ ,

то

k21 =
∥∥∥ δ2

δ1
h21 h22

∥∥∥
∥∥∥∥

s11

s12

∥∥∥∥ =
δ2

δ1
h21s11 + h22s12.

Зауваживши, що

δ2 | δ2

δ1
[ε1, δ1]

та мiркуючи аналогiчно, як i у випадку 1), отримуємо

(k21[ε1, δ1], δ2) = (s21[ε1, δ1], δ2) .
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Розглянемо SH−1
A = ‖tij‖2

1. Оскiльки

H−1
A =

∥∥∥∥
e1 −l12

0 e2

∥∥∥∥ ,

то

t21 =
∥∥ s21 s22

∥∥
∥∥∥∥

e1

0

∥∥∥∥ = e1s21.

Розглянемо
(t21[ε1, δ1], δ2) = (e1s21[ε1, δ1], δ2) .

Оскiльки e1 оборотний елемент кiльця, то

(t21[ε1, δ1], δ2) = (s21[ε1, δ1], δ2) .

Зваживши на асоцiативнiсть кiльця M2(R), завершуємо розгляд цього ви-
падку.

4). Нехай

A ∼
∥∥∥∥

ε1 0
0 0

∥∥∥∥ , B ∼
∥∥∥∥

δ1 0
0 0

∥∥∥∥
i FA та FB – iншi лiвi перетворювальнi матрицi цих матриць. Тодi iснують
такi

HA =
∥∥∥∥

e′1 v12

0 e′2

∥∥∥∥ HB =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥,

що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо FBF−1
A = ‖s′ij‖2

1 = S′. Для до-
ведення леми потрiбно показати, що s21 та s′21 вiдрiзняються на оборотний
елемент кiльця. Розглянемо добуток матриць

S′ = FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Запишемо цi матрицi в явному виглядi, тобто

∥∥∥∥
s′11 s′12

s′21 s′22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥
∥∥∥∥

s11 s12

s21 s22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

e′−1
1 ∗
0 e′−1

2

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

s′′11 s′′12

s21u s′′22

∥∥∥∥,

де u = e2e
′−1
2 – оборотний елемент кiльця R. Отже, s′21 = s21u, що i потрiбно

довести. 2

Теорема 2.14. Формою Смiта матрицi (A, B)l є матриця

diag ((ε1, δ1), (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21)) .
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Доведення. Розглянемо матрицю
∥∥ A B

∥∥ . На пiдставi теореми 1.10
iснує така оборотна матриця U, що

∥∥ A B
∥∥U =

∥∥ D 0
∥∥ ,

причому D = (A, B)l. Виконуються рiвностi
∥∥ A B

∥∥ =

=
∥∥ P−1

A EQ−1
A P−1

B ∆Q−1
B

∥∥ = P−1
B

∥∥ PBP−1
A E ∆

∥∥
∥∥∥∥

Q−1
A 0
0 Q−1

B

∥∥∥∥ =

= P−1
B

∥∥ SE ∆
∥∥

∥∥∥∥
Q−1

A 0
0 Q−1

B

∥∥∥∥ .

Домножимо цю рiвнiсть справа на U :

∥∥ A B
∥∥ U =

∥∥ D 0
∥∥ =

(
P−1

B

) ∥∥ SE ∆
∥∥

(∥∥∥∥
Q−1

A 0
0 Q−1

B

∥∥∥∥U

)
.

Отже,

∥∥ A B
∥∥ ∼ ∥∥ D 0

∥∥ ∼ ∥∥ SE ∆
∥∥ ∼

∥∥∥∥
ν1 0 0 0
0 ν2 0 0

∥∥∥∥

– форма Смiта цих матриць. На пiдставi теореми 2.2 ν1 дорiвнює н.с.д.
елементiв матриць SE, ∆ або ж матрицi D. Також

ν2 =
µ2

ν1
,

де µ2 н.с.д. мiнорiв другого порядку цих матриць. Звiдси випливає, що фор-
мою Смiта матрицi D = (A, B)l є матриця diag(ν1, ν2). Оскiльки н.с.д.
елементiв матрицi SE є ε1, а ∆ є δ1, то

ν1 = (ε1, δ1).

Розглянемо матрицю

∥∥ SE ∆
∥∥ =

∥∥∥∥
s11ε1 s12ε2 δ1 0
s21ε1 s22ε2 0 δ2

∥∥∥∥ .

Зауваживши, що sij-тi є елементами оборотної матрицi S, отримуємо

µ2 = (ε1ε2, δ1δ2, ε1δ2s11, ε2δ2s12, ε1δ1s21, ε2δ1s22) =

=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ2

(
s11,

ε2

ε1
s12

)
, ε1δ1

(
s21,

ε2

ε1
s22

))
=
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=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ2

(
s11,

ε2

ε1

)
, ε1δ1

(
s21,

ε2

ε1

))
=

=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ1

(
δ2

δ1

(
s11,

ε2

ε1

)
, s21,

ε2

ε1

))
=

=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ1

(
δ2

δ1
s11,

δ2ε2

δ1ε1
, s21,

ε2

ε1

))
=

=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ1

((
δ2

δ1
s11, s21

)
,

(
δ2ε2

δ1ε1
,

ε2

ε1

)))
=

=
(

ε1ε2, δ1δ2, ε1δ1

(
δ2

δ1
, s21,

ε2

ε1

))
=

= (ε1ε2, ε2δ1, δ1δ2, ε1δ2, ε1δ1s21) =

= (ε1, δ1)
(

ε2

(
ε1

(ε1, δ1)
,

δ1

(ε1, δ1)

)
, δ2

(
ε1

(ε1, δ1)
,

δ1

(ε1, δ1)

)
,

ε1δ1

(ε1, δ1)
s21

)
=

= (ε1, δ1) (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) .

Отже,

ν2 =
µ2

ν1
= (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) .

На завершення доведення зiшлемося на лему 2.3, яка показує iнварiан-
тнiсть виразу (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) стосовно вибору перетворювальних мат-
риць PB та PA. 2

Наслiдок 2.6. Для того, щоб (A, B)l = I, необхiдно та достатньо, щоб

(ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) = 1.

Доведення. Для того, щоб (A, B)l = I, необхiдно та достатньо, щоб

(ε1, δ1) (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) = 1. (2.8)

Оскiльки (ε1, δ1) є дiльником (ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) , то рiвнiсть (2.8) рiвно-
сильна умовi

(ε2, δ2, [ε1, δ1]s21) = 1. 2
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Наслiдок 2.7. Якщо ε2 = 0, δ2 6= 0, то (A, B)l = I тодi i тiльки тодi,
коли

δ1 = 1 i (δ2, ε1s21) = 1. 2

Наслiдок 2.8. Якщо ε2, δ2 = 0, то (A, B)l = I тодi i тiльки тодi, коли
ε1δ1s21 є оборотним елементом кiльця R. 2

Наслiдок 2.9. Якщо (A, B)l = I i s21 = 0, то матрицi A, B є неособли-
вими, причому

(detA, detB) = 1. 2

Теорема 2.15. Нехай A, B ∈ M2(R) i принаймнi одна iз них є неособливою
матрицею. Тодi в множинi PBP−1

A iснує нижня унiтрикутна матриця.

Доведення. Залишимось у позначеннях теореми 2.6. Оскiльки
PB = G∆PB, PA = GEPA, то

PBP−1
A = G∆PB(GEPA)−1 = G∆PBP−1

A GE = G∆SGE.

Таким чином, домножуючи матрицю PBP−1
A = S злiва на елементи групи

G∆ i справа на елементи групи GE, залишаємося в межах множини PBP−1
A .

Нехай det∆ 6= 0. На пiдставi теореми 2.13

GL2(R) = G∆U lw
2 (R)Uup

2 (R).

Оскiльки S ∈ GL2(R), то

S = HUV, H ∈ G∆, U ∈ U lw
2 (R), V ∈ Uup

2 (R).

Отже, U = H−1SV −1. Зауваживши, що H−1 ∈ G∆, V −1 ∈ GE, приходимо
до висновку, що U ∈ PBP−1

A .
Нехай detE 6= 0. Тодi виконується рiвнiсть

GL2(R) = GEU lw
2 (R)Uup

2 (R).

Перейшовши до оборотних матриць, отримаємо

GL2(R) = Uup
2 (R)U lw

2 (R)GE.

Тобто
S = MNK, M ∈ Uup

2 (R), N ∈ U lw
2 (R), K ∈ GE.

Отже, N = M−1SK−1. Оскiльки Uup
2 (R) ⊂ G∆, то M−1 ∈ G∆. Зауважив-

ши, що K−1 ∈ Uup
2 (R), приходимо до висновку, що N ∈ PBP−1

A . Теорему
доведено. 2

87



Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв

Теорема 2.16. Нехай матрицi A,B мають, вiдповiдно, форми Смiта E, ∆,
причому AB ∼ E∆. Тодi PAB ⊆ PA.

Доведення. На пiдставi теореми 2.20 (див. с. 99)

AB = P−1
A EQ−1

A P−1
B EQ−1

B ∼ E∆

тодi i тiльки тодi, коли матрицю Q−1
A P−1

B можна записати у виглядi
Q−1

A P−1
B = K1K2, де K1 ∈ GT

E, тобто EK1 = L1E, де L1 ∈ GE i K2 ∈ G∆.
Тодi

AB = P−1
A E(Q−1

A P−1
B )∆Q−1

B = P−1
A EK1K2∆Q−1

B = (L−1
1 PA)−1E∆(QBL−1

2 )−1.

Це означає, що L−1
1 PA ∈ PAB. Отже, PAB = GE∆(L−1

1 PA). У свою чергу
PA = GEPA. Зауваживши, що L−1

1 ∈ GE, отримуємо

GE(L−1
1 PA) = (GEL−1

1 )PA = GEPA = PA.

Оскiльки GE∆ ⊆ GE, то приходимо до висновку, що PAB ⊆ PA. 2

Теорема 2.17. Нехай A, B – ненульовi взаємно простi злiва 2×2 матрицi
над кiльцем Безу R, стабiльного рангу 1, 5. Тодi, якщо матриця A особлива,
то iснує така матриця T , що

A + BT ∈ GL2(R).

Якщо матриця A неособлива, то для кожного фiксованого ϕ 6= 0 iз R iснує
така матриця Fϕ, що

A + BFϕ ∼
∥∥∥∥

1 0
0 µ

∥∥∥∥ ,

причому (µ, ϕ) = 1.

Для доведення цiєї теореми потрiбнi такi твердження.

Лема 2.4. Матрицi (A, B)l та P−1
B (PBP−1

A E, ∆)l асоцiйованi справа.

Доведення. Позначимо PBP−1
A = S. Як було зауважено пiд час доведе-

ння теореми 2.14 (SE, ∆)l = D, де
∥∥ SE ∆

∥∥ U =
∥∥ D 0

∥∥ ,

U ∈ GL4(R). Домноживши цю рiвнiсть злiва на P−1
B , отримуємо

∥∥ P−1
A EQ−1

A P−1
B ∆Q−1

B

∥∥
(∥∥∥∥

QA 0
0 QB

∥∥∥∥U

)
=

∥∥ P−1
B D 0

∥∥ .

Тобто (A, B)l = P−1
B D = P−1

B (SE, ∆)l. 2
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Лема 2.5. Матрицi PBP−1
A E + ∆V та A + B(QBV Q−1

A ) еквiвалентнi.

Доведення. Дiйсно,

A + B(QBV Q−1
A ) = P−1

A EQ−1
A + P−1

B ∆Q−1
B (QBV Q−1

A ) =

= P−1
B (PBP−1

A E + ∆V )Q−1
A . 2

Доведення теореми 2.17. Нехай detA = 0. Тобто A = P−1
A EQ−1

A ,
E = diag(ε1, 0). На пiдставi наслiдку 2.7 матриця B має вигляд
B = P−1

B ∆Q−1
B , ∆ = diag(1, δ2). Нехай V = ‖vij‖2

1 – параметрична мат-
риця.

Оскiльки (A, B)l = I, то з леми 2.4 випливає, що i (SE, ∆)l = I.
1). Нехай δ2 6= 0. Згiдно з теоремою 2.15 матрицi PA, PB можна вибрати

так, що

PBP−1
A =

∥∥∥∥
1 0
s 1

∥∥∥∥ = S.

Зауваживши, що PSE = S−1 i P∆ = I, отримуємо

PSEP−1
∆ = S−1 =

∥∥∥∥
1 0
−s 1

∥∥∥∥ .

Оскiльки (SE, ∆)l = I, то з наслiдку 2.7

(δ2, −sε1) = 1 ⇒ (δ2, sε1) = 1.

Розглянемо рiвнiсть

SE + ∆V =
∥∥∥∥

ε1 + v11 v12

sε1 + v21δ2 v22δ2

∥∥∥∥ .

Покладемо v0
21 = 0, v0

22 = 1. Iснують такi m,n, що

mδ2 − nsε1 = 1.

Покладемо v0
11 = m − ε1, v0

12 = n. Матрицю ‖v0
ij‖2

1 позначимо через V 0.
Отримана матриця SE + ∆V 0 є оборотною. На пiдставi леми 2.5
A + BU ∈ GL2(R), де U = QBV 0Q−1

A .
2). Нехай δ2 = 0 i PBP−1

A = ‖sij‖2
1. Тодi

SE + ∆V =
∥∥∥∥

s11ε1 + v11 v12

s21ε1 0

∥∥∥∥ .

Оскiльки

S−1 = e−1

∥∥∥∥
s22 −s12

−s21 s11

∥∥∥∥ ,
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де e = det S ∈ U(R), то, врахувавши попереднi мiркування, з наслiдку 2.8
отримаємо

−eε1s21 ∈ U(R) ⇒ ε1s21 ∈ U(R).

Покладемо

V 0 =
∥∥∥∥

0 1
0 0

∥∥∥∥ .

Тодi SE + ∆V 0 ∈ GL2(R). Згiдно з лемою 2.5 iснує така матриця T, що
A + BT ∈ GL2(R).

3). Нехай detA 6= 0, det B 6= 0. Виберемо матрицi PA, PB так, що

PBP−1
A =

∥∥∥∥
1 0
s 1

∥∥∥∥ = S.

У параметричнi матрицi V покладемо v22 = 0. Розглянемо рiвнiсть

SE + ∆V =
∥∥∥∥

ε1 + δ1v11 δ1v12

sε1 + v21δ2 ε2

∥∥∥∥ .

Оскiльки (ε1, δ1) | (ε2, δ2, [ε1, δ1]s), то (ε1, δ1) = 1. Тому

(ε2, δ2, [ε1, δ1]s) = (ε2, δ2, ε1δ1s) = 1. (2.9)

Оскiльки δ1|δ2, то i (ε2, δ1δ2, ε1δ1s) = 1. Iснує таке u, що

(ε1δ1s + δ1δ2u, ε2) = 1.

Покладемо v0
21 = u, v0

22 = 0. Тодi
∥∥ ε1s + δ2v

0
21 ε2

∥∥ =
∥∥ a ε2

∥∥ ∼ ∥∥ 1 0
∥∥ . (2.10)

Iз (2.9) випливає, що (ε1ε2, δ1) = 1. Тодi для довiльного ϕ 6= 0 iз R також
(ε1ε2, δ1, ϕ) = 1. Отже, iснує таке r, що

(ε1ε2 + δ1r, ϕ) = 1.

Знайдуться такi p, q, що

p(ε1ε2 + δ1r) + qϕ = 1.

У параметричнi матрицi V покладемо v21 = v22 = 0. Розглянемо

det
∥∥∥∥

ε1 + δ1v11 δ1v12

a ε2

∥∥∥∥ = ε1ε2 + δ1(ε2v11 − av12).
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Оскiльки (a, ε2) = 1, то iснують такi v0
11, v0

12, що ε2v
0
11−av0

12 = r. Позначимо
‖v0

ij‖2
1 = V 0. Тодi (det(SE + ∆V 0), ϕ) = 1, причому з (2.10) випливає, що

SE + ∆V 0 ∼ diag(1, µ), µ = det(SE + ∆V 0).

Для завершення розгляду цього випадку достатньо скористатись лемою 2.5.
4). Нехай det A 6= 0, detB = 0. Тодi

A = P−1
A EQ−1

A , E = diag(1, ε2), B = P−1
B ∆Q−1

B ,

∆ = diag(δ1, 0), PBP−1
A =

∥∥∥∥
1 0
s 1

∥∥∥∥ = S.

Розглянемо рiвнiсть

SE + ∆V =
∥∥∥∥

1 + δ1v11 δ1v12

s ε2

∥∥∥∥ .

Тодi
det(SE + ∆V ) = ε2 + (v11ε2 − sv12) δ1.

Оскiльки (SE, ∆)l = I, то на пiдставi наслiдку 2.7

(ε2, −δ1s) = (ε2, δ1s) = 1. (2.11)

Тому (ε2, δ1) = 1. Тодi для довiльного ϕ 6= 0 iз R (ε2, δ1, ϕ) = 1. Отже, iснує
таке d, що

(ε2 + δ1d, ϕ) = 1.

З рiвностi (2.11) випливає, що (ε2, s) = 1. Виберемо такi v0
11, v0

12, що

v0
11ε2 − sv0

12 = d.

Позначимо ∥∥∥∥
v0
11 v0

12

0 0

∥∥∥∥ = V 0.

Тодi (det(SE + ∆V 0), ϕ) = 1. Отже, згiдно з лемою 2.5

A + B(QBV 0Q−1
A ) ∼ diag(1, ν),

де (ν, ϕ) = 1. 2

Наслiдок 2.10. Нехай A, B – ненульовi взаємно простi злiва матрицi з
M2(R) i C – неособлива матриця. Тодi iснує така матриця FC , що

(det(A + BFC), detC) = 1. 2
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Лема 2.6. Нехай A, B – особливi 2×2 матрицi над кiльцем елементарних
дiльникiв. Тодi iснують такi A1, B1, що

A = (A, B)lA1, B = (A, B)lB1,

причому
(A1, B1)l = I, det A1 = detB1 = 0.

Доведення. Матрицi A, B мають вигляд

A = P−1
A EQ−1

A , E = diag(ε1, 0), B = P−1
B ∆Q−1

B , ∆ = diag(δ1, 0).

З теореми 2.6 випливає, що матриця (A, B)l є особливою тодi i тiльки тодi,
коли s21 = 0, де PBP−1

A = S = ‖sij‖2
1. Тобто PBP−1

A ∈ GE = G∆ – група
оборотних верхнiх трикутних матриць. Це означає, що PB ∩PA 6= ∅. Нехай
P ∈ PB ∩ PA. Тобто матрицi A та B мають вигляд A = P−1EQ−1

A , B =
P−1∆Q−1

B . Тодi наступний розклад матриць на множники

A =
(

P−1

∥∥∥∥
(ε1, δ1) 0

0 0

∥∥∥∥
)(∥∥∥∥

ε1
(ε1, δ1) 0

u 0

∥∥∥∥ Q−1
A

)
,

B =
(

P−1

∥∥∥∥
(ε1, δ1) 0

0 0

∥∥∥∥
) (∥∥∥∥∥

δ1
(ε1, δ1) 0

v 0

∥∥∥∥∥ Q−1
B

)
,

де
ε1

(ε1, δ1)
v − δ1

(ε1, δ1)
u = 1,

i буде шуканим. 2

Теорема 2.18. Нехай R – комутативне кiльце Безу. Для того, щоб кiльце
M2(R) мало стабiльний ранг 1,5, необхiдно та достатньо, щоб кiльце R
мало стабiльний ранг 1,5.

Доведення. Достатнiсть. Нехай A, B, C – ненульовi взаємно простi
злiва матрицi iз M2(R).

1). Нехай det A = 0 i (A, B)l = D. Тодi A = DA1, B = DB1. На пiдставi
леми 2.6 матрицi A1, B1 можна вибрати так, що (A1, B1)l = I. Тодi, якщо
матриця D неособлива, то матриця A1 є особливою. Якщо матриця D осо-
блива, то особливою буде i матриця B. Тодi згiдно з лемою 2.6 матрицю A1

також можна вибрати особливою. Отже, вважатимемо, що у цьому випадку
завжди det A1 = 0.

Використавши теорему 2.17, знайдемо таке T, що

A1 + B1T = U ∈ GL2(R).
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Оскiльки PD = PDU , а також те, що (D, C)l = I, iз теореми 2.6 випливає,
що (A + BT, C)l = I.

2). Нехай detA 6= 0, detC 6= 0 i (A, B)l = I. На пiдставi наслiдку 2.10
iснує така матриця T, що

(det(A + BT ), det C) = 1.

Тодi (A + BT, C)l = I.

Нехай (A, B)l = D 6= I. Отже, A = DA1, B = DB1, де

D = P−1
D ΓQ−1

D , Γ = diag(γ1, γ2), C = P−1
C ΩQ−1

C , Ω = diag(ω1, ω2).

Згiдно з наслiдком 2.10 iснує така матриця L, що

(det(A1 + B1L), detD det C) = 1. (2.12)

Звiдси випливає, що (A1 + B1L, C)l = I. Розглянемо матрицю

D(A1 + B1L) = F.

Нехай Ψ = diag(ψ1, ψ2) – форма Смiта матрицi A1 + B1L. Зваживши на
(2.12) та використавши теорему 4.7 (с. 160), отримуємо, що

F = D(A1 + B1L) ∼ ∆Ψ = diag(γ1ψ1, γ2ψ2) = Γ.

На пiдставi теореми 2.16 PF ⊆ PD. Це означає, що матрицю F можна запи-
сати у виглядi F = P−1

D ΓQ−1
F . Зваживши на (2.12), отримуємо, що

(ψ1ψ2, γ1γ2) = (ψ1ψ2, ω1ω2) = 1.

Отже,
(ψ2, ω2) = (ψ1, ω1) = (ψ1, ω2) = 1.

Нехай PDP−1
C = ‖sij‖2

1. Розглянемо

(ψ2γ2, ω2, [ψ1γ1, ω1]s21) =
(

(ψ2γ2, ω2),
ψ1γ1ω1

(ψ1γ1, ω1)
s21

)
=

=
(

γ2, ω2,
ψ1γ1ω1

(γ1, ω1)
s21

)
=

(
γ2, ω2,

γ1ω1

(γ1, ω1)
ψ1s21

)
=

= (γ2, (ω2, [γ1, ω1]ψ1)s21) = (γ2, ω2, [γ1, ω1]s21) .

Оскiльки (D, C)l = I, то

(γ2, ω2, [γ1, ω1]s21) = 1.

93



Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв

Таким чином,
(ψ2γ2, ω2, [ψ1γ1, ω1]s21) = 1.

А це означає, що (D(A1 + B1L), C)l = I. Тобто (A + BL, C)l = I.
3). Нехай detA 6= 0, detC = 0. Отже, C = P−1

C ΩQ−1
C , Ω = diag(ω1, 0).

Спершу розглянемо випадок, коли (A, B)l = D 6= I. Тобто D = P−1
D ΓQ−1

D ,
Γ = diag(1, γ2). Оскiльки (D, C)l = I, то

(γ2, ω1s) = 1, (2.13)

де PDP−1
C =

∥∥∥∥
1 0
s 1

∥∥∥∥. Тодi s 6= 0. На пiдставi теореми 2.17 iснує така

матриця K, що A1 + B1K ∼ diag(1, µ), де (µ, ω1sdetD) = 1. Оскiльки
(µ, detD) = 1, то за аналогiєю з випадком 2) показуємо, що

A + BK = D(A1 + B1K) ∼ P−1
D diag(1, γ2µ).

Оскiльки також (µ, ω1s) = 1, то iз (2.13) отримуємо, що (µγ2, ω1s) = 1. А
це означає, що (A + BK, C)l = I.

Нехай (A, B)l = I. Виберемо матрицi PA та PB так, що PBP−1
A =

∥∥∥∥
1 0
c 1

∥∥∥∥ .

Спершу розглянемо випадок, коли c 6= 0. Позначимо PBP−1
C = ‖pij‖2

1. З рiв-
ностi (ε1, δ1) = 1 випливає, що i (ε1, δ1, ε1δ1c) = 1. Виберемо елемент t11

так, що
(ε1 + δ1t11, ε1δ1c) = 1, (2.14)

причому

det
∥∥∥∥

ε1 + δ1t11 p11

ε1c p21

∥∥∥∥ 6= 0.

Це можна зробити, оскiльки рiвняння

det
∥∥∥∥

ε1 + δ1x p11

ε1c p21

∥∥∥∥ = 0

вiдносно змiнної x має не бiльше одного розв’язку, а елементiв, якi задоволь-
няють рiвнiсть (2.14), є бiльше. Зокрема, кожний елемент сумiжного класу
t11 + (ε1δ1c)R також задовольнятиме рiвнiсть (2.14).

Оскiльки (A, B)l = I, то (ε2, δ2, ε1δ1c) = 1. Тому знайдеться таке t22,
що

(ε2 + δ2t22, ε1δ1c) = 1.

Якщо δ2 = 0, то можемо покласти t22 = 0, оскiльки (ε2, ε1δ1c) = 1. Таким
чином, (ab, ε1δ1c) = 1, де a = ε1 + δ1t11, b = ε2 + δ2t22. Отже, i

(
ab, ε1δ1c, det

∥∥∥∥
a p11

ε1c p21

∥∥∥∥ ω

)
= 1.
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Тому iснує таке t12, що
(

ab− ε1δ1ct12, det
∥∥∥∥

a p11

ε1c p21

∥∥∥∥ω

)
= 1.

Звiдси випливає, що
∥∥∥∥

ε1 + δ1t11 δ1t12 ωp11 0
ε1c ε2 + δ2t22 ωp21 0

∥∥∥∥ ∼
∥∥ I 0

∥∥ .

Отже, (
PBP−1

A E + ∆
∥∥∥∥

t11 t12

0 t22

∥∥∥∥ , PBP−1
C Ω

)

l

= I.

Тодi i
(

P−1
A EQ−1

A + P−1
B ∆Q−1

B

(
QB

∥∥∥∥
t11 t12

0 t22

∥∥∥∥
)

, P−1
C ΩQ−1

C

)

l

= (A+BU, C)l = I,

де U = QB

∥∥∥∥
t11 t12

0 t22

∥∥∥∥ .

На завершення залишається розглянути випадок, коли (A, B)l = I, при-
чому PBP−1

A = I, тобто PA = PB. На пiдставi наслiдку 2.9 матрицi A, B є
неособливими i (detA, det B) = 1. Отже, (ε1ε2, δ1δ2) = 1. Звiдси випливає,
що (ε1, δ1, ω) = 1, i (ε2, δ2, ω) = 1. Виберемо q11, q22 так, що

(ε1 + δ1q11, ω) = 1, (ε2 + δ2q22, ω) = 1.

Звiдси випливає, що
∥∥∥∥

ε1 + δ1t11 0 ωp11 0
0 ε2 + δ2q22 ωp21 0

∥∥∥∥ ∼
∥∥ I 0

∥∥ ,

де PBP−1
C = ‖pij‖2

1. Звiдси отримуємо, що (A + BV, C)l = I, де
V = QBdiag(q11, q22). Достатнiсть доведено.

Необхiднiсть. Нехай R – кiльце Безу i (a, b, c) = 1, c 6= 0. Розглянемо
матрицi A = diag(1, a) , B = diag(0, b) , C = diag(0, c). Очевидно, що
(A, B, C)l = I. Тодi iснує така матриця T = ‖tij‖2

1, що (A + BT, C)l = I.
Оскiльки

A + BT =
∥∥∥∥

1 0
bt21 a + bt22

∥∥∥∥ ,

то ∥∥∥∥
1 0 0 0

bt21 a + bt22 0 c

∥∥∥∥ ∼
∥∥ I 0

∥∥ .

Звiдси випливає, що (a + bt22, c) = 1. 2
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Стабiльний ранг кiльця R (у позначеннях st.r.(R) ) тiсно пов’язаний зi
стабiльним рангом кiльця Mn(R) – n × n матриць над ним. Цей зв’язок
встановив Л. Васерштейн [77]:

st.r.(Mn(R)) = 1−
[
− st.r.(R)−1

n

]
.

Тут символ [∗] означає цiлу частину числа. Згiдно з цiєю формулою, якщо
st.r.(R) дорiвнює 1 чи 2, то кiльце Mn(R) має аналогiчний стабiльний ранг.
З теореми 2.18 випливає, що кiльце матриць другого порядку над кiльцем
Безу стабiльного рангу 1,5 успадковує цю чудову властивiсть.

На завершення цього пiдроздiлу вкажемо ще одну важливу властивiсть
кiлець Безу стабiльного рангу 1, 5. На пiдставi теореми 2.1 це кiльце є кiль-
цем елементарних дiльникiв.

Теорема 2.19. Нехай A – n×m матриця над R – кiльцем Безу стабiльного
рангу 1, 5, i Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕk, 0, . . . , 0) – її форма Смiта, причому
k > 1. Тодi iснує такий рядок u = ‖ 1 u2 . . . un ‖, що

uA = ‖ b1 b2 . . . bm ‖,

де (b1, b2, . . . , bm) = ϕ1.

Доведення. Для визначеностi покладемо m ≥ n. Iснують такi матрицi
P ∈ GLn(R), Q ∈ GLm(R), що PAQ = Φ. Розглянемо матрицю

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 1 0
0 Ik−2 0 0
1 0 0 0
0 0 0 In−k

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi

(UP )A(QU) = diag(ϕk, ϕ2, ϕ3, . . . , ϕk−1, ϕ1, 0, . . . , 0) = Φ′.

Покладемо P1 = UP det(UP )−1, Q1 = QU detUP. Тодi P1AQ1 = Φ′, причому
det P1 = 1. Розглянемо матрицю P−1

1 = ‖pij‖n
1 . Маємо

detP−1
1 = p11∆1 + . . . + p1n∆n = 1,

де ∆i – вiдповiднi алгебраїчнi доповнення. Згiдно з теоремою 1.9 iснують
такi s11, s12, . . . , s1n, що виконуються рiвностi

s11∆1 + s12∆2 + . . . + s1n∆n = 1,
(s11, s12, . . . , s1k) = 1,

(s1k, ϕk) = 1.
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На пiдставi теореми 1.8 елементи s11, s12, . . . , s1n знаходяться так:
∥∥ 1 t2 . . . tn

∥∥ P−1
1 =

∥∥ s11 s12 . . . s1n

∥∥ ,

де t2, . . . , tn ∈ R. Iз рiвностi P1AQ1 = Φ′ випливає, що AQ1 = P−1
1 Φ′. До-

множивши злiва цю рiвнiсть на матрицю
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 t2 . . . tn
0 1 . . . 0
...

. . .
0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

маємо ∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 t2 . . . tn
0 1 . . . 0
...

. . .
0 0 . . . 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
AQ1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

s11 s12 . . . s1n

p21 p22 . . . p2n

. . . . . . . . . . . .
pn1 pn2 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
Φ′ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥

s11ϕk s12ϕ2 . . . s1.k−1ϕk−1 s1kϕ1 0
p21ϕk p22ϕ2 . . . p2.k−1ϕk−1 p2kϕ1 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

pn1ϕk pn2ϕ2 . . . pn.k−1ϕk−1 pnkϕ1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.15)

Н.с.д. елементiв першого рядка отриманої матрицi дорiвнює

(s11ϕk, s12ϕ2, . . . , s1.k−1ϕk−1, s1kϕ1) =

= ϕ1

(
s11

ϕk

ϕ1
, s12

ϕ2

ϕ1
, . . . ,

ϕk−1

ϕ1
s1.k−1, s1k

)
=

= ϕ1

((
s1k, s11

ϕk

ϕ1

)
,

(
s1k, s12

ϕ2

ϕ1

)
, . . . ,

(
s1k, s1.k−1

ϕk−1

ϕ1

))
=

= ϕ1(s11, s12, . . . , s1k) = ϕ1.

Iз рiвностi (2.15) та проведених мiркувань випливає, що

‖ 1 t2 . . . tn ‖AQ1 = ‖ s11 s12 . . . s1n ‖Φ′ ∼ ‖ ϕ1 0 . . . 0 ‖.

Отже, i
‖ 1 t2 . . . tn ‖A ∼ ‖ ϕ1 0 . . . 0 ‖.

Що i потрiбно довести. 2

Зауважимо, що подiбний результат для адекватних кiлець отримав
О. Хелмер [8], який уточнив та узагальнив В. Петричкович [71].
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2.8. Мультиплiкативнi властивостi форми Смiта

Визначник матрицi має властивiсть мультиплiкативностi: визначник до-
бутку двох матриць дорiвнює добутку визначникiв матриць спiвмножникiв.
Форма Смiта, взагалi кажучи, не має такої властивостi. Так матрицi

A = diag(1, 2), B = diag(2, 1)

мають форму Смiта diag(1, 2), проте їх добуток

AB = diag(1, 2) diag(2, 1) = diag(2, 2),

який одночасно є i формою Смiта добутку цих матриць не збiгається з мат-
рицею diag(1, 4). Однак, за певних умов, форма Смiта має властивiсть муль-
типлiкативностi. Зокрема, це буде якщо матрицi мають взаємно простi ви-
значники [78].

У цьому пiдроздiлi вивчаємо мультиплiкативнiсть форми Смiта з точки
зору розкладностi оборотних матриць у добуток матриць iз груп Зелiска.
Всюди тут R є кiльцем елементарних дiльникiв.

Нехай
B = P−1

B ΓQ−1
B , C = P−1

C ∆Q−1
C ,

де
Γ = diag(γ1, . . . , γt, 0, . . . , 0), ∆ = diag(δ1, . . . , δk, 0, . . . , 0)

– форми Смiта вiдповiдно матриць B та C. Розглянемо групу G∆ та мно-
жину оборотних матриць

GT
Γ = {L ∈ GLn(R)| ∃ L1 ∈ GLn(R) : ΓL = L1Γ.}.

Легко зауважити, що множина GT
Γ також є мультиплiкативною групою, яку

отримано з групи GΓ транспонуванням. Таким чином, згiдно з теоремою 2.6
групи G∆ та GT

Γ складаються вiдповiдно з оборотних матриць вигляду

H =
∥∥∥∥

H1 H2

0 H3

∥∥∥∥ , L =
∥∥∥∥

L1 0
L2 L3

∥∥∥∥ ,

де

H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 ... h1,k−1 h1k
δ2
δ1

h21 h22 ... h2,k−1 h2k

... ... ... ... ...
δk
δ1

hk1
δk
δ2

hk2 ... δk
δk−1

hk,k−1 hkk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

l11
γ2

γ1
l12 ... γt−1

γ1
l1,t−1

γt

γ1
l1t

l21 l22 ... γt−1

γ2
l2,k−1

γt

γ1
l2t

... ... ... ... ...
lt1 lt2 ... lt,t−1 ltt

∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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H3 ∈ GLn−k(R), L3 ∈ GLn−t(R) . Оскiльки

BC = P−1
B ΓU∆Q−1

C ∼ ΓU∆,

де U = Q−1
B P−1

C , то умова BC ∼ Γ∆ рiвносильна умовi ΓU∆ ∼ Γ∆. Якщо
припустити, що оборотну матрицю U можна записати у виглядi U = LH, де
L ∈ GT

Γ , а H ∈ G∆ , то

BC ∼ ΓU∆ = ΓLH∆ = L1Γ∆H1 ∼ Γ∆.

Тобто ця умова є достатньою, щоб форма Смiта добутку матриць B i C
дорiвнювала добутку форм Смiта цих матриць. Постає питання про необхi-
днiсть цiєї умови. Позитивну вiдповiдь на це дає така теорема.

Теорема 2.20. Нехай

Γ = diag(γ1, . . . , γt, 0, . . . , 0), ∆ = diag(δ1, . . . , δk, 0, . . . , 0)

– форми Смiта матриць B = P−1
B ΓQ−1

B , C = P−1
C ∆Q−1

C . Для того, щоб
форма Смiта добутку цих матриць мала властивiсть мультиплiкатив-
ностi, необхiдно та достатньо, щоб матрицю U = Q−1

B P−1
C можна було

записати у виглядi U = LH, де L ∈ GT
Γ , H ∈ G∆.

Доведення. Нехай

BC ∼ ΓU∆ = A =
∥∥∥∥

U1 0
0 0

∥∥∥∥ ∼ Γ∆, (2.16)

де U1 – t × k матриця. Для визначеностi покладемо t > k. Таким чи-
ном, матрицю A можна записати у виглядi A = PΓ∆Q, де P = ‖pij‖n

1 та
Q = ‖qij‖n

1 – деякi оборотнi матрицi.
Спершу покажемо, що матрицi P та Q можна вибрати так, що вони

матимуть вигляд

P =
∥∥∥∥

∗ ∗
0(n−t)×t In−t

∥∥∥∥ , Q =
∥∥∥∥
∗ 0k×(n−k)

∗ ∗
∥∥∥∥ ,

де 0i×j – нульовий блок розмiру i × j (якщо з контексту буде зрозумiлий
розмiр нульового блоку, то вказувати його не будемо). Нехай U = ‖uij‖n

1 .
Згiдно з рiвнiстю (2.16)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1u11δ1 . . . γ1u1kδk

. . . . . . . . .
γkuk1δ1 . . . γkukkδk 0

. . . . . . . . .
γtut1δ1 . . . γtutkδk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11γ1 . . . p1kγk . . . p1tγt

. . . . . . . . . . . . . . .
pk1γ1 . . . pkkγk . . . pktγt

. . . . . . . . . . . . . . . 0
pt1γ1 . . . ptkγk . . . pttγt

. . . . . . . . . . . . . . .
pn1γ1 . . . pnkγk . . . pntγt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

×

99



Роздiл 2. Кiльця елементарних дiльникiв

×

∥∥∥∥∥∥∥∥

δ1q11 . . . δ1q1k . . . δ1q1t . . . δ1q1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
δkqk1 . . . δkqkk . . . δkqkt . . . δkqkn

0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Звiдси випливає, що
∥∥∥∥∥∥

pt+1,1γ1 . . . pt+1,kγk

. . . . . . . . .
pn1γ1 . . . pnkγk

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

δ1q11 . . . δ1q1k . . . δ1q1n

. . . . . . . . . . . . . . .
δkqk1 . . . δkqkk . . . δkqkn

∥∥∥∥∥∥
= 0.

Тобто
∥∥∥∥∥∥

pt+1,1 . . . pt+1,k

. . . . . . . . .
pn1 . . . pnk

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1 0
. . .

0 γkδk

∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1n

. . . . . . . . .
qk1 . . . qkn

∥∥∥∥∥∥
= 0. (2.17)

Оскiльки
∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1 0
. . .

0 γkδk

∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1n

. . . . . . . . .
qk1 . . . qkn

∥∥∥∥∥∥
Q−1 =

∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1 0
. . . 0

0 γkδk

∥∥∥∥∥∥∥
,

то матриця ∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1 0
. . .

0 γkδk

∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1n

. . . . . . . . .
qk1 . . . qkn

∥∥∥∥∥∥

має максимальний ранг, а отже, не є дiльником нуля. Тодi з рiвностi (2.17)
випливає, що ∥∥∥∥∥∥

pt+1,1 . . . pt+1,k

. . . . . . . . .
pn1 . . . pnk

∥∥∥∥∥∥
= 0.

З цiєї рiвностi та оборотностi матрицi P випливає, що н.с.д. мiнорiв макси-
мального (n− t)-го порядку матрицi

K =

∥∥∥∥∥∥

pt+1,k+1 . . . pt+1, t pt+1, t+1 . . . pt+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn,k+1 . . . pnt pn,t+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥

дорiвнює одиницi. Тому в групi GLn−k(R) iснує така матриця Vn−k, що

KVn−k =
∥∥ 0 In−t

∥∥ .

Розглянемо матрицю

H =
∥∥∥∥

Ik 0
0 Vn−k

∥∥∥∥ .
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Зауваживши, що

H−1 =
∥∥∥∥

Ik 0
0 V −1

n−k

∥∥∥∥ ,

а також те, що
H−1(Γ∆) = (Γ∆)H−1,

отримуємо
A = PΓ∆Q = (PH)H−1(Γ∆)Q =

= (PH)(Γ∆)(H−1Q) = P1Γ∆Q1. (2.18)

Оскiльки матриця P1 = PH має вигляд

P1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p11 . . . p1k p′1,k+1 . . . p′1t p′1,t+1 . . . p′1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
pt1 . . . ptk p′t,k+1 . . . p′tt p′t,t+1 . . . p′tn

0 In−t

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

а матриця Q1 = H−1Q – вигляд

Q1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1n

. . . . . . . . .
qk1 . . . qkn

q′k+1,1 . . . q′k+1,n

. . . . . . . . .
q′n1 . . . q′nn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

то, зваживши на вигляд матрицi A, з рiвностi (2.18) маємо

0 =

∥∥∥∥∥∥

p11γ1 . . . p1kγk p′1,k+1γk+1 . . . p′1tγt

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pt1γ1 . . . ptkγk p′t,k+1γk+1 . . . p′ttγt

∥∥∥∥∥∥
×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥

δ1q1,k+1 δ1q1,k+2 . . . δ1q1n

. . . . . . . . . . . .
δkqk,k+1 δkqk,k+2 . . . δkqkn

0

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥

p11 . . . p1k p′1,k+1 . . . p′1t

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pt1 . . . ptk p′t,k+1 . . . p′tt

∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1

. . . 0
γkδk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥

q1,k+1 q1,k+2 . . . q1n

. . . . . . . . . . . .
qk,k+1 qk,k+2 . . . qkn

0

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (2.19)
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З оборотностi матрицi P1 випливає, що матриця
∥∥∥∥∥∥

p11 . . . p1k p′1,k+1 . . . p′1t

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pt1 . . . ptk p′t,k+1 . . . p′tt

∥∥∥∥∥∥

є оборотною. Тому рiвнiсть (2.19) рiвносильна рiвностi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1

. . . 0
γkδk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

q1,k+1 q1,k+2 . . . q1n

. . . . . . . . . . . .
qk,k+1 qk,k+2 . . . qkn

0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= 0

або ж ∥∥∥∥∥∥∥

γ1δ1

. . .
γkδk

∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥

q1,k+1 q1,k+2 . . . q1n

. . . . . . . . . . . .
qk,k+1 qk,k+2 . . . qkn

∥∥∥∥∥∥
= 0.

А це можливо лише, коли
∥∥∥∥∥∥

q1,k+1 q1,k+2 . . . q1n

. . . . . . . . . . . .
qk,k+1 qk,k+2 . . . qkn

∥∥∥∥∥∥
= 0.

Таким чином, матриця Q1 має вигляд

Q1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1k 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
qk1 . . . qkk 0 . . . 0

q′k+1,1 . . . q′k+1,k q′k+1,k+1 . . . q′k+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
q′n1 . . . q′nk q′n,k+1 . . . q′nn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Отже, першу частину доведення завершили. На другому кроцi покаже-
мо, що P1 ∈ GΓ, Q1 ∈ GT

∆. Маємо

A = P1Γ∆Q1 = P1Γ

∥∥∥∥∥∥∥∥

δ1q11 . . . δ1q1k

. . . . . . . . . 0
δkqk1 . . . δkqkk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= P1Γ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

δ1

. . . 0
δk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1k

. . . . . . . . . 0
qk1 . . . qkk

0 In−k

∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

K1

. (2.20)
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Оскiльки Q1 ∈ GLn(R) , то
∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1k

. . . . . . . . .
qkk . . . qkk

∥∥∥∥∥∥
∈ GLk(R).

Отже, матриця K1 також оборотна. Домноживши рiвнiсть (2.20) справа на
K−1

1 , отримуємо

AK−1
1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p11γ1δ1 . . . p1kγkδk

. . . . . . . . . 0
pt1γ1δ1 . . . ptkγkδk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= δ1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11γ1 p12
δ2
δ1

γ2 . . . . . . p1k
δk
δ1

γk

. . . . . . . . . . . . . . . 0
pt1γ1 pt1

δ2
δ1

γ2 . . . . . . ptk
δk
δ1

γk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

C1

= δ1C1.

З iншого боку,
AK−1

1 = (ΓU∆)K−1
1 =

= δ1Γ(U diag(1,
δ2

δ1
, . . . ,

δk

δ1
, 0, . . . , 0)K−1

1 ) = δ1ΓB1.

Тобто δ1ΓB1 = δ1C1. Отже, ΓB1 = C1. З цiєї рiвностi випливає, що γi|pi1γ1,
i = 2, . . . , t. Тобто γi

γ1
|pi1. Отже,

pi1 =
γi

γ1
hi1, i = 2, . . . , t.

За аналогiчною схемою, домноживши рiвнiсть (2.20) злiва на матрицю
P−1

1 , показуємо, що

q1i =
δi

δ1
li1, i = 2, . . . , k.

Таким чином, виконуються такi рiвностi:

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1p11 γ2p12 . . . γkp1k γk+1p
′
1,k+1 . . . γtp

′
1t

γ2h21 γ2p22 . . . γkp2k γk+1p
′
2,k+1 . . . γtp

′
2t

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
γtht1 γ2pt2 . . . γkptk γk+1p

′
t,k+1 . . . γtp

′
tt

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

×
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×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

δ1q11 δ2l12 . . . δkl1k

δ2q21 δ2l22 . . . δ2l2k

. . . . . . . . . . . . 0
δkqk1 δklk2 . . . δklkk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= diag(γ1, γ2, . . . , γ2)×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11
γ2

γ1
p12 . . . γk

γ1
p1k

γk+1

γ1
p′1,k+1 . . . γt

γ1
p′1t

h21 p22 . . . γk
γ2

p2k
γk+1

γ2
p′2,k+1 . . . γt

γ2
p′2t

γ3

γ2
h31 p32 . . . γk

γ2
p3k

γk+1

γ2
p′3,k+1 . . . γt

γ2
p′3t 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γt

γ2
ht1 pt2 . . . γk

γ2
ptk

γk+1

γ2
p′t,k+1 . . . γt

γ2
p′tt

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

P2

×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 l12
δ3
δ2

l13 . . . δk
δ2

l1k
δ2
δ1

q21 q22 q23 . . . q2k
δ3
δ1

q31
δ3
δ2

q32
δ3
δ2

q33 . . . δ3
δ2

q3k 0
. . . . . . . . . . . . . . .

δk
δ1

qk1
δk
δ2

qk2
δk
δ2

qk3 . . . δk
δ2

qkk

0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

Q2

diag(δ1, δ2, . . . , δ2). (2.21)

Запишемо матрицю Q2 у виглядi

Q2 = diag(1, 1,
δ3

δ2
, . . . ,

δk

δ2
, 0, . . . , 0)×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 l12
δ3
δ2

l13 . . . δk
δ2

l1k
δ2
δ1

q21 q22 q23 . . . q2k
δ2
δ1

q31 q32 q33 . . . q3k 0
. . . . . . . . . . . . . . .

δ2
δ1

qk1 qk2 qk3 . . . qkk

0 En−k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

K2

.

Оскiльки

diag(δ1, . . . , δk)

∥∥∥∥∥∥

q11 . . . q1k

. . . . . . . . .
qk1 . . . qkk

∥∥∥∥∥∥
= diag(1, 1,

δ3

δ2
, . . . ,

δk

δ2
)×
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×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11 l12
δ3
δ2

l13 . . . δk
δ2

l1k
δ2
δ1

q21 q22 q23 . . . q2k
δ2
δ1

q31 q32 q33 . . . q3k

. . . . . . . . . . . . . . .
δ2
δ1

qk1 qk2 qk3 . . . qkk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

K′
2

diag(δ1, δ2, . . . , δ2),

то, перейшовши в цiй рiвностi до визначникiв, отримаємо, що detK ′
2 ∈ U(R).

Тобто матриця K ′
2 оборотна, а отже, оборотною є i матриця

K ′
2 ⊕ In−k = K2.

Тодi з рiвностi (2.21) випливає, що

diag
(

1, 1,
γ3

γ2
, . . . ,

γt

γ2
, 0, . . . , 0

)
U diag

(
1, 1,

δ3

δ2
, . . . ,

δk

δ2
, 0, . . . , 0

)
K−1

2 =

= P2 diag
(

1, 1,
δ3

δ2
, . . . ,

δk

δ2
, 0, . . . , 0

)
.

Зваживши на структуру матрицi P2, отримуємо γi
γ2
|pi2 , i = 3, . . . , t. Отже,

pi2 = γi

γ2
hi2, i = 3, . . . , t. Запишемо матрицю P2 у виглядi

P2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11
γ2

γ1
p12

γ2

γ1
p13 . . . γ2

γ1
p1k

γ2

γ1
p′1,k+1 . . . γ2

γ1
p′1t

h21 p22 p23 . . . p2k p′2,k+1 . . . p′2t
γ3

γ2
h31

γ3

γ2
h32 p33 . . . p3k p′3,k+1 . . . p′3t 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γt

γ2
ht1

γt

γ2
ht2 pt3 . . . ptk p′t,k+1 . . . p′tt

0 En−t

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

L2

×

×diag
(

1, 1,
γ3

γ2
, . . . ,

γt

γ2
, 0, . . . , 0

)
.

За аналогiєю з доведенням оборотностi матрицi K2 показуємо, що матри-
ця L2 є оборотною, а також те, що q2i = δi

δ2
l2i, i = 3, . . . , t. Продовжуючи

описаний процес, показуємо, що матрицi P1 та Q1 мають вигляд

P1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11 p12 . . . p1k p′1,k+1 . . . p′1t . . . p′1n
γ2

γ1
h21 p22 . . . p2k p′2,k+1 . . . p′2t . . . p′2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γk
γ1

hk1 pk2 . . . pkk p′k,k+1 . . . p′kt . . . p′kn
γk+1

γ1
hk+1,1 . . . p′k+1,k+1 . . . p′k+1,t . . . p′k+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
γt

γ1
ht1

γt

γ2
ht2 . . . γt

γk
htk p′t,k+1 . . . p′tt . . . p′tn
0 In−t

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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Q1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

q11
δ2
δ1

l21 . . . δk
δ1

l1k 0 . . . 0
q21 q22 . . . δk

δ2
l2k 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

qk−1,1 qk−1,2 . . . δk
δ2

lk−1,k 0 . . . 0
qk1 qk2 . . . qkk 0 . . . 0

q′k+1,1 q′k+1,2 . . . q′k+1,k q′k+1,k+1 . . . q′k+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
qn1 qn2 . . . qnk qn,n+1 . . . qnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Розглянемо пiдматрицю матрицi P1 :
∥∥∥∥∥∥

p′1,k+1 . . . p′1t

. . . . . . . . .
p′t,k+1 . . . p′tt

∥∥∥∥∥∥
= F.

Для неї iснує така матриця V ∈ GLt−k(R) , що

FV =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h1,k+1 h1,k+2 . . . h1,t−1 h1t

. . . . . . . . . . . . . . .
hk+1,k+1 hk+1,k+2 . . . hk+1,t−1 hk+1,t

0 hk+2,k+2 . . . hk+2,t−1 hk+2,t

. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 htt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= V1.

Нехай

S1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11 . . . p1k
γ2

γ1
h21 . . . p2k

. . . . . . . . .
γk+1

γ1
hk+1,1 . . .

γk+1

γk
hk+1,k

γk+2

γ1
hk+2,1 . . .

γk+2

γk
hk+2,k

. . . . . . . . .
γt

γ1
ht1 . . . γt

γk
htk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, S2 =

∥∥∥∥∥∥

h1,t+1 . . . h1n

. . . . . . . . .
ht,t+1 . . . htn

∥∥∥∥∥∥
.

Тодi

A = P1Γ∆Q1 = P1((Ik ⊕ V ⊕ In−t) diag(γ1δ1, . . . , γkδk, . . . , 0, . . . , 0))Q1 =

=
∥∥∥∥

S1 V1 S2

0 0 In−t

∥∥∥∥×

×Γ∆

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l11
δ2
δ1

l12 . . .
δk−1

δ1
l1,k−1

δk
δ1

l1k 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

lk−1,1 lk−1,2 . . . lk−1,k−1
δk

δk−1
lk−1,k 0 . . . 0

lk1 lk2 . . . lk,k−1 lkk 0 . . . 0
lk+1,1 lk+1,2 . . . lk+1,k−1 lk+1,k lk+1,k+1 . . . lk+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ln1 ln2 . . . ln,k−1 lnk ln,k+1 . . . lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
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= ΓHL∆, (2.22)

де

H =
∥∥∥∥

H1 0
H2 In−t

∥∥∥∥ , H1 =
∥∥ H11 H12

∥∥ ,

H11 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

p11
γ2

γ1
p12 . . . γk

γ1
p1k

. . . . . . . . . . . .
hk−1,1 hk−1,2 . . . γk

γk−1
hk−1,k

hk1 hk2 . . . hkk

. . . . . . . . . . . .
ht1 ht2 . . . htk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

H12 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γk+1

γ1
h1,k+1

γk+2

γ1
h1,k+2 . . . γt−1

γ1
h1,t−1

γt

γ1
h1t

. . . . . . . . . . . . . . .
γk+1

γk
hk,k+1

γk+2

γk
hk,k+2 . . . γt−1

γk
hk,t−1

γt

γk
hkt

hk+1,k+1
γk+2

γk+1
hk+1,k+2 . . . γt−1

γk+1
hk+1,t−1

γt

γk+1
hk+1,t

0 hk+2,k+2 . . .
γt−1

γk+2
hk+2,t−1

γt

γk+2
hk+2,t

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . ht−1,t−1

γt

γt−1
ht−1,t

0 . . . . . . 0 htt

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

H2 – довiльна (n− t)× t матриця, L =
∥∥∥∥

L1 L2

0 L3

∥∥∥∥ ,

L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l11 l12 . . . l1,k−1 l1k
δ2
δ1

l21 l22 . . . l2,k−1 l2k

. . . . . . . . . . . . . . .
δk
δ1

lk1
δk
δ2

lk2 . . . δk
δk−1

lk,k−1 lkk

0(t−k)×k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

L1

0(t−k)×k

∥∥∥∥ ,

L2 – t × (n − k) , L3 – (n − t) × (n − k) – довiльнi матрицi. Покажемо, що
матрицi H та L можна вибрати так, що U = HL. Запишемо матрицю U в
блочному виглядi

U =
∥∥∥∥

U11 U12

U21 U22

∥∥∥∥ ,

де U11 – t × k матриця. З рiвностi (2.22) випливає, що ΓU11∆ = ΓH1L1∆,
де Γ = diag(γ1, . . . , γt), ∆ = diag(δ1, . . . , δk). Отже, U11 = H1L1. Розгля-
немо рiвняння H1X = U12. Оскiльки H1 – оборотна матриця, то це рiв-
няння має розв’язок X0 = H−1

1 U12. Покладемо L2 = X0. Розглянемо ще
одне рiвняння Y L1 = U21. Воно має розв’язок Y0 = L

−1
1 U21. Покладемо

H2 =
∥∥ Y0 0k×(t−k)

∥∥ . I, нарештi, покладемо L3 = U22 −H2X0. Тодi легко
переконатись, що U = HL. Доведення завершено. 2
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Роздiл 3.
Технiка лiнiйної алгебри в
матричних кiльцях

Роздiл присвячено дослiдженню властивостей мiнорiв матриць над кiль-
цями Безу та встановленню форм Смiта матриць певного вигляду. Отриманi
результати використовуватимуться в подальших роздiлах.

3.1. Властивостi мiнорiв матриць над кiльцями Безу

Позначимо через 〈A〉i н.с.д. мiнорiв i-го порядку матрицi A, а через
〈A〉 – н.с.д. мiнорiв максимального порядку цiєї матрицi.

Твердження 3.1. Нехай A = ‖aij‖ – n × n матриця i B – її t × k пiдма-
триця. Тодi, якщо t + k > n, то 〈B〉1 | detA.

Доведення. Без обмеження загальностi можна вважати, що матриця A
має вигляд

A =
∥∥∥∥

B C
∗ ∗

∥∥∥∥ .

Якщо це не так, то перестановкою рядкiв та стовпцiв зведемо матрицю A до
потрiбного вигляду. Такi перетворення, згiдно з теоремою 1.4 не змiнюють
н.с.д. мiнорiв вiдповiдних порядкiв.

Нехай спершу t + k = n + 1. У цьому випадку матриця C має розмiри

t× (n− k) = t× (t− 1).

Це означає, що всi t×t пiдматрицi матрицi
∥∥ B C

∥∥ мiстять принаймнi один
стовпець матрицi B. Тому кожний мiнор t-го порядку матрицi

∥∥ B C
∥∥

дiлиться на 〈B〉1 . Тодi на пiдставi теореми Лапласа про розклад визначника
матрицi за елементами кiлькох рядкiв отримуємо, що 〈B〉1 | detA.

Очевидно, що це твердження буде правильним, якщо t + k > n + 1. 2

Iз доведення цього твердження легко отримати такий результат.

Наслiдок 3.1. Якщо n×n матриця A мiстить нульову t×k пiдматрицю,
причому t + k > n, то detA = 0. 2
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Наслiдок 3.2. Якщо n× n матриця A має вигляд

A =
∥∥∥∥

A11 A12 A13

0(n−p)×p A22 A23

∥∥∥∥ ,

де 0(n−p)×p – нульова (n−p)×p матриця, причому 〈A23〉 = 0, то det A = 0.

Доведення.Матриця
∥∥ A22 A23

∥∥ є квадратною, порядку n−p. Оскiль-
ки 〈A23〉 = 0, то за теоремою Лапласа det

∥∥ A22 A23

∥∥ = 0. Це означає, що
всi мiнори максимального порядку матрицi

∥∥ 0(n−p)×p A22 A23

∥∥ дорiв-
нюють нулю. Звiдси випливає, що det A = 0. 2

Нехай A = ‖aij‖ – m × n матриця, m > n. Позначимо через δk(A) най-
бiльший спiльний дiльник мiнорiв максимального порядку цiєї матрицi, якi
мiстять її k останнiх рядкiв, k 6 n.

Лема 3.1. Якщо U = ‖uij‖ ∈ GLm−k(R), то

δk(A) = δk((U ⊕ Ik)A).

Доведення. Розглянемо матрицю

B = (U ⊕ Ik)A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 . . . b1n

. . . . . . . . .
bm−k.1 . . . bm−k.n

am−k+1.1 . . . am−k+1.n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Кожну пiдматрицю n-го порядку матрицi B, яка мiстить її k останнiх рядкiв,
можна записати так:

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

bi11 . . . bi1n

. . . . . . . . .
bin−k1 . . . bin−kn

am−k+1.1 . . . am−k+1.n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

Bi1, ... ,in−k

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ui11 . . . ui1m−k

. . . . . . . . . 0
uin−k1 . . . uin−k.m−k

1

0
. . .

1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

Ui1, ... ,in−k

×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
am−k.1 . . . am−k.n

am−k+1.1 . . . am−k+1.n

. . . . . . . . .
am1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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де 1 6 i1 < · · · < in−k 6 m − k . Легко видно, що необхiдною умовою вiд-
мiнностi вiд нуля мiнора максимального (n-го) порядку матрицi Ui1, ... ,in−k

є
присутнiсть у ньому останнiх k рядкiв цiєї матрицi. Розпишемо det Bi1, ... ,in−k

як суму добуткiв вiдповiдних мiнорiв n-го порядку матриць Ui1, ... ,in−k
та A.

Iз щойно зробленого зауваження випливає, що кожний вiдмiнний вiд нуля
доданок є добутком мiнора матрицi A, який мiстить останнi її k рядкiв, на
вiдповiдний мiнор матрицi Ui1, ... ,in−k

. Це означає, що δk(A)| detBi1, ... ,in−k
.

Звiдси випливає,що
δk(A)|δk((U ⊕ Ik)A).

З аналогiчних мiркувань

δk(B)|δk((U−1 ⊕ Ik)B) = δk((U−1 ⊕ Ik)(U ⊕ Ik)A) = δk(A).

Оскiльки н.с.д. визначається з точнiстю до асоцiйовностi, то δk(A) = δk(B).
Доведеня завершено. 2

Нехай A = ‖aij‖ – m×n матриця. Викреслимо її i-ий рядок та j-ий стов-
пець. Н.с.д. мiнорiв максимального порядку отриманої матрицi позначимо
через bij . Матрицю A∗ = ‖bij‖ назаватимемо доповнювальною матри-
цею матрицi A.

Твердження 3.2. Нехай A = ‖aij‖ – n × n матриця. Н.с.д. елементiв
кожної t× k, t + k > n, пiдматрицi матрицi A∗ є дiльником det A.

Доведення. Нехай

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

b11 . . . b1k

. . . . . . . . .
bt1 . . . btk

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£ 1

= β,

де t + k = n + 1. Розглянемо матрицю

Atk =

∥∥∥∥∥∥

a1.k+1 . . . a1n

. . . . . . . . .
at.k+1 . . . atn

∥∥∥∥∥∥
,

яка є t× (t− 1) пiдматрицею матрицi A. У групi GLt(R) iснує така матриця
U , що

UAtk =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
c21 0 . . . 0
c31 c32 0
. . . . . . . . . . . .
ct1 ct2 . . . ct.t−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Отже,

(U ⊕ In−t)A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f11 . . . f1k 0 0 . . . 0
f21 . . . f2k c21 0 . . . 0
f31 . . . f3k c31 c32 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ft1 . . . ftk ct1 ct2 . . . ct.t−1

at+1.1 . . . at+1.k at+1.k+1 at+1.k+2 . . . at+1.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . ank an.k+1 an.k+2 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= C.

Зауважимо, що мiнори b11 , b21 , . . . , bt1 ще можна охарактеризувати
як всi мiнори максимального порядку матрицi

∥∥∥∥∥∥∥∥

a12 . . . a1n

a22 . . . a2n

. . . . . . . . .
an1 . . . ann

∥∥∥∥∥∥∥∥
= F1,

якi мiстять її останнi n− t рядки. Тобто

δn−t(F1) = (b11 , b21 , . . . , bt1).

Позначимо через L1 матрицю, отриману iз матрицi С шляхом викреслення
її першого стовпця. Нехай C∗ = ‖dij‖n

1 . Оскiльки L1 = (U ⊕ In−t)F1, то на
пiдставi леми 3.1

δn−t(F1) = δn−t(L1).

При цьому
δn−t(L1) = (d11 , d21 , . . . , dt1).

Отже,
(b11 , b21 , . . . , bt1) = (d11 , d21 , . . . , dt1).

Аналогiчно показуємо, що

(b1i , b2i , . . . , bti) = (d1i , d2i , . . . , dti),

i = 1, . . . , k. Це означає, що

β| £
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

d11 . . . d1k

. . . . . . . . .
dt1 . . . dtk

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£ 1

,

Отже, β|(d11 , d12 , . . . , d1k). Зваживши на те, що

det C = f11d11 − f12d12 + · · · (−1)k+1f1kd1k,
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отримуємо β| detC. Зауваживши, що detA вiдрiзняється вiд detC лише обо-
ротним множником, приходимо до висновку, що β|det A.

Якщо t × k пiдматриця матрицi A∗ знаходиться не в лiвому верхньому
кутi, то перестановкою рядкiв та стовпцiв матрицi A, отримаємо матрицю B,
в якiй видiлена пiдматриця знаходиметься у потрiбному мiсцi. Тодi β| det B.
Оскiльки det A = ±detB, то β| detA. Доведеня завершено. 2

Оскiльки елементи взаємної матрицi A∗ матрицi A вiдрiзняються вiд еле-
ментiв доповнювальної матрицi лише знаком та розташуванням елементiв,
отримуємо.

Наслiдок 3.3. Н.с.д. елементiв кожної t×k, t+k > n, пiдматрицi взаємної
матрицi A∗ є дiльником det A. 2

Твердження 3.3. Нехай A = ‖aij‖ – m×n матриця. Тодi н.с.д. елементiв
кожної t×k, t+k > min(m,n), пiдматрицi матрицi A∗ = ‖bij‖ є дiльником
〈A〉 .

Доведення. Для визначеностi покладемо m > n. Випадок, коли m = n,
розглянуто в твердженнi 3.2 Тому нехай m > n . Позначимо

β = £
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

b11 . . . b1k

. . . . . . . . .
bt1 . . . btk

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£ 1

.

Розглянемо n× n пiдматрицю матрицi A вигляду

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .
at1 . . . atn

∗ . . . ∗
. . . . . . . . .
∗ . . . ∗

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

I нехай C∗ = ‖ dij ‖n
1 – її доповнювальна матриця. Оскiльки bij |dij ,

i = 1 , . . . , t , j = 1 , . . . , k, то

β|
∥∥∥∥∥∥

d11 . . . d1k

. . . . . . . . .
dt1 . . . dtk

∥∥∥∥∥∥
.

Тодi, якщо

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

d11 . . . d1k

. . . . . . . . .
dt1 . . . dtk

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£ 1

= γ,
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то β|γ. Згiдно з твердженням 3.2 γ| det C , а отже, i β|det C.

Тепер розглянемо пiдматрицю матрицi A

Dj =

∥∥∥∥∥∥

ai11 . . . ai1n

. . . . . . . . .
ain1 . . . ainn

∥∥∥∥∥∥
,

1 6 i1 < . . . < in 6 m , яка не мiстить її j -го рядка, 1 6 j 6 t. За
означенням bj1 дорiвнює н.с.д. мiнорiв (n− 1) -го порядку матрицi

Aj1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a12 · · · a1n

· · · · · · · · ·
aj−1.2 · · · aj−1.n

aj+1.2 · · · aj+1.n

· · · · · · · · ·
am2 · · · amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Оскiльки матриця ∥∥∥∥∥∥

ai12 . . . ai1n

. . . . . . . . .
ain2 . . . ainn

∥∥∥∥∥∥
є пiдматрицею матрицi Aj1 , то

bj1| £
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

ai12 . . . ai1n

. . . . . . . . .
ain2 . . . ainn

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

.

Звiдси випливає, що bj1| det Dj . Оскiльки β|bj1, то β| det Dj . Тобто
β| 〈A〉 . Зауваживши, що розташування вибраної t × k пiдматрицi матрицi
A∗, як i у твердженнi 3.2, не впливає на кiнцевий результат, завершуємо
доведення. 2

Нехай U – примiтивна m × n, m 6 n, матриця. Позначимо через Ui1...ik

матрицю, яка складається зi стовпцiв i1, ..., ik матрицi U, 1 6 k 6 m ,
1 6 i1 < · · · < ik 6 n.

Твердження 3.4. Н.с.д. мiнорiв максимального порядку матрицi U, якi
мiстять матрицю Ui1...ik , дорiвнює 〈Ui1...ik〉 .

Доведення. Якщо k = m, твердження є очевидним. Нехай 1 6 k < m.
Домножимо матрицю U справа на таку оборотну матрицю L, що

UL =
∥∥ S Ui1...ik

∥∥ .
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Для матрицi Ui1...ik iснує така оборотна матриця K, що

KUi1...ik =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u1 ∗ ∗
0

. . . ∗
0 0 uk

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥
U
′
i1...ik

0

∥∥∥∥∥ ,

де U
′
i1...ik

– k × k матриця. Тодi

KUL = K
∥∥∥ S U

i1...ik

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∗ U

′
i1...ik

T 0

∥∥∥∥∥ .

Кожний мiнор максимального порядку матрицi KUL, який мiстить матри-
цю ∥∥∥∥∥

U
′
i1...ik

0

∥∥∥∥∥ ,

має вигляд

det

∥∥∥∥∥
∗ U

′
i1...ik

Tm−k 0

∥∥∥∥∥ ,

де Tm−k – (m− k)×(n− k) – пiдматриця матрицi T. Тому н.с.д. таких мiнорiв
дорiвнює u1....ukτ, де τ = 〈T 〉 . Оскiльки матриця KUL є примiтивною, тому
примiтивною буде i матриця T. Отже, τ = 1. Врахувавши тепер, що кожний
необхiдний нам мiнор максимального порядку матрицi U вiдрiзняється вiд
вiдповiдного йому мiнора матрицi KUL щонайбiльше як на одиницю кiльця
R, а саме на визначник оборотної матрицi, переконуємось у правильностi
нашого твердження. 2

Введемо скорочене позначення мiнорiв матрицi A = ‖aij‖ :

A

(
i1 . . . ip
k1 . . . kn−p

)
= det

∥∥∥∥∥∥

ai1k1 . . . ai1kp

. . . . . . . . .
aipk1 . . . aipkp

∥∥∥∥∥∥
.

Наслiдок 3.4. Нехай U = ‖Uij‖2
1 – оборотна блочна матриця, де Uij – n×n

матрицi. Нехай також U−1 = ‖Vij‖2
1 i δk(Uij), δk(Vij) – н.с.д. мiнорiв k-го

порядку вiдповiдно матриць Uij , Vij . Тодi

δk(U11) = δk(V22), δk(U21) = δk(V21), δk(U12) = δk(V12), δk(U22) = δk(V11),

k = 1, . . . , n.
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Доведення. Мiнори матриць U, U−1 пов’язанi наступним чином:

U−1

(
i1 . . . ip
k1 . . . kp

)
= ±(detU)−1U

(
k′1 . . . k′n−p

i′1 . . . i′n−p

)
, (3.1)

де i1 < i2 < . . . < ip разом iз i′1 < i′2 < . . . < i′n−p та k1 < k2 < . . . < kp

разом iз k′1 < k′2 < . . . < k′n−p утворюють повну систему iндексiв 1, 2, . . . , 2n
(дивись 30 с. монографiї [79]). Використавши твердження 3.4 та формулу
(3.1), завершуємо доведення. 2

Зваживши на теорему 2.2, цей наслiдок можна сформулювати ще так.

Наслiдок 3.4∗. Форми Смiта матриць U11 та V22, U12 та V12, U21 та
V22, U22 та V11 збiгаються, тобто вiдповiднi матрицi еквiвалентнi. 2

Аналогiчний результат отримано в [73].

Твердження 3.5. Нехай U = ‖uij‖n
1 i U−1 = V = ‖vij‖n

1 , причому

U ′ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

ui1k1 ui1k2 . . . ui1kp

ui2k1 ui2k2 . . . ui2kp

. . . . . . . . . . . .
uisk1 uisk2 . . . uiskp

∥∥∥∥∥∥∥∥

i

V ′ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

vk′1i′1 vk′1i′2 . . . vk′1i′n−s

vk′2i′1 vk′2i′2 . . . vk′2i′n−s

. . . . . . . . . . . .
vk′n−pi′1 vk′n−pi′2 . . . vk′n−pi′n−s

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Тодi, якщо i1 < i2 < . . . < is разом iз i′1 < i′2 < . . . < i′n−s i k1 < k2 < . . . < kp

разом iз k′1 < k′2 < . . . < k′n−p утворюють повну систему iндексiв 1, 2, . . . , n,
то 〈U ′〉 = 〈V ′〉 .

Доведення. Припустимо, що s ≥ p. Iз рiвностi (3.1) випливає, що мiнори

U

(
i1 . . . ip
k1 . . . kp

)
, V

(
k′1 . . . k′n−p

i′1 . . . i′n−p

)

є асоцiйовними в кiльцi R. При цьому мiнори V

(
k′1 . . . k′n−p

i′1 . . . i′n−p

)
можна оха-

рактеризувати як усi мiнори, що мiстять пiдматрицю V ′. Використавши
твердження 3.4, завершуємо розгляд цього випадку. Випадок s < p ана-
логiчний. 2
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Твердження 3.6. Нехай a1, . . . , an – елементи кiльця Безу. Тодi iснує
така (n − 1) × n матриця, в якiй мiнори (n − 1)-го порядку дорiвнюють
a1, . . . , an.

Доведення. Спершу розглянемо випадок, коли n = 3. Якщо (a1, a2) 6= 0,
то шуканою буде матриця

∥∥∥∥
(a1, a2) ua3 −va3

0 a1
(a1,a2)

a2
(a1,a2)

∥∥∥∥ ,

де елементи u, v задовольняють рiвнiсть

u
a2

(a1, a2)
+ v

a1

(a1, a2)
= 1.

Якщо a1 = a2 = 0, то такою буде матриця
∥∥∥∥

0 1 0
0 0 a3

∥∥∥∥ .

Нехай (a1, . . . , an−1) = δ. Припустимо, що iснує така (n − 2) × (n − 1)
матриця S, мiнорами (n− 2)-го порядку якої є

a1

δ
, . . . ,

an−1

δ
.

Оскiльки (a1

δ
, . . . ,

an−1

δ

)
= 1,

то iснують такi v1, . . . , vn−1, що матриця
∥∥∥∥

v1 v2 . . . vn−1

S

∥∥∥∥
матиме визначник 1. Тодi шуканою буде матриця

∥∥∥∥
δ v1an v2an . . . vn−1an

0 S

∥∥∥∥ .

Доведення завершене. 2

Лема 3.2. Нехай

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 a12 . . . a1,n−1 a1n

a21 a22 . . . a2,n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0
0 α2 0

. . .
αn−1 0

0 0 . . . 0 αn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
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– примiтивна матриця, в якiй αi| αi+1, i = 1, . . . , n− 1. Тодi

(an−i+1,i, αi) = 1, i = 1, . . . , n.

Доведення. Iз примiтивностi матрицi A випливає примiтивнiсть всiх її
стовпцiв, зокрема останнього. Це означає, що (a1n, αn) = 1. Отже, iснують
такi u та v, що ua1n + vαn = 1. Тодi

∥∥∥∥∥∥

u 0 v
0 I2n−2 0
−αn 0 a1n

∥∥∥∥∥∥
A =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ua11 ua12 . . . ua1,n−1 1
a21 a22 . . . a2,n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0
0 α2 0
...

. . .
...

0 0 αn−1 0
−αna11 −αna12 . . . −αna1,n−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∼

∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0 1
a21 a22 . . . a2,n−1 0
. . . . . . . . . . . . . . .
an1 0 . . . 0 0
α1 0 . . . 0 0
0 α2 0 0
...

. . .
...

0 0 αn−1 0
0 0 . . . 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= A1.

З примiтивностi матрицi A1 випливає, що

(a2,n−1, αn−1) = 1

i подальше доведення цiєї леми виконується за щойно описаною схемою. 2

Твердження 3.7. Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв i A – m × s
матриця над R з формою Смiта

diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, αk+1, . . . , αs),

де αk+1 /∈ U(R), m ≥ s. Тодi для того, щоб матриця A була пiдматрицею
деякої оборотної n×n матрицi, необхiдно та достатньо, щоб n ≥ m+s−k.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай матриця A є пiдматрицею оборотної
n× n матрицi U . Без обмеження загальностi можемо вважати, що матриця
U має вигляд

U =
∥∥∥∥

A B
C D

∥∥∥∥ ,

де B, C, D – матрицi вiдповiдних розмiрiв. Нехай P та Q – перетворювальнi
матрицi матрицi A, тобто

PAQ =

∥∥∥∥∥∥

Ik 0
0 S

0

∥∥∥∥∥∥
= Φ,

де S = diag(αk+1, . . . , αs). Тодi
∥∥∥∥

P 0
0 In−m

∥∥∥∥ U

∥∥∥∥
Q 0
0 In−s

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

Φ PB
CQ D

∥∥∥∥ .

Нехай F – n× (s− k) матриця, яка складається з k + 1, k + 2, . . . , s стовпцiв
матрицi ∥∥∥∥

Φ PB
CQ D

∥∥∥∥ .

Тодi

F =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0
S
0
Ck

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де Ck – пiдматриця матрицi C. Оскiльки αk+1|αj , j = k + 1, . . . , s, то αk+1

дiлитиме всi мiнори максимального s−k-го порядку матрицi F , в яких мiсти-
ться хоча б один iз перших m рядкiв цiєї матрицi. Отже, через примiтивнiсть
матрицi F серед її мiнорiв максимального порядку повинен бути мiнор, який
не мiстить перших m рядкiв цiєї матрицi. Це означає, що (n−m)× (s− k)
матриця Ck мiстить не менш нiж s− k рядкiв. Тобто

n−m ≥ s− k ⇒ n ≥ m + s− k.

Достатнiсть. Нехай

U =
∥∥∥∥

P−1 0
0 Is−k

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ik 0 0
0
0

S
0

Im−k

0 Is−k 0

∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥
Q−1 0
0 Im−k

∥∥∥∥ .

Матриця U i буде прикладом шуканої оборотної матрицi порядку
n = m + s− k. Доведення завершене. 2
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Iз доведення цього твердження випливають такi результати, за якими
можна оцiнити кiлькiсть одиничних iнварiантних множникiв пiдматриць
примiтивної матрицi в залежностi вiд розмiрiв цих пiдматриць.

Наслiдок 3.5. Нехай A – m × s матриця, m ≥ s, яка має l вiдмiнних
вiд одиницi iнварiантних множникiв. Тодi матриця A доповнюється до
примiтивної l рядками. 2

Наслiдок 3.6. Якщо m×s матриця, m ≥ s, доповнюється до примiтивної
l рядками, то кiлькiсть вiдмiнних вiд одиницi її iнварiантних множникiв
не перевищує l. 2

3.2. Iнварiантнi множники блочно-трикутних
матриць та їх дiагональних блокiв

У 1952 роцi У. Рот [80] вказав критерiї розв’язностi лiнiйних матричних
рiвняннь типу Сильвестра:

AX − Y B = C, (3.2)

AX −XB = C. (3.3)

А саме, довiв, що матричне рiвняння (3.2) над полем має розв’язок тодi i
тiльки тодi, коли матрицi

∥∥∥∥
A 0
C B

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
A 0
0 B

∥∥∥∥

еквiвалентнi, а рiвняння (3.3) – подiбнi мiж собою. Є зрозумiлим бажан-
ня iнших дослiдникiв узагальнити цi елегантнi результати. Серед багатьох
праць, присвячених цiй тематицi, видiлимо лише декiлька. Так у [81] дове-
дено, що результат Рота, що стосується розв’язностi рiвняння (3.2) (нада-
лi властивiсть Рота), залишається правильним для комутативних областей
головних iдеалiв. У [82] цей результат узагальнено для довiльних комута-
тивних кiлець. Пiдкреслюючи важливiсть отриманих результатiв, у працi
[83] було введено поняття кiлець з властивiстю Рота як таких, над якими є
правильною властивiсть Рота. Зокрема, прикладом таких кiлець є комута-
тивнi областi елементарних дiльникiв. Над такими кiльцями еквiвалентнiсть
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матриць рiвносильна рiвностi (з точнiстю до асоцiйовностi) вiдповiдних iн-
варiантних множникiв цих матриць. Тобто, в цьому випадку, задача розв’я-
зностi матричного рiвняння (3.2) зводиться до встановлення взаємозв’язку
мiж iнварiантними множниками блочно-трикутної матрицi з її дiагональни-
ми блоками. Перший результат у цьому напрямку отримав М. Ньюмен [84],
який показав, що над комутативними областями головних iдеалiв, коли

(detA, detB) = 1,

множина елементарних дiльникiв матрицi
∥∥∥∥

A 0
C B

∥∥∥∥

є об’єднанням елементарних дiльникiв матриць A i B. Цей пiдроздiл присвя-
чений дослiдженню взаємозв’язку мiж iнварiантними множниками матриць

∥∥∥∥
A 0
C B

∥∥∥∥ , A, B.

Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв.

Теорема 3.1. Нехай D1 та D3 – k × k неособливi матрицi, що мають,
вiдповiдно, форми Смiта

∆1 = diag(α1, α2, . . . , αk), ∆3 = diag(β1, β2, . . . , βk),

причому

D =
∥∥∥∥

D1 0
D2 D3

∥∥∥∥ ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸
k

).

Тодi iнварiантнi множники αi та βj можна вибрати так, щоб

αtβk−t+1 = ϕ, i = 1, . . . , k.

Доведення. Для матриць D1 та D3 iснують такi оборотнi матрицi P1,
Q1, P3, Q3, що

P1D1 Q1 = ∆1, P3D3Q3 = ∆3.

Тодi
∥∥∥∥

P1 0
0 P3

∥∥∥∥D

∥∥∥∥
Q1 0
0 Q3

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

P1D1Q1 0
P3D2Q1 P3D3Q3

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

∆1 0
D′

2 ∆3

∥∥∥∥ .
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Отже, без обмеження загальностi, можна вважати, що матриця D має виг-
ляд

D =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0
. . .

αs−1

αs

. . .
0 αk

a11 . . . a1.s−1 a1s . . . a1k β1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

at−1.1 . . . at−1.s−1 at−1.s . . . at−1.k βt−1

at1 . . . at.s−1 ats . . . atk βt

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

ak1 . . . ak.s−1 aks . . . akk 0 βk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=
∥∥∥∥

∆1 0
A ∆3

∥∥∥∥ .

Нехай t+s = k+1. На першому кроцi покажемо, що ϕ|αsβt. Нехай (αsβt, ϕ) =
τs. Тобто ϕ = τsσs, причому

(
αsβt

τs
, σs

)
= 1. (3.4)

Доведемо, що σs є дiльником всiх мiнорiв k-го порядку матрицi D. Викресли-
мо в цiй матрицi t-ий рядок та s-ий стовпець. Отриману матрицю позначимо
через Dst :

Dst =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α1 0 0
. . .

αs−1

αs+1

. . .
0 αk

a11 . . . a1.s−1 a1.s+1 . . . a1k β1 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

at−1.1 . . . at−1.s−1 at−1.s+1 . . . at−1.k βt−1

at+1.1 . . . at+1.s−1 at+1.s+1 . . . at+1.k βt+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . .

ak1 . . . ak.s−1 ak.s+1 . . . akk 0 βk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Нехай d
(k−1)
st – довiльний мiнор (k − 1)-го порядку матрицi Dst. Оскiльки

D ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, ϕ , . . . , ϕ),

то кожний мiнор (k + 1)-го порядку матрицi D дiлиться на ϕ, зокрема, й
мiнор αsβtd

(k−1)
st . Тому

σs|αsβt

τs
d

(k−1)
st .

Iз рiвностi (3.4) випливає, що σs|d(k−1)
st . Таким чином, σs є дiльником всiх

мiнорiв (k − 1)-го порядку матрицi Dst, зокрема, й

σs| α1 β1 β2 . . . βt−1 βt+1 . . . βk−1 ⇒ σs| α1 β1 β2 . . . βk−1;

σs| α1α2 β1 β2 . . . βt−1 βt+1 . . . βk−2 ⇒ σs| α1α2 β1 β2 . . . βk−2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σs| α1 α2 . . . αs−1 β1 β2 . . . βt−1 ⇒ σs| α1 α2 . . . αs−1 β1 β2 . . . βt.

А також

σs| α1 α2 . . . αs−1 β1 β2 . . . βt−1 ⇒ σs| α1 α2 . . . αs β1 β2 . . . βt−1;

σs|α1α2 . . . αs−1αs+1β1β2 . . . βt−2 ⇒ σs| α1 α2 . . . αs+1 β1 β2 . . . βt−2;

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

σs| α1 α2 . . . αs−1αs+1 . . . αk−1β1 ⇒ σs| α1 α2 . . . αk−1 β1.

Кожний мiнор k-го порядку, складений з дiагональних елементiв матрицi
D, має вигляд αi1 . . . αipβj1 . . . βj1q , де iндекси

i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ∈ {1, . . . , k},

p + q = k. Оскiльки α1 . . . αp | αi1 . . . αip й β1 . . . βq | βj1 . . . βj1q , то

α1 . . . αpβ1 . . . βq|αi1 . . . αipβj1 . . . βj1q .

Тодi з виписаних подiльностей випливає, що σs|αi1 . . . αipβj1 . . . βj1q . Нехай
l, m такi iндекси, що 1 6 l 6 s, 1 6 m 6 t. Тодi ϕ|αlβmd

(k−1)
lm , де d

(k−1)
lm –

довiльний мiнор (k−1)-го порядку матрицi Dlm. Оскiльки αl| αs, i βm| βt, то
ϕ| αsβtd

(k−1)
lm . Тому, як i в попередньому випадку, σs| d

(k−1)
lm . Таким чином,

σs є дiльником всiх мiнорiв (k − 1)-го порядку матриць

D11 , . . . , D1s,
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. . . . . . . . . . . .

Dt1 , . . . , Dts.

Розглянемо матрицю ∥∥∥∥
A
∆1

∥∥∥∥ .

Нехай

∥∥∥∥
A
∆1

∥∥∥∥
∗

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b11 . . . b1s . . . b1k

. . . . . . . . . . . . . . .
bt1 . . . bts . . . btk

. . . . . . . . . . . . . . .
b2k.1 . . . b2k.s . . . b2k.k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

– її доповнювальна матриця. Оскiльки σs є дiльником всiх мiнорiв (k−1)-го
порядку матрицi Dij , то σs|bij , 1 6 i 6 t, 1 6 j 6 s. Отже,

σs|
∥∥∥∥∥∥

b11 . . . b1s

. . . . . . . . .
bt1 . . . bts

∥∥∥∥∥∥
.

Оскiльки t + s = k + 1 > k, то згiдно з твердженням 3.3 σs є дiльником всiх

мiнорiв k-го порядку матрицi
∥∥∥∥

A
∆1

∥∥∥∥ , а отже, й матрицi
∥∥∥∥

∆1

A

∥∥∥∥ .

Аналогiчно мiркуючи, показуємо, що σs дiлить всi мiнори k-го порядку
матрицi

∥∥ A ∆3

∥∥ .

Розглянемо мiнор k-го порядку α1 . . . αµβ1 . . . βν detK, µ > ν, де K –
пiдматриця вiдповiдного порядку матрицi A. Згiдно зi щойно доведеним

σs| α1 . . . αµ
£
£
£
£

B
B
B
B

£
£
£
£

B
B
B
B

£
£
£
£

B
B
B
B

a1.µ+1 . . . a1k

. . . . . . . . .
aν.µ+1 . . . aνk

aν+1.µ+1 . . . aν+1.k

. . . . . . . . .
ak.µ+1 . . . akk

B
B

B
B

£
£

£
£

B
B

B
B

£
£

£
£

B
B

B
B

£
£

£
£

.

Тодi тим бiльше

σs| α1 . . . αµ
£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

aν+1.µ+1 . . . aν+1.k

aν+2.µ+1 . . . aν+2.k

. . . . . . . . .
ak.µ+1 . . . akk

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

eβ1 . . . βν .
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Отже, σs|α1 . . . αµβ1 . . . βν detK. Якщо ж ν > µ, то шуканий результат отри-
муємо iз того, що

σs| β1 . . . βν
£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

aν+1.1 . . . aν+1.k

aν+2.1 . . . aν+2.k

. . . . . . . . .
ak1 . . . akk

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

B
B
B

£
£
£

.

Аналогiчно показуємо, що σs|αi1 . . . αipβj1 . . . βj1q , де i1, . . . , ip, j1, . . . , jq ∈
{1, . . . , k}, p + q = k. Таким чином, ми довели, що σs є дiльником всiх
мiнорiв k-го порядку матрицi D. Взявши до уваги, що

D ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k

, ϕ , . . . , ϕ), (3.5)

отримуємо, що σs ∈ U(R) . Згадавши, що ϕ = τsσs, одержуємо, що ϕ i τs є
ассоцiйовними мiж собою. Оскiльки н.с.д. елементiв визначається з точнiстю
до асоцiйовностi, то (αsβt, ϕ) = ϕ. Звiдси випливає, що

ϕ | αsβt, t + s = k + 1.

Отже, αsβt = ϕus. Тодi

det D = α1 α2 · · · αkβ1β2 · · · βk =

= (α1βk)(α2βk−1) · · · (αkβ1) = ϕku1u2 · · · uk.

З iншого боку, згiдно з (3.5) detD = ϕke, де e ∈ U(R). Таким чином,
u1u2 · · · uk = e ∈ U(R). Зауваживши, що iнварiантнi множники матрицi
вибирають з точнiстю до асоцiйовностi, приходимо до висновку, що можемо
пiдiбрати αi i βj так, щоб

α1βk = α2βk−1 = · · · = αkβ1 = ϕ.

Теорему доведено. 2

Для розгляду загального випадку встановимо декiлька допомiжних твер-
джень.

Лема 3.3. Якщо

A =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1.k−1 a1k a1.k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1 . . . as.k−1 ask as.k+1 . . . asn

0 . . . 0 1 0 . . . 0
as+2.1 . . . as+2.k−1 as+2.k as+2.k+1 . . . as+2.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . am.k−1 amk am.k+1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∼
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∼ diag(α1 , α2 , . . . , αk),

де k = min(m, n) , αi | αi+1 , i = 1, . . . , k − 1, то

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1.k−1 a1.k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1 . . . as.k−1 as.k+1 . . . asn

as+2.1 . . . as+2.k−1 as+2.k+1 . . . as+2.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . am.k−1 am.k+1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∼

∼ diag(α2 , α3 , . . . , αk).

Доведення. Легко переконатись у правильностi таких еквiвалентностей

A ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

a11 . . . a1.k−1 0 a1.k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
as1 . . . as.k−1 0 as.k+1 . . . asn

0 . . . 0 1 0 . . . 0
as+2.1 . . . as+2.k−1 0 as+2.k+1 . . . as+2.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 . . . am.k−1 0 am.k+1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∼

∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0 . . . 0
0 a11 . . . a1.k−1 a1.k+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 as1 . . . as.k−1 as.k+1 . . . asn

0 as+2.1 . . . as+2.k−1 as+2.k+1 . . . as+2.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 am1 . . . am.k−1 am.k+1 . . . amn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=
∥∥∥∥

1 0
0 A1

∥∥∥∥ ∼
∥∥∥∥

1 0
0 diag(β2 , . . . , βk)

∥∥∥∥ ,

де
A1 ∼ diag(β2, . . . , βk),

βi | βi+1 , i = 2, . . . , k − 1 . Звiдси випливає, що αi i βi, i = 2, . . . , k,
асоцiйовнi мiж собою. 2

Лема 3.4. Нехай

A =
∥∥∥∥

A11 A12

A21 A22

∥∥∥∥ ∼ diag( α1, α2 , . . . , αn) = ∆,
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де αi | αi+1 , i = 1, . . . , n− 1. Тодi

B =

∥∥∥∥∥∥

A11 0 A12

0 1 0
A21 0 A22

∥∥∥∥∥∥
∼ diag(1, α1, α2 , . . . , αn).

Доведення. Iснують такi оборотнi матрицi P, Q, U, V, що

PBQ =
∥∥∥∥

1 0
0 A

∥∥∥∥ = B1, UAV = ∆.

Тодi

B ∼ B1 ∼
∥∥∥∥

1 0
0 U

∥∥∥∥B1

∥∥∥∥
1 0
0 V

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

1 0
0 UAV

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
0 ∆

∥∥∥∥ = diag(1, α1, α2, . . . , αn),

що i потрiбно довести. 2

Теорема 3.2. Нехай

D =
∥∥∥∥

D1 0
D2 D3

∥∥∥∥ ∼ diag(

p+q︷ ︸︸ ︷
1, . . . , 1 , ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸

s

),

ϕ 6= 0, де D1 та D3 – квадратнi матрицi з формами Смiта

∆1 = diag(α1, α2, . . . , αq), ∆3 = diag(β1, β2, . . . , βp),

вiдповiдно. Тодi iнварiантнi множники αi та βj можна пiдiбрати так, що
у випадку

1) p ≤ s ≤ q, матимемо

α1 = α2 = . . . = αq−s = 1,

αq−s+1βp = αq−s+2βp−1 = · · · = αq−s+pβ1 = ϕ,

αq−s+p+1 = αq−s+p+2 = . . . = αq = ϕ;

2) p, q ≥ s,
α1 = α2 = . . . = αq−s = 1,

β1 = β2 = . . . = βp−s = 1,

αq−s+1βp = αq−s+2βp−1 = · · · = αqβp−s+1 = ϕ;

3) p, q ≤ s,

α1βq+p−s = α2βq+p−s−1 = · · · = αq+p−sβ1 = ϕ,

αq+p−s+1 = αq+p−s+2 = · · · = αq = βq+p−s+1 = βq+p−s+2 · · · = βp = ϕ.
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Доведення. Нехай p ≤ s ≤ q. На пiдставi наслiдку 3.6

α1 = α2 = . . . = αq−s = 1.

Викресливши в матрицi D першi q − s рядкiв та стовпцiв, отримаємо мат-
рицю ∥∥∥∥

C1 0
C2 D3

∥∥∥∥ ,

яка згiдно з лемою 3.3 має форму Смiта

diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

, ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸
s

).

Використавши лему 3.4, отримаємо
∥∥∥∥∥∥

C1 0 0
0 Es−p 0
C2 0 D3

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
C ′

1 0
C ′

2 D′
3

∥∥∥∥ ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

, ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸
s

),

де
C ′

1 ∼ diag(αq−s+1, αq−s+2, . . . , αq︸ ︷︷ ︸
s

),

D′
3 ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

s−p

, β1, β2, . . . , βp).

На пiдставi теореми 3.1

αq−sβp = αq−s+1βp−1 = · · · = αq−s+pβ1 = ϕ;

αq−s+p+1 = αq−s+p+2 = . . . = αq = ϕ.

Нехай p, q ≥ s. Знову ж таки, згiдно з наслiдком 3.6

α1 = α2 = . . . = αq−s = 1,

β1 = β2 = . . . = βp−s = 1.

Викресливши рядки та стовпцi, в яких знаходяться цi одиницi, та викори-
ставши лему 3.3, отримаємо

∥∥∥∥
F1 0
F2 F3

∥∥∥∥ ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

, ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸
s

),

де
F1 ∼ diag(αq−s+1, αq−s+2, . . . , αq︸ ︷︷ ︸

s

),
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F3 ∼ diag(βp−s+1, βp−s+2, . . . , βp︸ ︷︷ ︸
s

).

Тодi на пiдставi теореми 3.1

αq−s+1βp = αq−s+2βp−1 = · · · = αqβp−s+1 = ϕ.

Нехай p, q ≤ s. Згiдно з лемою 3.4
∥∥∥∥∥∥∥∥

D1 0 0 0
0 Is−q 0 0

D2 0 D3 0
0 0 0 Is−p

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
H1 0
H2 H3

∥∥∥∥ ∼

∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

, ϕ , . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸
s

),

причому
H1 ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

s−q

, α1, α2, . . . , αq),

H3 ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s−p

, β1, β2, . . . , βp).

Отже,
α1βq+p−s = α2βq+p−s−1 = · · · = αq+p−sβ1 = ϕ,

αq+p−s+1 = αq+p−s+2 = · · · = αq = βq+p−s+1 = βq+p−s+2 · · · = βp = ϕ.

Теорему доведено. 2

Зауваження. Випадок q ≤ s ≤ p є симетричним до випадку p ≤ s ≤ q i
тому його не розглядаємо.

Якщо R – кiльце головних iдеалiв, то отриманi результати можна ви-
користати для встановлення взаємозв’язку мiж iнварiантними множниками
неособливої блочно-трикутної матрицi

D =
∥∥∥∥

D1 0
D2 D3

∥∥∥∥ ∼ Φ = diag( ϕ1, . . . , ϕn)

з її дiагональними блоками, коли

ϕ2

ϕ1
,

ϕ3

ϕ2
, . . . ,

ϕn

ϕn−1

є попарно взаємно простими. Для цього застосуємо локально глобальний
метод, який запропонував Л. Герстейн [85].
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Нехай p – нерозкладний елемент кiльця R. Через R(p) позначимо локалi-
зацiю кiльця R за простим iдеалом (p). Тобто R(p) – кiльце, яке складається
з елементiв вигляду x = pν a

b , де a, b – елементи кiльця R, взаємно простi з
p, ν ∈ N

⋃{0}. Оскiльки

Φ = Iϕ1 diag
(

1,
ϕ2

ϕ1
, . . . ,

ϕ2

ϕ1

)
×

×diag
(

1, 1,
ϕ3

ϕ2
, . . . ,

ϕ3

ϕ2

)
· · · diag

(
1, . . . , 1,

ϕn

ϕn−1

)
,

то матрицю Φ можна записати як добуток матриць вигляду

diag(1, . . . , 1, pµ, . . . , pµ).

Згiдно з теоремою 5.6 з працi [85] матриця D у кiльцi R(p) матиме форму
Смiта diag(1, . . . , 1, pµ, . . . , pµ). Отже, iнварiантнi множники матриць D1

i D3 у кiльцi R(p) пов’язанi мiж собою рiвностями, якi виписанi в теоремi 3.2.
Тодi, щоб знайти форми Смiта матриць D1 i D3 у кiльцi R, потрiбно знайти
форми Смiта матриць D1 i D3 у всiх локалiзацiях кiльця R по нерозкладних
дiльниках елемента ϕn та перемножити вiдповiднi iнварiантнi множники цих
матриць.

3.3. Форма Смiта деяких матриць

Нехай Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn) – неособлива d-матриця.

Лема 3.5. Нехай S – n×m матриця i

Φi = diag
( ϕi

ϕ1
, . . . ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
,

i = 2, . . . , n. Тодi, якщо H ∈ GΦ, то

ΦiHS
l∼ ΦiS, i = 2, . . . , n.

Доведення. Оскiльки матриця Φ неособлива, то згiдно з теоремою 2.6
група GΦ складається з усiх оборотних матриць вигляду

∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 . . . h1.n−1 h1n
ϕ2

ϕ1
h21 h22 . . . h2.n−1 h2n

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

ϕ1
hn1

ϕn

ϕ2
hn2 . . . ϕn

ϕn−1
hn.n−1 hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Отже, j-ий стовпець матрицi H має вигляд

hj =
∥∥∥∥h1j · · · hjj

ϕj+1

ϕj
hj+1.j · · · ϕn

ϕj
hnj

∥∥∥∥
T

, j = 1, . . . , n− 1.

Тодi Φihj =

=
∥∥∥∥

ϕi

ϕ1
h1j · · · ϕi

ϕj−1
hj−1.j

ϕi

ϕj
hjj

ϕi

ϕj
hj+1.j · · · ϕi

ϕj
hij

ϕi+1

ϕj
hi+1.j · · · ϕn

ϕj
hnj

∥∥∥∥
T

=

=
ϕi

ϕj

∥∥∥∥
ϕj

ϕ1
h1j · · · ϕj

ϕj−1
hj−1.j hjj · · · hij

ϕi+1

ϕi
hi+1.j · · · ϕn

ϕi
hnj

∥∥∥∥
T

,

i = 2, . . . , n, i > j. Це означає, що всi елементи першого стовпця матрицi
ΦiH дiляться на ϕi

ϕ1
, другого на ϕi

ϕ2
, i т.д., (i− 1)-го на ϕi

ϕi−1 . Отже,

ΦiH = KiΦi,

де матриця Ki є часткою вiд дiлення справа матрицi ΦiH на матрицю Φi.
Оскiльки матриця Φi неособлива i H ∈ GLn(R), то i Ki ∈ GLn(R). Отже,

K−1
i ΦiH = Φi.

Домножимо справа цю рiвнiсть на n×m матрицю S

K−1
i ΦiHS = ΦiS.

Звiдси випливає, що
ΦiS

l∼ ΦiHS,

i = 2, . . . , n. 2

Позначимо

Fi = diag
( ϕi

ϕi−1
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
, i = 2, . . . , n.

Лема 3.6. Якщо H ∈ GΦ , то iснують такi оборотнi матрицi Hi, що
FiH = HiFi, i = 2, . . . , n.

Доведення. Розглянемо матрицю

∆i = diag
(
ϕi−1, . . . , ϕi−1, ϕi, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
.
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Згiдно з позначеннями леми 3.5

∆i
i = diag

( ϕi

ϕi−1
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
= Fi.

Iз доведення леми 3.5 випливає, що iснує така оборотна матриця Hi, що
∆i

iH = Hi∆i
i. Тобто FiH = HiFi, i = 2, . . . , n. 2

Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця. Позначимо

Pij =

∥∥∥∥∥∥∥∥

pij pi.j+1 . . . pin

pi+1.j pi+1.j+1 . . . pi+1.n

. . . . . . . . . . . .
pnj pn.j+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
, Pj =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1j p1.j+1 . . . p1n

p2j p2.j+1 . . . p2n

. . . . . . . . . . . .
pnj pn.j+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥

– її пiдматрицi, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n. Формa Смiта матрицi Pij має
вигляд

S(Pij) =
∥∥ Qi

j 0
∥∥ , Qi

j = diag(qi
j1, . . . , q

i
j,n−i+1),

якщо i > j та

S(Pij) =
∥∥∥∥

Qi
j

0

∥∥∥∥ , Qi
j = diag(qi

j1, . . . , q
i
j,n−j+1),

якщо i 6 j.

Твердження 3.8. Форма Смiта матрицi FiPj , i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n,
дорiвнює ∥∥∥∥

Ei
j

0

∥∥∥∥ ,

де Ei
j =

=





diag
((

ϕi

ϕi−1
, qi

j1

)
, . . . ,

(
ϕi

ϕi−1
, qi

j,n−i+1

))
⊕ ϕi

ϕi−1
Ei−j , якщо i > j;

diag
((

ϕi

ϕi−1
, qi

j1

)
, . . . ,

(
ϕi

ϕi−1
, qi

j,n−j+1

))
, якщо i 6 j.

Доведення. Спершу розглянемо випадок, коли i > j, n − i + 1 > j − 1.
Для матрицi Pij iснують такi оборотнi матрицi U, V, що

UPijV = S(Pij) =
∥∥ Qi

j 0
∥∥

– форма Смiта матрицi Pij , де

Qi
j = diag(qi

j1, . . . , q
i
j,n−i+1).
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Тодi

(Ii−1 ⊕ U)PjV =
∥∥∥∥

M1 M2

Qi
j 0

∥∥∥∥ = D1.

З примiтивностi матрицi D1 випливає примiтивнiсть матрицi
∥∥∥∥

M2

0

∥∥∥∥ ,

а отже, й (i−1)×(i−j) матрицi M2. Iз того, що i > j випливає, що i−1 > i−j.
Отже, iснує така оборотна матриця L, що

LM2 =
∥∥∥∥

Ii−j

0

∥∥∥∥ .

Тодi

(L⊕ In−i+1)D1 =

∥∥∥∥∥∥

K1 Ii−j

K2 0
Qi

j 0

∥∥∥∥∥∥
= D2.

А отже,

D2

∥∥∥∥
In−i+1 0
−K1 Ii−j

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥

0 Ii−j

K2 0
Qi

j 0

∥∥∥∥∥∥
= D3,

де матриця K2 має розмiри (j − 1) × (n − i + 1). Розглянемо примiтивну
матрицю P i, складену з останнiх n− i + 1 рядкiв матрицi P :

P i =

∥∥∥∥∥∥

pi1 . . . pi.j−1 pij . . . pin

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn1 . . . pn.j−1 pnj . . . pnn

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

pi1 . . . pi.j−1

. . . . . . . . . Pij

pn1 . . . pn.j−1

∥∥∥∥∥∥
.

Тодi

UP i(Ij−1 ⊕ V ) =

∥∥∥∥∥∥∥

p′i1 . . . p′i.j−1 qi
j1 0

. . . . . . . . .
. . . 0

p′n1 . . . p′n.j−1 0 qi
j,n−i+1

∥∥∥∥∥∥∥
.

З примiтивностi цiєї матрицi випливає примiтивнiсть матрицi
∥∥∥∥∥∥∥

p′i1 . . . p′i.j−1 qi
j1 0

. . . . . . . . .
. . .

p′n1 . . . p′n.j−1 0 qi
j,n−i+1

∥∥∥∥∥∥∥
.

Це означає, що d-матриця diag(qi
j1, . . ., qi

j,n−i+1) доповнюється j−1 стовпця-
ми до примiтивної матрицi. Згiдно з наслiдком 3.6 це означає, що кiлькiсть
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вiдмiнних вiд одиницi iнварiантних множникiв матрицi diag(qi
j1, . . ., qi

j,n−i+1)
не перевищує j−1. Згiдно з припущенням n− i+1 > j−1. Звiдси випливає,
що

qi
j1 = qi

j2 = · · · = qi
jt = 1,

де t = n− i− j + 2. Тобто

D3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 Ii−j

K1
2 K2

2 0
It 0 0
0 Qi

j,t+1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де Qi
j,t+1 = diag(qi

j,t+1, . . . , q
i
j,n−i+1),K

2
2 – матриця порядку j − 1. Тодi

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ii−j 0 0 0
0 Ij−1 −K1

2 0
0 0 It 0
0 0 0 Ij−1

∥∥∥∥∥∥∥∥
D3 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 Ii−j

0 K2
2 0

It 0 0
0 Qi

j,t+1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= D4.

У групi GLj−1(R) iснує така матриця S, що

SK2
2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

k1,t+1 k1,t+2 . . . k1,̄i−1 k1̄i

k2,t+1 k2,t+2 . . . k2,̄i−1 0
. . . . . . . . . . . . . . .

kj−1,t+1 0 . . . 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= K̄2

2 , (3.6)

де ī = n− i + 1. Отже,

(Ii−j ⊕ S ⊕ Iī)D4 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 Ii−j

0 K̄2
2 0

It 0 0
0 Qi

j,t+1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= D5.

Таким чином, D5 = NPjM, де матриця N (M) – добуток усiх оборотних
матриць, на якi домножували матрицю Pj злiва (справа). При цьому мат-
риця N має вигляд

N =
∥∥∥∥

N1 N2

0 N3

∥∥∥∥ ,

де матриця N3 має порядок n− i + 1. Тодi

FiN =
∥∥∥∥

ϕi

ϕi−1
N1

ϕi

ϕi−1
N2

0 N3

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

N1
ϕi

ϕi−1
N2

0 N3

∥∥∥∥Fi = N̄Fi.

Оскiльки матриця Fi неособлива, то det N = det N̄ . Отже, матриця N̄ обо-
ротна. Тодi

FiD5 = FiNPjM = N̄FiPjM.
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Звiдси випливає, що FiPj ∼ FiD5. Очевидно, що

FiD5 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 Ii−j

0 K̄2
2Γi

j,t+1 0
It 0 0
0 ∆i

j,t+1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

D6

×

×
(
It ⊕ diag((ψi, q

i
j,t+1), . . . , (ψi, q

i
jī))⊕ ψiIi−j

)
,

де

ψi =
ϕi

ϕi−1
, Γi

j,t+1 = diag(γt+1, γt+2, . . . , γī), γl =
ψi

(ψi, qi
jl)

,

∆i
j,t+1 = diag(δi

j,t+1, δ
i
j,t+2, . . . , δ

i
jī), δi

jl =
qi
jl

(ψi, qi
jl)

,

l = t + 1, t + 2, . . . , ī. Для завершення доведення потрiбно показати, що мат-
риця D6 примiтивна. Для цього достатньо довести, що матриця

D7 =
∥∥∥∥

K̄2
2Γi

j,t+1

∆i
j,t+1

∥∥∥∥

є примiтивною. З примiтивностi матрицi D5 випливає примiтивнiсть матрицi
∥∥∥∥

K̄2
2

Qi
j,t+1

∥∥∥∥ .

Тодi на пiдставi леми 3.2 виконуються рiвностi

(qi
j,t+1, kj−1,t+1) = (qi

j,t+2, kj−2,t+2) = . . . = (qi
jī, k1̄i) = 1. (3.7)

Оскiльки δi
jī
|qi

jī
i згiдно з рiвнiстю (3.7)

(qi
jī, k1̄i) = 1 ⇒ (δi

jī, k1̄i) = 1.

Зваживши також на те, що
(δi

jī, γī) = 1,

отримуємо
(γīk1̄i, δ

i
jī) = 1.

Отже, iснують такi u та v, що

uγīk1̄i + vδi
jī = 1.
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3.3. Форма Смiта деяких матриць

З огляду на те, що δi
j,t+1|δi

j,t+2| . . . |δi
jī
, отримуємо

∥∥∥∥∥∥

u 0 v
0 I2j−4 0
−δi

jī
0 γīk1̄i

∥∥∥∥∥∥
D7 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ ∗ . . . ∗ 1
γt+1k2,t+1 γt+2k2,t+2 . . . γī−1k2,̄i−1 0

. . . . . . . . . . . . . . .
γt+1kj−1,t+1 0 . . . 0 0

δi
j,t+1 0 . . . 0 0
0 δi

j,t+2 0 0
...

. . .
...

0 0 δi
j,̄i−1

0
δi
jī

st+1 δi
jī

st+2 . . . δi
jī

sī−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∼

∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0 1
γt+1k2,t+1 γt+2k2,t+2 . . . γī−1k2,̄i−1 0

. . . . . . . . . . . . . . .
γt+1kj−1,t+1 0 . . . 0 0

δi
j,t+1 0 . . . 0 0
0 δi

j,t+2 0 0
...

. . .
...

0 0 δi
j,̄i−1

0
0 0 . . . 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= D8.

Продовживши описаний процес, отримаємо, що матриця D8 є примiтивною,
а отже, примiтивною буде i матриця D6. Зауваживши, що

It ⊕ diag((ψi, q
i
j,t+1), . . . , (ψi, q

i
jī))⊕ ψiIi−j =

= diag
(
(ψi, q

i
j1), . . . , (ψi, q

i
jī)

)
⊕ ψiIi−j = Ei

j ,

переконуємось у правильностi нашого твердження.
Якщо i > j, n− i + 1 6 j − 1, матрицю Pj правостороннiми перетворен-

нями з GLn−j+1(R) та допустимими лiвостороннiми перетвореннями, тобто
такими, якi не змiнюють форму Смiта матрицi FiPj , зводимо до вигляду

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 Ii−j

L1 0
0 0

Qi
j,t+1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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Роздiл 3. Технiка лiнiйної алгебри в матричних кiльцях

якщо i < j — ∥∥∥∥∥∥∥∥

0
L2

0
Qi

j,t+1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де матрицi L1, L2 мають вигляд (3.6). Тобто цi випадки є частковими ви-
падками першого, а тому їх доводять за аналогiчною схемою. Твердження
доведено повнiстю. 2

Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй матрицi Pij дiагональну матрицю

S(Φ, Pij) = diag
((

ϕi

ϕi−1
, qi

j1

)
, . . . ,

(
ϕi

ϕi−1
, qi

jk

))
,

де k = n− i + 1, якщо i > j, та k = n− j + 1, якщо i 6 j.

Теорема 3.3. Якщо H ∈ GΦ, то дiагональнi елементи матриць S(Φ, Pij),
S(Φ, (HP )ij , ) i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n є асоцiйовними.

Доведення. На пiдставi леми 3.6

FiH = HiFi, i = 2, . . . , n.

Оскiльки матрицi Fi неособливi, то

det H = det Hi,

а отже, матрицi Hi оборотнi. Позначимо через Pj та Uj матрицi, складенi
з останнiх n− j + 1 стовпцiв матриць P та U, вiдповiдно. Зауваживши, що
Uj = HPj , отримуємо

FiUj = FiHPj = HiFiPj ∼ FiPj .

Тобто iнварiантнi множники форм Смiта матриць FiUj та FiPj можуть вiд-
рiзнятись лише на одиницi кiльця R, явний вигляд яких вказано в твер-
дженнi 3.8. Таким чином, ненульовi елементи матриць S(Φ, Pij), S(Φ′, Uij),
i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n, мають вигляд

(
ϕi

ϕi−1
, qi

js

)
,

(
ϕi

ϕi−1
, qi

jslijs

)
,

де lijs ∈ U(R). Очевидно, що вони можуть вiдрiзнятися лише на одиницi
кiльця R, тобто є асоцiйовними. 2
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Роздiл 4.
Подiльнiсть та асоцiйовнiсть
матриць

У цьому роздiлi на основi запропонованих критерiїв подiльностi та асо-
цiйовностi матриць починається систематичне вивчення дiльникiв матриць.
Доводиться, що їх генератором є породжуюча множина. В свою чергу, група
Зелiска вiдповiдає за асоцiйовнiсть матриць.

У цьому роздiлi R – кiльце елементарних дiльникiв.

4.1. Подiльнiсть матриць i породжуюча множина

Нехай A та B – n×n матрицi над R. Тодi iснують такi оборотнi матрицi
PA, PB, QA, QB, що

PAAQA = diag(ε1, . . . , εk, 0, . . . , 0) = E,

PBBQB = diag(ϕ1, . . . , ϕt, 0, . . . , 0) = Φ,

де εk 6= 0, ϕt 6= 0, εi|εi+1, ϕj |ϕj+1, i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , t− 1.

Означення 4.1. Породжуючою множиною називається множина

L(E, Φ) = {L ∈ GLn(R)| ∃ S ∈ Mn(R) : LE = ΦS}.

Введена множина вiдiграє головну роль у описаннi дiльникiв матриць.

Теорема 4.1. Матриця B = P−1
B ΦQ−1

B є лiвим дiльником матрицi
A = P−1

A EQ−1
A , тобто A = BC тодi i тiльки тодi, коли PB = LPA, де

L ∈ L(E, Φ).

Доведення. Необхiднiсть.Домноживши матрицю A злiва на PB, отри-
маємо

PBA = PB(BC) = (PBB)C = (ΦQ−1
B )C = Φ(Q−1

B C).

З iншого боку,

PBA = (PBP−1
A )(PAA) = (PBP−1

A )EQ−1
A .
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Роздiл 4. Подiльнiсть та асоцiйовнiсть матриць

Отже,
(PBP−1

A )EQ−1
A = Φ(Q−1

B C).

Таким чином,
(PBP−1

A )E = ΦS,

де S = Q−1
B CQA. Це означає, що

PBP−1
A = L ∈ L(E, Φ).

Тобто PB = LPA.
Достатнiсть. Нехай

(PBP−1
A )E = ΦS.

Тодi
PBA = PB(P−1

A EQ−1
A ) = (PBP−1

A )EQ−1
A = ΦSQ−1

A .

Тобто
A = P−1

B ΦSQ−1
A = (P−1

B ΦQ−1
B )(QBSQ−1

A ) = BC,

де C = QBSQ−1
A . 2

Очевидним наслiдком цiєї теореми є таке твердження.

Теорема 4.2. Всi дiльники матрицi A = P−1
A EQ−1

A з формою Смiта Φ
мають вигляд (LPA)−1ΦQ−1, де L ∈ L(E, Φ), Q−1 ∈ GLn(R). 2

Наслiдок 4.1. Множина (L(E, Φ)PA)−1ΦGLn(R) є множиною всiх лiвих
дiльникiв матрицi A = P−1

A EQ−1
A з формою Смiта Φ. 2

Говоритимемо, що матрицi A,B асоцiйовнi справа (злiва), якщо iснує
така оборотна матриця U, що A = BU (A = UB). Той факт, що матриця A

асоцiйовна справа (злiва) до матрицi B позначатимемо A
r∼ B (A

l∼ B).
З правої (лiвої) асоцiйовностi матриць випливає їх еквiвалентнiсть. Тому

асоцiйовнi матрицi мають однаковi форми Смiта. Таким чином, якщо мат-
рицi A,B асоцiйовнi справа (злiва), то їх завжди можна записати у виглядi

A = P−1
A ΦQ−1

A , B = P−1
B ΦV −1

B .

Теорема 4.3. Нехай A = P−1
A ΦQ−1

A , B = P−1
B ΦQ−1

B . Наступнi умови є
еквiвалентними:

1) A
r∼ B;

2) PB = HPA, де H ∈ GΦ;

3) PB = PA.
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4.1. Подiльнiсть матриць i породжуюча множина

Доведення. Нехай виконується умова 1). Тодi iснує така оборотна мат-
риця U, що A = BU. Тобто

P−1
A ΦQ−1

A = P−1
B ΦQ−1

B U.

Отже,
PBP−1

A Φ = ΦQ−1
B UQA.

Це означає, що
PBP−1

A = H ∈ GΦ.

Тобто PB = HPA.
Навпаки, нехай PB = HPA, де H ∈ GΦ. Зауваживши, що з рiвностi

HΦ = ΦK,

де K ∈ GLn(R), випливає
H−1Φ = ΦK−1,

отримуємо

B = P−1
B ΦQ−1

B = (HPA)−1ΦQ−1
B = P−1

A H−1ΦQ−1
B =

= P−1
A ΦK−1Q−1

B = (P−1
A ΦQ−1

A )(QAK−1Q−1
B ) = AV,

де V = QAK−1Q−1
B ∈ GLn(R). Отже, A

r∼ B. Тобто умови 1) та 2) еквiва-
лентнi.

Тепер покажемо еквiвалентнiсть умов 2) та 3). Згiдно з властивiстю 2.2

PA = GΦPA, PB = GΦPB.

Тодi, якщо PB = HPA, де H ∈ GΦ, то

PB = GΦPB = GΦHPA = GΦPA = PA.

Нехай PB = PA. Тобто GΦPB = GΦPA. Оскiльки I ∈ GΦ, то PB ∈ GΦPA.
Отже, iснує така матриця H ∈ GΦ, що PB = HPA. 2

Нехай B – лiвий дiльник матрицi A. Тодi для довiльної оборотної матрицi
U виконується рiвнiсть

A = BC = (BU)(U−1C).

Тобто всi матрицi, якi асоцiйовнi справа до матрицi B, знову є лiвими дiль-
никами матрицi A. Тому, природно, в множинi всiх лiвих дiльникiв матрицi
A шукати лише тi, що неасоцiйовнi справа.

Згiдно з наслiдком 4.1 множина всiх лiвих дiльникiв матрицi A з формою
Смiта Φ має вигляд (L(E, Φ)PA)−1ΦGLn(R). Отже, наше завдання полягає в
тому, щоб iз цiєї множини вибрати всi неасоцiйовнi мiж собою матрицi. Для
цього нам знадобляться наступнi властивостi групи GΦ.
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Властивiсть 4.1. Виконується рiвнiсть

GΦL(E, Φ) = L(E,Φ).

Доведення. Нехай H ∈ GΦ, L ∈ L(E, Φ). Тобто

HΦ = ΦK, LE = ΦS,K ∈ GLn(R), S ∈ Mn(R).

Тодi
HLE = HΦS = ΦKS.

Тобто GΦL(E,Φ) ⊆ L(E, Φ). З iншого боку, I ∈ G(Φ) а отже,
L(E, Φ) ⊆ GΦL(E, Φ). Тому GΦL(E,Φ) = L(E, Φ). 2

Властивiсть 4.2. Виконується рiвнiсть

L(E, Φ)GE = L(E,Φ).

Доведення подiбне до доведення властивостi 4.1. 2

Iз властивостi 4.1 випливає, що множину L(E, Φ) можна розбити на кла-
си сумiжностi GΦL, де L ∈ L(E, Φ). Позначимо через W(E,Φ) множину
представникiв цих класiв.

Теорема 4.4. Множина (W(E, Φ)PA)−1Φ складається з усiх лiвих неасо-
цiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають форму Смiта Φ.

Доведення. Нехай L1, L2 ∈ W(E, Φ) ⊂ L(E, Φ). Згiдно з теоремою 4.2
матрицi (L1PA)−1Φ та (L2PA)−1Φ є лiвими дiльниками матрицi A. Припус-
тимо, що матрицi B1 = (L1PA)−1Φ та B2 = (L2PA)−1Φ асоцiйовнi справа.
Оскiльки

L1PA ∈ PB1 , L2PA ∈ PB2 ,

то згiдно з теоремою 4.3
L2PA = HL1PA,

де H ∈ GΦ. З цiєї рiвностi випливає, що L2 = HL1. Зваживши на те, що
L1, L2 ∈ W(E, Φ), отримуємо L1 = L2. Тобто множина (W(E, Φ)PA)−1Φ
складається з лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають
форму Смiта Φ.

Нехай тепер B – лiвий дiльник матрицi A з формою Смiта Φ. На пiдставi
теореми 4.2 матриця B має вигляд B = (LPA)−1ΦQ−1, де L ∈ L(E, Φ). Нехай
W ∈ W(E,Φ) i є представником класу GΦL. Тобто L = HW, де H ∈ GΦ. У
множинi (W(E, Φ)PA)−1Φ розглянемо матрицю B1 = (WPA)−1Φ. Оскiльки
LPA = H(WPA), то згiдно з теоремою 4.3 матрицi B, B1 асоцiйовнi справа.
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4.2. Структура матриць породжуючої множини

Тобто для кожного дiльника матрицi A, який має форму Смiта Φ у множинi
(W(E,Φ)PA)−1Φ, iснує матриця, асоцiйовна до неї справа.

Матриця PA визначена неоднозначно. Нехай P ∈ PA i B = (WP )−1Φ,
де W ∈ W(E,Φ). На пiдставi властивостi 2.2 в групi GE iснує така мат-
риця S, що P = SPA. Отже, B = (WSPA)−1Φ. Згiдно з властивiстю 4.2
WS ∈ L(E, Φ) i тому попадає в деякий клас сумiжностi GΦV, де
V ∈ W(E, Φ). Отже, в групi GΦ iснує така матриця H, що WS = HV.
Тодi

B = (WP )−1Φ = (WSPA)−1Φ = (HV PA)−1Φ =

= (V PA)−1H−1Φ = (V PA)−1ΦK−1 = B1K
−1,

де B1 ∈ (W(E, Φ)PA)−1Φ. Тобто для кожної матрицi з (W(E, Φ)P )−1Φ у
множинi (W(E, Φ)PA)−1Φ iснує асоцiйовна справа до неї матриця. Обер-
ненi мiркування також будуть правильними. Отже, незалежно вiд вибо-
ру перетворювальної матрицi PA множина (W(E,Φ)PA)−1Φ складається з
усiх лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають форму
Смiта Φ. 2

4.2. Структура матриць породжуючої множини

Опишемо структуру елементiв породжуючої множини L(E, Φ).

Теорема 4.5. Нехай E = diag(ε1, . . . , εk, 0, . . . , 0),

Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕt, 0, . . . , 0),

де εk 6= 0, ϕt 6= 0, εi|εi+1, ϕj |ϕj+1, i = 1, . . . , k − 1, j = 1, . . . , t− 1, k, t ≤ n.
Якщо Φ|E, то множина L(E, Φ) складається з усiх оборотних матриць

вигляду ∥∥∥∥∥∥

L1 ∗
L2 ∗
0 ∗

∥∥∥∥∥∥
, (4.1)

де

L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l11 l12 . . . l1.k−1 l1k
ϕ2

(ϕ2,ε1) l21 l22 . . . l2.k−1 l2k

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕk

(ϕk,ε1) lk1
ϕk

(ϕk,ε2) lk2 . . . ϕk
(ϕk,εk−1) lk.k−1 lkk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

L2 =

∥∥∥∥∥∥∥

ϕk+1

(ϕk+1,ε1) lk+1.1 . . .
ϕk+1

(ϕk+1,εk) lk+1.k

. . . . . . . . .
ϕt

(ϕt,ε1) lt1 . . . ϕt

(ϕt,εk) ltk

∥∥∥∥∥∥∥
.

Якщо Φ - E, то L(E,Φ) = ∅.
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Доведення. Нехай L = ‖pij‖n
1 ∈ L(E, Φ). Тобто L – оборотна матриця,

для якої iснує така матриця S = ‖sij‖n
1 ∈ Mn(R), що

LE = ΦS.

Таким чином,
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ε1p11 . . . εkp1k 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

ε1pt1 . . . εkptk 0 . . . 0
ε1pt+1.1 . . . εkpt+1.k 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ε1pn1 . . . εkpnk 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1s11 . . . ϕ1s1n

. . . . . . . . .
ϕtst1 . . . ϕtstn

0 . . . 0
. . . . . . . . .
0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (4.2)

Оскiльки ε1, . . . , εk 6= 0, то
∥∥∥∥∥∥

pt+1.1 . . . pt+1.k

. . . . . . . . .
pn1 . . . pnk

∥∥∥∥∥∥
= 0.

Тобто оборотна матриця L мiстить нульову (n − t) × k пiдматрицю. Тодi з
наслiдку 3.1 випливає, що (n − t) + k ≤ n. Тобто t ≥ k. Iз рiвностi (4.2)
отримуємо ϕi|εjpij , i = 1, . . . , t, j = 1, . . . , k. Тобто

ϕi

(ϕi, εj)
| εj

(ϕi, εj)
pij .

Звiдси ϕi

(ϕi,εj)
|pij . Тобто

pij =
ϕi

(ϕi, εj)
p′ij .

Таким чином, матриця L має вигляд

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕ1

(ϕ1,ε1)p
′
11 . . . ϕ1

(ϕ1,εk)p
′
1k p1.k+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕk

(ϕk,ε1)p
′
k1 . . . ϕk

(ϕk,εk)p
′
kk pk.k+1 . . . pkn

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕt

(ϕt,ε1)p
′
t1 . . . ϕt

(ϕt,εk)p
′
tk pt.k+1 . . . ptn

0 . . . 0 pt+1.k+1 . . . pt+1.n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 pn.k+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

. (4.3)

Розглянемо пiдматрицi

Li =

∥∥∥∥∥∥

pi1 . . . pii

. . . . . . . . .
pn1 . . . pni

∥∥∥∥∥∥
,
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i = 1, . . . , k, матрицi L. Оскiльки

ϕi+r

(ϕi+r, εj−l)
=

ϕi

(ϕi, εj)

(
ϕi+r,

ϕi+r

ϕi
εj

)

(ϕi+r, εj−l)
, l < j, (4.4)

то ϕi

(ϕi,εi)
| 〈Li〉1 . Матрицi Li мають розмiри (n− i + 1)× i. Зваживши на те,

що
n− i + 1 + i = n + 1 > n,

на пiдставi твердження 3.1 〈Li〉1 |detL ∈ U(R). Тому ϕi

(ϕi,εi)
∈ U(R),

i = 1, . . . , k. Оскiльки н.с.д. елементiв визначається з точнiстю до дiльникiв
одиницi, можемо вважати, що

ϕi

(ϕi, εi)
= 1.

Тобто ϕi = (ϕi, εi). Звiдси ϕi|εi, i = 1, . . . , k. Отже, Φ|E. Таким чином, отри-
мана умова є необхiдною умовою для того, щоб множина L(E, Φ) була непо-
рожньою. I отже, якщо Φ - E, то L(E, Φ) = ∅.

З подiльностi Φ|E випливає, що ϕi|εi+j , j = 0, . . . , k − i. Тому

ϕi

(ϕi, εi+j)
∈ U(R).

Таким чином, на елементи pi.i+j не накладаються жоднi обмеження. Тобто
матриця L має вигляд (4.1).

Навпаки, припустимо, що Φ|E i матриця L має вигляд (4.1). Тодi легко
переконатись, що

LE = ΦS,

де

S =

∥∥∥∥∥∥

M1 ∗
M2 ∗
0 ∗

∥∥∥∥∥∥
,

M1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ε1
ϕ1

l11
ε2
ϕ1

l12 . . .
εk−1

ϕ1
l1.k−1

εk
ϕ1

l1k
ε1

(ϕ2,ε1) l21
ε2
ϕ2

l22 . . .
εk−1

ϕ2
l2.k−1

εk
ϕ2

l2k

. . . . . . . . . . . . . . .
ε1

(ϕk,ε1) lk1 . . . . . .
εk−1

(ϕk,εk−1) lk.k−1
εk
ϕk

lkk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

M2 =

∥∥∥∥∥∥∥

ε1
(ϕk+1,ε1) lk+1.1 . . . εk

(ϕk+1,εk) lk+1.k

. . . . . . . . .
ε1

(ϕt,ε1) lt1 . . . εk
(ϕt,εk) ltk

∥∥∥∥∥∥∥
.

Теорему доведено. 2

Об’єднуючи результати теорем 4.5, 4.1, отримуємо.
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Роздiл 4. Подiльнiсть та асоцiйовнiсть матриць

Теорема 4.6. Матриця B = P−1
B ΦQ−1

B є лiвим дiльником матрицi
A = P−1

A EQ−1
A тодi i тiльки тодi, коли Φ|E i PB = LPA, де L – оборотна

матриця вигляду (4.1). 2

Властивiсть 4.3. Елемент ϕi

(ϕi,εj)
, i > j, є дiльником всiх елементiв мат-

риць L1, L2, що окресленi прямокутником з вершинами (i, 1), (i, j), (t, j),
(t, 1) :

fi1hi1 fi2hi2 . . . fijhij

fi+1.1hi+1.1 fi+1.2hi+1.2 . . . fi+1.jhi+1.j

. . . . . . . . . . . .
ft1ht1 ft2ht2 . . . ftjhtj ,

де
fpq =

ϕp

(ϕp, εq)
.

Тобто
ϕi

ϕj
|ϕi+p

ϕj−q
hi+p.j−q, p = 0, 1, . . . , n− i, q = 0, 1, . . . , j − 1.

Доведення випливає з рiвностi (4.4). 2

4.3. Властивостi групи Зелiска та породжуючої
множини

Дослiдимо зв’язки мiж повною лiнiйною групою, групою Зелiска та по-
роджуючою множиною.

Нехай E та Φ – d-матрицi над кiльцем елементарних дiльникiв R, при-
чому Φ|E.

Властивiсть 4.4. Bиконується включення

GΦGE ⊆ L(E, Φ).

Доведення. Нехай H ∈ GΦ, K ∈ GE. Оскiльки E = Φ∆, то виконуються
рiвностi

(HK)E = HEK1 = HΦ∆K1 = Φ(H1∆K1).

Тобто HK ∈ L(E, Φ). Тому GΦGE ⊆ L(E,Φ). 2

Щоб сформулювати умову рiвностi множин L(E, Φ) та GΦGE, встанови-
мо декiлька допомiжних тверджень.

Позначимо через Si матрицю, отриману з n×n матрицi S викресленням
її перших i рядкiв та перших i стовпцiв, а через Si – матрицю, отриману
викресленням її перших i рядкiв та останнiх n− i стовпцiв.
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4.3. Властивостi групи Зелiска та породжуючої множини

Лема 4.1. Нехай E,Φ – неособливi матрицi i F – нижня унiтрикутна
матриця, що записана у виглядi

F = HS, (4.5)

де H ∈ GΦ, S ∈ GE. Тодi в групах GΦ, GE iснують, вiдповiдно, такi нижнi
унiтрикутнi матрицi H1, S1, що F = H1S1.

Доведення. З рiвностi (4.5) випливає, що для матрицi S у групi GΦ

iснує така матриця H, що матриця HS є нижньою унiтрикутною. Згiдно з
теоремою 2.7 це означає, що

(
ϕi+1

ϕi
, detSi

)
= 1, i = 1, . . . , n− 1.

На пiдставi властивостi 2.4 εi+1

εi
| 〈Si

〉
1
. Взявши до уваги, що матриця

‖SiSi‖ примiтивна, приходимо до висновку, що
(

εi+1

εi
, det Si

)
= 1, i = 1, . . . , n− 1.

Таким чином,
(

εi+1ϕi+1

εiϕi
, det Si

)
= 1, i = 1, . . . , n− 1. (4.6)

Розглянемо d-матрицю Γ = diag(ε1ϕ1, . . . , εnϕn). Зваживши на рiвнiсть
(4.6) та використавши теорему 2.7, отримаємо, що в групi GΓ iснує така
матриця K, що KS = S1 є нижньою унiтрикутною матрицею. Зауваживши,
що K ∈ GE

⋂
GΦ, отримуємо

F = HS = (HK−1)(KS) = H1S1,

де H1 ∈ GΦ , S1 ∈ GE. Оскiльки F i S1 нижнi унiтрикутнi матрицi, то
такою ж буде i матриця H1. 2

Лема 4.2. Нехай (a1, . . . , an) = 1 i
(

εn
ε1

, an

)
= 1. Тодi в групi GE iснує

матриця з останнiм стовпцем ‖a1 . . . an‖T i визначником 1.

Доведення. Нехай n = 2 . Оскiльки (a1, a2) = 1 i
(

ε2

ε1
, a2

)
= 1,

то (
ε2

ε1
a1, a2

)
= 1.
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Роздiл 4. Подiльнiсть та асоцiйовнiсть матриць

Тому iснують такi u, v, що
ε2

ε1
a1u + a2v = 1.

Тодi шуканою буде матриця
∥∥∥∥

v a1

− ε2
ε1

u a2

∥∥∥∥ .

Припустимо, що це твердження правильне для всiх матриць, порядку
меншого за n. Нехай (a2, . . . , an) = δ. Тодi

(a2

δ
, . . . ,

an

δ

)
= 1.

Оскiльки εn
ε2
| εn

ε1
, i an

δ | an, то
(

εn

ε2
,

an

δ

)
= 1.

За припущенням iндукцiї в групi Gdiag(ε2,...,εn) iснує матриця вигляду
∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−2
a2
δ

. . . . . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−2

an
δ

∥∥∥∥∥∥
= U1,

причому detD = 1. Отже,

det

∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−2 a2

. . . . . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−2 an

∥∥∥∥∥∥
= δ.

Розглянемо матрицю
∥∥∥∥∥∥∥∥

x1 0 . . . 0 a1
ε2
ε1

x2 u11 . . . u1.n−2 a2

. . . . . . . . . . . . . . .
εn
ε1

xn un−1.1 . . . un−1.n−2 an

∥∥∥∥∥∥∥∥
= V,

де x1, . . . , xn – невiдомi. Тодi

detV = x1δ − ε2

ε1
x2a1∆1 + . . . + (−1)n+1 εn

ε1
xna1∆n−1,

де

∆i = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−2

. . . . . . . . .
ui−1.1 . . . ui−1.n−2

ui+1.1 . . . ui+1.n−2

. . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−2

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Оскiльки матриця

D =

∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−2

. . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−2

∥∥∥∥∥∥
складається з перших n− 2 стовпцiв оборотної матрицi U1, то

〈D〉 = (∆1, . . . , ∆n−1) = 1.

Зваживши на те, що δ|an i
(

εn

ε1
, an

)
= 1,

отримуємо (
εn

ε1
, δ

)
= 1.

Звiдси випливає, що
(

εi

ε1
, δ

)
= 1, i = 2, ... , n.

Тодi
(

δ,
ε2

ε1
a1∆1, . . . ,

εn

ε1
a1∆n−1

)
=

((
δ,

ε2

ε1
a1∆1

)
, . . . ,

(
δ,

εn

ε1
a1∆n−1

))
=

= (δ, a1∆1, . . . , a1∆n−1) = (δ, a1(∆1, . . . , ∆n−1)) = (δ, a1) = 1.

Отже, iснують такi x1 = v1, . . . , xn = vn, що detV = 1. 2

Лема 4.3. Нехай E – неособлива матриця, причому Φ|E i

ϕi

(ϕi, εj)
=

(
ϕi

ϕj
,

εi

εj

)
,

i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n − 1, i > j. Якщо L – нижня унiтрикутна
матриця з L(E,Φ), то в групах GΦ, GE iснують такi нижнi унiтрикутнi
матрицi H, K, що L = HK.

Доведення. Нехай n = 2 . Розглянемо матрицю

L =
∥∥∥∥

1 0
f21l 1

∥∥∥∥ ,

де

f21 =
ϕ2

(ϕ2, ε1)
=

(
ϕ2

ϕ1
,

ε2

ε1

)
.
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У кiльцi R iснують такi u, v, що

f21 =
ϕ2

ϕ1
u +

ε2

ε1
v.

Тодi

L =
∥∥∥∥

1 0
f21l 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

ϕ1
ul 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
ε2
ε1

vl 1

∥∥∥∥ = HK.

Отже, наше твердження правильне для матриць другого порядку.
Припустимо його правильнiсть для всiх матриць порядку, меншого за n,

i розглянемо нижню унiтрикутну матрицю

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
f21l21 1 0

. . .
...

fn−1.1ln−1.1 fn−1.2ln−1.2 1 0
fn1ln1 fn2ln2 . . . fn.n−1ln.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

L11 0
L21 1

∥∥∥∥ ,

де fij = ϕi

(ϕi, εj)
. Позначимо

Φn = diag(ϕ1, . . . , ϕn−1), En = diag(ε1, . . . , εn−1),

Φ1 = diag(ϕ2, . . . , ϕn), E1 = diag(ε2, . . . , εn).

Оскiльки L11 ∈ L(En, Φn), то в групах GΦn , GEn iснують, вiдповiдно, такi
нижнi унiтрикутнi матрицi H1, K1 , що L11 = H1K1. Зваживши на те, що

∥∥∥∥
H−1

1 0
0 1

∥∥∥∥ ∈ GΦ,

∥∥∥∥
K−1

1 0
0 1

∥∥∥∥ ∈ GE,

а також використавши властивостi 4.1, 4.2, отримаємо

∥∥∥∥
H−1

1 0
0 1

∥∥∥∥ L

∥∥∥∥
K−1

1 0
0 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0

. . .
0 0 1 0

fn1l
′
n1 fn2l

′
n2 . . . fn.n−1l

′
n.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=
∥∥∥∥

1 0
S21 S22

∥∥∥∥ = S ∈ L(E,Φ).

Оскiльки S22 ∈ L(E1, Φ1) , то згiдно з припущенням iндукцiї в групах GΦ1 ,
GE1 iснують такi нижнi унiтрикутнi матрицi H2, K2 , що S22 = H2K2. Тодi

∥∥∥∥
1 0
0 H−1

2

∥∥∥∥ S

∥∥∥∥
1 0
0 K−1

2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0

. . .
0 0 1 0

fn1a 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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де a ∈ R . Оскiльки

fn1 =
(

ϕn

ϕ1
,

εn

ε1

)
,

то в кiльцi R iснують такi un, vn, що

fn1 =
ϕn

ϕ1
un +

εn

ε1
vn.

Тодi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0

. . .
0 0 1 0

fn1a 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0

. . .
0 0 1 0

ϕn

ϕ1
una 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

M

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0

. . .
0 0 1 0

εn
ε1

vna 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

N

.

Таким чином, виконується рiвнiсть
∥∥∥∥

1 0
0 H−1

2

∥∥∥∥
∥∥∥∥

H−1
1 0
0 1

∥∥∥∥L

∥∥∥∥
K−1

1 0
0 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
0 K−1

2

∥∥∥∥ = MN.

Тобто

L =
(∥∥∥∥

H1 0
0 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
0 H2

∥∥∥∥ M

) (
N

∥∥∥∥
1 0
0 K2

∥∥∥∥
∥∥∥∥

K1 0
0 1

∥∥∥∥
)

= HK,

де H ∈ GΦ, K ∈ GE. 2

Властивiсть 4.5. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5 i E – не-
особлива матриця, причому Φ|E. Для того, щоб

L(E,Φ) = GEGΦ,

необхiдно та достатньо, щоб

ϕi

(ϕi, εj)
=

(
ϕi

ϕj
,

εi

εj

)

для всiх i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай n = 2. Оскiльки в множинi L(E, Φ)
iснує матриця ∥∥∥∥

1 0
f21 1

∥∥∥∥ , f21 =
ϕ2

(ϕ2, ε1)
,
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то F = HK, де H ∈ GΦ, K ∈ GE, причому згiдно з лемою 4.1 матрицi H, K
можна вважати нижнiми унiтрикутними. Тобто

∥∥∥∥
1 0

f21 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

ϕ1
h 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
ε2
ε1

k 1

∥∥∥∥ .

Отже,
f21 =

ϕ2

ϕ1
h +

ε2

ε1
k.

Зaуваживши, що f21|ϕ2

ϕ1
i f21| ε2

ε1
, отримуємо

f21 =
(

ϕ2

ϕ1
,

ε2

ε1

)
.

Припустимо, що наше твердження правильне для всiх матриць порядку,
меншого за n. Тодi з рiвностi

L(En, Φn) = GΦnGEn

випливає
ϕi

(ϕi, εj)
=

(
ϕi

ϕj
,

εi

εj

)
,

i = 2, . . . , n− 1, j = 1, ... , n− 2, i > j. Також iз рiвностi

L(E1,Φ1) = GΦ1GE1

випливає
ϕi

(ϕi, εj)
=

(
ϕi

ϕj
,

εi

εj

)
,

i = 3, . . . , n, j = 2, ... , n, i > j. I для завершення доведення
необхiдностi потрiбно показати, що

fn1 =
ϕn

(ϕn, ε1)
=

(
ϕn

ϕ1
,

εn

ε1

)
.

У множинi L(E, Φ) iснує матриця

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0

. . .
0 0 1 0

fn1 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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яку згiдно з припущенням нашої теореми та леми 4.1 можна записати у
виглядi L = HS, де H та S – нижнi унiтрикутнi матрицi з груп GΦ, GE,
вiдповiдно. Тодi

H = LS−1 = L

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0
s21 1

. . .
sn1 sn2 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
s21 1 0

. . .
sn−1.1 sn−1.2 1 0

fn1 + sn1 sn2 . . . sn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∈ GΦ.

З цього включення випливає, що

fn1 + sn1 =
ϕn

ϕ1
hn1.

Зауваживши, що sn1 = εn
ε1

s′n1, отримуємо
(

ϕn

ϕ1
,

εn

ε1

)
|fn1.

З iншого боку, fn1|ϕn

ϕ1
i fn1| εn

ε1
. Тобто

fn1|
(

ϕn

ϕ1
,

εn

ε1

)
,

Отже,

fn1 =
(

ϕn

ϕ1
,

εn

ε1

)
.

Достатнiсть. Нехай L ∈ L(E,Φ). На пiдставi теореми 2.13 матрицю L
можна записати у виглядi L = HV K, де H ∈ GΦ, а матрицi V, K, – нижня та
верхня унiтрикутнi матрицi, вiдповiдно. Згiдно з наслiдком 2.2 група верхнiх
унiтрикутних матриць є пiдгрупою будь-якої групи Зелiска. Тому K ∈ GE.
З урахуванням властивостi 4.1, 4.2, з рiвностi

V = H−1LK−1

випливає, що V ∈ L(E, Φ). Згiдно з лемою 4.3 матрицю V можна записати
у виглядi V = H1K1, де H1 ∈ GΦ, K1 ∈ GE. Таким чином,

L = (HH1)(K1K),

що i потрiбно довести. 2
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Властивiсть 4.6. Виконується рiвнiсть

L(Φ, Φ) = GΦ.

Доведення цiєї властивостi безпосередньо випливає з порiвняння стру-
ктури матриць, з яких складається множина L(Φ, Φ) (теорема 4.5) та група
GΦ (теорема 2.6 ). 2

Проаналiзуємо елементи матриць iз множини L(E, Φ).
Позначимо

dij =
(

(ϕi, εi−1)
ϕi−1

(
(ϕi−1, εi−2)

ϕi−2

(
· · ·

(
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
,
εj+1

εj

)
, · · ·

)
,
εi−2

εj

)
,
εi−1

εj

)
,

де i > j + 1.

Лема 4.4. Виконується рiвнiсть

(ϕj+1, εj)
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
· · · (ϕi, εi−1)

ϕi−1
= (ϕi, εjdij) = sij .

Доведення. Маємо

(ϕj+1, εj)
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
=

(
ϕj+2, εj

(
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
,
εj+1

εj

))
=

= (ϕj+2, εjdj+2.j) = sj+2.j .

Припустимо, що

(ϕj+1, εj)
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
· · · (ϕi−1, εi−2)

ϕi−2
= (ϕi−1, εjdi−1.j) = si−1.j .

Тодi

si−1.j
(ϕi, εi−1)

ϕ1
=

=
(
ϕi−1, εj

((ϕi−1, εi−2)
ϕi−2

(
· · ·

((ϕi−1, εj+2)
ϕj+2

((ϕj+2, εj+1)
ϕj+1

,
εj+2

εj

)
,

εi−2

εj

)
, · · ·

)
,
εi−2

εj

))(ϕi, εi−1)
ϕi−1

= (ϕi, εjdij) = sij .

Лему доведено. 2

Позначимо fij = ϕi

(ϕi,εj)
, i > j.
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Властивiсть 4.7. Виконується рiвнiсть

fij = fj+1.jfj+2.j+1 . . . fi.i−1(fij , dij),

де i = 3, 4, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n− 2; i > j + 1.

Доведення. Маємо

fij

fj+1.jfj+2.j+1 . . . fi.i−1
=

ϕi

(ϕi, εj)
(ϕj+1, εj)

ϕj+1

(ϕj+2, εj+1)
ϕj+2

· · · (ϕi, εi−1)
ϕi

=

=
1

(ϕi, εj)
(ϕj+1, εj)

(ϕj+2, εj+1)
ϕj+1

· · · (ϕi, εi−1)
ϕi−1

=
sij

(ϕi, εj)
=

=
(ϕi, εjdij)
(ϕi, εj)

=
(

ϕi

(ϕi, εj)
,

εj

(ϕi, εj)
dij

)
= (fij , dij),

що i потрiбно довести. 2

Лема 4.5. Виконується подiльнiсть (fij , dij)|(fi+k.j−s, di+k.j−s).

Доведення. Маємо

di+k.j−s =
((ϕi+k, εi+k−1)

ϕi+k−1

(
· · ·

((ϕj−s+3, εj−s+2)
ϕj−s+2

((ϕj−s+2, εj−s+1)
ϕj−s+1

,

εj−s+1

εj−s

)
,
εj−s+2

εj−s

)
, · · ·

)
,
εi+k−1

εj−s

)
=

=
((ϕi+k, εi+k−1)

ϕi+k−1

(
· · ·

((ϕj−s+3, εj−s+2)
ϕj−s+2

((ϕj+2, εj+1)
ϕj+1

dj+1.j−s,

εj+1

εj−s

)
,
εj−s+2

εj−s

)
, · · ·

)
,
εi+k−1

εj−s

)
.

Оскiльки εk
εj
| εk
εj−s

, то

dij |
(

(ϕi, εi−1)
ϕi−1

(
· · ·

(
(ϕj+2, εj+1)

ϕj+1
dj+1.j−s,

εj+1

εj−s

)
, · · ·

)
,
εi−1

εj−s

)
.

Отже, dij |di+k.j−s. Зауваживши також, що fij |fi+k.j−s, отримуємо
(fij , dij)|(fi+k.j−s, di+k.j−s). Лему доведено. 2

Порiвнюючи структуру елементiв матриць iз групи GΦ (властивiсть 2.3)
та множини L(E, Φ) (властивiсть 4.7), бачимо їх очевидну схожiсть. Тому,
природно, постає питання, коли iснує така d-матриця ∆, що L(E, Φ) = G∆.
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У випадку матриць порядку 2 така d-матриця ∆ iснує завжди. Так, якщо
ϕ2 6= 0, то

L(E, Φ) = G∆2 , де ∆2 = diag
(

1,
ϕ2

(ϕ2, ε1)

)
.

Якщо ж ϕ2 = 0, то множина L(E, Φ) є групою одиниць кiльця верхнiх трику-
тних матриць. У випадку матриць порядку, бiльшого за 2, таке твердження
правильне не завжди.

Приклад 4.1. Нехай E = diag(2, 6, 12) та Φ = diag(1, 2, 6) – цiлочисловi
d-матрицi. На пiдставi теореми 4.5 множина L(E, Φ) складається зi всiх обо-
ротних матриць вигляду

∥∥∥∥∥∥

l11 l12 l13

l21 l22 l23

3l31 l32 l33

∥∥∥∥∥∥
.

Отже,

L =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
1 1 0
3 1 1

∥∥∥∥∥∥
∈ L(E, Φ).

Однак матриця

L2 =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
2 1 0
7 2 1

∥∥∥∥∥∥
вже не належить множинi L(E, Φ). Тобто, у цьому випадку, множина L(E, Φ)
мультиплiкативно не замкнена. ♦

Вiдповiдь на питання, коли L(E, Φ) є мультиплiкативною групою для
матриць вищих порядкiв, дає наступне твердження.

Властивiсть 4.8. Для того, щоб iснувала така d-матриця ∆, що
L(E, Φ) = G∆, де

E = diag(ε1, . . . , εk, 0, . . . , 0), Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕt, 0, . . . , 0),

1 ≤ k ≤ n, 1 ≤ t ≤ n, n > 2, Φ|E, необхiдно та достатньо, щоб
1) у випадку detΦ 6= 0 виконувались умови (fn1, dn1) = 1 або ж

fn1

f21f32 . . . fn.n−1
∈ U(R);

2) у випадку detΦ = 0 виконувались умови k = t, (fk1, dk1) = 1 або ж

fk1

f21f32 . . . fk.k−1
∈ U(R).
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай Φ – неособлива матриця. Розглянемо
матрицi порядку 3. Множина L(E, Φ) мiстить матрицю

A3 =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
f21 1 0
f31 f32 1

∥∥∥∥∥∥
.

Тому i

A2
3 =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
2f21 1 0

2f31 + f21f32 2f32 1

∥∥∥∥∥∥
∈ L(E, Φ).

Отже,
2f31 + f21f32 = f31l31.

На пiдставi властивостi 4.7

f31 = f21f32(f31, d31).

Тодi
f21f32(f31, d31)(l31 − 2) = f21f32.

Тобто
(f31, d31)(l31 − 2) = 1.

Таким чином, (f31, d31) = 1.
Припустимо, що наше твердження правильне для матриць, порядку мен-

шого за n. I нехай L(E, Φ) – мультиплiкативна група порядку n. Ця група
мiстить пiдгрупу 1⊕ L(E1, Φ1), де

E1 = diag(ε2, . . . , εn), Φ1 = diag(ϕ2, . . . , ϕn).

Звiдси випливає, що множина L(E1, Φ1) також є мультиплiкативною групою.
Оскiльки множина L(E1, Φ1) складається з оборотних матриць порядку n−1
вигляду ∥∥∥∥∥∥∥∥

l22 l23 . . . l2n

f32l32 l33 . . . l3n

. . . . . . . . . . . .
fn2ln2 fn3ln3 . . . lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

то згiдно з припущенням
(fn2, dn2) = 1. (4.7)

Розглянемо матрицю

An =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
f21 1 0 0
0 0 1 0
...

...
. . .

0 0 0 1 0
fn1 fn2 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∈ L(E, Φ).
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Оскiльки A2
n = ‖aij‖n

1 ∈ L(E,Φ), то

an1 = 2fn1 + fn2f21 = fn1ln1.

Зваживши на рiвнiсть (4.7) та врахувавши властивiсть 4.7, отримаємо

fn2 = f32 . . . fn.n−1,

fn1 = f21f32 . . . fn.n−1(fn1, dn1).

Отже,
f21f32 . . . fn.n−1(fn1, dn1)(ln1 − 2) = f21f32 . . . fn.n−1.

Звiдси випливає, що (fn1, dn1) = 1.
Нехай E, Φ – особливi матрицi. На пiдставi теореми 4.5 множина L(E, Φ)

мiстить нульовий (n− t)× k блок. З iншого боку, оскiльки L(E,Φ) є групою
G∆, яка згiдно з теоремою 2.6 мiстить нульовий (n−s)×s блок. Отже, k = t.
З теореми 2.6 також випливає, що

L(diag(ε1, . . . , εk), diag(ϕ1, . . . , ϕk)) = G∆k
.

Тодi на пiдставi щойно доведеного (fk1, dk1) = 1.
Достатнiсть. Нехай Φ – неособлива матриця. Згiдно з лемою 4.5

(fij , dij)|(fn1, dn1) = 1, i = 3, 4, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n− 2; i > j + 1.

Таким чином,

(fij , dij) = 1, i = 3, 4, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n− 2; i > j + 1.

Тодi пiдставi леми 4.7

fij = fj+1.jfj+2.j+1 . . . fi.i−1, i = 3, 4, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n− 2; i > j + 1.

Отже, шуканою d-матрицею буде матриця

∆ = diag(1, f21, f21f32, . . . , f21f32 . . . fn.n−1).

Якщо Φ,E особливi матрицi, то легко переконатись, що тодi

∆ = diag(1, f21, f21f32, . . . , f21f32 . . . fk.k−1, 0, . . . , 0).

Для завершення доведення теореми досить зауважити, що згiдно з власти-
вiстю 4.7 умови (fn1, dn1) = 1 i

fn1

f21f32 . . . fn.n−1
∈ U(R)

еквiвалентнi. 2
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Властивiсть 4.9. Для того, щоб

L(E, Φ) = GΦ,

необхiдно та достатньо, щоб виконувалися такi умови:

1) якщо k = t = n, то (ϕn, εj) = ϕj , j = 1, . . . , n− 1 ;

2) якщо k < n, t = n, то
i) ϕk+1 = ϕk+2 = . . . = ϕn,
ii) (ϕn, εj) = ϕj , j = 1, . . . , k ;

3) якщо k, t < n, то
iii) k = t,
iiii) (ϕk, εj) = ϕj , j = 1, . . . , k − 1.

Доведення. Розгляненмо випадок, коли k = t = n. Рiвнiсть множин
L(E,Φ), GΦ рiвносильна тому, що L1 = H1. Отже,

(ϕi, εj) = ϕj , i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j.

Зокрема,
(ϕn, εj) = ϕj , j = 1, . . . , n− 1.

Навпаки, якщо

(ϕn, εj) = ϕj , j = 1, . . . , n− 1,

то (
ϕn

ϕj
,
εj

ϕj

)
= 1.

З цiєї рiвностi випливає, що
(

ϕi

ϕj
,
εj

ϕj

)
= 1, i = j + 1, j + 2, . . . , n.

Отже,

(ϕi, εj) = ϕj

(
ϕi

ϕj
,
εj

ϕj

)
= ϕj , i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j.

Випадок 2). Рiвнiсть множин L(E, Φ) та GΦ в цьому випадку рiвносильна
тому, що

H1 =
∥∥∥∥

L1 ∗
L2 ∗

∥∥∥∥ .

Тобто
ϕi

ϕj
= 1, i = k + 2, k + 3, . . . , n, j = k + 1, k + 2, . . . , n− 1, i > j (4.8)
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i
(ϕi, εj) = ϕj , i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , k, i > j. (4.9)

Зокрема,
ϕk+2

ϕk+1
=

ϕk+3

ϕk+2
= · · · = ϕn

ϕn−1
= 1.

Таким чином,
ϕk+1 = ϕk+2 = . . . = ϕn. (4.10)

Зауваживши, що
ϕp

ϕq
=

ϕp

ϕp−1

ϕp−1

ϕp−2
· · · ϕq+1

ϕq
,

де p > q, отримуємо, що рiвностi (4.8) i (4.10) еквiвалентнi. Аналогiчно, як
i вище, переконуємось, що умови ii), (4.9) еквiвалентнi.

На завершення розглянемо випадок 3). Маємо
∥∥∥∥∥∥

L1 ∗
L2 ∗
0 ∗

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
H1 ∗
0 H2

∥∥∥∥ .

Розмiри нульових пiдматриць є (n− t)× k i (n− t)× t. Отже, k = t. Це озна-
чає, що матриця L2 порожня. Крiм того, мiркування, подiбнi до проведених
вище, показують, що

(ϕk, εj) = ϕj , j = 1, . . . , k − 1.

2

Властивiсть 4.10. Нехай E – неособлива матриця i E = Φ∆.
Якщо L(E,Φ) = GΦ, то ∆ є d-матрицею.

Доведення. Матриця ∆ має вигляд

∆ = diag
(

ε1

ϕ1
,
ε2

ϕ2
, . . . ,

εn

ϕn

)
.

Розглянемо добуток

εi+1

ϕi+1

ϕi

εi
=

εi+1ϕi

ϕi+1εi
=

εi+1ϕi

(ϕi+1, εi)[ϕi+1, εi]
= µi+1.i,

i = 1, . . . , n − 1. Оскiльки L(E, Φ) = GΦ, то з властивостi 4.9 випливає, що
(ϕi+1, εi) = ϕi. Тому

µi+1.i =
εi+1ϕi

ϕi[ϕi+1, εi]
=

εi+1

[ϕi+1, εi]
.
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Оскiльки ϕi+1|εi+1 i εi|εi+1, то [ϕi+1, εi]|εi+1. Тобто µi+1.i ∈ R i

εi+1

ϕi+1
=

εi

ϕi
µi+1.i.

i = 1, . . . , n− 1. Таким чином, ∆ є d-матрицею. 2

Зауважимо, що з тiєї умови, що ∆ є d-матрицею, не випливає, що
L(E,Φ) = GΦ.

Приклад 4.2. Нехай E = diag(a, a3), Φ = diag(1, a), a 6= 0. Тодi
∆ = diag(a, a2). При цьому L(E, Φ) = GL2(R), а група GΦ складається з
усiх оборотних матриць вигляду

∥∥∥∥
h11 h12

ah21 h22

∥∥∥∥ .

Властивiсть 4.11. Для того, щоб

L(E, Φ) = GLn(R),

необхiдно та достатньо, щоб ϕn|ε1.

Доведення. Необхiднiсть. Згiдно з теоремою 4.5 множина L(E, Φ)
складається з матриць вигляду (4.1). Оскiльки

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 . . . 0 1
0 . . . 1 0
. . . . . . . . . . . .
1 . . . 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
∈ GLn(R) = L(E, Φ),

то матрицi з множини L(E,Φ) не мiстять в нижньому лiвому кутi нульового
блока. Це рiвносильно тому, що ϕn 6= 0, причому

ϕn

(ϕn, ε1)
= 1.

Тобто ϕn = (ϕn, ε1). Отже, ϕn|ε1.
Достатнiсть. Оскiльки ϕn|ε1, то ϕn|εj , j = 1, . . . , n. Звiдси випливає,

що ϕi|εj , i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , k. Тодi

ϕi

(ϕi, εj)
= 1.

Тобто
L(E,Φ) = GLn(R). 2
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Нехай
Γ = diag (γ1, . . . , γn), ∆ = diag (δ1, . . . , δn),

– неособливi d-матрицi.

Теорема 4.7. Для того, щоб GLn(R) = GT
ΓG∆, необхiдно та достатньо,

щоб (
det

1
δ1

∆, det
1
γ1

Γ
)

= 1.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай
(

det
1
δ1

∆, det
1
γ1

Γ
)

= σ 6= 1

i γr

γ1
– такий перший з дiагональних елементiв матрицi 1

γ1
Γ, що

(
γr

γ1
, σ

)
= σ1 6= 1.

Нехай також δs
δ1

– такий перший з дiагональних елементiв матрицi 1
δ1

∆, що

(
δs

δ1
, σ1

)
= σ2 6= 1.

При цьому (
δs−1

δ1
, σ2

)
=

(
γr−1

γ1
, σ2

)
= 1.

Оскiльки
δs

δ1
=

δs−1

δ1

δs

δs−1
,

то, зваживши на попередню рiвнiсть, отримуємо, що

σ2| δs

δs−1
.

Звiдси випливає, що σ2 є дiльником усiх елементiв матрицi
∥∥∥∥∥∥∥

δs
δ1

. . . δs
δs−1

. . . . . . . . .
δn
δ1

. . . δn
δs−1

∥∥∥∥∥∥∥
.

Таким чином, у кожнiй матрицi iз групи G∆ у нижньому лiвому кутi мiсти-
ться (n− s + 1)× (s− 1) матриця, всi елементи якої дiляться на σ2.
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Аналогiчно показуємо, що в кожнiй матрицi iз групи GT
Γ у верхньому

правому кутi мiститься (r − 1) × (n − r + 1) матриця, всi елементи якої
дiляться на σ2. Оскiльки

GLn(R) = GT
ΓG∆,

то iснують такi матрицi L ∈ GT
Γ та H ∈ G∆, що

LH =

∥∥∥∥∥∥

0 1
. . .

1 0

∥∥∥∥∥∥
= T.

Тодi L = TH−1. Матриця H−1 має таку ж саму структуру, що i матриця
H. Тому в матрицi L у лiвому верхньому кутi мiститься (n− s + 1)× (s− 1)
матриця, а в правому верхньому кутi – (r − 1) × (n − r + 1) матриця, всi
елементи яких дiляться на σ2.

Якщо n− s + 1 6 r − 1, то матриця L мiстить

(n− s + 1)× ((s− 1) + (n− r + 1))

пiдматрицю, всi елементи якої дiляться на σ2. Оскiльки

(n− s + 1) + (s− 1) + (n− r + 1) = (n + 1) + (n− r) > n + 1,

то згiдно з твердженням 3.1 σ2 | detL, що суперечить оборотностi цiєї мат-
рицi.

Якщо n− s + 1 > r − 1, то матриця L мiстить

(r − 1)× ((s− 1) + (n− r + 1))

пiдматрицю, всi елементи якої дiляться на σ2. Оскiльки

(r − 1) + (s− 1) + (n− r + 1) = n + s− 1 = (n + 1) + (s− 2) > n + 1,

то i в цьому випадку σ2 | detL – суперечнiсть. Таким чином, T /∈ GT
ΓG∆.

Отже, GT
ΓG∆ 6= GLn(R) – протирiччя.

Достатнiсть. Нехай A = ‖aij‖2
1 ∈ GL2(R) i

(
a11,

δ2

δ1
a12

)
= σ.

Iз теореми 6.3 випливає, що в групi G∆ iснує така матриця H, що

AH =
∥∥∥∥

σ b12

b21 b22

∥∥∥∥ .
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Оскiльки (
δ2

δ1
,

γ2

γ1

)
= 1, i σ |δ2

δ1
,

то (
σ,

γ2

γ1

)
= 1.

Тому в групi GT
Γ знайдеться така матриця L, для якої

det(LAH) = 1

i

LAH =
∥∥∥∥

1 a
b c

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
b 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 a
0 1

∥∥∥∥ .

Отже,

A =
(

L−1

∥∥∥∥
1 0
b 1

∥∥∥∥
)

︸ ︷︷ ︸
L1

(∥∥∥∥
1 a
0 1

∥∥∥∥ H−1

)

︸ ︷︷ ︸
H1

,

де L1 ∈ GT
Γ та H1 ∈ G∆. Тобто теорема правильна для матриць другого

порядку.
Вважатимемо, що наше припущення правильне для матриць порядку

n − 1 . Нехай A = ‖aij‖n
1 ∈ GLn(R). Мiркуючи аналогiчно, як i вище,

знайдемо в групах GT
Γ та G∆ такi матрицi L та H, що

LAH =
∥∥∥∥

1 0
0 An−1

∥∥∥∥ .

Згiдно з припущенням оборотну матрицю An−1 можна записати у виглядi

An−1 = Ln−1Hn−1,

де
Ln−1 ∈ GT

Γ1
, Hn−1 ∈ G∆1 , Γ1 = diag (γ2, . . . , γn),

∆1 = diag (δ2, . . . , δn).

Отже,

A =
(

L−1

∥∥∥∥
1 0
0 Ln−1

∥∥∥∥
) (∥∥∥∥

1 0
0 Hn−1

∥∥∥∥ H−1

)
.

Зауваживши, що
∥∥∥∥

1 0
0 Ln−1

∥∥∥∥ ∈ GT
Γ ,

∥∥∥∥
1 0
0 Hn−1

∥∥∥∥ ∈ G∆,

переконуємося у правильностi нашого твердження. Теорему доведено. 2
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Роздiл 5.
Факторизацiя матриць
5.1. Окремi випадки факторизацiй матриць

У попередньому роздiлi встановленi умови подiльностi та асоцiйовно-
стi матриць. У цьому пiдроздiлi показується зв’язок властивостей множини
L(E,Φ) з властивостями дiльникiв матриць, що породженi цiєю множиною.

Всюди, якщо це спецiально не обумовлено, R – кiльце елементарних дiль-
никiв.

Теорема 5.1. Матриця A = P−1
A EQ−1

A має єдиний з точнiстю до асоцi-
йовностi дiльник iз формою Смiта Φ тодi i тiльки тодi, коли

L(E, Φ) = GΦ.

Доведення. Iз теореми 4.4 випливає, що матриця A має єдиний з то-
чнiстю до асоцiйовностi дiльник iз формою Смiта Φ, тодi i тiльки тодi, коли
W(E, Φ) = {I}, тобто L(E, Φ) = GΦ. 2

Умови рiвностi множин L(E,Φ), GΦ у термiнах iнварiантних множникiв
вказано у властивостi 4.9.

Якщо матриця A має форму Смiта E i P ∈ PA та Φ – d-матриця така,
що E = Φ∆, то

A = P−1EQ−1 = (P−1Φ)(∆Q−1) = (P−1ΦU−1)(U∆Q−1),

де U ∈ GLn(R). Звiдси випливає, що множина P−1
A ΦGLn(R) є множиною

лiвих дiльникiв матрицi A з формою Смiта Φ. Вiдразу постає питання, чи
ця множина вичерпує всi лiвi дiльники матрицi A з формою Смiта Φ. Повна
вiдповiдь отримана в наступнiй теоремi.

Теорема 5.2. Множина P−1
A ΦGLn(R) складається з усiх лiвих дiльникiв

матрицi A = P−1
A EQ−1

A з формою Смiта Φ тодi i тiльки тодi, коли

L(E,Φ) = GΦGE.

Доведення. Необхiднiсть. На пiдставi наслiдку 4.1 множина
(L(E, Φ)PA)−1ΦGLn(R) є множиною всiх лiвих дiльникiв матрицi A з фор-
мою Смiта Φ. Нехай

(L(E, Φ)PA)−1ΦGLn(R) = P−1
A ΦGLn(R).
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Це рiвносильно тому, що для кожної матрицi L iз L(E, Φ) та V iз GLn(R)
iснують такi матрицi P ∈ PA та U ∈ GLn(R), що

(LPA)−1ΦV = P−1ΦU.

Оскiльки PA = GEPA, то в групi GE iснує така матриця K, що P = KPA.
Отже,

(LPA)−1ΦV = (KPA)−1ΦU.

Звiдси отримуємо
(KL−1)Φ = Φ(UV −1).

Це означає, що KL−1 = H ∈ GΦ. Тобто L = H−1K. Зваживши на те, що
H−1 ∈ GΦ, отримуємо L ∈ GΦGE. Отже, L(E, Φ) ⊆ GΦGE. Оскiльки згiдно
з властивiстю 4.4 GΦGE ⊆ L(E, Φ), то GΦGE = L(E, Φ).

Достатнiсть. Маємо

(L(E,Φ)PA)−1ΦGLn(R) = (GΦGEPA)−1ΦGLn(R) = (GΦ(GEPA))−1×
×ΦGLn(R) = (GΦPA)−1ΦGLn(R) = P−1

A GΦΦGLn(R) = P−1
A ΦGLn(R).

Теорему доведено. 2

Умови рiвностi множин L(E,Φ), GEGΦ над кiльцем Безу стабiльного
рангу 1,5 сформульовано у властивостi 4.5.

У теоремi 5.1 наведено умови, за яких матриця A має лише один з то-
чнiстю до асоцiйовностi дiльник з формою Смiта Φ. У наступнiй теоремi
розглядаємо iнший "крайнiй"випадок – коли всi матрицi iз заданою фор-
мою Смiта є дiльниками матрицi A.

Теорема 5.3. Для того, щоб кожна матриця з формою Смiта Φ була
лiвим дiльником матрицi A = P−1

A EQ−1
A , необхiдно та достатньо, щоб

Φ|E i
L(E,Φ) = GLn(R).

Доведення. Необхiднiсть умови Φ|E доведена в теоремi 4.6.
Нехай U – оборотна матриця. Тодi матриця (UPA)−1Φ є лiвим дiльником

матрицi A. Множина всiх лiвих дiльникiв матрицi A з формою Смiта Φ має
вигляд (L(E,Φ)PA)−1ΦGLn(R). Отже, в множинi L(E, Φ) знайдеться така
матриця L, а в групi GLn(R) така V, що

(UPA)−1Φ = (LPA)−1ΦV −1.

Звiдси отримуємо LU−1Φ = ΦV −1. Це означає, що LU−1 = H ∈ GΦ. Тобто
U = H−1L. Отже, кожну оборотну матрицю U можна зобразити як добуток
матриць iз групи GΦ та множини L(E, Φ). Таким чином,

GLn(R) ⊆ GΦL(E, Φ).

164



5.1. Окремi випадки факторизацiй матриць

Оскiльки виконується i обернене включення, то

GLn(R) = GΦL(E,Φ).

Згiдно з властивiстю 4.1

GΦL(E, Φ) = L(E, Φ).

Отже, L(E,Φ) = GLn(R).
Достатнiсть. Нехай B = P−1

B ΦQ−1
B – довiльна матриця з формою Смiта

Φ. Оскiльки
PBP−1

A ∈ GLn(R) = L(E, Φ),

то на пiдставi теореми 4.1 матриця B є лiвим дiльником матрицi A. 2

Умови рiвностi множин L(E, Φ), GLn(R) на мовi iнварiантних можникiв
сформульовано у властивостi 4.11.

Згiдно з теоремою 1.11, якщо матрицi A,B є лiвими дiльники одна одної,
то вони асоцiйовнi справа. Розглянемо випадок, коли вони одночасно є лi-
вими та правими дiльниками одна одної.

Теорема 5.4. Нехай матриця B – лiвий дiльник матрицi A, а матриця A
– правий дiльник матрицi B. Тодi матрицi A, B асоцiйовнi справа й злiва.

Доведення. Нехай матрицi A,B мають форми Смiта E, Φ, вiдповiд-
но. Оскiльки A = BC, то на пiдставi теореми 4.1 Φ|E. Також виконується
рiвнiсть B = DA. Перейшовши до транспонованих матриць, отримаємо
BT = AT DT . Тобто матриця AT – лiвий дiльник матрицi BT . Оскiльки опе-
рацiя транспонування не змiнює визначникiв усiх пiдматриць матрицi A, то
зваживши на теорему 2.2, отримуємо AT ∼ A ∼ E. Отже, E|Φ. Це озна-
чає, що вiдповiднi iнварiантнi множники матриць Φ та E асоцiйовнi. Звiдси
випливає, що матрицi A, B можна записати у виглядi

A = P−1
A ΦQ−1

A , B = P−1
B ΦQ−1

B .

Оскiльки A = BC, то згiдно з теоремою 4.1 PB = LP−1
A , де L ∈ L(Φ,Φ).

На пiдставi властивостi 4.6 L(Φ, Φ) = GΦ. Взявши до уваги теорему 4.3,
приходимо до висновку, що матрицi A та B асоцiйовнi справа.

З аналогiчних мiркувань iз рiвностi BT = AT DT випливає, що й матрицi
BT та AT є асоцiйовними справа. Отже, матрицi A та B асоцiйовнi злiва. 2

Приклад 5.1. Щоб побудувати приклад матриць, що одночасно є лiвими
та правими дiльниками одна одної, можна поступити так. Нехай

A = P−1
1 ΦQ−1

1 = P−1
2 ΦQ−1

2 .
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Тодi матрицi
M = P−1

1 ΦQ−1
2 , N = P−1

2 ΦQ−1
1

власне i будуть такими. Дiйсно,

M = P−1
1 ΦQ−1

2 = (P−1
1 P2)P−1

2 ΦQ−1
2 =

= (P−1
1 P2)P−1

1 ΦQ−1
2 = (P−1

1 P2)2P−1
2 ΦQ−1

2 = (P−1
1 P2)2N.

Подiбно показується, що N = M(Q2Q
−1
1 )2. ♦

5.2. Неасоцiйовнi дiльники матриць i множина
Казiмiрського

Нашi подальшi дослiдження спрямованi на знаходження множиниW(E, Φ).
Нехай f ∈ R. Розглянемо фактор-кiльце R/Rf . Позначимо через K(f)

множину представникiв сумiжних класiв цього фактор-кiльця.
Нехай

E = diag(ε1, . . . , εn), Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn)

– неособливi d-матрицi, причому Φ|E. Позначимо через V(E, Φ) множину
нижнiх унiтрикутних матриць вигляду

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)k21 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

ϕn

(ϕn,ε1)kn1
ϕn

(ϕn,ε2)kn2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)kn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де kij ∈ K
(

(ϕi,εj)
ϕj

)
, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j.

Множина V(E, Φ) називається множиною Казiмiрського на честь вi-
домого українського алгебраїста, який вперше розглянув матрицi такого
вигляду.

Встановимо взаємозв’язок мiж породжуючою множиною L(E, Φ), мно-
жиною Казiмiрського V(E, Φ) та групами GΦ, GE.

Теорема 5.5. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1,5. Якщо Φ – не-
особлива d-матриця, що є дiльником d-матрицi E, то

L(E,Φ) = GΦV(E,Φ)Uup
n (R).
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Доведення. Нехай L ∈ L(E, Φ). Згiдно з теоремою 2.13 iснують
H ∈ GΦ, нижня унiтрикутна матриця S та верхня унiтрикутна матриця
U, що L = HSU. Тобто S = H−1LU−1. Згiдно з наслiдком 2.2 група верхнiх
унiтрикутних матриць є пiдгрупою будь-якої групи Зелiска. Тому U ∈ GE.
Bикориставши властивостi 4.1, 4.2, отримуємо, що S ∈ L(E, Φ). На пiдставi
леми 5.3 у групi GΦ знайдеться така матриця H1, що H1S = V ∈ V(E,Φ).
Тодi

L = HSU = (HH−1
1 )(H1S)U = H2V U.

Зауваживши, що H2 ∈ GΦ, отримуємо

L(E, Φ) ⊆ GΦV(E, Φ)Uup
n (R).

Згiдно з властивостями 4.1, 4.2

GΦL(E, Φ) = L(E, Φ), L(E, Φ)GE = L(E, Φ).

Оскiльки Uup
n (R) ⊂ GE i I ∈ Uup

n (R), то

L(E, Φ)Uup
n (R) = L(E, Φ).

Тодi з включення V(E,Φ) ⊂ L(E, Φ) випливає, що

GΦV(E, Φ)Uup
n (R) ⊆ L(E,Φ).

Отже,
L(E, Φ) = GΦV(E, Φ)Uup

n (R).

Теорему доведено. 2

Наслiдок 5.1. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1,5. Множина

(V(E, Φ) Uup
n (R)P )−1 ΦGLn(R)

є множиною всiх лiвих дiльникiв матрицi A = P−1EQ−1 з формою Смiта
Φ.

Доведення. На пiдставi наслiдку 4.1 множина (L(E, Φ)P )−1ΦGLn(R) є
множиною всiх лiвих дiльникiв матрицi A з формою Смiта Φ. Зваживши на
теорему 5.5, отримуємо

(L(E, Φ)P )−1ΦGLn(R) = (GΦV(E, Φ)Uup
n (R)P )−1ΦGLn(R) =

= P−1Uup
n (R)V−1(E, Φ)GΦΦGLn(R) = P−1Uup

n (R)V−1(E,Φ)ΦGLn(R) =

= (V(E, Φ) Uup
n (R)P )−1ΦGLn(R). 2
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Теорема 5.6. Множину W(E,Φ) можна вибрати так, щоб

V(E, Φ) ⊆ W(E,Φ).

Доведення. Нехай U, V ∈ V(E, Φ). Запишемо їх у блочному виглядi

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)u21 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

ϕn

(ϕn,ε1)un1
ϕn

(ϕn,ε2)un2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)un.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=
∥∥∥∥

MU
1 0

MU
2 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
NU

1 NU
2

∥∥∥∥ ,

V =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)v21 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

ϕn

(ϕn,ε1)vn1
ϕn

(ϕn,ε2)vn2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1)vn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=
∥∥∥∥

MV
1 0

MV
2 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
NV

1 NV
2

∥∥∥∥ .

Припустимо, що цi матрицi є представниками одного класу сумiжностi мно-
жини L(E,Φ) по групi GΦ. Тобто HV = U, де H ∈ GΦ. Оскiльки множина
нижнiх унiтрикутних матриць утворює групу, то матриця H також є ни-
жньою унiтрикутною матрицею вигляду

H =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

ϕ1
h21 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

ϕ1
hn1

ϕn

ϕ2
hn2 . . . ϕn

ϕn−1
hn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=
∥∥∥∥

MH
1 0

MH
2 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
NH

1 NH
2

∥∥∥∥ .

Спершу розглянемо матрицi другого порядку:
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

ϕ1
h21 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)u21 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
− ϕ2

(ϕ2,ε1)v21 1

∥∥∥∥ .

Отже,
ϕ2

(ϕ2, ε1)
u21 − ϕ2

(ϕ2, ε1)
v21 =

ϕ2

ϕ1
h21.

Зауваживши, що
ϕ2

ϕ1
=

ϕ2

(ϕ2, ε1)
(ϕ2, ε1)

ϕ1
,
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отримуємо

u21 − v21 =
(ϕ2, ε1)

ϕ1
h21.

Тобто
u21 ≡ v21

(
mod

(ϕ2, ε1)
ϕ1

)
.

Оскiльки
u21, v21 ∈ K

(
ϕ2, ε1

ϕ1

)
,

то u21 = v21. Отже, V = V1.
Вважатимемо, що наше припущення правильне для матриць порядку,

меншого за n, i розглянемо матрицi порядку n. Рiвнiсть HV = U запишемо
у виглядi ∥∥∥∥

MH
1 0

MH
2 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

MV
1 0

MV
2 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

MU
1 0

MU
2 1

∥∥∥∥ .

Оскiльки

MH
1 ∈ Gdiag(ϕ1,...,ϕn−1), MV

1 ,MU
1 ∈ V(diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)),

то за припущенням iндукцiї MV
1 = MU

1 .
Аналогiчно з рiвностi

∥∥∥∥
1 0

NH
1 NH

2

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
NV

1 NV
2

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
NU

1 NU
2

∥∥∥∥
та включень

NH
2 ∈ Gdiag(ϕ2,...,ϕn), NV

2 , NU
2 ∈ V(diag(ε2, . . . , εn), diag(ϕ2, . . . , ϕn))

випливає, що NV
2 = NU

2 . Тобто матрицi V, U вiдрiзняються одна вiд одної
лише елементом, який знаходиться на позицiї (n1). Тодi

UV −1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
0 1
...

. . .
0 0 1

sn1 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= H,

де

sn1 =
ϕn

(ϕn, ε1)
(un1 − vn1) =

ϕn

ϕ1
hn1 =

ϕn

(ϕn, ε1)
(ϕn, ε1)

ϕ1
hn1.

Отже,

un1 − vn1 =
(ϕn, ε1)

ϕ1
hn1.
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Тобто

un1 ≡ vn1

(
mod

(ϕn, ε1)
ϕ1

)
.

Оскiльки

un1, vn1 ∈ K

(
ϕn, ε1

ϕ1

)
,

то un1 = vn1. Отже, V = U, що i потрiбно довести. 2

Нехай Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn) – неособлива d-матриця i 2 ≤ j1 < j2 · · · <
jg ≤ n – множина iндексiв, при яких елементи ϕi, ϕi−1 є неасоцiйовними в
кiльцi R, i ∈ {j1, j2, . . . , jg}.

Теорема 5.7. Для того, щоб

W(E, Φ) = V(E,Φ),

необхiдно та достатньо, щоб кожний дiльник елемента ϕi

ϕi−1
мав спiльний

нетривiальний дiльник з елементом ϕi

(ϕi,εi−1) , i = j1, j2, . . . , jg.

Перед доведенням цiєї теореми встановимо низку допомiжних тверджень.

Лема 5.1. Нехай кожний нетривiальний дiльник елемента ϕi
ϕi−1

має спiль-
ний дiльник з ϕi

(ϕi,εi−1) . Тодi, якщо для деякого d виконується умова

(
ϕi

(ϕi, εi−1)
, d

)
= 1,

то (
ϕi

(ϕi−1, d)

)
= 1.

Доведення. Нехай
(

ϕi

(ϕi−1, d)

)
= αi 6= 1.

Звiдси випливає, що αi є дiльником елемента ϕi

(ϕi−1) . Тодi згiдно з припущен-
ням леми (

ϕi

(ϕi, εi−1)
, αi

)
6= 1

– протирiччя. 2
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Лема 5.2. Нехай L – оборотна матриця вигляду

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l11 l12 . . . l1.n−1 l1n
ϕ2

(ϕ2,ε1) l21 l22 . . . l2.n−1 l2n

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

(ϕn,ε1) ln1
ϕn

(ϕn,ε2) ln2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1) ln.n−1 lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= ‖l′ij‖n

1 .

Тодi (
ϕi

(ϕi, εi−1)
, l′ij , l

′
i+1.j , . . . , l

′
nj

)
= 1,

i = 2, 3, . . . , n, j = i, i + 1, . . . , n.

Доведення. Припустимо, що
(

ϕi

(ϕi, εi−1)
, l′ij , l

′
i+1.j , . . . , l

′
nj

)
= δij 6= 1.

Розглянемо пiдматрицю

Lij =

∥∥∥∥∥∥∥

ϕi

(ϕi,ε1) li1 . . . ϕi

(ϕi,εi−1) li.i−1 l′ij
. . . . . . . . . . . .

ϕn

(ϕn,ε1) ln1 . . . ϕn

(ϕn,εi−1) ln.i−1 l′nj

∥∥∥∥∥∥∥

матрицi L. З властивостi 4.3 випливає, що δij | 〈Lij〉1 . Матриця Lij має роз-
мiри (n − i + 1) × i. Зауваживши, що n − i + 1 + i = n + 1 > n, на пiдставi
твердження 3.1 отримуємо δij |det L. А це суперечить тому, що матриця L
оборотна. 2

Лема 5.3. Нехай S – нижня унiтрикутна матриця з L(E, Φ). Тодi в групi
GΦ iснує така матриця H, що HS ∈ V(E, Φ).

Доведення. Згiдно з теоремою 4.5 матриця S має вигляд

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

(ϕ2,ε1) l21 1 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

ϕn

(ϕn,ε1) ln1
ϕn

(ϕn,ε2) ln2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1) ln.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Розглянемо матрицю

H0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

ϕ1
h21 1 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

ϕ1
hn1

ϕn

ϕ2
hn2 . . . ϕn

ϕn−1
hn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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де hij – параметри, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j.
Якщо n = 2, то

H0S =
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

ϕ1
h21 1

∥∥∥∥
∥∥∥∥

1 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)s21 1

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
1 0

ϕ2

(ϕ2,ε1)

(
(ϕ2,ε1)

ϕ1
h21 + s21

)
1

∥∥∥∥∥ = S1.

Нехай
s21 ≡ k21

(
mod

(ϕ2, ε1)
ϕ1

)
,

де k21 ∈ K
(

(ϕ2,ε1)
ϕ1

)
. Тодi

k21 = s21 +
(ϕ2, ε1)

ϕ1
r21,

де r21 ∈ R. Поклавши h21 = r21, отримуємо S1 ∈ V(E, Φ).
Вважатимемо, що наше припущення правильне для матриць порядку,

меншого за n, i розглянемо матрицi порядку n. Нехай H0S = ‖dij‖n
1 . Тодi

dnj =
∥∥∥∥
ϕn

ϕ1
hn1 · · · ϕn

ϕn−1
hn.n−1 1

∥∥∥∥×

×
∥∥∥∥∥∥
0 . . . 0︸ ︷︷ ︸

j−1

1
ϕj+1

(ϕj+1, εj)
sj+1.j . . .

ϕn

(ϕn, εj)
snj

∥∥∥∥∥∥

T

=

=
ϕn

ϕj
hnj +

ϕn

(ϕj+1, εj)
hn.j+1sj+1.j + · · ·+ ϕn

(ϕn−1, εj)
hn.n−1sn−1.j +

ϕn

(ϕn, εj)
snj =

=
ϕn

(ϕn, εj)
×

×
(

(ϕn, εj)
ϕj

hnj +
(ϕn, εj)

(ϕj+1, εj)
hn.j+1sj+1.j + · · ·+ (ϕn, εj)

(ϕn−1, εj)
hn.n−1sn−1.j + snj

)
,

j = 1, . . . , n− 1. Нехай j = n− 1 i

sn.n−1 ≡ kn.n−1

(
mod

(ϕn, εn−1)
ϕn−1

)
,

де kn.n−1 ∈ K
(

(ϕn,εn−1)
ϕn−1

)
. Отже,

kn.n−1 = sn.n−1 +
(ϕn, εn−1)

ϕn−1
rn.n−1,
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де rn.n−1 ∈ R. Покладемо hn.n−1 = rn.n−1. Нехай j = n− 2 i

sn.n−2 +
(ϕn, εn−2)

(ϕn−1, εn−2)
rn.n−1sn−1.n−2 ≡ kn.n−2

(
mod

(ϕn, εn−2)
ϕn−2

)
,

де kn.n−2 ∈ K
(

(ϕn,εn−2)
ϕn−2

)
. Тодi iснує таке rn.n−2 ∈ R, що

kn.n−2 = sn.n−2 +
(ϕn, εn−2)

(ϕn−1, εn−2)
rn.n−1sn−1.n−2 +

(ϕn, εn−2)
ϕn−2

rn.n−2.

Покладемо hn.n−2 = rn.n−2. Продовжуючи описаний процес, отримаємо таку
нижню унiтрикутну матрицю

H1 =
∥∥∥∥

I 0
h 1

∥∥∥∥ ,

де

h =
∥∥∥∥
ϕn

ϕ1
rn1 . . .

ϕn

ϕn−1
rn.n−1

∥∥∥∥ ,

що

H1S =
∥∥∥∥

S′ 0
g 1

∥∥∥∥ ,

де S′ – нижня унiтрикутна матриця з множини

L(diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)),

g =
∥∥∥∥

ϕn

(ϕn, ε1)
kn1 . . .

ϕn

(ϕn, εn−1)
kn.n−1

∥∥∥∥ ,

knj ∈ K
(

(ϕn,εj)
ϕj

)
, j = 1, . . . , n− 1. За припущенням iндукцiї в групi

Gdiag(ϕ1,...,ϕn−1) iснує така матриця H ′, що

H ′S′ ∈ V(diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)).

Отже, (H ′ ⊕ 1)H1S ∈ V(E, Φ), що i потрiбно довести. 2

Лема 5.4. Нехай l =
∥∥ l1 . . . ln

∥∥T – примiтивний стовпець, причому

(
ϕn

ϕ1
l1, · · · ,

ϕn

ϕn−1
ln−1, ln

)
= 1.

Тодi в групi GΦ iснує така матриця H, що Hl =
∥∥ 0 . . . 0 1

∥∥T
.

173



Роздiл 5. Факторизацiя матриць

Доведення. Iснують такi елементи u1, . . . , un, що
ϕn

ϕ1
l1u1 + . . . +

ϕn

ϕn−1
ln−1un−1 + lnun = 1.

Звiдси випливає, що
(

ϕn

ϕ1
u1, · · · ,

ϕn

ϕn−1
un−1, un

)
= 1.

Скориставшись теоремою 1.1, доповнимо примiтивний рядок
∥∥∥∥
ϕn

ϕ1
u1 · · · ϕn

ϕn−1
un−1 un

∥∥∥∥

до оборотної матрицi вигляду

H1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 u12 . . . u1.n−1 u1n

0 u22 . . . u2.n−1 u2n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 un−1.n−1 un−1.n

ϕn

ϕ1
u1

ϕn

ϕ2
u2 . . . ϕn

ϕn−1
un−1 un

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

На пiдставi теореми 2.6 H1 ∈ GΦ. Оскiльки

H1l =
∥∥ t1 . . . tn−1 1

∥∥T
,

то ∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 −t1
. . .

...
0 1 −tn−1

0 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

H2

H1l =
∥∥ 0 . . . 0 1

∥∥T
.

Матриця H2 належить групi GΦ. Отже, шуканою буде матриця H = H2H1.
Лему доведено. 2

Повернемося до доведення теореми 5.7.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай δi – нетривiальний дiльник ϕi
ϕi−1

,
i1 6 i 6 ig. Припустимо, що

(
ϕi

(ϕi, εi−1)
, δi

)
= 1.

Тодi iснують такi u, v, що

u
ϕi

(ϕi, εi−1)
+ vδi = 1.
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Розглянемо матрицю

Li = Ii−2 ⊕
∥∥∥∥

v −u
ϕi

(ϕi,εi−1) δi

∥∥∥∥⊕ In−i.

Згiдно з теоремою 4.5 Li ∈ L(E, Φ). Матриця, складена з останнiх n− i + 1
стовпцiв матрицi Li, має вигляд

Si =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
−u 0 0 . . . 0
δi 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . .
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

Домноживши її злiва на Φi, отримаємо

ΦiSi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

−u ϕi

ϕi−1
0 0 . . . 0

δi 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . .
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Оскiльки δi| ϕi

ϕi−1
, то

ϕi

ϕi−1
= δiγi.

Тодi (
Ii−2 ⊕

∥∥∥∥
1 uγi

0 1

∥∥∥∥⊕ In−i

)
ΦiSi =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
δi 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . .
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Тобто

ΦiSi
l∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
δi 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . .
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

З iншого боку, останнi n − i + 1 стовпцi будь-якої матрицi з множини
V(E,Φ) мають вигляд

Mi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 0
1 0 . . . 0 0

ϕi+1

(ϕi+1,εi)
li+1.i 1 . . . 0 0

. . . . . . . . .
ϕn

(ϕn,εi)
lni

ϕn

(ϕn,εi+1)
ln.i+1 . . . ϕn

(ϕn,εn−1) ln.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Отже,

ΦiMi = Mi
l∼

∥∥∥∥
0
I

∥∥∥∥ .

Припустимо, що матриця Vi ∈ V(E, Φ) є представником сумiжного класу
GΦLi. Тобто в групi GΦ iснує така матриця H, що Vi = HLi. На пiдставi
леми 3.5 ΦiVi

l∼ ΦiLi. З цiєї еквiвалентностi випливає, що ΦiSi
l∼ ΦiMi.

Проте матриця ΦiSi має лiву форму Ермiта
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0
δi 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . .
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

а матриця ΦiMi ∥∥∥∥
0

In−i+1

∥∥∥∥ .

Прийшли до протирiччя.
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Достатнiсть. Нехай

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l11 l12 . . . l1.n−1 l1n
ϕ2

(ϕ2,ε1) l21 l22 . . . l2.n−1 l2n

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

(ϕn,ε1) ln1
ϕn

(ϕn,ε2) ln2 . . . ϕn

(ϕn,εn−1) ln.n−1 lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

– матриця з L(E,Φ). Для доведення нашого твердження потрiбно показати,
що iснує така матриця H ∈ GΦ, що HL ∈ V(E,Φ). Процес доведення розi-
б’ємо на два кроки. Спершу знайдемо таку матрицю H1 ∈ GΦ, що матриця
H1L буде нижньою унiтрикутною.

Якщо n = 2, з оборотностi матрицi L випливає, що
(

ϕ2

(ϕ2, ε1)
, l22

)
= 1.

Згiдно з лемою 5.1 (
ϕ2

ϕ1
, l22

)
= 1.

Для завершення розгляду цього випадку достатньо скористатись теоремою
2.7.

Припустимо, що наше припущення правильне для матриць порядку, мен-
шого за n, i розглянемо матрицi порядку n. На пiдставi леми 5.2

(
ϕn

(ϕn, εn−1)
, lnn

)
= 1.

Згiдно з лемою 5.1 також
(

ϕn

ϕn−1
, lnn

)
= 1.

Тодi

δ =
(

ϕn

ϕ1
l1n, · · · ,

ϕn

ϕn−1
ln−1.n, lnn

)
=

=
(

ϕn

ϕn−1

(
ϕn−1

ϕ1
l1n, · · · ,

ϕn−1

ϕn−2
ln−2.n, ln−1.n

)
, lnn

)
=

=
(

ϕn−1

ϕ1
l1n, · · · ,

ϕn−1

ϕn−2
ln−2.n, ln−1.n, lnn

)
.

Знову ж таки, згiдно з лемою 5.2
(

ϕn−1

(ϕn−1, εn−2)
, (ln−1.n, lnn)

)
= 1.
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Отже, (
ϕn−1

ϕn−2
, (ln−1.n, lnn)

)
= 1.

Тодi

δ =
(

ϕn−1

ϕn−2

(
ϕn−2

ϕ1
l1n, · · · ,

ϕn−2

ϕn−3
ln−3.n, ln−2.n

)
, (ln−1.n,lnn)

)
=

=
(

ϕn−2

ϕ1
l1n, · · · ,

ϕn−2

ϕn−3
ln−3.n, ln−2.n, ln−1.n,lnn

)
.

Продовжуючи описаний процес, отримаємо

δ = (l1n, . . . , lnn) = 1.

Згiдно з лемою 5.4 у групi GΦ iснує така матриця H0 , що

H0L =
∥∥∥∥

L′ 0
g 1

∥∥∥∥ .

На пiдставi властивостi 4.1 H0L ∈ L(E, Φ). Тому

L′ ∈ L(diag(ε1, . . . , εn−1), diag(ϕ1, . . . , ϕn−1)).

Згiдно з припущенням iндукцiї iснує така матриця H ′ ∈ Gdiag(ϕ1,...,ϕn−1), що
матриця H ′L′ є нижньою унiтрикутною. Тобто матриця H1 = (H ′⊕ 1)H ′

0H0

є шуканою i матриця H1L ∈ L(E,Φ) є нижньою унiтрикутною.
Тепер для завершення доведення теореми достатньо скористатись лемою

5.3 i знайти таку матрицю H2 ∈ GΦ, що H2H1L ∈ V(E, Φ), а також вико-
ристати результати теореми 4.4. 2

Об’єднуючи теореми 4.4, 5.7, отримаємо наступний результат.

Теорема 5.8. Множина (V(E, Φ)PA)−1Φ складається з усiх лiвих неасо-
цiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають форму Смiта Φ тодi i
тiльки тодi, коли кожний дiльник елемента ϕi

ϕi−1
має спiльний нетривi-

альний дiльник з елементом ϕi

(ϕi,εi−1) , i = j1, j2, . . . , jg. 2

Зауважимо, що коли умови цiєї теореми не виконуються, то множина
(V(E,Φ)PA)−1Φ описує лише частину дiльникiв матрицi A з формою Смiта
Φ.
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Приклад 5.2. Розглянемо матрицю

A =
∥∥∥∥

5 0
0 5x3

∥∥∥∥ = E

над кiльцем

Q =

{
a0 +

∞∑

i=1

aix
i | a0 ∈ Z, ai ∈ Q, i ∈ N

}
,

яка збiгається зi своєю формою Смiта E. Знайдемо всi її лiвi неасоцiйовнi
справа дiльники матрицi з формою Смiта

Φ =
∥∥∥∥

1 0
0 5x

∥∥∥∥ .

Оскiльки
x = 5

(
1
5
x

)
,

то кожний дiльник елемента ϕ2

ϕ1
= 5x має спiльний дiльник з елементом

ϕ2

(ϕ2, ε1)
=

5x

(5x, 5)
= x.

Тодi згiдно з теоремою 5.8 шукана множина дiльникiв має вигляд
{∥∥∥∥

1 0
xk 1

∥∥∥∥
−1

Φ

}
=

{∥∥∥∥
1 0
−xk 5x

∥∥∥∥
}

,

де k ∈ K
(

(ϕ2,ε1)
ϕ1

)
= K(5) = {0, 1, 2, 3, 4} . ♦

Для кiльця головних iдеалiв теорему 5.8 можна переформулювати на
мовi степенiв нерозкладних дiльникiв iнварiантних множникiв матриць E
та Φ.

Розкладемо елементи ϕi
ϕi−1

, εi−1

ϕi−1
, i = j1, j2, . . . , jg, у добуток степенiв не-

розкладних множникiв:

ϕi

ϕi−1
= gki1

i1 · · · gkil
il ,

εi−1

ϕi−1
= gqi1

i1 · · · gqil
il hpi1

i1 · · ·hpir
ir .

Теорема 5.9. Нехай R – кiльце головних iдеалiв. Множина (V(E, Φ)PA)−1Φ
складається з усiх лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi
мають форму Смiта Φ тодi i тiльки тодi, коли kij > qij , i = j1, j2, . . . , jg,
j = 1, . . . , l.
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Доведення. Запишемо елемент ϕi

(ϕi,εi−1) у виглядi

ϕi

(ϕi, εi−1)
=

ϕi/ϕi−1(
ϕi/ϕi−1

, εi−1/ϕi−1

) , (5.1)

i = j1, j2, . . . , jg. Згiдно з теоремою 5.7, щоб множина (V(E, Φ)PA)−1Φ скла-
далась з усiх лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають
форму Смiта Φ, необхiдно та достатньо, щоб кожний дiльник елемента ϕi

ϕi−1

мав спiльний дiльник з елементом ϕi

(ϕi,εi−1) , i = j1, j2, . . . , jg. Зваживши на
рiвнiсть (5.1), для того, щоб gim був дiльником ϕi

(ϕi,εi−1) , потрiбно, щоб

gim| gkim
im

(gkim
im , gqim

im )
.

А це можливо лише, коли kim > qim. 2

Приклад 5.3. Нехай A – цiлочислова матриця з формою Смiта

E = diag(1, 2, 233151, 253252).

Опишемо лiвi неасоцiйовнi справа дiльники матрицi A, якi мають форму
Смiта Φ = diag(1, 1, 23, 2432). У цьому випадку

V(E, Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0
0 22r32 1 0
0 2332r42 2 3 r43 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де r32, r42 ∈ K(2) = {0, 1} , r43 ∈ K(3) = {0, 1, 2} .
Множиною iндексiв, за яких елементи ϕi та ϕi−1 не є асоцiйовними, буде

{3, 4}. Тодi
ϕ3

ϕ2
= 23 ⇒ k31 = 3,

ε2

ϕ2
= 21 ⇒ q31 = 1.

Отже, k31 > q31. Також

ϕ4

ϕ3
= 2132 ⇒ k41 = 1, k42 = 2,

ε3

ϕ3
= 203151 ⇒ q41 = 0, q42 = 1

i
k41 > q41, k42 > q42.
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Оскiльки виконуються всi умови теореми 5.9, то множина всiх лiвих неасо-
цiйовних справа дiльникiв матрицi A, якi мають форму Смiта Φ, має вигляд
(V(E, Φ)PA)−1Φ.

Якщо ж шукати дiльники матрицi A з формою Смiта

Φ1 = diag(1, 1, 23, 243),

то

V(E, Φ1) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0
0 22r32 1 0
0 233 r42 2 r43 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де r32, r42 ∈ K(2), r43 ∈ K(3). У цьому випадку
ϕ4

ϕ3
= 2131 ⇒ k41 = k42 = 1,

ε3

ϕ3
= 2031 ⇒ q41 = 0, q42 = 1.

i k42 = q42 = 1. Тобто умови теореми 5.9 не виконуються i множина
(V(E, Φ)PA)−1Φ не вичерпує всiх лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв мат-
рицi A, якi мають форму Смiта Φ1. Зокрема, в множинi (V(E, Φ)PA)−1Φ не
iснує матрицi, асоцiйовної справа до матрицi

P−1
A

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 1
0 0 2 3

∥∥∥∥∥∥∥∥

−1

Φ1,

яка є лiвим дiльником матрицi A. ♦

5.3. Значення матрицi на системi коренiв
дiагональних елементiв d-матрицi

Використаємо отриманi результати для опису дiльникiв полiномiальних
матриць. Для їх викладу нам знадобляться результати цього пiдроздiлу.

Нехай F – алгебраїчно замкнуте поле характеристики нуль i
G(x) = ‖gij(x)‖ – n × p матриця над F [x]. Пiд похiдною матрицi G(x) ро-
зумiтимемо G′(x) = ‖g′ij(x)‖. Похiднi вищих порядкiв позначатимемо через
G′′(x), G′′′(x), . . . , G(t)(x).

Нехай
ϕ(x) = (x− α1)k1(x− α1)k2 · · · (x− αr)kr

— унiтальний полiном над F.
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Означення 5.1. [54] Значенням матрицi G(x) на системi коренiв полiнома
ϕ(x) називають числову матрицю

MG(x)(ϕ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

H1

H2

· · ·
Hr

∥∥∥∥∥∥∥∥
, Hi =

∥∥∥∥∥∥∥∥

G′(αi)
G′′(αi)
· · ·

G(ki−1)(αi)

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

i = 1, 2, . . . , r.

В означеннi матрицi MG(x)(ϕ) суттєву роль вiдiграє порядок запису по-
лiнома ϕ(x) у виглядi добутку спiвмножникiв (x−αj)kj . Щоб пiдкреслити цю
залежнiсть, матрицю MG(x)(ϕ) також позначатимемо через
MG(x)[α

k1
1 , . . . , αkr

r ].
Нехай gi(x) — i-ий рядок n×m матрицi G(x), i = 1, . . . , n, i

Φ(x) = diag (ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)),

де ϕi(x) – унiтальнi полiноми, i = 1, . . . , n.

Означення 5.2. Значенням матрицi G(x) на системi коренiв дiагональних
елементiв матрицi Φ(x) називають матрицю

MG(x)(Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

Mg1(x)(ϕ1)
Mg2(x)(ϕ2)
. . . . . . . . . . . .
Mgn(x)(ϕn)

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де блок Mgj(x)(ϕj) вiдсутнiй, якщо deg ϕj(x) = 0.

Властивiсть 5.1. Якщо L = ‖lij‖ – p× t матриця над F , то

MG(x)L(Φ) = MG(x)(Φ)L.

Доведення. Оскiльки

gi(x)L =
∥∥ gi1(x) . . . gip(x)

∥∥
∥∥∥∥∥∥

l11 . . . l1t

. . . . . . . . .
lp1 . . . lpt

∥∥∥∥∥∥
=

=
∥∥ gi1(x)l11 + · · · + gip(x)lp1 . . . gi1(x)l1t + · · · + gip(x)lpt

∥∥ ,

то (gi(x)L)
′
=

=
∥∥∥ g

′
i1(x)l11 + · · · + g

′
ip(x)lp1 . . . g

′
i1(x)l1t + · · · + g

′
ip(x)lpt

∥∥∥ =
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=
∥∥∥ g

′
i1(x) . . . g

′
ip(x)

∥∥∥
∥∥∥∥∥∥

l11 . . . l1t

. . . . . . . . .
lp1 . . . lpt

∥∥∥∥∥∥
= g

′
iL, i = 1, . . . , n.

Звiдси випливає, що
(gi(x)L)(j) = g

(j)
i L.

Отже,
Mgi(x)L(ϕi(x)) = Mgi(x)(ϕi(x))L.

Тому

MG(x)L(Φ) =

∥∥∥∥∥∥

Mg1(x)L(ϕ1)
. . . . . . . . . . . . . . .
Mgn(x)L(ϕn)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

Mg1(x)(ϕ1)L
. . . . . . . . . . . . . . .
Mgn(x)(ϕn)L

∥∥∥∥∥∥
= MG(x)(Φ)L.

Доведення завершено. 2

Властивiсть 5.2. Виконується рiвнiсть

MG1(x)+G2(x)(Φ) = MG1(x)(Φ) + MG1(x)(Φ).

Доведення не викликає жодних труднощiв. 2

Властивiсть 5.3. Щоб
MG(x)(Φ) = 0, (5.2)

необхiдно та достатньо, щоб G(x) = Φ(x)Q(x).

Доведення. Умова (5.2) означає, що коли deg ϕi(x) > 1, то

Mgi(x)(ϕi(x)) = 0.

Це рiвносильно тому, що кожний елемент рядка gi(x) кратний ϕi(x). Тобто
матриця G(x) має вигляд

G(x) =

∥∥∥∥∥∥

ϕ1(x)q11(x) . . . ϕ1(x)q1p(x)
· · · · · · · · ·

ϕn(x)qn1(x) . . . ϕn(x)qnp(x)

∥∥∥∥∥∥
=

= diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

∥∥∥∥∥∥

q11(x) . . . q1p(x)
· · · · · · · · ·

qn1(x) . . . qnp(x)

∥∥∥∥∥∥
= Φ(x)Q(x).

Що i потрiбно довести. 2
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Нехай A(x) – неособлива матриця над F [x]. Для неї iснують такi оборотнi
матрицi P (x) та Q(x), що

P (x)A(x)Q(x) = diag(ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x)) = Φ(x), (5.3)

де Φ(x) – формa Смiта матрицi A(x). Дослiдимо властивостi групи GΦ та
значення матрицi G(x) на системi коренiв дiагональних елементiв матрицi
Φ(x).

Нехай
Φα = diag((x− α)s1 , (x− α)s2 , . . . , (x− α)sn) (5.4)

— матриця над F [x], причому si > 0, si 6 si+1, i = 1, 2, . . . , n− 1. Нехай

s1 = s2 = · · · = sν1 , sν1+1 = sν1+2 = · · · = sν2 , . . .

. . . , sνp−1+1 = sνp−1+2 = · · · = sνp = sn,

де sν1 < sν2 < . . . < sνp . Виберемо в групi GΦα довiльну матрицю
H(x) = ‖hij‖n

1 . Розiб’ємо її на блоки таким чином, щоб дiагональними бло-
ками були матрицi

H11 =

∥∥∥∥∥∥

h11 . . . h1.ν1

. . . . . . . . .
hν1.1 . . . hν1.ν1

∥∥∥∥∥∥
, H22 =

∥∥∥∥∥∥

hν1+1.ν1+1 . . . hν1+1.ν2

. . . . . . . . .
hν2.ν1+1 . . . hν2ν2

∥∥∥∥∥∥
, · · ·

· · · , Hpp =

∥∥∥∥∥∥

hνp−1+1.νp−1+1 . . . hνp−1+1.n

. . . . . . . . .
hn.νp−1+1 . . . hnn

∥∥∥∥∥∥
.

Лема 5.5. detHii(α) 6= 0, i = 1, 2, . . . , p.

Доведення. За теоремою 2.6 елементи матрицi H(x) мають вигляд
hij = (x− α)si−sjqij для всiх i > j. Тому матриця H(α) має вигляд

H(α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

H11(α) ∗ ∗
0 H22(α) ∗

. . .
0 0 Hpp(α)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Отже,
detH(α) = H11(α)H22(α) · · ·Hpp(α).

Оскiльки матриця H(x) оборотна, то det H(α) 6= 0. Таким чином,

H11(α)H22(α) · · ·Hpp(α) 6= 0.

Звiдси випливає, що det Hii(α) 6= 0, i = 1, 2, . . . , p. 2
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Лема 5.6. Нехай D(x) – n×m матриця над F [x] i H(x) ∈ GΦα . Тодi

MH(x)D(x)(Φα) = FMD(x)(Φα),

де F – оборотна матриця, причому

detF = ± |H11(α)|sν1 |H22(α)|sν2 · · · |Hpp(α)|sνp .

Доведення. Маємо

MH(x)D(x)( Φα) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

Mh1(x)D(x)[ α(s1)]
Mh2(x)D(x)[ α(s2)]
· · · · · · · · · · · ·

Mhn(x)D(x)[ α(sn)]

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де hi(x) – i-ий рядок матрицi H(x). Застосуваши до похiдної добутку двох
полiномiальних матриць формулу Лейбнiца, отримаємо

(hi(x)D(x))(q) = h
(q)
i (x)D(x) +

(
q
1

)
h

(q−1)
i (x)D′(x) + · · · +

+
(

q
q − 2

)
h
′′
i (x)D(q−2)(x) +

(
q
1

)
h
′
i(x)D(q−1)(x) + hi(x)D(q)(x).

Таким чином, Mhi(x)D(x)[ α(si)] =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

hi(α)D(α)
h′i(α)D(α) + hi(α)D′(α)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
h

(si−1)
i (α)D(α) +

(
si − 1

1

)
h

(si−2)
i (α)D′(α) + · · ·+ hi(α)D(si−1)(α)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

hi(α) 0 . . . 0
h′i(α) hi(α) 0
. . . . . .

h
(si−1)
i (α)

(
si − 1

1

)
h(si−2) . . . hi(α)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

MD(x)[ α(si)] =

= RsiMD(x)[ α(si)], i = 1, 2, . . . , n.

Отже,

MH(x)D(x)( Φα) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

Rsk
0

Rsk+1
0

· · ·
Rsn

∥∥∥∥∥∥∥∥
MD(x)[ α(sn)] = RMD(x)[ α(sn)]. (5.5)
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Зваживши на структуру елементiв блокiв матрицi H(x), що стоять пiд її го-
ловною дiагоналлю, бачимо, що матриця R мiстить нульовi стовпцi. Викре-
сливши їх, отримаємо деяку матрицю L. Викреслимо в матрицi MD(x)[ α(sn)]
тi рядки, що вiдповiдають викресленим стовпцям матрицi R. Отриману мат-
рицю шляхом перестановки рядкiв зведемо до матрицi MD(x)(Φα). Таким
чином, рiвнiсть (5.5) рiвносильна рiвностi

MH(x)D(x)(Φα) = LTMD(x)( Φα),

де T – матриця перестановок. У свою чергу для матрицi L iснують такi мат-
рицi перестановок M,N, що у матрицi L1 = MLN першими sν1 дiагональ-
ними блоками буде матриця H11(α), наступними sν2 – матриця H22(α), i т.д.
останнiми sνp – матриця Hpp(α). При цьому структура матрицi L1 = MLN
є така, що

detL1 = ± |H11(α)|sν1 |H22(α)|sν2 · · · |Hpp(α)|sνp .

Оскiльки L1 = MLN = M(LT )T−1N, то LT = M−1L1N
−1T = F. Зауважив-

ши, що матрицi перестановок M, N, T мають визначники ±1, отримуємо, що
i

det F = ± |H11(α)|sν1 |H22(α)|sν2 · · · |Hpp(α)|sνp .

На пiдставi леми 5.5 det F 6= 0. Лему доведено. 2

Приклад 5.4. Нехай Φ0(x) = diag(x, x, x, x2, x2, x3). Матрицi з групи
GΦ мають вигляд

H(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11(x) h12(x) h13(x) h14(x) h15(x) h16(x)
h21(x) h22(x) h23(x) h24(x) h25(x) h26(x)
h31(x) h32(x) h33(x) h34(x) h35(x) h36(x)
xh41(x) xh42(x) xh43(x) h44(x) h45(x) h46(x)
xh51(x) xh52(x) xh53(x) h54(x) h55(x) h56(x)
x2h61(x) x2h62(x) x2h63(x) xh64(x) xh65(x) h66(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Нульовими стовпцями матрицi R будуть 7, 8, 9, 13− 17 стовпцi. Пiсля їх ви-
креслення та вiдповiдної перестановки рядкiв та стовпцiв отримаємо

L1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 h13 h14 h15 0 0 0 0 0
h21 h22 h23 h24 h25 0 0 0 0 0
h31 h32 h33 h34 h35 0 0 0 0 0
0 0 0 h44 h45 0 0 h46 0 0
0 0 0 h54 h55 0 0 h56 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ h44 h45 ∗ h46 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ h54 h55 ∗ h56 0
0 0 0 0 0 0 0 h66 0 0
0 0 0 ∗ ∗ 0 0 ∗ h66 0
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ h66

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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де hij = hij(0). Не важко переконатись, що

detL1 = ±
∣∣∣∣∣∣

h11 h12 h13

h21 h22 h23

h31 h32 h33

∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣
h44 h45

h54 h55

∣∣∣∣
2

h3
66.

♦
Розглянемо загальний випадок. Нехай

Φ(x) = diag(ϕ1(x), ϕ2(x), . . . , ϕn(x))

– неособлива d-матриця з унiтальними полiномами на головнiй дiагоналi i

detΦ(x) = (x− α1)t1 (x− α2)t2 · · · (x− αq)tq .

Тодi матрицю Φ(x) можна записати у виглядi

Φ(x) = Φα1(x)Φα2(x) · · · Φαq(x),

де матрицi Φαi(x) мають вигляд (5.4).

Властивiсть 5.4. Iснує така оборотна матриця K, що

KMG(x)(Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

MG(x)(Φα1)
MG(x)(Φα2)
· · · · · ·

MG(x)(Φαq)

∥∥∥∥∥∥∥∥
. (5.6)

Доведення. Легко переконатися, що перестановкою рядкiв матрицю
MG(x)(Φ) можна звести до вигляду (5.6). Тобто K є матрицею перестано-
вок а отже, є оборотною. 2

Теорема 5.10. Нехай D(x) – n ×m матриця над F [x] i H(x) ∈ GΦ. Тодi
iснує така оборотна матриця N, що

MH(x)D(x)(Φ) = NMD(x)(Φ).

Доведення. З властивостi 5.4 випливає, що iснує така оборотна матриця
T, що

MH(x)D(x)(Φ) = T

∥∥∥∥∥∥∥∥

MH(x)D(x)(Φα1)
MH(x)D(x)(Φα2)

· · · · · ·
MH(x)D(x)(Φαq)

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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На пiдставi леми 5.6 iснують такi оборотнi матрицi Lαi , що

MH(x)D(x)(Φαi) = LαiMD(x)(Φαi),

i = 1, 2, . . . , q. Таким чином,

MH(x)D(x)(Φ) = T

∥∥∥∥∥∥∥∥

Lα1MD(x)(Φα1)
Lα2MD(x)(Φα2)
· · · · · · · · · · · ·

LαqMD(x)(Φαq)

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Lα1 0 0
0 Lα2 0

. . .
0 0 Lαq

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥

MD(x)(Φα1)
MD(x)(Φα2)
· · · · · ·

MD(x)(Φαq)

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=


T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Lα1 0 0
0 Lα2 0

. . .
0 0 Lαq

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
T−1





T

∥∥∥∥∥∥∥∥

MD(x)(Φα1)
MD(x)(Φα2)
· · · · · ·

MD(x)(Φαq)

∥∥∥∥∥∥∥∥


 =

=


T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Lα1 0 0
0 Lα2 0

. . .
0 0 Lαq

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
T−1




︸ ︷︷ ︸
N

MD(x)(Φ).

Зауваживши, що матриця N оборотна, завершуємо доведення теореми. 2

Наслiдок 5.2. Якщо H(x) ∈ GΦ, то

rangMH(x)D(x)( Φ) = rangMD(x)( Φ). 2

Наслiдок 5.3. Якщо H(x) ∈ GΦ i detMD(x)( Φ) 6= 0, то i
det MH(x)D(x)( Φ) 6= 0. 2

Поставимо у вiдповiднiсть полiному (x− α)k матрицю

Jα(k) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α 0
1 α

2 α
. . . . . .

0 k − 1 α

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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а полiному ϕ(x) = (x− α1)k1 · · · (x− αl)kl – матрицю

J(ϕ) = J
α

(k1)
1

⊕ · · · ⊕ J
α

(kl)

l

.

Якщо deg ϕi(x) = 0, то матриця J(ϕi) порожня. Матрицi

Φ(x) = diag(ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

поставимо у вiдповiднiсть блочно-дiагональну матрицю

J(Φ) = J(ϕ1)⊕ · · · ⊕ J(ϕn).

Властивiсть 5.5. Виконується рiвнiсть

MxG(x)(Φ) = J(Φ)MG(x)(Φ).

Доведення. Нехай

ϕi(x) = (x− α1)ki1 · · · (x− αt)kit ,

та gi(x) – i-ий рядок матрицi G(x), i = 1, . . . , n. Тодi

Mxgi(x)( x− αj)kij = Mxgi(x)[ α
(kij)
j ] =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

αjgi(αj)
gi(αj) + αjg

′
i(αj)

2g′i(αj) + αjg
′′
i (αj)

· · · · · · · · · · · ·
(kij − 1)g(kij−2)

i (αj) + αjg
(kij−1)
i (αj)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

αj 0
1 αj

2 αj

. . . . . .
0 kij − 1 αj

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

gi(αj)
g′i(αj)
g′′i (αj)
· · ·

g
(kij−1)
i (αj)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

= J
α

(kij)

j

Mgi(x)[ α
(kij)
j ].

Отже,

Mxgi(x)( ϕi) =

∥∥∥∥∥∥∥

Mxgi(x)[ α
(ki1)
1 ]

. . . . . . . . . . . . . . .

Mxgi(x)[ α
(kit)
t ]

∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

J
α

(ki1)
1

Mgi(x)[ α
(ki1)
1 ]

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

J
α

(kit)
t

Mgi(x)[ α
(kit)
t ]

∥∥∥∥∥∥∥∥
=
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= J(ϕi)Mgi(x)( ϕi).

Таким чином,

MxG(x)(Φ) =

∥∥∥∥∥∥

Mxg1(x)( ϕ1)
. . . . . . . . . . . . . . .
Mxgn(x)( ϕn)

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

J( ϕ1)Mg1(x)( ϕ1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
J( ϕn)Mgn(x)( ϕn)

∥∥∥∥∥∥
= J(Φ)MG(x)(Φ).

Доведення завершено. 2

5.4. Регуляризацiя полiномiальних матриць

Нехай A(x) – неособлива n×n матриця над F [x], що записана у виглядi
матричного полiнома над F :

A(x) = Akx
k + Ak−1x

k−1 + · · · + A0.

Матрицю A(x) називають унiтальною, якщо Ak = I – одинична матриця.
Говоритимемо, що A(x) регуляризується справа, якщо iснує така оборотна
матриця U(x), що

A(x)U(x) = Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0.

Лема 5.7. Якщо полiномiальна матриця A(x) регуляризується справа, то
лише єдиним чином.

Доведення. Нехай iснують такi оборотнi матрицi U(x), V (x), що

A(x)U(x) = Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0 = A1(x),

A(x)V (x) = Ixk −Mk−1x
k−1 − · · · −M0 = A2(x).

Тодi A2(x) = A1(x)L(x), де L(x) = U−1(x)V (x). Оскiльки L(x) оборотна
матриця, то detL(x) – ненульовий елемент поля F . Отже, deg det L(x) = 0.
Тому

deg detA2(x) = deg det(A1(x)L(x)) =

= deg detA1(x) + deg detL(x) = deg detA1(x).

Зауваживши, що deg det A1(x) = ns, а deg detA2(x) = nk, приходимо до
висновку, що k = s. Таким чином,

Ixs −Ms−1x
s−1 − · · · −M0 = (Ixs −Ds−1x

s−1 − · · · −D0)L(x). (5.7)

Записавши матрицю L(x) у виглядi матричного полiнома, перемноживши
та прирiвнявши матричнi коефiцiєнти в рiвностi (5.7), переконуємося, що
L(x) = I. Тобто A2(x) = A1(x). Лему доведено. 2

Як було вже зауважено, для матрицi A(x) iснують такi оборотнi матрицi
P (x) та Q(x), що задовольняють рiвнiсть (5.3).
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Теорема 5.11. Для того, щоб матричний полiном A(x) регуляризувався
справа, необхiдно та достатньо, щоб

1) detA(x) = ns,

2) рiвняння

MP (x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ) X = MP (x)xs(Φ) (5.8)

мало розв’язок.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай iснує така оборотна матриця U(x),
що

A(x)U(x) = Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0 = K(x). (5.9)

Оскiльки

deg det(A(x)U(x)) = deg det(Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0) = ns

i
deg det(A(x)U(x)) = deg detA(x) + deg detU(x),

де deg detU(x) = 0, то deg detA(x) = ns.
З рiвностей (5.9) та (5.3) випливає, що

P (x)A(x)U(x) = P (x)(Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0) = Φ(x)Q−1(x)U(x).

На пiдставi властивостi 5.3

MΦ(x)Q−1(x)U(x)(Φ) = 0.

Тому
MP (x)(Ixs−Ds−1xs−1− ··· −D0)(Φ) = 0. (5.10)

Використавши властивостi 5.2, 5.1, дiстанемо

MP (x)(Ixs−Ds−1xs−1− ··· −D0)(Φ) =

= MP (x)xs(Φ)−MP (x)xs−1Ds−1
(Φ)− · · · −MP (x)D0

(Φ) =

= MP (x)xs(Φ)−MP (x)xs−1(Φ)Ds−1 − · · · −MP (x)(Φ)D0 =

= MP (x)xs(Φ)− ∥∥ MP (x)xs−1(Φ) . . . MP (x)x(Φ) MP (x)(Φ)
∥∥×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ds−1

· · ·
D1

D0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= MP (x)xs(Φ)−MP (x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ)

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ds−1

· · ·
D1

D0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Врахувавши рiвнiсть (5.10), отримаємо

MP (x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ)

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ds−1

· · ·
D1

D0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= MP (x)xs(Φ). (5.11)

Це означає, що рiвняння (5.8) має розв’язок.
Для завершення доведення необхiдностi залишається показати, що умова

2) не залежить вiд вибору перетворювальної матрицi P (x). Нехай P1(x) –
iнша лiва перетворювальна матриця матрицi A(x). Це означає, що в групi
GΦ iснує така матриця H(x), що P1(x)= H(x)P (x). Згiдно з теоремою 5.10
iснує така оборотна матриця N, що

MH(x)D(x)(Φ) = NMD(x)(Φ),

де D(x) – довiльна n×m матриця. Тобто рiвняння

MP1(x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ) X = MP1(x)xs(Φ)

рiвносильне рiвнянню

NMP (x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ) X = NMP (x)xs(Φ)

яке, в свою чергу, рiвносильне розв’язному рiвнянню (5.8).

Достатнiсть. Нехай рiвняння (5.8) розв’язне i

∥∥∥∥∥∥∥∥

Ms−1

· · ·
M1

M0

∥∥∥∥∥∥∥∥
– його розв’я-

зок. Провiвши мiркування зворотнi до щойно зроблених, отримаємо

MP (x)(Ixs−Ms−1xs−1− ··· −M0)(Φ) = 0.

Згiдно з властивiстю 5.2

P (x)(Ixs −Ms−1x
s−1 − · · · −M0) = P (x)K(x) = Φ(x)T (x). (5.12)

Оскiльки
ns = deg det Φ(x) = deg det(P (x)K(x)) =

= deg det(Φ(x)T (x)) = deg det Φ(x) + deg detT (x),

то deg detT (x) = 0. Зваживши на те, що матриця P (x)K(x) – неособлива,
отримуємо, що T (x) є оборотною матрицею.

Домноживши рiвнiсть (5.12) справа на оборотну матрицю
L(x) = T−1(x)Q−1(x), дiстанемо

P (x)K(x)T−1(x)Q−1(x) = Φ(x)Q−1(x).
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5.4. Регуляризацiя полiномiальних матриць

Тобто
K(x)L(x) = P−1(x)Φ(x)Q−1(x) = A(x).

Оскiльки A(x)L−1(x) = K(x) унiтальна матриця, то A(x) регуляризується
справа. Теорему доведено. 2

Щойно доведену теорему також можна переформулювати так.

Теорема 5.12. Для того, щоб матричний полiном A(x) регуляризувався
справа, необхiдно та достатньо, щоб

1) deg detA(x) = ns,
2) detMP (x)‖ I Ix ... Ixs−1‖(Φ) 6= 0.

Доведення. Необхiднiсть умови 1) доведено в теоремi 5.11.
На пiдставi леми 5.7 матричний полiном A(x) регуляризується справа

єдиним чином. Це означає, що рiвняння (5.8) має єдиний розв’язок. А це
рiвносильно виконанню умови 2). 2

Теорема 5.13. Нехай для полiномiальної матрицi A(x) iснує така оборо-
тна матриця U(x), що

A(x)U(x) = Ixs −Ds−1x
s−1 − · · · −D0.

Tодi матрицi-коефiцiєнти Di знаходять з рiвностi
∥∥∥∥∥∥∥∥

Ds−1

· · ·
D1

D0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= M−1

P (x)‖ Ixs−1 ... Ix I‖(Φ)MP (x)xs(Φ). (5.13)

Доведення.Матрицi-коефiцiєнти Di унiтального полiнома A(x)U(x), як
це показано пiд час доведення необхiдностi теореми 5.11, задовольняють рiв-
нiсть (5.11). За теоремою 5.12 матриця MP (x)‖ I Ix ... Ixs−1‖(Φ) є оборотною.
Отже, виконується рiвнiсть (5.13). 2

Наслiдок 5.4. Нехай матриця A(x) регуляризується справа наступним
чином:

A(x)U(x) = Ix−D.

Tодi матрицю D знаходять iз рiвностi

D = T−1J(Φ)T,

де T = MP (x)(Φ).

Доведення. На пiдставi теореми 5.13 i властивостi 5.5 отримуємо на-
ступнi рiвностi

D = M−1
P (x)(Φ)MP (x)x(Φ) = M−1

P (x)(Φ)J(Φ)MP (x)(Φ),

що i потрiбно довести. 2
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5.5. Один метод побудови форми Жордана

Використаємо одержанi результати для пошуку форми Жордана мат-
риць над F. Для цього дещо модифiкуємо поняття значення рядка g(x) на
системi коренiв полiнома

f(x) = (x− α1)k1 · · · (x− αm)km .

Позначимо

M̃g(x)(f(x)) =

∥∥∥∥∥∥∥

M̃g(x)[α
(k1)
1 ]

· · ·
M̃g(x)[α

(km)
m ]

∥∥∥∥∥∥∥
,

де

M̃g(x)[α
(ki)
i ] =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1g(αi)
1
1!g

′(αi)
1
2!g

′′(αi)
· · ·

1
(ki−1)!g

(ki−1)(αi)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Легко зауважити, що

M̃g(x)[α
(ki)
i ] = T

α
(ki)
i

Mg(x)[α
(ki)
i ],

де

T
α

(ki)
i

= diag
(

1,
1
1!

,
1
2!

, . . . ,
1

(ki − 1)!

)
.

Нехай Φ(x) = diag(ϕ1(x), . . . , ϕn(x)). Позначимо

M̃G(x)(Φ) =

∥∥∥∥∥∥

M̃g1(x)(ϕ1)
· · · · · · · · ·

M̃gn(x)(ϕn)

∥∥∥∥∥∥
.

Очевидно, що
M̃G(x)(Φ) = TΦMG(x)(Φ),

де TΦ – дiагональна матриця, яка є прямою сумою всiх матриць T
(kij)
αij .

Теорема 5.14. Нехай A ∈ Mn(F ) i A(x) = Ix − A – її характеристична
матриця з формою Смiта Φ(x) i P (x) ∈ PA(x). Тодi матриця

J∗(Φ) = M̃P (x) (Φ)AM̃−1
P (x) (Φ)

є формою Жордана матрицi A.
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5.5. Один метод побудови форми Жордана

Доведення. Очевидно, що матриця A(x) = Ex − A регуляризується
справа одиничною матрицею. Згiдно з теоремою 5.12 це означає, що

det MP (x) (Φ) 6= 0 ⇒ det M̃P (x) (Φ) 6= 0.

Оскiльки матриця A(x) регуляризується справа єдиним чином, то на пiд-
ставi наслiдку 5.4

A = M−1
P (x)(Φ)J(Φ)MP (x)(Φ). (5.14)

Прямими обрахунками перевiряємо, що

Tα(k)Jα(k)T−1
α(k) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
1
1!

1
2!

. . .
0 1

(ki−1)!

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α 0
1 α

2 α
. . . . . .

0 k − 1 α

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
1!

2!
. . .

0 (ki − 1)!

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

α 0
1 α

1 α
. . . . . .

0 1 α

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

є клiткою Жордана, що вiдповiдає елементарному дiльнику (x− α)k. Тому
матриця TΦJ(Φ)T−1

Φ є Жордановою матрицею.
Запишемо рiвнiсть (5.14) у виглядi

A = M−1
P (x)(Φ)J(Φ)MP (x)(Φ) =

=
(
M−1

P (x)(Φ)T−1
Φ

) (
TΦJ(Φ)T−1

Φ

) (
TΦMP (x)(Φ)

)
=

=
(
TΦMP (x)(Φ)

)−1
J∗(Φ)

(
TΦMP (x)(Φ)

)
= M̃−1

P (x)(Φ)J∗(Φ)M̃P (x)(Φ),

що i потрiбно довести. 2

Приклад 5.5. Зведемо матрицю

A =

∥∥∥∥∥∥

1 −3 3
−2 −6 13
−1 −4 8

∥∥∥∥∥∥

до її форми Жордана.
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Cпершу знайдемо форму Смiта характеристичної матрицi
A(x) = Ex−A :

P (x) (Ex−A) Q(x) = diag(1, 1, (x− 1)3) = Φ(x),

де

P (x) =

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
−1 −4 x + 7

x− 2 4x− 7 −x2 − 5x + 12

∥∥∥∥∥∥
,

Q(x) =

∥∥∥∥∥∥

1 −4 −4x2 + 5x− 4
0 1 x2 − x− 1
0 0 −1

∥∥∥∥∥∥
.

На другому кроцi будуємо її перетворювальну матрицю:

M̃P (x) (Φ) = M̃‖x−2 4x−7 −x2−5x+12 ‖ (x− 1)3 =

∥∥∥∥∥∥

−1 −3 6
1 4 −7
0 0 −1

∥∥∥∥∥∥
= T.

Зауваживши, що

T−1 =

∥∥∥∥∥∥

−4 −3 −3
1 1 −1
0 0 −1

∥∥∥∥∥∥
,

отримуємо

TAT−1 =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
1 1 0
0 1 1

∥∥∥∥∥∥

– форма Жордана матрицi A. ♦

5.6. Визначальна матриця та її властивостi

Для опису неасоцiйовних дiльникiв матриць над кiльцями елементарних
дiльникiв ми використовували множину Казiмiрського V(E, Φ). Схожу роль
у знаходженнi унiтальних дiльникiв полiномiальних матриць вiдiграє визна-
чальна матриця [57]. Цей пiдроздiл присвячений вивченню її властивостей.

Нехай

E(x) = diag(ε1(x), . . . , εn(x)), Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x))

– неособливi d-матрицi над F [x], причому Φ(x)|E(x), deg det Φ(x) = nr.
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Визначальною матрицею називається матриця

V (E, Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
ϕ2

(ϕ2,ε1)k21 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
ϕn

(ϕn,ε1)kn1
ϕn

(ϕn,ε2)kn2 · · · ϕn

(ϕn,εn−1)kn ,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (5.15)

де

kij =
{

0, (ϕi, εj) = ϕj ,
kij0 + kij1x + . . . + kijhijx

hij , (ϕi, εj) 6= ϕj ,

hij = deg
(ϕi, εj)

ϕj
− 1, i = 2, 3, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1, i > j,

де kijl – параметри, i = 2, 3, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1.

Надалi пiд виразом f
g (α) = 0 розумiтимемо значення частки полiномiв

f(x), g(x) на елементi α ∈ F.

Властивiсть 5.6. Якщо

ϕi

ϕj
(α) = 0,

εi

εj
(α) 6= 0, i > j,

то
ϕi

(ϕi, εj)
(α)kij(α) 6= 0.

Доведення. Припустимо, що kij(x) = 0. Отже, (ϕi, εj) = ϕj . Тодi вико-
нується рiвнiсть

εi

εj
=

εiϕi(ϕi, εj)
εjϕiϕj

=
ϕi

ϕj

(εiϕi, εiεj)
ϕiεj

.

Звiдси випливає, що εi
εj

(α) = 0, а це суперечить умовi твердження.
Зауваживши, що ϕi

(ϕi,εj)
| εi
εj

i взявши до уваги, що εi
εj

(α) 6= 0, отримуємо
ϕi

(ϕi,εj)
(α) 6= 0. Тобто

ϕi

(ϕi, εj)
(α)kij(α) 6= 0.

2

Властивiсть 5.7. Якщо kij(x) = 0, i > j, то

kij(x) = ki−1.j(x) = . . . = kj+1.j(x) = 0. (5.16)
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Доведення. Згiдно з умовою твердження (ϕi, εj) = ϕj . Оскiльки ϕt|ϕi,
t = i − 1, i − 2, . . . , j + 1, то (ϕt, εj)|(ϕi, εj). З iншого боку, ϕj |εj та ϕi|ϕt.
Тобто ϕj |(ϕt, εq). Отже, (ϕi, εj)|(ϕt, εq). Таким чином, (ϕt, εq) = ϕq, t = i− 1,
i− 2, . . . , j + 1. А це i означає виконання рiвностей (5.16). 2

Розглянемо добуток матриць

V (E, Φ)T (x) = U(x),

де T (x) ∈ GE. Позначимо через Ui(x) пiдматрицю матрицi U(x), отри-
ману викресленням перших i рядкiв та перших i стовпцiв матрицi U(x),
i = 1, . . . , n− 1. Згiдно з формулою Бiне - Кошi

detUi(x) =
∑

j

|Vij(E, Φ)| |Tji(x)|+ detTi(x),

де
∑
j
|Vij(E, Φ)| |Tji(x)| – сума добуткiв усiх можливих мiнорiв максималь-

ного (n − i)-го порядку матрицi Vij(E, Φ), побудованих на останнiх рядках
матрицi V (E, Φ), за винятком мiнора унiтрикутної матрицi, що дорiвнює
одиницi, на вiдповiднi мiнори того ж порядку матрицi T (x), Ti(x) – пiдма-
триця матрицi T (x), отримана викресленням перших i рядкiв та перших i
стовпцiв матрицi T (x), i = 1, . . . , n − 1. Через Vij(E, Φ, α) позначатимемо
матрицю Vij(E, Φ), в якiй змiнна x замiнена на α ∈ F.

Лема 5.8. Для того, щоб

det Ui(α) =
∑

j

|Vij(E, Φ, α)| |Tji(α)|+ det Ti(α) = 0, (5.17)

необхiдно та достатньо, щоб усi доданки цiєї суми дорiвнювали нулю.

Доведення. Достатнiсть очевидна.
Необхiднiсть. Для доведення необхiдностi досить зауважити, що мi-

нори |Vij(E, Φ, α)| є сумою добуткiв елементiв поля F та параметрiв kijl,
i = 2, 3, . . . , n, j = 1, . . . , n− 1. При цьому набiр параметрiв, якi зустрiчаю-
ться в кожному такому мiнорi, не повторюється в жодному iншому. 2

Теорема 5.15. Виконується рiвнiсть
(

ϕi+1

ϕi
(x), det Ui(x)

)
= 1, i = 1, . . . , n− 1.
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Доведення. Припустимо, що для деякого i = r

(
ϕr+1

ϕr
(x),det Ur(x)

)
= δ(x).

Нехай α – корiнь полiнома δ(x), тобто δ(α) = 0. Позначимо

Er(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

εr+1

ε1
(x) . . . εr+1

εr
(x)

εr+2

ε1
(x) . . . εr+2

εr
(x)

. . . . . . . . .
εn
ε1

(x) . . . εn
εr

(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥
, Fr(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕr+1

ϕ1
(x) . . . ϕr+1

ϕr
(x)

ϕr+2

ϕ1
(x) . . . ϕr+2

εr
(x)

. . . . . . . . .
ϕn

ϕ1
(x) . . . ϕn

ϕr
(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Припустимо, що εr+1

εr
(α) = 0. Тодi, згiдно з властивiстю 2.4, Er(α) = 0. Тобто

матриця T (α) має вигляд

T (α) =
∥∥∥∥
∗ ∗
0 Tr(α)

∥∥∥∥ .

На пiдставi леми 5.8 рiвнiсть (5.17) виконується лише, коли |Tr(α)| = 0.
Отже, |T (α)| = 0, а це протирiчить оборотностi матрицi T (x).

Припустимо, що в матрицi Er(α) немає жодного нуля. Згiдно з припу-
щенням ϕr+1

ϕr
(α) = 0. Зваживши на властивiсть 2.4, отримуємо Fr(α) = 0.

На пiдставi властивостi 5.6 у матрицi
∥∥∥∥∥∥∥∥

µr+1.1(α) . . . µr+1.r(α)
µr+2.1(α) . . . µr+2.r(α)

. . . . . . . . .
µn1(α) . . . µnr(α)

∥∥∥∥∥∥∥∥
, µij =

ϕi

(ϕi, εj)
(α)kij(α),

немає жодного нульового елемента. Згiдно з лемою 5.8 рiвнiсть (5.17) ви-
конується, коли всi мiнори Tjr(α) та Tr(α) є нулями. Звiдси випливає, що
|T (α)| = 0 – протирiччя.

Припустимо, що в матрицi Er(α) є нулi. Нехай

εp

εq
(α) = 0,

εp

εq+1
(α) 6= 0,

εp−1

εq
(α) 6= 0.

Згiдно з наслiдком 2.4, частка εp

εq
знаходиться на першiй пiддiагоналi матрицi

T (x). У матрицi Er(α) є лише один такий елемент, а саме εr+1

εr
(α). Тобто

(p, q) = (r + 1, r). Отже, εr+1

εr
(α) = 0, а цей випадок ми уже розглянули. Це

означає, що нулi в матрицi Er(α) можуть розташовуватись лише так

a) Er(α) =
∥∥ 0 >

∥∥ , b) Er(α) =
∥∥∥∥
>
0

∥∥∥∥ , c) Er(α) =
∥∥∥∥

0 >
0 0

∥∥∥∥ .
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Розглянемо випадок a). Для спрощення викладу доведення реалiзуємо
його на прикладi матрицi сьомого порядку. Загальнiсть доведення вiд цього
не постраждає. Отже, нехай n = 7, r = 3 i матриця E3(α) має вигляд

E3(α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 ∗ ∗

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де всi ∗ – не нулi. На пiдставi властивостi 2.5 матриця T (α) має вигляд

T (α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

· · · · · · ·
0 · ·
0 · ·
0 t42 t43 W
0 t52 t53

0 t62 t63

0 t72 t73

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, tij 6= 0.

Оскiльки F3(α) = 0, то згiдно з властивiстю 5.6 матриця V (E,Φ, α) має
вигляд

V (E, Φ, α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
· 1
· · 1
· µ42 µ43 1
· µ52 µ53 · 1
· µ62 µ63 · · 1
· µ72 µ73 · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, µij 6= 0.

Всi мiнори максимального порядку, що побудованi на останнiх чотирьох ряд-
ках та останнiх шести стовпцях матрицi V (E, Φ, α), не нулi i мiстять змiннi,
вiдсутнi в усiх iнших. Тому рiвнiсть (5.17) виконується лише тодi, коли всi
мiнори максимального порядку матрицi W дорiвнюють нулю. Тодi, згiдно з
наслiдком 3.2, |T (α)| = 0 – протирiччя.

Випадок b). Нехай

E3(α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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На пiдставi властивостi 2.5 матриця T (α) має вигляд

T (α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · · ·
· · · · · ·
· · · · · · ·
0 0 0 0 0 · ·
0 0 0 0 0 · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥ tij

∥∥7

1
.

Mатриця V (E,Φ, α) має вигляд

V (E, Φ, α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
· 1
· · 1

µ41 µ42 µ43 1
µ51 µ52 µ53 · 1
· · · · · 1
· · · · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, µij 6= 0.

Всi мiнори максимального порядку матрицi
∥∥∥∥∥∥∥∥

µ41 µ42 µ43 1 0 0 0
µ51 µ52 µ53 · 1 0 0
· · · · · 1 0
· · · · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

що мiстять її останнi два стовпцi, ненульовi. Тодi рiвнiсть (5.17) виконує-
ться лише, коли всi вiдповiднi мiнори максимального порядку матрицi T (α)
дорiвнюють нулю. Всi такi мiнори мають вигляд

det

∥∥∥∥∥∥∥∥

ti4 ti5 ti6 ti7
tj4 tj5 tj6 tj7
0 0 t66 t67

0 0 t76 t77

∥∥∥∥∥∥∥∥
, 1 ≤ i < j ≤ 5.

Якщо

det
∥∥∥∥

t66 t67

t76 t77

∥∥∥∥ = 0,

то |T (α)| = 0 – протирiччя. Нехай

det
∥∥∥∥

t66 t67

t76 t77

∥∥∥∥ 6= 0.
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Тодi всi мiнори другого порядку матрицi T (α), що побудованi на її 4 i 5
стовпцях, дорiвнюють нулю. Тобто i в цьому випадку |T (α)| = 0.

Випадок c). Нехай

E3(α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 ∗
0 0 ∗
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

На пiдставi властивостi 2.5 матриця T (α) має вигляд

T (α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

· · · · · · ·
0 · · · · · ·
0 0 · · · · ·
0 0 ∗ · · · ·
0 0 ∗ · · · ·
0 0 0 0 0 · ·
0 0 0 0 0 · ·

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥ tij

∥∥7

1
.

Mатриця V (E, Φ, α) має вигляд

V (E, Φ, α) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
· 1
· · 1
· · µ43 1
· · µ53 · 1
· · · · · 1
· · · · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, µij 6= 0.

Розглянемо матрицю ∥∥∥∥∥∥∥∥

µ43 1 0 0 0
µ53 · 1 0 0
· · · 1 0
· · · · 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

що є пiдматрицею матрицi V (E,Φ, α). Всi мiнори максимального порядку,
що мiстять її два останнi стовпцi є ненульовими. Отже, вiдповiднi мiнори
матрицi T (α) є нулями. Вони мають вигляд

det

∥∥∥∥∥∥∥∥

ti4 ti5 ti6 ti7
tj4 tj5 tj6 tj7
0 0 t66 t67

0 0 t76 t77

∥∥∥∥∥∥∥∥
, 3 ≤ i < j ≤ 5.

Подальшi мiркування такi самi, як у випадку b). Теорему доведено. 2
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5.7. Унiтальнi дiльники полiномiальних матриць

У 1978 роцi в "Доповiдях АН УРСР"[55] була анонсована, а в 1980 роцi
в "Українському математичному журналi"опублiкована стаття П. Казiмiр-
ського [56], в якiй давалась вичерпна вiдповiдь на питання, яке впродовж
багатьох рокiв цiкавило алгебраїстiв, а саме, в нiй вказувались необхiднi та
достатнi умови того, що матричний полiном над полем комплексних чисел
має унiтальний дiльник. Рiк по цьому виходить iз друку його монографiя [57]
де вже не обмежений вузькими рамками журнальної статтi, учений виклав
основнi засади теорiї розкладу матричних полiномiв на множники. Можна з
впевненiстю сказати, що це були роки розквiту теорiї факторизацiї полiно-
мiальних матриць – на протязi досить короткого промiжку часу, окрiм уже
згаданих праць, опублiковано десятки статей, в яких за тих чи iнших обме-
жень розв’язували згадану задачу. В цьому пiдроздiлi висвiтлено сучасний
пiдхiд до її розв’язання.

Нехай F – алгебраїчно замкнуте поле характеристики нуль, A(x) – не-
особлива n × n матриця над F [x]. Для неї iснують такi оборотнi матрицi
P (x) та Q(x), що

P (x)A(x)Q(x) = diag(ε1(x), . . . , εn(x)) = E(x)

– форма Смiта матрицi A(x). Нехай Φ(x) = diag (ϕ1(x), . . . , ϕn(x)) –
d-матриця, причому Φ(x)|E(x), deg detΦ(x) = nr. Розглянемо визначальну
матрицю V (E,Φ). Позначимо через F (k) трансцедентне розширення поля F
внаслiдок приєднання всiх параметрiв kijl, що фiгурують у матрицi V (E,Φ).

Теорема 5.16. Для того, щоб iз неособливої полiномiальної матрицi A(x)
можна було видiлити лiвий унiтальний дiльник з формою Смiта Φ(x),
необхiдно та достатньо, щоб матриця

(V (E, Φ)P (x))−1 Φ(x)

регуляризувалася справа над F (k)[x].

Доведення. Необхiднiсть. Нехай A(x) = B(x)C(x), де B(x) – унiталь-
ний матричний полiном iз формою Смiта Φ(x). На пiдставi наслiдку 4.1 всi
дiльники матрицi A(x) утворюють множину

(L(E, Φ)P (x))−1 Φ(x)GLn(F [x]).

Отже, матрицю B(x) можна записати у виглядi

B(x) = (L(x)P (x))−1 Φ(x)K(x),
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де L(x) ∈ L(E,Φ), K(x) ∈ GLn(F [x]). На пiдставi теореми 5.5

L(x) = H(x)V0(x)S(x),

де H(x) ∈ GΦ, V0(x) ∈ V(E, Φ), S(x) ∈ Uup
n (F [x]) ⊂ GE. Тодi

B(x) = (L(x)P (x))−1 Φ(x)K(x) = (H(x)V0(x)S(x)P (x))−1 Φ(x)K(x).

Згiдно з властивiстю 2.2 множина всiх лiвих перетворювальних матриць
матрицi A(x) має вигляд PA(x) = GEP . Отже, S(x)P (x) = P0(x) – лiва
перетворювальна матриця матрицi A(x). Тодi

B(x) = (H(x)V0(x)P0(x))−1 Φ(x)K(x) = P−1
0 (x)V −1

0 (x)H−1(x)Φ(x)K(x).

Оскiльки
H−1(x)Φ(x) = Φ(x)H1(x),

де H1(x) ∈ GLn(F [x]), то

B(x) = P−1
0 (x)V −1

0 (x)Φ(x)H1(x)K(x) = (V0(x)P0(x))−1 Φ(x)K1(x).

Матриця B(x) унiтальна, а тому матриця (V0(x)P0(x))−1 Φ(x) також регу-
ляризується справа. Замiнивши у матрицi V0(x) коефiцiєнти полiномiв на
вiдповiднi параметри kijl, отримуємо, що матриця (V (E, Φ)P0(x))−1 Φ(x) ре-
гуляризується справа над F (k)[x].

Нехай P1(x) ∈ PA(x). Покажемо, що матриця

D(x) = (V (E, Φ)P1(x))−1Φ(x)

також регуляризується справа. Оскiльки P1(x) = N(x)P0(x), де N(x) ∈ GE,
то

D(x) = (V (E,Φ)P1(x))−1 Φ(x) = (V (E, Φ)N(x)P0(x))−1 Φ(x) =

= ((V (E,Φ)N(x))P0(x))−1 Φ(x).

Взявши до уваги теорему 5.15, на пiдставi теореми 2.7 отримуємо, що iснує
така матриця T (x) ∈ GΦ, що T (x)V (E, Φ)N(x) є нижньою унiтрикутною
матрицею над F (k)[x]. Згiдно з лемою 5.3 iснує така матриця T1(x) ∈ GΦ,
що

T1(x)T (x)V (E, Φ)N(x) = V1(E, Φ) ∈ V(E, Φ).

Тодi

D(x) = (T1(x)T (x) (V (E, Φ)N(x))P0(x))−1 T1(x)T (x)Φ(x) =
= ((T1(x)T (x)V (E,Φ)N(x))P0(x))−1 Φ(x)

(
T̃ (x)T̃1(x)

)
=

= (V1(E, Φ)P0(x))−1 Φ(x)T2(x).
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Перепозначивши в матрицi V1(E, Φ) параметри kijl через k
′
ijl, отримуємо, що

матриця (V (E, Φ)P1(x))−1 Φ(x)T2(x), а отже, i (V (E, Φ)P1(x))−1 Φ(x) регуля-
ризується справа над F (k)[x].

Достатнiсть. Розглянемо матрицю

(V (E,Φ)P (x))−1 Φ(x) = B(x).

Згiдно з умовою теореми вона регуляризується справа над F (k)[x]. Тобто
iснує така матриця U(x) ∈ GLn(F (k)[x]), що

B(x)U(x) = Ixr + Br−1x
r−1 + . . . + B1x + B0 = D(x).

Очевидно, що матрицю A(x) можна вважати матрицею над F (k)[x]. Згiдно
з наслiдком 4.1 всi лiвi дiльники матрицi A(x) з формою Смiта Φ(x) утво-
рюють множину

(L(E,Φ)P (x))−1 Φ(x)GLn(F (k)[x]).

Оскiльки V (E,Φ) ∈ L(E,Φ), то D(x) є лiвим дiльником матрицi A(x) :

A(x) = D(x)C(x).

На пiдставi теореми 5.12 матриця B(x) регуляризується справа тодi i лише
тодi, коли

detMP (x)‖ I Ix ... Ixr−1‖(Φ) = f(k210, . . . , kn,n−1,hn,n−1 , x) 6= 0.

Оскiльки поле F має характеристику нуль, то воно мiстить нескiнченну кiль-
кiсть елементiв. Отже, знайдуться такi елементи p210, . . . , pn,n−1,hn,n−1 , pnn,
що

f(p210, . . . , pn,n−1,hn,n−1 , pnn) 6= 0.

Тодi матриця D(x), яку отримують з матрицi D(x) замiною змiнних
k210, . . . , kn,n−1,hn,n−1 , x на вiдповiднi елементи p210, . . . , pn,n−1,hn,n−1 , pnn iз
поля F, i буде шуканим унiтальним дiльником матрицi A(x). 2

Застосуємо отриманi результати до пошуку розв’язкiв одностороннiх ма-
тричних рiвнянь.

Приклад 5.6. Розв’яжемо рiвняння

X2 =

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
. (5.18)
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Цьому рiвнянню вiдповiдає полiномiальна матриця

A(x) = Ix2 −
∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥

x2 −1 0
0 x2 0
0 0 x2

∥∥∥∥∥∥
.

На пiдставi узагальненої теореми Безу матриця B є коренем рiвняння (5.18)
тодi i лише тодi, коли

A(x) = (Ix−B)C(x).

Тобто задача пошуку коренiв рiвняння (5.18) зводиться до пошуку лiвих
унiтальних дiльникiв матрицi A(x). Для цього зведемо цю матрицю до її
форми Смiта:

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 0 1
x2 1 0

∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

P (x)

A(x)

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
−1 0 x2

0 1 0

∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

Q(x)

=

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 x2 0
0 0 x4

∥∥∥∥∥∥
= E(x).

Оскiльки deg det(Ix−B) = 3 i через те, що форма Смiта матрицi Ix−B є
дiльником матрицi E(x), то потенцiйними формами Смiта шуканих дiльни-
кiв будуть матрицi

Φ(x) = diag(1, 1, x3), Φ1(x) = diag(1, x, x2).

Спершу опишемо дiльники з формою Смiта Φ(x).
Матрицям Φ(x), E(x) вiдповiдає визначальна матриця

V (E, Φ) =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
0 ax2 + bx 1

∥∥∥∥∥∥
,

де a, b – параметри. Тодi матриця A(x) має шуканий дiльник тодi i тiльки
тодi, коли матриця (V (E, Φ)P (x))−1Φ(x) регуляризується справа. Оскiльки

detMV (E, Φ)P (x)(Φ) = detM‖x2 1 ax2+bx ‖(x
3) = det

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 0 b
2 0 2a

∥∥∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

T

= 2b 6= 0,

то на пiдставi теорем 5.16, 5.12, 5.13 матриця A(x) має лiвий унiтальний
дiльник вигляду

B = T−1

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
1 0 0
0 2 0

∥∥∥∥∥∥
T =

∥∥∥∥∥∥

0 ab−1 b
1 0 0
0 b−1 0

∥∥∥∥∥∥
,
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де b 6= 0. Замiнивши ab−1 на параметр c, отримаємо, що всi матрицi з мно-
жини 




∥∥∥∥∥∥

0 c b
0 0 0
0 b−1 0

∥∥∥∥∥∥
| c ∈ F, b ∈ F\{0}



 (5.19)

є розв’язками рiвняння (5.18). Бiльше того, згiдно з теоремою 5.9, ця мно-
жина є множиною всiх коренiв рiвняння (5.18) з формою Смiта Φ(x).

Зауваживши, що матриця (V (E, Φ1)P (x))−1Φ1(x) не регуляризується
справа, отримуємо, що множина (5.19) складається з усiх коренiв рiвняння
(5.18). ♦

5.8. Структура найбiльших спiльних дiльникiв
матриць1

У цьому пiдроздiлi продовжимо дослiдження найбiльшого спiльного дiль-
ника матриць, розпочатi в пiдроздiлi 1.5. Головну увагу буде зосередимо на
вивченнi його структури, тобто на його формi Смiта та перетворювальних
матрицях. Розпочнемо цей аналiз iз матриць другого порядку над кiльцями
Безу стабiльного рангу 1,5.

Нехай A – 2× 2 матриця. Для неї iснують такi оборотнi матрицi PA, QA,
що PAAQA = E, де E = diag(ε1, ε2), ε1 | ε2 . Розглянемо групу GE всiх обо-
ротних матриць вигляду ∥∥∥∥

h11 h12
ε2
ε1

h21 h22

∥∥∥∥ .

Для зручностi iнодi цю групу також позначатимемо через G ε2
ε1

.

Розглянемо також матрицю B = P−1
B ∆Q−1

B , де ∆ = diag(δ1, δ2), δ1 | δ2 . На
пiдставi властивостi 2.2 множини лiвих перетворювальних матриць PB,PA

утворюють сумiжнi класи PB = G∆PB,PA = GEPA. Дослiдимо множину
PBP−1

A .

Лема 5.9. Нехай PBP−1
A = ‖sij‖2

1 = S. Тодi елемент

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1])

є iнварiантом стосовно вибору перетворювальних матриць PB та PA.

Доведення. Нехай принаймнi одна з матриць A, B неособлива i нехай
FA та FB – їхнi лiвi перетворювальнi матрицi. Тодi iснують такi HA ∈ G ε2

ε1

та HB ∈ G δ2
δ1

, що

FA = HAPA, FB = HBPB.

1Результати цього пiдроздiлу отримано спiльно з А. Романiвим.
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Позначимо FBF−1
A = ‖s′ij‖2

1. Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖2

1. Оскiльки

HB =
∥∥∥∥

h11 h12
δ2
δ1

h21 h22

∥∥∥∥ ,

то

k21 =
∥∥∥ δ2

δ1
h21 h22

∥∥∥
∥∥∥∥

s11

s21

∥∥∥∥ =
δ2

δ1
h21s11 + h22s21.

Розглянемо

µ = ((ε2, δ2), k21[ε1, δ1]) =
(

(ε2, δ2),
(

δ2

δ1
h21s21 + h22s21

)
[ε1, δ1]

)
=

=
(

(ε2, δ2),
δ2

δ1
[ε1, δ1]h21s21 + h22s21[ε1, δ1]

)
.

Оскiльки
δ2[ε1, δ1]
δ1(ε2, δ2)

∈ R,

то
(ε2, δ2) | δ2

δ1
[ε1, δ1].

Отже,

µ = ((ε2, δ2), h22s21[ε1, δ1]) = τ

(
(ε2, δ2)

τ
,

[ε1, δ1]
τ

h22s21

)
=

= τ

(
(ε2, δ2)

τ
, h22s21

)
,

де τ = ((ε2, δ2), [ε1, δ1]). Оскiльки

δ2 ((ε2, δ2), [ε1, δ1])
δ1(ε2, δ2)

=
(δ2(ε2, δ2), δ2[ε1, δ1])

δ1(ε2, δ2)
∈ R,

то
(ε2, δ2)

τ

∣∣∣∣
δ2

δ1
.

З оборотностi матрицi HB випливає, що
(

h22,
δ2

δ1

)
= 1.
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Отже, i (
h22,

(ε2, δ2)
τ

)
= 1.

Тому

µ = τ

(
(ε2, δ2)

τ
, s21

)
=

((
ε2, δ2), s21(ε2, δ2), s21[ε1, δ1]

)
=

((
ε2, δ2), s21[ε1, δ1]

)
.

Таким чином,
((

ε2, δ2), k21[ε1, δ1]
)

=
((

ε2, δ2), s21[ε1, δ1]
)
.

Розглянемо SH−1
A = ‖tij‖2

1. Оскiльки

H−1
A =

∥∥∥∥
v11 v12

ε2
ε1

v21 v22

∥∥∥∥ ,

то

t21 =
∥∥ s21 s22

∥∥
∥∥∥∥

ν11
ε2
ε1

ν21

∥∥∥∥ = s21ν11 +
ε2

ε1
ν21s22.

Зауваживши, що
(ε2, δ2)((

ε2, δ2), [ε1, δ1]
)

∣∣∣∣
ε2

ε1

та мiркуючи так само, як i вище, отримуємо
((

ε2, δ2), t21[ε1, δ1]
)

=
((

ε2, δ2), s21[ε1, δ1]
)
.

Зваживши на асоцiативнiсть кiльця M2(R), завершуємо розгляд цього ви-
падку.

Нехай

A ∼
∥∥∥∥

ε1 0
0 0

∥∥∥∥ , B ∼
∥∥∥∥

δ1 0
0 0

∥∥∥∥
i FA ∈ PA, FB ∈ PB. Тодi iснують такi

HA =
∥∥∥∥

e′1 v12

0 e′2

∥∥∥∥, HB =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥,

що FA = HAPA, FB = HBPB. Позначимо FBF−1
A = ‖s′ij‖2

1 = S′. Для до-
ведення леми потрiбно показати, що s21 та s′21 вiдрiзняються на оборотний
елемент кiльця. Розглянемо добуток матриць

S′ = FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,
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де S = PBP−1
A . Запишемо цi матрицi у явному виглядi, тобто

∥∥∥∥
s′11 s′12

s′21 s′22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

e1 h12

0 e2

∥∥∥∥
∥∥∥∥

s11 s12

s21 s22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

e′−1
1 ∗
0 e′−1

2

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

s′′11 s′′12

s21u s′′22

∥∥∥∥,

де u = e2e
′−1
2 – оборотний елемент кiльця R. Отже, s′21 = s21u, що i потрiбно

довести. 2

Лема 5.10. Нехай a, b ∈ R. Для того, щоб оборотну матрицю S = ‖sij‖2
1

можна було записати у виглядi S = LaLb, де La ∈ Ga, Lb ∈ Gb, необхiдно
та достатньо, щоб s21 = (a, b)t.

Доведення. Необхiднiсть Нехай S = LaLb, де La ∈ Ga, Lb ∈ Gb.
Запишемо цi матрицi у розгорнутому виглядi

S =
∥∥∥∥

s11 s12

s21 s22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

l11 l12

al21 l22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

h11 h12

bh21 h22

∥∥∥∥ = LaLb.

Звiдси отримуємо, що
∥∥∥∥

s11 s12

s21 s22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

l
′
11 l′12

al21h11 + bl22h22 l′22

∥∥∥∥ ,

тобто
s21 = al21h11 + bl22h22.

А це означає, що s21 = (a, b)t.
Достатнiсть. Якщо a = b = 0, то s21 = 0. Тодi S ∈ Ga = Gb i доведення

очевидне.
Якщо a = 0 i b 6= 0, то s21 = bt. Тобто S ∈ Gb.

Розглянемо випадок, коли a, b 6= 0. З оборотностi матрицi S випливає,
що

(s21, s22) = 1.

На пiдставi теореми 1.9 iснують такi k12, k22, що

s21k12 + s22k22 = 1,

де (k22, b) = 1. Отже, (k12b, k22) = 1. Звiдси випливає, що iснують такi k11,
k21, що

k11k22 − bk21k12 = 1.
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Це означає, що матриця K1 =
∥∥∥∥

k11 k12

bk21 k22

∥∥∥∥ належить групi Gb. Тодi

SK1 =
∥∥∥∥

s11 s12

(a, b)t s22

∥∥∥∥
∥∥∥∥

k11 k12

bk21 k22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

g11 g12

(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = S1.

Отже, ∥∥∥∥
1 −g12

0 1

∥∥∥∥ S1 = H1S1 =
∥∥∥∥

q11 0
(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = S2,

де H1 ∈ Ga. Оскiльки матриця S2 є оборотною, то q11 є оборотним елементом
кiльця R. Тодi

∥∥∥∥
q−1
11 0
0 1

∥∥∥∥S2 = H2S2 =
∥∥∥∥

1 0
(a, b)g21 1

∥∥∥∥ ,

де H2 ∈ Ga. Оскiльки H1,H2 ∈ Ga, то H3 = H2H1 ∈ Ga i
∥∥∥∥

1 0
(a, b)g21 1

∥∥∥∥ = H3SK1.

У кiльцi R iснують такi u та v, що

(a, b)g21 = (au + bv)g21 = aug21 + bvg21.

Розглянемо матрицi

H4 =
∥∥∥∥

1 0
aug21 1

∥∥∥∥ ∈ Ga, K2 =
∥∥∥∥

1 0
bvg21 1

∥∥∥∥ ∈ Gb.

Тодi H3SK1 = H4K2. Тобто

S = (H−1
3 H4)(K2K

−1
1 ).

Зауваживши, що H−1
3 H4 ∈ Ga, K2K

−1
1 ∈ Gb, переконуємося у правильностi

нашого твердження. 2

Лема 5.11. Нехай

A = P−1
A

∥∥∥∥
ε1 0
0 ε2

∥∥∥∥ Q−1
A , B = P−1

B

∥∥∥∥
δ1 0
0 δ2

∥∥∥∥ Q−1
B

– матрицi над R i

D = P−1
D

∥∥∥∥
ϕ1 0
0 ϕ2

∥∥∥∥ Q−1
D , T = P−1

T

∥∥∥∥
γ1 0
0 γ2

∥∥∥∥ Q−1
T ,

причому
A = DA1, B = DB1, A = TA2, B = TB2.

Тодi, якщо γ1|ϕ1 = (ε1, δ1) та γ2|ϕ2, то D = TN.
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Доведення. Згiдно з теоремою 4.1 маємо:
A = DA1 ⇒ PD = LAPA, де LA ∈ G ϕ2

(ϕ2,ε1)
,

B = DB1 ⇒ PD = LBPB, де LB ∈ G ϕ2
(ϕ2,δ1)

.

З аналогiчних мiркувань отримуємо:
A = TA2 ⇒ PT = KAPA, де KA ∈ G γ2

(γ2,ε1)
,

B = TB2 ⇒ PT = KBPB, де KB ∈ G γ2
(γ2,δ1)

.

Розглянемо добуток

PT P−1
D = KAPAP−1

A L−1
A = KAL−1

A =

=
∥∥∥∥

k11 k12
γ2

(γ2,ε1)k21 k22

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

KA

∥∥∥∥
h11 h12

ϕ2

(ϕ2,ε1)h21 h22

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

L−1
A

.

Тобто

PT P−1
D =

∥∥∥∥∥
l11 l12(

γ2

(γ2,ε1) ,
ϕ2

(ϕ2,ε1)

)
l21 l22

∥∥∥∥∥ .

На пiдставi властивостi 1.4
(

γ2

(γ2, ε1)
,

ϕ2

(ϕ2, ε1)

)
=

(γ2, ϕ2)
(γ2, ϕ2, ε1)

.

Оскiльки γ2 |ϕ2 , то
(γ2, ϕ2)

(γ2, ϕ2, ε1)
=

γ2

(γ2, ε1)
.

Отже,

PT P−1
D =

∥∥∥∥
l11 l12

γ2

(γ2,ε1) l21 l22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

m11 m12

m21 m22

∥∥∥∥ = M. (5.20)

З iншого боку,
PT P−1

D = KBPBP−1
B L−1

B = KBL−1
B .

Аналогiчно показуємо, що

PT P−1
D =

∥∥∥∥
v11 ν12

γ2

(γ2,δ1)ν21 ν22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

m11 m12

m21 m22

∥∥∥∥ = M. (5.21)

З рiвностей (5.20) та (5.21) випливає, що γ2

(γ2,ε1) |m21 та γ2

(γ2,δ1) |m21 , тобто

[
γ2

(γ2, ε1)
,

γ2

(γ2, δ1)

]
|m21 .
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Згiдно з властивiстю 1.6,
[

γ2

(γ2, ε1)
,

γ2

(γ2, δ1)

]
=

γ2

(γ2, (ε1, δ1))
.

Оскiльки (ε1, δ1) = ϕ1, то

γ2

(γ2, (ε1, δ1))
=

γ2

(γ2, ϕ1)
.

Отже, M ∈ G γ2
(γ2,ϕ1)

. Згiдно з умовою твердження матриця diag(γ1, γ2) є

дiльником матрицi diag(ϕ1, ϕ2). Тому на пiдставi теореми 4.1 D = TN .
Лему доведено. 2

Лема 5.12. Нехай A i B – особливi матрицi i PBP−1
A =

∥∥∥∥
e1 s
0 e2

∥∥∥∥ . Тодi

1) для будь-яких iнших матриць P ′
A ∈ PA та P ′

B ∈ PB маємо

P ′
AP ′−1

B =
∥∥∥∥

s′11 s′12

0 s′22

∥∥∥∥ ,

2) PA ∩PB 6= ∅.

Доведення. 1). Оскiльки A i B особливi матрицi, то групи GE, G∆

збiгаються з групою оборотних верхнiх трикутних матриць.
Нехай P ′

A та P ′
B – iншi лiвi перетворювальнi матрицi матриць A та B.

Тодi iснують такi HA ∈ GE та HB ∈ G∆, що

P ′
A = HAPA, P ′

B = HBPB.

Розглянемо добуток матриць

P ′
AP ′−1

B = HAPA(HBPB)−1 = HAPAP−1
B H−1

B = HASH−1
B .

Оскiльки HA та H−1
B є верхнiми трикутними матрицями, то i HASH−1

B також
буде верхньою трикутною матрицею.

2). Зауваживши, що

PBP−1
A =

∥∥∥∥
e1 1
0 e2

∥∥∥∥ = H ∈ GE = G∆

отримуємо PB = HPA, де H ∈ GE. Взявши до уваги, що PA = GEPA, маємо
PB ∈ PA. Тобто PB ∈ PA ∩PB. 2
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Теорема 5.17. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5. I нехай

A ∼ E = diag(ε1, ε2), B ∼ ∆ = diag(δ1, δ2),

PBP−1
A = ‖sij‖2

1 , PB ∈ PB, PA ∈ PA. Тодi

(A,B)l = (LAPA)−1Φ = (LBPB)−1Φ,

де
Φ = diag(ϕ1, ϕ2) = diag((ε1, δ1), ((ε2, δ2), s21[ε1, δ1])),

а матрицi LA та LB задовольняють рiвнiсть L−1
B LA = PBP−1

A i належать,
вiдповiдно, до груп G ϕ2

(ϕ2,ε1)
та G ϕ2

(ϕ2,δ1)
.

Доведення. Вiдразу зауважимо, що згiдно з лемою 5.9 елемент
((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]), а отже, i матриця Φ не залежать вiд вибору перетво-
рювальних матриць PA та PB. При цьому згiдно з наслiдком 2.14 формою
Смiта матрицi (A, B)l є матриця Φ.

Спершу розглянемо випадок, коли принаймi одна з матриць A, B є не-
особливою або ж коли s21 6= 0 i вони особливi.

Покажемо, що матрицю PBP−1
A можна записати у виглядi

PBP−1
A = MN, (5.22)

де
M ∈ G ϕ2

(ϕ2, δ1)
, N ∈ G ϕ2

(ϕ2,ε1)
, ϕ2 = ((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]).

Використавши властивiсть 1.5, отримуємо
(

ϕ2

(ϕ2, δ1)
,

ϕ2

(ϕ2, ε1)

)
=

ϕ2

(ϕ2, [ε1, δ1])
=

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1])
((ε2, δ2), [ε1, δ1])

=

=
(

(ε2, δ2)
((ε2, δ2), [ε1, δ1])

,
[ε1, δ1]

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
s21

)
=

(
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
, s21

)
= µ.

Оскiльки µ|s21, то на пiдставi леми 5.10 матрицю PBP−1
A можна зобразити

у виглядi (5.22). З цiєї рiвностi випливає, що

M−1PB = NPA.

Перепозначивши M−1 = LB, N = LA, отримуємо

(LAPA)−1Φ = (LBPB)−1Φ = D.

Оскiльки Φ |E та Φ |∆ , а також врахувавши те, що

LA ∈ G ϕ2
(ϕ2,ε1)

= L(E, Φ) 6= ∅, LB ∈ G ϕ2
(ϕ2,δ1)

= L(∆,Φ) 6= ∅,
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то на пiдставi теореми 4.1 матриця D є лiвим спiльним дiльником матриць
A та B.

Нехай T = P−1
T ΓQ−1

T , де Γ = diag(γ1, γ2), γ1 |γ2 – iнший лiвий спiль-
ний дiльник матриць A та B. Форма Смiта матрицi T дiлить форму Смiта
матрицi (A,B)l, яка згiдно з наслiдком 2.14 є матрицею Φ. Тобто Γ|Φ. То-
му γ1|ϕ1 = (ε1, δ1) та γ2|ϕ2. Тодi на пiдставi леми 5.11 матриця T є лiвим
дiльником матрицi D. Отже, D – лiвий н.с.д. матриць A,B.

На завершення розглянемо випадок, коли s21 = 0 i

A ∼ E = diag(ε1, 0), B ∼ ∆ = diag(δ1, 0).

На пiдставi леми 5.12 PA ∩ PB 6= ∅. Нехай U ∈ PA ∩ PB. Це означає, що
матрицi A та B можна записати у виглядi

A = U−1EQ−1
A , B = U−1∆Q−1

B .

Розглянемо матрицю

D = U−1 diag((ε1, δ1), 0) = U−1Φ.

Оскiльки

A =
(

U−1

∥∥∥∥
(ε1, δ1) 0

0 0

∥∥∥∥
) (∥∥∥∥

ε1
(ε1,δ1) 0

0 0

∥∥∥∥ Q−1
A

)
= DA1,

B =
(

U−1

∥∥∥∥
(ε1, δ1) 0

0 0

∥∥∥∥
) (∥∥∥∥∥

δ1
(ε1,δ1) 0

0 0

∥∥∥∥∥Q−1
B

)
= DB1,

то D є спiльним лiвим дiльником матриць A та B.
Нехай T = P−1

T ΓQ−1
T , де Γ = diag(γ1, γ2), γ1 |γ2 – iнший спiльний лiвий

дiльник матриць A та B. Отже, Γ |E та Γ |∆ . Звiдси випливає, що γ1 |ε1

та γ1 |δ1 . Тобто γ1 |(ε1, δ1) . Отже, Γ |Φ . Тодi на пiдставi леми 5.11 матриця
T є лiвим дiльником матрицi D. Отже, D є лiвим н.с.д. матриць A та B.
Теорему доведено. 2

Наступний результат стосується лiвих н.с.д. матриць вищих порядкiв за
деяких обмежень на їхнi форми Смiта.

Лема 5.13. Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв. I нехай

A ∼ E = diag(ε1, ε2, . . . , εn), B ∼ ∆ = diag(1, . . . , 1, δ)

– неособливi матрицi над R, причому PBP−1
A = S = ‖sij‖n

1 , PB ∈ PB,
PA ∈ PA. Тодi елемент

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1)

є iнварiантом стосовно вибору перетворювальних матриць PB та PA.

215



Роздiл 5. Факторизацiя матриць

Доведення. Нехай FA та FB – iншi лiвi перетворювальнi матрицi мат-
риць A та B. Тодi iснують такi HA ∈ GE та HB ∈ G∆, що

FA = HAPA, FB = HBPB.

Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Позначимо HBS = ‖kij‖n

1 . На пiдставi теореми 2.6 матриця
HB має вигляд

HB =

∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 . . . h1.n−1 h1n

. . . . . . . . . . . .
hn−1.1 . . . hn−1.n−1 hn−1.n

δhn1 . . . δhn.n−1 hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Отже,

kni =
∥∥ δhn1 . . . δhn.n−1 hnn

∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

s1i
...

sn−1.i

sni

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
=

= δ(hn1s1i + · · ·+ hn.n−1sn−1.i) + hnnsni = δli + hnnsni, i = 1, . . . , n− 1.

Розглянемо
((εn, δ), ε1kn1, . . . , εn−1kn.n−1) =

= ((εn, δ), δε1l1 + ε1hnnsn1, . . . , δεn−1ln−1 + εn−1hnnsn.n−1) = d.

Оскiльки (εn, δ) |δ , то
d = ((εn, δ), ε1hnnsn1, . . . , εn−1hnnsn.n−1) =

= ((εn, δ), hnn(ε1sn1, . . . , εn−1sn.n−1)) .

Iз оборотностi матрицi HB випливає, що (hnn, δ) = 1. Отже, i

(hnn, (εn, δ)) = 1.

Таким чином,

((εn, δ), kn1ε1, . . . , kn.n−1εn−1) = ((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) .

Позначимо SH−1
A = ‖tij‖n

1 . Оскiльки H−1
A ∈ GE, то на пiдставi теореми

2.6 матриця H−1
A має вигляд

H−1
A =

∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 v12 . . . v1.n−1 v1n
ε2
ε1

v21 v22 . . . v2.n−1 v2n

. . . . . . . . . . . . . . .
εn
ε1

vn1
εn
ε2

vn2 . . . εn
εn−1

vn.n−1 vnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Отже,

tni =
∥∥ sn1 sn2 . . . snn

∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

v1i
...

vii
εi+1

εi
vi+1.i

...
εn
εi

vni

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= sn1v1i + . . . +

+snivii + sn.i+1
εi+1

εi
vi+1.i + . . . + snn

εn

εi
vni, i = 1, . . . , n− 1.

Розглянемо
((εn, δ), tn1ε1, . . . , tn.n−1εn−1) =

= ((εn, δ), sn1ε1v11 + sn2ε2v21 + . . . + sn.n−1εn−1vn−1.1 + snnεnvn1, . . .

. . . , sn1εn−1v1.n−1 + sn2εn−1v2.n−1 + . . . + sn.n−1εn−1vn−1.n−1 + snnεnvn.n−1).

Оскiльки ((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) є дiльником всiх виписаних доданкiв,
то

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) | ((εn, δ), tn1ε1, . . . , tn.n−1εn−1) .

З iншого боку, S = ‖tij‖n
1 HA. Мiркуючи аналогiчно, отримуємо

((εn, δ), tn1ε1, . . . , tn.n−1εn−1) | ((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) .

А це означає, що

((εn, δ), tn1ε1, . . . , tn.n−1εn−1) = ((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) .

Зваживши на асоцiативнiсть кiльця Mn(R), завершуємо доведення. 2

Лема 5.14. Нехай
ϕ

(ϕ, εi)
= µi,

де ϕ = ((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) . Тодi µi |sni , i = 1, . . . , n− 1.

Доведення. Оскiльки

µi =
((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1)

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1, sniεni, . . . , sn.n−1εn−1, εi)
=

=

(
((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1) , εi

(
sni,

εi+1

εi
sn.i+1, . . . , sn.n−1

εn−1

εi

))

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1, εi)
=
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=
(

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1)
((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1, εi)

,
εi

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1, εi)
×

×
(

sni,
εi+1

εi
sn.i+1, . . . , sn.n−1

εn−1

εi

))
=

=
(

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1)
((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.i−1εi−1, εi)

,

(
sni,

εi+1

εi
sn.i+1, . . . , sn.n−1

εn−1

εi

))
,

то µi |sni , i = 1, . . . , n− 1. 2

Теорема 5.18. Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв. I нехай

A ∼ E = diag(ε1, ε2, . . . , εn), B ∼ ∆ = diag(1, . . . , 1, δ)

– неособливi матрицi, причому PBP−1
A = ‖sij‖n

1 , PB ∈ PB, PA ∈ PA. Тодi

(A,B)l = P−1
B Φ,

де Φ = diag (1, . . . , 1, ϕ), ϕ = ((εn, δ), ε1sn1, . . . , εn−1sn.n−1).

Доведення. Вiдразу ж зауважимо, що згiдно з лемою 5.13 елемент

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) ,

а отже, i матриця Φ не залежать вiд вибору перетворювальних матриць PA

та PB.
Оскiльки ϕ | δ , то

B = (P−1
B Φ)

(
diag

(
1, . . . , 1,

δ

ϕ

)
Q−1

B

)
.

Тобто матриця D = P−1
B Φ є лiвим дiльником матрицi B.

З iншого боку ϕ|εn, тобто Φ|E. На пiдставi леми 5.14 елемент ϕ
(ϕ, εi)

є дiльником sni, i = 1, . . . , n − 1. Отже, PBP−1
A = S ∈ L(E, Φ). Згiдно з

теоремою 4.1 це означає, що D = P−1
B Φ є лiвим дiльником матрицi A. Таким

чином, матриця D = P−1
B Φ є лiвим спiльним дiльником матриць A,B.

Нехай T = P−1
T ΓQ−1

T – iнший лiвий спiльний дiльник матриць A,B.
Оскiльки форма Смiта матрицi T є дiльником форм Смiта матриць A, B,
то матриця Γ має вигляд

Γ = diag (1, . . . , 1, γ) ,

де γ |εn та γ |δ . Тобто
γ |(εn, δ) . (5.23)
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На пiдставi теореми 4.1
PT = KAPA, де KA ∈ L(E,Γ),
PT = KBPB, де KB ∈ L(∆,Γ).

Отже,
KAPA = KBPB ⇒ PBP−1

A = K−1
B KA.

Матриця K−1
B KA має вигляд

K−1
B KA =

∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 . . . v1.n−1 v1n

. . . . . . . . . . . .
vn−1.1 . . . vn−1.n−1 vn−1.n

γvn1 . . . γvn.n−1 vnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−1 u1n

. . . . . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−1 un−1.n
γ

(γ,ε1)un1 . . . γ
(γ,εn−1)un.n−1 unn

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥

l11 . . . l1.n−1 l1n

. . . . . . . . . . . .
ln−1.1 . . . ln−1.n−1 ln−1.n
γ

(γ,ε1) ln1 . . . γ
(γ,εn−1) ln.n−1 lnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
= PBP−1

A = ‖sij‖n
1 .

Таким чином,
γ

(γ, εi)
| sni, i = 1, . . . , n− 1.

Тобто
γ | sni(γ, εi) = (γsni, εisni), i = 1, . . . , n− 1.

Звiдси випливає, що γ | εisni, i = 1, . . . , n−1. Врахувавши подiльнiсть (5.23),
отримуємо

γ | ((εn, δ), ε1sn1, . . . , εn−1sn.n−1) = ϕ.

Таким чином, Γ |Φ .
Оскiльки PT = KBPB i PD = PB, то

PT P−1
D = KBPBP−1

B = KB ∈ L(∆,Γ).

Зваживши на те, що L(∆, Γ) = L(Φ, Γ), на пiдставi теореми 4.1 приходимо
до висновку, що матриця T є лiвим дiльником матрицi D = P−1

B Φ. Отже,
матриця P−1

B Φ є найбiльшим спiльним лiвим дiльником матриць A та B.
Теорему доведено. 2

Наслiдок 5.5. Матрицi A та B взаємно простi злiва тодi i тiльки тодi,
коли

((εn, δ), sn1ε1, . . . , sn.n−1εn−1) = 1. 2
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Наслiдок 5.6. Множини лiвих перетворювальних матриць (A,B)l та B
пов’язанi мiж собою такими спiввiдношеннями:

1) P(A,B)l
= GΦPB.

2) PB ⊆ P(A,B)l
.

Доведення. Рiвнiсть 1 випливає з властивостi 2.2.
Оскiльки

PB = G∆PB, P(A,B)l
= GΦPB

та G∆ ⊆ GΦ, то PB ⊆ P(A,B)l
. 2

5.9. Структура найменших спiльних кратних
матриць2

У цьому пiдроздiлi встановимо взаємозв’язки мiж формами Смiта мат-
риць A та B та формами Смiта їх найменшого спiльного правого кратного та
вiдповiднi взаємозв’язки мiж перетворювальними матрицями цих матриць.

Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1,5.

Лема 5.15. Нехай

M = P−1
M diag(ω1, ω2)Q−1

M , F = P−1
F diag(τ1, τ2)Q−1

F

– правi спiльнi кратнi матриць

A = P−1
A diag(ε1, ε2)Q−1

A , B = P−1
B diag(δ1, δ2)Q−1

B .

Тодi, якщо ω1|τ1 та [ε2, δ2] = ω2|τ2, то F = MN .

Доведення. Згiдно з теоремою 4.1 маємо
PA = LMPM , де LM ∈ G ε2

(ε2,ω1)
,

PB = LM1PM , де LM1 ∈ G δ2
(δ2,ω1)

.

Звiдси випливає, що PM = L−1
M PA та PM = L−1

M1
PB.

З аналогiчних мiркувань
PA = LF PF , де LF ∈ G ε2

(ε2,τ1)
,

PB = LF1PF , де LF1 ∈ G δ2
(δ2,τ1)

.

Отже, PF = L−1
F PA та PF = L−1

F1
PB. Тодi

PF P−1
M = L−1

F PAP−1
A LM = L−1

F LM =

2Результати цього пiдроздiлу отримано спiльно з А. Романiвим.
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=
∥∥∥∥

k11 k12
ε2

(ε2,τ1)k21 k22

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

L−1
F

∥∥∥∥
h11 h12

ε2
(ε2,ω1)h21 h22

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

LM

.

Таким чином,

PF P−1
M =

∥∥∥∥∥
l11 l12(

ε2
(ε2,τ1) ,

ε2
(ε2,ω1)

)
l21 l22

∥∥∥∥∥ .

На пiдставi властивостi 1.5
(

ε2

(ε2, τ1)
,

ε2

(ε2, ω1)

)
=

ε2

(ε2, [τ1, ω1])
.

Оскiльки ω1|τ1, то
ε2

(ε2, [τ1, ω1])
=

ε2

(ε2, τ1)
.

А це означає, що

PF P−1
M =

∥∥∥∥
l11 l12

ε2
(ε2,τ1) l21 l22

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

g11 g12

g21 g22

∥∥∥∥ = G. (5.24)

З iншого боку,
PF P−1

M = L−1
F1

PBP−1
B L−1

M1
= L−1

F1
L−1

M1
.

Аналогiчно показуємо, що

PF P−1
M =

∥∥∥∥∥
v11 v12

δ2
(δ2,τ1)v21 v22

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

g11 g12

g21 g22

∥∥∥∥ = G. (5.25)

З рiвностей (5.24) та (5.25) випливає, що ε2
(ε2,τ1) |g21 та δ2

(δ2,τ1) |g21 . Tобто
[

ε2

(ε2, τ1)
,

δ2

(δ2, τ1)

]
|g21 .

Згiдно з властивiстю 1.7
[

ε2

(ε2, τ1)
,

δ2

(δ2, τ1)

]
=

[ε2, δ2]
([ε2, δ2], τ1)

.

Оскiльки [ε2, δ2] = ω2, то

[ε2, δ2]
([ε2, δ2], τ1)

=
ω2

(ω2, τ1)
.

Отже, G ∈ G ω2
(ω2,τ1)

. Зваживши на те, що матриця diag(ω1, ω2) є дiльником

матрицi diag(τ1, τ2), а також взявши до уваги теорему 4.1, отримаємо, що
F = MN . 2
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Теорема 5.19. Нехай

A ∼ E = diag(ε1, ε2), B ∼ ∆ = diag(δ1, δ2),

PBP−1
A = ‖sij‖2

1 , PB ∈ PB, PA ∈ PA. Тодi
1) якщо принаймнi одна з матриць A, B неособлива або A та B особли-

вi, причому s21 6= 0, то

[A,B]r = (LMPA)−1Ω = (LM1PB)−1Ω,

де

Ω =
∥∥∥∥

ω1 0
0 ω2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
[ε1,δ1](ε2,δ2)

((ε2,δ2), s21[ε1,δ1]) 0
0 [ε2, δ2]

∥∥∥∥∥ ,

а матрицi LM та LM1 задовольняють рiвнiсть L−1
M1

LM = PBP−1
A i нале-

жать, вiдповiдно, до груп G ε2
(ε2,ω1)

та G δ2
(δ2,ω1)

,

2) якщо матрицi A, B особливi, причому s21 = 0, то PA ∩PB 6= ∅ i

[A,B]r = P−1Ω,

де

Ω =
∥∥∥∥

[ε1, δ1] 0
0 0

∥∥∥∥ , P ∈ PA ∩PB.

Доведення. 1). Вiдразу зауважимо, що згiдно з лемою 5.9 елемент
((ε2, δ2), s21[ε1, δ1]), а отже, i матриця Ω не залежать вiд вибору перетво-
рювальних матриць PA та PB.

Покажемо, що матрицю PBP−1
A можна записати у виглядi

PBP−1
A = KT, (5.26)

де

K ∈ G δ2
(δ2,ω1)

, T ∈ G ε2
(ε2,ω1)

, ω1 =
[ε1, δ1] · (ε2, δ2)

((ε2, δ2), s21[ε1, δ1])
.

Використавши властивiсть 1.4, отримуємо
(

ε2

(ε2, ω1)
,

δ2

(δ2, ω1)

)
=

(ε2, δ2)
(ε2, δ2, ω1)

=
((ε2, δ2), s21[ε1, δ1])
((ε2, δ2), [ε1, δ1])

=

=
(

(ε2, δ2)
((ε2, δ2), [ε1, δ1])

,
[ε1, δ1]

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
s21

)
=

(
(ε2, δ2)

((ε2, δ2), [ε1, δ1])
, s21

)
= µ.

Тобто µ|s21. На пiдставi леми 5.10 матрицю PBP−1
A можна зобразити у виг-

лядi (5.26). Отже,
K−1PB = TPA.
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Перепозначивши K−1 = LM1 , T = LM , маємо

(LMPA)−1Ω = (LM1PB)−1Ω = M.

Оскiльки E|Ω та ∆|Ω, а також врахувавши те, що L−1
M ∈ G ε2

(ε2,ω1)
та

L−1
M1

∈ G δ2
(δ2,ω1)

на пiдставi теореми 4.1 приходимо до висновку, що матриця

M є спiльним правим кратним матриць A та B.

Нехай F = P−1
F ΥQ−1

F , де Υ = diag(τ1, τ2), τ1|τ2 – iнше спiльне праве
кратне матриць A та B. Tобто F = AA2, F = BB2. Отже, E|Υ та ∆|Υ.
Оскiльки ε2|τ2 та δ2|τ2, то [ε2, δ2] = ω2|τ2. Iз того, що ε1|τ1 та δ1|τ1, випливає,
що [ε1, δ1]|τ1. Тобто τ1 = [ε1, δ1]x. Окрiм того, PA = KAPF , де KA ∈ G ε2

(ε2, τ1)

та PB = KBPF , де KB ∈ G δ2
(δ2, τ1)

. Тобто PF = K−1
A PA i PF = K−1

B PB. Отже,

KBK−1
A = PBP−1

A .

Матриця KBK−1
A має вигляд

KBK−1
A =

∥∥∥∥∥
u11 u12

δ2
(δ2, τ1)u21 u22

∥∥∥∥∥
∥∥∥∥

v11 v12
ε2

(ε2, τ1)v21 v22

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥
l11 l12

(ε2,δ2)
((ε2,δ2), τ1) l21 l22

∥∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

l11 l12
z

(z, tx) l21 l22

∥∥∥∥ = PBP−1
A = ‖sij‖2

1 ,

де z = (ε2, δ2), t = [ε1, δ1]. Таким чином, s21 = z
(z, tx) l21. Мiркуючи анало-

гiчно, як пiд час доведення теореми 5.17, показуємо, що ω1|τ1. Отже, Ω|Υ.
Тодi на пiдставi леми 5.15 матриця M є лiвим дiльником матрицi F. Таким
чином, M є найменшим спiльним правим кратним матриць A та B.

2). Згiдно з лемою 5.12 незалежно вiд вибору матриць PA та PB елемент
s21 дорiвнює нулю. На пiдставi леми 5.12 PA∩PB 6= ∅. Нехай U ∈ PA∩PB.
Це означає, що матрицi A та B можна записати у виглядi

A = U−1EQ−1
A , B = U−1∆Q−1

B .

Розглянемо матрицю

M = U−1

∥∥∥∥
[ε1, δ1] 0

0 0

∥∥∥∥ = U−1Ω.

Оскiльки

M =
(

U−1

∥∥∥∥
ε1 0
0 0

∥∥∥∥Q−1
A

)
·
(

(QA

∥∥∥∥
[ε1,δ1]

ε1 0
0 0

∥∥∥∥
)

=
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=
(

U−1

∥∥∥∥
δ1 0
0 0

∥∥∥∥ Q−1
B

)
·
(

QB

∥∥∥∥∥
[ε1,δ1]

δ1
0

0 0

∥∥∥∥∥

)
,

то M є спiльним правим кратним матриць A та B.

Нехай F = P−1
F ΓQ−1

F – iнше спiльне праве кратне матриць A та B.
Це означає, що вiдповiднi iнварiантнi множники матрицi F є кратнi iнва-
рiантним множникам матриць A та B. Оскiльки другi iнварiантнi множ-
ники цих матриць є нулi, то матриця Γ має вигляд Γ = diag(γ1, 0). Окрiм
того, ε1|γ1 та δ1|γ1. Тому [ε1, δ1]|γ1, тобто γ1 = [ε1, δ1]α. Отже, Ω | Γ. Оскiль-
ки F = AF1, то PA = U = LPF , де L ∈ L(Γ, E) – група оборотних верх-
нiх трикутних матриць. Зауваживши, що L(Γ,E) = L(Γ, Ω), отримуємо, що
U = LPF , де L ∈ L(Γ,Ω), а це на пiдставi леми 5.15 означає, що матриця
M є лiвим дiльником матрицi F. Отже, M є найменшим спiльним правим
кратним матриць A та B. Теорему доведено. 2

Наслiдок 5.7. Якщо матрицi A та B особливi, причому i s21 6= 0, то

M = [A,B]r = 0. 2

Подальшi дослiдження спрямуємо на вивчення найменшого спiльного
правого кратного неособливих матриць з формами Смiта

E = diag(1, . . . , 1, ε), ∆ = diag(1, . . . , 1, δ)

над кiльцями Безу стабiльного рангу 1,5.

Лема 5.16. Нехай A ∼ E, B ∼ ∆. Тодi елемент

((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)

є iнварiантом стосовно вибору перетворювальних матриць PA та PB.

Доведення. Нехай FA та FB – iншi лiвi перетворювальнi матрицi мат-
риць A та B. Тодi iснують такi HA ∈ GE та HB ∈ G∆, що FA = HAPA,
FB = HBPB. Розглянемо добуток матриць

FBF−1
A = HBPB(HAPA)−1 = HBPBP−1

A H−1
A = HBSH−1

A ,

де S = PBP−1
A . Врахувавши структуру матриць HB, H−1

A (теорема 2.6 )
та асоцiативнiсть кiльця Mn(R), доведення цього твердження не викликає
жодних труднощiв. 2

224



5.9. Структура найменших спiльних кратних матриць

Лема 5.17. Нехай

µ =
(ε, δ)

((ε, δ), ωn−1)
, ωn−1 =

(ε, δ)
((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)

.

Тодi µ | (sn1, sn2, . . . , sn.n−1) .

Доведення. Оскiльки

µ = (ε,δ)(
(ε,δ),

(ε,δ)

((ε,δ),sn1,sn2,...,sn.n−1)

) = (ε,δ)((ε,δ),sn1,sn2,...,sn.n−1)
((ε,δ)((ε,δ),sn1,sn2,...,sn.n−1),(ε,δ)) =

= ((ε, δ), (sn1, sn2, . . . , sn.n−1)) ,

то µ |(sn1, sn2, . . . , sn.n−1) . 2

Лема 5.18. Нехай S = ‖sij‖n
1 ∈ GLn(R) i

Ω = diag(1, . . . , 1, ωn−1, ωn),

де ωn−1| ωn. Для того, щоб iснували такi оборотнi матрицi

LA =
∥∥∥∥

∗ ∗
εln1 . . . εln.n−2

ε
(ε,ωn−1) ln.n−1 lnn

∥∥∥∥ , (5.27)

LB =

∥∥∥∥∥
∗ ∗

δpn1 . . . δpn.n−2
δ

(δ,ωn−1)pn.n−1 pnn

∥∥∥∥∥ , (5.28)

що SLA = LB, необхiдно та достатньо, щоб

(ε, δ)
((ε, δ), ωn−1)

| (sn1, . . . , sn.n−1) .

Доведення. Необхiднiсть. Позначимо

ε

(ε, ωn−1)
= a,

δ

(δ, ωn−1)
= b.

Очевидно, що

LA ∈ Gdiag(1, ... , 1, a) = Ga i LB ∈ Gdiag(1, ... , 1, b) = Gb.

Отже,
S = LBL−1

A ∈ GbGa.

Звiдси випливає, що (a, b)| sni, i = 1, . . . , n− 1. На пiдставi властивостi 1.4

(a, b) =
(

ε

(ε, ωn−1)
,

δ

(δ, ωn−1)

)
=

(ε, δ)
((ε, δ), ωn−1)

.
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Таким чином,
(ε, δ)

((ε, δ), ωn−1)
| (sn1, . . . , sn.n−1).

Достатнiсть. Спершу розглянемо випадок, коли матриця S має вигляд

S =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0

sn1 sn2 . . . sn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Нехай (a, b) = α. Тодi iснують такi t1, t2, що

at1 + bt2 = α.

Згiдно з умовою леми α | (sn1, . . . , sn.n−1) . Тому,

(sn1, . . . , sn.n−1) = αβ.

Отже, iснує така оборотна матриця U , що
∥∥ sn1 . . . sn.n−1

∥∥U =
∥∥ 0 . . . 0 αβ

∥∥ .

Тодi

S

∥∥∥∥
U 0

0 . . . 0 −aβt1 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

U 0
0 . . . 0 bβt2 1

∥∥∥∥ .

Що i потрiбно було довести.
Нехай тепер S = ‖sij‖n

1 – довiльна матриця iз GLn(R). З теореми 2.13
випливає, що iснують такi матрицi H1 ∈ G∆ та T ∈ GE, що

H1ST =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
c21 1 0 0
. . . . . . . . .

cn−1.1 . . . cn−1.n−2 1 0
cn1 cn1 cn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

C11 0
C21 1

∥∥∥∥ .

Розглянемо матрицю

H2 =
∥∥∥∥

C−1
11 0
0 1

∥∥∥∥ .

Тодi

H2H1ST =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 1 0

cn1 . . . cn.n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= C.
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Зауважимо, що H2 ∈ G∆, а отже, i H2H1 ∈ G∆. Очевидно, що
α | (cn1, . . . , cn.n−1) . Згiдно зi щойно доведеним iснують така матриця L′A
вигляду (5.27) та L′B вигляду (5.28), що CL′A = L′B. Тобто

HSTL′A = L′B.

Отже,
S(TL′A) = H−1L′B.

На пiдставi властивостi 4.1 матрицi TL′A = LA, H−1L′B = LB знову мають
вигляд (5.27) та (5.28), вiдповiдно. 2

Лема 5.19. Нехай

E = diag(1, . . . , 1, ε), ∆ = diag(1, . . . , 1, δ),

U = ‖uij‖n
1 ∈ GLn(R). Тодi

EU∆ ∼ diag(1, . . . , 1, γn−1, γn). (5.29)

Доведення. Розглянемо добуток

EU∆ =

∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1.n−1 δu1n

. . . . . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n−1 δun−1.n

εun1 . . . εun.n−1 εδunn

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
U11 U12

U21 U22

∥∥∥∥ .

Оскiльки матриця U11 має порядок n− 1 i є пiдматрицею оборотної матрицi
порядку n, то згiдно з твердженням 3.7

U11 ∼ diag(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−2

, u).

Звiдси i випливає еквiвалентнiсть (5.29). 2

Теорема 5.20. Нехай A, B – неособливi n× n матрицi над кiльцем Безу
стабiльного рангу 1, 5, причому

A ∼ diag(1, . . . , 1, ε) = E, B ∼ diag(1, . . . , 1, δ) = ∆,

PBP−1
A = ‖sij‖n

1 , PB ∈ PB, PA ∈ PA. Тодi

[A,B]r = (LAPA)−1Ω = (LBPB)−1Ω,

де
Ω = diag

(
1, . . . 1,

(ε, δ)
((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)

, [ε, δ]
)

,

а матрицi LA та LB належать, вiдповiдно, множинам L(Ω, E), L(Ω, ∆)
та задовольняють рiвнiсть (PBP−1

A )LA = LB.
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Доведення. Вiдразу ж зауважимо, що згiдно з лемою 5.16 елемент

((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1) ,

а отже, i матриця Ω не залежать вiд вибору перетворювальних матриць PA

та PB.
Розглянемо матрицю

∥∥ A B
∥∥ =

∥∥ P−1
A EQ−1

A P−1
B ∆Q−1

B

∥∥ .

Тодi

PB

∥∥ A B
∥∥

∥∥∥∥
QA 0
0 QB

∥∥∥∥ =
∥∥ (PBP−1

A )E ∆
∥∥ .

З теореми 2.13 випливає, що матрицi PB, PA можна вибрати таким чином,
що PBP−1

A буде нижньою унiтрикутною матрицею. Отже,

∥∥ (PBP−1
A )E ∆

∥∥ ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 1 0 0
. . . . . .

∗ 1 0 0 1 0
sn1 . . . sn.n−1 ε 0 . . . 0 δ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∼

∼ diag(1, . . . , 1, ((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)).

Зваживши на теорему 1.10, отримаємо

(A,B)l ∼ diag(1, . . . , 1, ((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)).

На пiдставi теореми 1.20 матрицю [A,B]r можна записати у виглядi

[A,B]r = BUA1, де A = (A,B)lA1, U ∈ GLn(R).

Оскiльки матриця A має однин вiдмiнний вiд одиницi iнварiантний мно-
жник, то її правий дiльник A1 також має аналогiчну кiлькiсть вiдмiнних
вiд одиницi iнварiантних множникiв. Тодi згiдно iз лемою 5.19 [A,B]r має
не бiльше двох вiдмiнних вiд одиницi iнварiантних множникiв:

[A,B]r ∼ diag(1, . . . , 1, ωn−1, ωn).

З теореми 1.18 випливає, що

det A detB = det(A,B)l det[A,B]r.

Тобто

det[A,B]r =
detA det B

det(A,B)l
=

εδ

((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)
= ωn−1ωn.

228



5.9. Структура найменших спiльних кратних матриць

Оскiльки матрицi A, B є лiвими дiльниками матрицi [A,B]r, то їхнi фор-
ми Смiта дiлять матрицю diag(1, . . . , 1, ωn−1, ωn). Отже, [ε, δ]|ωn. З
iншого боку, зi структури матриць множин L(Ω,E), L(Ω, ∆) випливає, що
нiяких iнших обмежень на iнварiантний множник ωn не накладається. Тому
ωn = [ε, δ]. Отже,

ωn−1 =
εδ(ε, δ)

εδ ((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)
=

(ε, δ)
((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)

.

Таким чином,

[A,B]r ∼ diag
(

1, . . . 1,
(ε, δ)

((ε, δ), sn1, sn2, . . . , sn.n−1)
, [ε, δ]

)
= Ω.

На пiдставi властивостi 1.4
(

ε

(ε, ωn−1)
,

δ

(δ, ωn−1)

)
=

(
(ε, δ)

((ε, δ), ωn−1)

)
= µ.

Використавши лему 5.17, отримуємо, що

µ |(sn1, sn2, . . . , sn.n−1) .

Тодi згiдно з лемою 5.18 iснують такi матрицi LA ∈ L(Ω, E), LB ∈ L(Ω, ∆),
що

PBP−1
A LA = LB.

Звiдси випливає, що
L−1

A PAΩ = L−1
B PBΩ = M.

Оскiльки E|Ω та ∆|Ω, то на пiдставi теореми 4.1 матриця M є спiльним
правим кратним матриць A та B.

Нехай N – найменше спiльне праве кратне матриць A та B. Iз щойно
доведеного випливає, що N ∼ Ω. Отже, N = P−1

N ΩQ−1
N . Тодi матриця

M = L−1
A PAΩ = P−1

M Ω

є правим кратним матрицi N : M = NN1. Згiдно з теоремою 4.1 це рiвно-
сильно тому, що PN = LPM , де L ∈ L(Ω, Ω). Зваживши на властивiсть 4.6,
отримуємо

L(Ω, Ω) = GΩ.

Hа пiдставi теореми 4.3 матрицi M та N асоцiйовнi справа. Таким чином,
матриця M є найменшим спiльним правим кратним матриць A та B. Тео-
рему доведено. 2
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Роздiл 6.
Iнварiанти примiтивних
матриць стосовно дiї групи
Зелiска

Пiд час розв’язання деяких факторизацiйних задач виникає необхiднiсть
описувати всi неасоцiйовнi справа матрицi з фiксованою формою Смiта.
Прикладом цього є опис всiх лiвих неасоцiйовних справа дiльникiв матрицi

A(x) =
∥∥∥∥

x3 0
0 x3

∥∥∥∥ ,

якi мають форму Смiта

Φ(x) =
∥∥∥∥

x 0
0 x2

∥∥∥∥ .

Такими будуть усi матрицi з формою Смiта Φ(x), тобто всi матрицi вигляду
P−1(x)Φ(x)Q−1(x), де P (x), Q(x) – оборотнi матрицi. Дiйсно:

A(x) =
(
P−1(x)diag(x, x2)Q−1(x)

) (
Q(x)diag(x2, x)P (x)

)
.

Для встановлення того факту, що матрицi асоцiйовнi справа, тобто вiдрi-
зняються правим оборотним множником, використовують форму Ермiта.
Проте, якщо застосувати цю форму як генератор неасоцiйовних матриць, то
зможемо описати лише неасоцiйовнi матрицi з заданим визначником. Так

{∥∥∥∥
1 0

ax2 + bx + c x3

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
x 0

ax + b x2

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
x2 0
a x

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
x3 0
0 1

∥∥∥∥
}

,

де a, b, c незалежно одне вiд одного пробiгають всi елементи з поля F , є
множиною всiх неасоцiйовних справа полiномiальних матриць другого по-
рядку над кiльцем F [x] iз визначником detΦ(x) = x3. При цьому матрицi з
формою Смiта Φ(x) попадуть у множину

{∥∥∥∥
x 0

ax + b x2

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
x2 0
a x

∥∥∥∥
}

,

де a, b, c ∈ F. Проте, ця множина також мiстить матрицi, якi не мають форми
Смiта Φ(x). Зокрема, такими є матрицi

∥∥∥∥
x 0
1 x2

∥∥∥∥ ,

∥∥∥∥
x2 0
1 x

∥∥∥∥ .
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Уже цей простий приклад свiдчить, що форма Ермiта є "грубим iнстру-
ментом"для розв’язання цiєї "делiкатної"задачi. Тому виникає потреба в по-
будовi такої канонiчної форми матриць стосовно одностороннiх перетворень,
уже сам вигляд якої говорив би про форму Смiта матрицi.

Над кiльцем елементарних дiльникiв R кожна матриця з формою Смiта
Φ має вигляд P−1ΦQ−1, де P, Q ∈ GLn(R). Отже, правими перетвореннями
з групи GLn(R) ця матриця зводиться до вигляду P−1Φ. Оскiльки матриця
Φ є iнварiантом стосовно таких перетворень, то природно будувати необхi-
дну нам форму у виглядi P−1Φ. На пiдставi властивостi 2.2 в якостi матрицi
P може бути вибрана кожна матриця з сумiжного класу GΦP. Тобто запис
матрицi у виглядi P−1Φ не є канонiчним. Отже, поставлена задача рiвно-
сильна пошуку "канонiчних"матриць у класi GΦP . Дослiдження останнiх
двох роздiлiв монографiї присвяченi власне цiй задачi.

6.1. Ф-стрижень стовпця та його властивостi

Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця i Φ = diag (ϕ1, . . . , ϕn) – неособли-

ва d-матриця. Введемо такi позначення:
Pm – матриця, складена з останнiх m рядкiв матрицi P, 1 ≤ m < n,
Pm

i1,...,ik
– матриця, складена з i1, . . . , ik стовпцiв матрицi Pm, 1 ≤ k ≤ n,

1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n,

δm
i1,...,ik

=
〈
Pm

i1,...,ik

〉
, ∆m

i1,...,ik
=

〈
V m

i1,...,ik

〉
,

де V = HP.

Теорема 6.1. Якщо H ∈ GΦ, то
(

δm
i1,...,ik

,
ϕn−m+1

ϕn−m

)
=

(
∆m

i1,...,ik
,
ϕn−m+1

ϕn−m

)
,

m = 1, . . . , n− 1.

Доведення. Нехай m < k ≤ n i µ – довiльний мiнор порядку m матрицi
Pm

i1,...,ik
. Аналогiчно побудований мiнор матрицi V m

i1,...,ik
позначимо через ν.

Правильнiсть нашого твердження, якщо k = m доведено в лемi 2.1. Отже,
(

µ,
ϕs

ϕs−1

)
=

(
ν,

ϕs

ϕs−1

)
.

Звiдси випливає, що
(

δm
i1,...,ik

,
ϕs

ϕs−1

)
=

(
∆m

i1,...,ik
,

ϕs

ϕs−1

)
.
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На завершення розглянемо випадок 1 ≤ k < m. Нехай µ1, . . . , µt – всi
мiнори m-го порядку матрицi Pm, якi мiстять пiдматрицю Pm

i1,...,ik
. Через

ν1, . . . , νt позначимо вiдповiднi мiнори матрицi V m. Тодi, згiдно з доведеним
(

µi,
ϕs

ϕs−1

)
=

(
νi,

ϕs

ϕs−1

)
.

i = 1, . . . , t. На пiдставi твердження 3.4

(µ1, . . . , µt) = δm
i1,...,ik

, (ν1, . . . , νt) = ∆m
i1,...,ik

.

Таким чином, (
δm
i1,...,ik

,
ϕs

ϕs−1

)
=

(
µ1, . . . , µt,

ϕs

ϕs−1

)
=

=
((

µ1,
ϕs

ϕs−1

)
, . . . ,

(
µt,

ϕs

ϕs−1

))
=

=
((

ν1,
ϕs

ϕs−1

)
, . . . ,

(
νt,

ϕs

ϕs−1

))
=

=
(

ν1, . . . , νt,
ϕs

ϕs−1

)
=

(
∆m

i1,...,ik
,

ϕs

ϕs−1

)
.

Теорему доведено. 2

Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв i Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn) – неосо-
блива d-матриця над R. Кожна оборотна матриця складається з примiтив-
них стовпцiв. Тому вивчення дiї групи GΦ на оборотнi матрицi природно
розпочати з вивчення її дiї на примiтивнi стовпцi.

Позначимо Φ1 = In,

Φi = diag
( ϕi

ϕ1
,
ϕi

ϕ2
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
, i = 2, . . . , n.

Нехай a = ‖a1 . . . an‖T – примiтивний стовпець.

Означення 6.1. Φ-стрижнем стовпця а (в позначеннях RΦ(a)) називаєть-
ся стовпець ‖ δ1 . . . δn ‖T , де δi-тi отримуються з еквiвалентностi

Φia =
∥∥∥∥

ϕi

ϕ1
a1 · · · ϕi

ϕi−1
ai−1 ai . . . an

∥∥∥∥
T

∼ ‖δi 0 . . . 0‖T ,

i = 1, . . . , n.

Теорема 6.2. Якщо H ∈ GΦ, то RΦ(a) = RΦ(Ha).
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Доведення. Згiдно з лемою 3.5

ΦiHa
l∼Φia

l∼‖δi 0 . . . 0‖T ,

i = 2, . . . , n. Очевидно також, що

InHa
l∼ Ina

l∼‖1 0 . . . 0‖T .

Отже, RΦ(a) = RΦ(Ha). 2

З цiєї теореми випливає, що Φ-стрижень стовпця а є iнварiантом стосовно
дiї групи GΦ на стовпець а.

Зауваживши, що δi|ai, i = 1, . . . , n, iз теореми 6.2 отримуємо.

Наслiдок 6.1. Якщо RΦ(a) = ‖ δ1 . . . δn ‖T , то стовпець а можна за-
писати так: a = ‖ δ1b1 δ2b2 . . . δnbn ‖T . 2

Оскiльки Ina ∼ ‖ 1 . . . 0 ‖T , то δ1 = 1. Вкажемо взаємозв’язок мiж еле-
ментами Ф-стрижня стовпця а.

Властивiсть 6.1. Виконуються рiвностi

δi =
(

ϕi

ϕi−1
,

ai

δi−1
,

ai+1

δi−1
, · · · ,

an

δi−1

)
δi−1, i = 2, . . . , n.

Доведення. Виконуються рiвностi

δi =
(

ϕi

ϕ1
a1, · · · ,

ϕi

ϕi−1
ai−1, ai, . . . , an

)
=

=
(

ϕi

ϕi−1

(
ϕi−1

ϕ1
a1, · · · ,

ϕi−1

ϕi−2
ai−2

)
, ai−1, ai, . . . , an

)
=

= δi−1


 ϕi

ϕi−1

(
ϕi−1

ϕ1
a1, · · · , ϕi−1

ϕi−2
ai−2

)

δi−1
,
ai−1

δi−1
, . . . ,

an

δi−1


 =

= δi−1

(
ϕi

ϕi−1
,

ai

δi−1
, . . . ,

an

δi−1

)
,

i = 2, . . . , n. 2
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Наслiдок 6.2. Елементи δi, i = 2, . . . , n, Φ-стрижня стовпця а задоволь-
няють умови

1) δ1 | δ2 | . . . | δn,

2) δi
δi−1

| ϕi

ϕi−1
, i = 2, . . . , n. 2

Оскiльки δ1 = 1, то кожний Φ-стрижень є примiтивним стовпцем. Проте,
не кожний примiтивний стовпець буде Φ-стрижнем деякого примiтивного
стовпця. Це буде лише за умов, сформульованих у наступному твердженнi.

Властивiсть 6.2. Стовпець ‖ 1 τ2 . . . τn ‖T є Φ-стрижнем деякого при-
мiтивного стовпця ‖ a1 . . . an ‖T тодi i тiльки тодi, коли виконуються
умови:

1) τi | ϕi

ϕ1
, i = 2, . . . , n;

2) τi
τi−1

| ϕi

ϕi−1
, i = 2, . . . , n.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай

RΦ

(
‖a1 . . . an‖T

)
= ‖1τ2 . . . τn‖T .

Тодi

τi =
(

ϕi

ϕ1
a1, · · · ,

ϕi

ϕi−1
ai−1, ai, . . . , an

)
,

i = 2, . . . , n. Згiдно з властивiстю 1.10

τi =
(

ϕi

ϕ1
,
ϕi

ϕ1
a2, · · · ,

ϕi

ϕi−1
ai−1, ai, . . . , an

)
.

Отже, τi| ϕi
ϕ1

, i = 2, . . . , n.
Умова 2) отримана в наслiдку 6.2.

Достатнiсть. Розглянемо примiтивний стовпець

τ = ‖ 1 τ2 . . . τn ‖T ,

елементи якого задовольняють рiвностi 1) та 2). Покажемо, що Φ-стрижень
цього стовпця збiгається зi самим стовпцем. Нехай

RΦ(τ) = ‖ δ1 . . . δn ‖T .

Тодi

δi =
(

ϕi

ϕ1
τ1,

ϕi

ϕ2
τ2, · · · ,

ϕi

ϕi−1
τi−1, τi, . . . , τn

)
=
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=
(

ϕi

ϕ1
,

ϕi

ϕ2
τ2, · · · ,

ϕi

ϕi−1
τi−1, τi, . . . , τn

)
.

З умови 2) випливає, що τi | τi+1 | . . . | τn. Також згiдно з умовою 1) τi| ϕi

ϕ1
.

Отже, (
ϕi

ϕ1
, τi, τi+1, . . . , τn

)
= τi.

Тобто
δi =

(
ϕi

ϕ2
τ2, · · · ,

ϕi

ϕi−1
τi−1, τi

)
.

Оскiльки τi| ϕi

ϕi−1
τi−1, причому

ϕi

ϕj−1
τj−1 =

(
ϕi

ϕj
τj

)(
ϕjτj−1

ϕj−1τj

)
=

=
(

ϕi

ϕj
τj

) (
ϕj

ϕj−1

/
τj

τj−1

)
,

2 6 j − 1 6 i− 1, то у послiдовностi

ϕi

ϕ2
τ2, · · · ,

ϕi

ϕi−1
τi−1, τi

кожний попереднiй елемент дiлиться на наступний. Отже, δi = τi,
i = 1, . . . , n. Таким чином, RΦ(τ) = τ. 2

Згiдно з наслiдком 6.1 кожний примiтивний стовпець а можна записати
у виглядi

a = ‖ δ1b1 δ2b2 . . . δnbn ‖T ,

де
‖δ1 δ2 . . . δn‖T = RΦ(a).

Оскiльки δi, i = 1, . . . , n є iнварiантами стосовно дiї групи GΦ, то перетво-
реннями з цiєї групи елементи стовпця а щонайбiльше можна замiнити на
δi або ж на нуль. Зведемо примiтивний стовпець а перетвореннями з GΦ до
простiшого вигляду.

Теорема 6.3. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5. Якщо

RΦ(a) = ‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T

– Φ-стрижень примiтивного стовпця a = ‖ a1 a2 . . . an ‖T , то в групi
GΦ iснує така матриця H, що

Ha = ‖ b δ2 . . . δn ‖T , (b, δn) = 1.
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Доведення. Згiдно з теоремою 1.9 iснують такi елементи u1, . . . , un,
що

ϕn

ϕ1
a1u1 + · · ·+ ϕn

ϕn−1
an−1un−1 + anun = δn,

де (
un,

ϕn

ϕ1

)
= 1.

Оскiльки
ϕn

ϕn−1
| ϕn

ϕn−2
| . . . | ϕn

ϕ1
,

то на пiдставi властивостi 1.10
(

ϕn

ϕ1
u1, · · · ,

ϕn

ϕn−1
un−1, un

)
=

(
ϕn

ϕ1
,
ϕn

ϕ2
u2, · · · ,

ϕn

ϕn−1
un−1, un

)
=

=
(

ϕn

ϕ2
u2, · · · ,

ϕn

ϕn−1
un−1,

(
un,

ϕn

ϕ1

))
= 1.

Тодi, згiдно з теоремою 1.1, рядок
∥∥∥∥

ϕn

ϕ1
u1 · · · ϕn

ϕn−1
un−1 un

∥∥∥∥

можна доповнити до оборотної матрицi Hn вигляду

Hn =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 u12 . . . u1.n−1 u1n

0 u22 . . . u2.n−1 u2n

. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 un−1.n−1 un−1.n

ϕn

ϕ1
u1

ϕn

ϕ2
u2 . . . ϕn

ϕn−1
un−1 un

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

яка належатиме групi GΦ. Тодi

Hn ‖ a1 a2 . . . an ‖T = ‖b1 . . . bn−1 δn ‖T .

На пiдставi теореми 6.2 цей стовпець знову ж таки матиме Φ-стрижень
‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T . Це означає, що

Φn−1Hn ‖ a1 a2 . . . an ‖T ∼ ‖ δn−1 0 . . . 0 ‖T .

Отже, iснують такi елементи v1, . . . , vn, що
ϕn−1

ϕ1
b1v1 + · · ·+ ϕn−1

ϕn−2
bn−2vn−2 + bn−1vn−1 + δnvn = δn−1.

Згiдно з теоремою 1.9 цi елементи виберемо так, що

(v1, . . . , vn−1) = 1,
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причому (
vn−1,

ϕn−1

ϕ1

)
= 1.

Як i у попередньому випадку,
(

ϕn−1

ϕ1
v1, · · · ,

ϕn−1

ϕn−2
vn−2, vn−1

)
= 1.

Iз теореми 1.1 випливає, що в групi GΦ iснує матриця Hn−1 з такими двома
останнiми рядками:

∥∥∥∥
ϕn−1

ϕ1
v1 · · · ϕn−1

ϕn−2
vn−2 vn−1 vn

0 · · · 0 0 1

∥∥∥∥ .

Тодi
Hn−1Hn ‖ a1 a2 . . . an ‖T = ‖ c1 . . . cn−2 δn−1 δn ‖T .

Продовжуючи описаний процес, на (n−1)-му кроцi отримаємо таку матрицю
H2 · · ·Hn ∈ GΦ, що

H2 · · ·Hna = ‖ d δ2 . . . δn ‖T .

Якщо (d, δn) = 1, то теорему доведено. Якщо ж ця умова не виконується,
то з примiтивностi стовпця а , а також iз того, що δ2 | δ3 | . . . | δn, випливає
(d, δ2) = 1. Тому i (d, δ2, δn) = 1. Оскiльки δn 6= 0 i кiльце R має стабiльний
ранг 1,5, то iснує такий елемент r, що (d + rδ2, δn) = 1. Тодi в групi GΦ

iснує матриця

H1 =
∥∥∥∥

1 r
0 1

∥∥∥∥⊕ In−2,

для якої
H1 · · ·Hna = Ha = ‖ b δ2 . . . δn ‖T ,

де b = d + rδ2. Теорему доведено. 2

Зауважимо, що в кiльцях елементарних дiльникiв, якi не є кiльцями ста-
бiльного рангу 1,5 теорема 6.3, взагалi кажучи, не виконується.

Приклад 6.1. Нехай

R =
{
a + b1x + b2x

2 + · · · | a ∈ Z, bi ∈ Q, i ∈ N}

i

Φ =
∥∥∥∥

1 0
0 7x

∥∥∥∥ , a =
∥∥∥∥

1
5x

∥∥∥∥ .
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Тодi

RΦ(a) =
∥∥∥∥

1
x

∥∥∥∥ .

Проте в групi GΦ не iснує такої матрицi H, що

Ha =
∥∥∥∥
∗
x

∥∥∥∥ .

Дiйсно, якщо припустити, що в групi GΦ iснує така матриця

H =
∥∥∥∥

h11 h12

7xh21 h22

∥∥∥∥ ,

що

Ha =
∥∥∥∥
∗
x

∥∥∥∥ ,

то
7xh21 + 5xh22 = x.

Тобто
7h21 + 5h22 = 1.

Тодi згiдно з лемою 1.8
∥∥ h21 h22

∥∥ =
∥∥ −2− 5r 3 + 7r

∥∥ ,

де r ∈ R. При цьому елемент r повинен задовольняти умову
∥∥ 7x(−2− 5r) 3 + 7r

∥∥ ∼ ∥∥ 1 0
∥∥ .

Елемент x взаємно простий лише iз одиницями кiльця R, якi мають вигляд

±1 + b1x + b2x
2 + · · · .

Тому
3 + 7r = ±1 + b1x + b2x

2 + · · · .

Тобто
r1 = −4

7
+ c1x + c2x

2 + · · ·

або ж
r2 = −2

7
+ d1x + d2x

2 + · · · ,

якi не є елементами кiльця R. ♦
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Оскiльки жоден з елементiв δi Φ-стрижня стовпця а не дорiвнює нулю,
то не дорiвнюватимуть йому й елементи стовпця

H ‖ a1 . . . an ‖T = ‖ b δ2 . . . δn ‖T .

Однак, якщо, наприклад,

Φ = diag(ϕ1, ϕ2, ϕ3), a =
∥∥∥ 1 ϕ2

ϕ1

ϕ3

ϕ1

∥∥∥
T

,

то RΦ(a) = a. При цьому в групi GΦ iснує така матриця

H =

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
−ϕ2

ϕ1
1 0

0 −ϕ3

ϕ2
1

∥∥∥∥∥∥
,

що
Ha = ‖ 1 0 0 ‖T .

Тому постає питання пошуку умов, за яких елементи стовпця a перетворе-
ннями з групи GΦ можна замiнити на нуль.

Теорема 6.4. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5 i

RΦ(a) = ‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T .

Для того, щоб у групi GΦ iснувала така матриця K, що

Ka = ‖ b δ2 . . . δk 0 . . . 0 ‖T , 1 ≤ k < n,

(якщо k = 1, то b = 1 ), необхiдно та достатньо, щоб

RΦ(a) =
∥∥∥∥ δ1 . . . δk−1 δk

ϕk+1

ϕk
δk

ϕk+2

ϕk
δk . . .

ϕn

ϕk
δk

∥∥∥∥
T

.

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки перетворення з групи GΦ не змi-
нюють Φ-стрижня стовпця, то

RΦ

(
‖ b δ2 . . . δk 0 . . . 0 ‖T

)
= ‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T .

Iз властивостi 6.1 випливає, що

δi

δi−1
=

(
ϕi

ϕi−1
, 0, . . . , 0

)
=

ϕi

ϕi−1
,

i = k + 1, k + 2, . . . , n. Отже,

δk+1 =
ϕk+1

ϕk
δk,
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δk+2 =
ϕk+2

ϕk+1

ϕk+1

ϕk
δk =

ϕk+2

ϕk
δk,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

δn =
ϕn

ϕn−1

ϕn−1

ϕn−2
· · · ϕk+1

ϕk
δk =

ϕn

ϕk
δk.

Достатнiсть. Нехай k > 1. На пiдставi теореми 6.3, без обмеження за-
гальностi, можемо вважати, що

a =
∥∥∥∥ b δ2 . . . δk

ϕk+1

ϕk
δk

ϕk+2

ϕk
δk . . .

ϕn

ϕk
δk

∥∥∥∥
T

,

де (
b,

ϕn

ϕk
δk

)
= 1.

Тодi 
Ik−1 ⊕

∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0
−ϕk+1

ϕk
1
. . . . . .

0 − ϕn

ϕn−1
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥




︸ ︷︷ ︸
K

a =

= ‖ b δ2 . . . δk 0 . . . 0 ‖T ,

де K ∈ GΦ.
Нехай k = 1. Тодi

RΦ(a) =
∥∥∥∥ 1

ϕ2

ϕ1

ϕ3

ϕ1
· · · ϕn

ϕ1

∥∥∥∥
T

.

Згiдно з теоремою 6.3 у групi GΦ iснує така матриця K1, що

K1a =
∥∥∥∥ b

ϕ2

ϕ1

ϕ3

ϕ1
· · · ϕn

ϕ1

∥∥∥∥
T

.

де (
b,

ϕn

ϕ1

)
= 1.

З цiєї рiвностi випливає, що
(

b,
ϕ2

ϕ1

)
= 1.

У кiльцi R iснують такi u та v, що

bu +
ϕ2

ϕ1
v = 1.
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Тодi ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

u v 0 . . . 0
−ϕ2

ϕ1
b 0 . . . 0

0 −ϕ3

ϕ1
1 0
. . . . . .

0 0 − ϕn

ϕn−1
1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

K1a = ‖ 1 0 . . . 0 ‖T .

Теорему доведено. 2

Нехай тепер δk – перший знизу елемент матрицi Ka iз теореми 6.4, для
якого не виконується умова

δk

δk−1
=

ϕk

ϕk−1
.

Це означає, що елемент δk не можна замiнити на нуль перетвореннями з
групи GΦ. Однак за певних умов iншi елементи цього стовпця можна. Нехай
δt, 2 6 t < k, – перший знизу елемент матрицi Ka, який задовольняє умову

(
ϕt

ϕt−1

/
δt

δt−1
,
δt+1

δt

)
= 1.

Теорема 6.5. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5 i

Ka = ‖ b δ2 . . . δk 0 . . . 0 ‖T

– примiтивний стовпець, причому

RΦ(Ka) = ‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T .

Для того, щоб у групi GΦ iснувала така матриця L, що

LKa = ‖ b δ2 . . . δs−1 0 . . . 0 δt+1 δt+2 . . . δk 0 . . . 0 ‖T , (6.1)

2 6 t < k, необхiдно та достатньо, щоб виконувались умови
(

ϕi

ϕi−1

/
δi

δi−1
,
δt+1

δi

)
= 1, (6.2)

i = t, t− 1, . . . , s.

Доведення. Необхiднiсть. Оскiльки

RΦ(Ka) = RΦ(LKa),
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то
δi

δi−1
=

(
ϕi

ϕi
,

δt+1

δi−1
,

δt+2

δi−1
, . . . ,

δk

δi−1

)
=

(
ϕi

ϕi−1
,

δt+1

δi−1

)
,

i = t, t− 1, . . . , s. Тобто
(

ϕi

ϕi−1

/
δi

δi−1
,
δt+1

δi

)
= 1, i = t, t− 1, . . . , s.

Достатнiсть. У кiльцi R iснують такi елементи ut , vt, що

ut
ϕt

ϕt−1

/
δt

δt−1
+ vt

δt+1

δt
= 1.

Розглянемо матрицю

Lt = It−2 ⊕
∥∥∥∥∥∥

1 0 0
ϕt

ϕt−1
ut −1 vt

0 0 1

∥∥∥∥∥∥
⊕ In−t−1 ∈ GΦ.

Тодi на позицiї t у стовпцi LtKa стоятиме елемент

ut
ϕt

ϕt−1
δt−1 − δt + vtδt+1 = δt

(
ut

ϕt

ϕt−1

/
δt

δt−1
+ vt

δt+1

δt
− 1

)
= 0.

Отже,
LtKa = ‖b δ2 . . . δt−1 0 δt+1 δt+2 . . . δk . . . 0‖T .

Знову ж таки в кiльцi R iснують такi елементи ut−1, vt−1, що

ut−1
ϕt−1

ϕt−2

/
δt−1

δt−2
+ vt−1

δt+1

δt−1
= 1.

Розглянемо матрицю

Lt−1 = It−3 ⊕

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
ϕt−1

ϕt−2
ut−1 −1 0 vt−1

0 0 1 0
0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
⊕ In−t−1 ∈ GΦ.

Тодi

Lt−1LtKa = ‖b δ2 . . . δt−2 0 0 δt+1 δt+2 . . . δk 0 . . . 0‖T .

Продовжуючи процес, перетвореннями з групи GΦ зведемо стовпець а до
вигляду (6.1).
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Окремо, через його специфiку, слiд розглянути випадок, коли s = 2. На
пiдставi попереднiх мiркувань у групi GΦ iснує така матриця L, що

LKa = ‖b δ2 0 0 δt+1 δt+2 . . . δk 0 . . . 0‖T ,

причому виконується умова
(

ϕ2

ϕ1

/
δ2

δ1
,
δt+1

δ2

)
= 1.

Оскiльки (b, δn) = 1, то i (
b,

δt+1

δ2

)
= 1.

Отже, (
b
ϕ2

ϕ1

/
δ2

δ1
,
δt+1

δ2

)
= 1.

Це означає, що в кiльцi R iснують такi елементи u2, v2, що

u2b
ϕ2

ϕ1

/
δ2

δ1
+ v2

δt+1

δ2
= 1.

Тодi матриця

L2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 · · · 0 0
ϕ2

ϕ1
u2b −1 0 · · · 0 v2

0 0 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 1 0
0 0 0 · · · 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

⊕ In−t−1 ∈ GΦ

задовольнятиме рiвнiсть

L2LKa = LKa = ‖b 0 0 δt+1 δt+2 . . . δk 0 . . . 0‖T ,

що i потрiбно довести. 2

Якщо елемент δs−1 матрицi LKa iз теореми 6.5 не задовольняє умову
(6.2), то, розглядаючи елементи, якi стоять над δs−1, знову шукаємо такий
елемент δl, для якого (

ϕl

ϕl−1

/
δl

δl−1
,
δl+1

δl

)
= 1,

i повторюємо мiркування теореми 6.5. Розглянувши так всi елементи мат-
рицi a, врештi-решт залишимо їх без змiн, або ж замiнимо на нуль.

Пiдсумуємо отриманi результати, попередньо ввiвши ряд позначень.
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Нехай k, k − 1, . . . , l – спадна послiдовнiсть натуральних чисел, яку по-
значимо через (k, . . . , l). При цьому (k, . . . , k) позначатиме одноелементну, а
(, . . . , ) порожню послiдовнiсть.

Поставимо у вiдповiднiсть кожному Φ-стрижню ‖δ1δ2 . . . δn‖T

ряд послiдовностей

(i1, . . . , j1), (i2, . . . , j2), · · · , (ip, . . . , jp),

n > i1 > j1 > i2 > j2 > · · · > ip > jp > 2,

за таким правилом.
1а) Якщо

δs

δs−1
=

ϕs

ϕs−1
, (6.3)

s = n, n−1, . . . , q, а при s = q−1 умова (6.3) не виконується, то (i1, . . . , j1) =
(n, . . . , q).

1в) Якщо умова (6.3) не виконується вже при s = n, то (i1, . . . , j1) =
(, . . . , ).

2) У спаднiй послiдовностi j1− 2, j1− 3, . . . , 2 (якщо (i1, . . . , j1) = (, . . . , ),
покладаємо j1 = n + 1) знаходимо перший елемент t, для якого

(
ϕt

ϕt−1

/
δt

δt−1
,
δt+1

δt

)
= 1,

i покладаємо i2 = t. Нехай
(

ϕr

ϕr−1

/
δr

δr−1
,
δt+1

δr

)
= 1, (6.4)

r = t, t − 1, . . . , l, причому при r = l − 1 умова (6.4) не виконується. Тодi
j2 = l.

3) Всi iншi пари (iµ, . . . , jµ) задають за аналогiєю з парою
(i2, . . . , j2), i лише тодi розглядають числовi послiдовностi jµ−1 − 2, jµ−1 −
3, . . . , 2.

Теорема 6.6. Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1, 5 i a – примi-
тивний стовпець з Φ-стрижнем ‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T . Нехай

(i1, . . . , j1), (i2, . . . , j2), · · · , (ip, . . . , jp)

– набiр числових послiдовностей, що вiдповiдають Φ-стрижню
‖ δ1 δ2 . . . δn ‖T . Тодi в групi GΦ iснує така матриця H, що

H ‖ a1 . . . an ‖T = ‖ b λ2 . . . λn ‖T ,

де (b, δn) = 1, а
λi = 0, якщо i належить якiйсь з числових послiдовностей,
λi = δi у всiх iнших випадках. 2
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6.2. Ф-скелет матриць та його властивостi

Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв i Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn) – неосо-
блива d-матриця над R. Нагадаємо, що через Φi позначається матриця

diag
( ϕi

ϕ1
,
ϕi

ϕ2
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
= Φi, i = 2, . . . , n,

причому Φ1 = In. Нехай P ∈ GLn(R) i

ΦiP
l∼

∥∥∥∥∥∥∥∥

σi1 0 . . . 0
di

21 σi2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
di

n1 . . . di
n,n−1 σin

∥∥∥∥∥∥∥∥
= triang (σi1, . . . , σin)

– лiвi форми Ермiта матриць ΦiP , i = 1, . . . , n.

Означення 6.2. Φ-скелетом матрицi P називається матриця
SΦ(P ) = ‖σij ‖n

1 .

Теорема 6.7. Якщо H ∈ GΦ, то SΦ(P ) = SΦ(HP ).

Доведення. Згiдно з лемою 3.5 ΦiP
l∼ ΦiHP, i = 2, . . . , n. Тобто лiвi

форми Ермiта матриць ΦiP та ΦiHP збiгаються, i = 2, . . . , n. Зауваживши,
що формою Ермiта матриць Φ1P = InP та Φ1HP = InHP є одинична
матриця, переконуємося у правильностi нашої теореми. 2

Наслiдок 6.3. Якщо матрицi A = P−1
A EQ−1

A , B = P−1
B ΦQ−1

B асоцiйовнi
справа, то SΦ(PA) = SΦ(PB).

Доведення. Згiдно з теоремою 4.3 матрицi A i B асоцiйовнi справа тодi
i тiльки тодi, коли PB = HPA, де H ∈ GΦ. Тодi на пiдставi теореми 6.7
SΦ(PA) = SΦ(PB). 2

Дослiдимо властивостi Φ-скелета матрицi. Позначимо

Φk = diag
(
ϕ, . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸

k

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
n−k

)
, ϕ 6= 0, k = 1, . . . , n− 1.
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Лема 6.1. Якщо P ∈ GLn(R) i

ΦkP
l∼ triang (αk1, . . . , αkn), (6.5)

то виконуються такi умови:

1) ϕk−1|αk i1 . . . αk in−1 для всiх 1 6 i1 < . . . < in−1 6 n, k = 1, . . . , n− 1;

2) αk1 . . . αkn = ϕkek, де ek ∈ U(R), k = 1, . . . , n− 1;

3) αki|ϕ, k = 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n.

Доведення. Формою Смiта матрицi ΦkP є матриця

diag
(
1, . . . , 1, ϕ, . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸

k

)
.

Тому
〈
ΦkP

〉
n−1

= ϕk−1. Оскiльки матрицi ΦkP, triang (αk1, . . . , αkn) ма-
ють однаковi форми Смiта, то кожний мiнор (n − 1)-го порядку матрицi
triang (αk1, . . . , αkn) також дiлиться на ϕk−1. Зокрема,

ϕk−1|

∣∣∣∣∣∣∣

αk i1 0 0

∗ . . . 0
∗ ∗ αk in−1

∣∣∣∣∣∣∣
= αk i1 . . . αk in−1 ,

1 6 i1 < . . . < in−1 6 n.
З еквiвалентностi (6.5) випливає, що

detΦkP = αk1 . . . αknεk,

де εk ∈ U(R). З iншого боку,

detΦkP = ϕk det P = ϕke,

де e = det V ∈ U(R). Отже,

αk1 . . . αkn = ϕke ε−1
k = ϕkek,

де ek = eε−1
k ∈ U(R). З цiєї рiвностi отримуємо

αki =
ϕk

αk1 . . . αk,i−1αk,i+1 . . . αkne−1
k

.

Оскiльки
ϕk−1 |αk1 . . . αk,i−1αk,i+1 . . . αkn,

то
αk1 . . . αk,i−1αk,i+1 . . . αkn = ϕk−1si.
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Таким чином,

αki =
ϕk

ϕk−1sie
−1
k

=
ϕ

sie
−1
k

.

Тобто αki|ϕ, k = 1, . . . , n− 1, i = 1, . . . , n. 2

Теорема 6.8. Якщо ‖σij ‖n
1 – Φ-скелет матрицi P i

∆ij =
σij

σi−1,j
,

то виконуються такi умови:

1)
(

ϕi
ϕi−1

)i−2
| ∆ij1 · · ·∆ijn−1 ,

для всiх 1 6 j1 < · · · < jn−1 6 n, i = 2, . . . , n,

2) ∆i1 . . .∆in =
(

ϕi

ϕi−1

)i−1
ei, ei ∈ U(R), i = 2, . . . , n,

3) ∆ij

∣∣∣ ϕi

ϕi−1
, i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n,

4)

(
ϕi−1

ϕi−2
, σi.i−1···σin(

σi.i−1...σin,
ϕi

ϕi−1

)
)
|σi−1.i−1 . . . σi−1.n, i = 3, . . . , n,

5)
n∏

j=1
σij = ϕi

ϕ1
· · · ϕi

ϕi−1
ei, ei ∈ U(R), i = 2, . . . , n,

6) σ11 = · · · = σ1n = 1.

Доведення. Запишемо матрицю Φi, 1 < i 6 n, у виглядi

Φi = diag
( ϕi

ϕi−1
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
×

×diag
(ϕi−1

ϕ1
, · · · ,

ϕi−1

ϕi−2
, 1, . . . , 1

)
= ΦiΦi−1.

Згiдно з означенням Φ-скелета iснує така оборотна матриця Ui−1, що

Ui−1Φi−1P = triang (σi−1,1, . . . , σi−1,n) = Di−1.

Отже,
ΦiP = Φi Φi−1P = (ΦiU −1

i−1)(Ui−1Φi−1P ) = Φi U −1
i−1Di−1.
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Нехай triang (αi1, . . . , αin) – лiва форма Ермiта матрицi Φi U −1
i−1. Тодi

в групi GLn(R) знайдеться матриця S, для якої

SΦiU −1
i−1 = triang (αi1, . . . , αin).

Таким чином,

SΦiP = triang (αi1, . . . , αin)Di−1 = triang (αi1σi−1.1, . . . , αinσi−1.n).

З iншого боку, ΦiP
l∼ triang (σi1, . . . , σin). Тому

triang (σi1, . . . , σin)
l∼ triang (αi1σi−1.1, . . . , αinσi−1.n).

Звiдси випливає, що σij та αijσi−1,j є асоцiйовними елементами кiльця R.
Тодi

αij =
σij

σi−1,j
eij = ∆ijeij , eij ∈ U(R),

i першi три умови теореми випливають iз леми 6.1.
Позначимо через Ui−1 матрицю, яка складається з останнiх n−i+2 стов-

пцiв матрицi P , а через Pi−1 – пiдматрицю порядку n− i + 2, яка мiститься
у правому нижньому кутi матрицi P, 3 6 i 6 n. Iз означення Φ-скелета
матрицi P випливає, що σi.i−1 . . . σin = 〈ΦiUi−1〉n−1 . Оскiльки ϕi

ϕi−1
det Vi−1 є

одним iз таких мiнорiв, то

σi.i−1 . . . σin| ϕi

ϕi−1
det Pi−1.

Отже,
σi.i−1 . . . σin(

σi.i−1 . . . σin, ϕi
ϕi−1

) |detPi−1. (6.6)

Оскiльки
Φi−1 = diag

(ϕi−1

ϕi−2
, . . . ,

ϕi−1

ϕi−2
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+2

)
Φi−2,

то всi мiнори максимального порядку матрицi Φi−1Ui−1, за винятком detPi−1,
кратнi ϕi−1

ϕi−2
. Використавши умову (6.6), отримаємо, що

δi−1 =




ϕi−1

ϕi−2
,

σi,i−1 . . . σin(
σi,i−1 . . . σin, ϕi

ϕi−1

)




дiлить detPi−1. Отже, δi−1 є дiльником σi−1,i−1 . . . σi−1,n – н.с.д. мiнорiв ма-
ксимального порядку матрицi Φi−1Ui−1.

Рiвнiсть 5) безпосередньо випливає з означення Φ-скелета матрицi A.
Матриця Φ1V = I V = V оборотна, а отже, має своєю формою Ермiта

одиничну матрицю I. Тому σ11 = . . . = σ1n = 1. Теорему доведено. 2
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Роздiл 7.
Одностороння еквiвалентнiсть
матриць

У цьому роздiлi для деяких класiв матриць побудовано канонiчну форму
вигляду P−1Φ стосовно одностороннiх перетворень iз GLn(R).

7.1. Неасоцiйовнi матрицi зi стандартними
Ф-скелетами

Нехай R – кiльце елементарних дiльникiв. Наступна теорема показує, як
змiнюються елементи оборотної матрицi при перетвореннях iз групи GΦ.

Нехай P = ‖pij‖n
1 . Позначимо

Pj =

∥∥∥∥∥∥

p1j p1.j+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . .
pnj pn.j+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥
,

j = 2, . . . , n. Нагадаємо, що через Φi позначається матриця

Φi = diag
( ϕi

ϕ1
,
ϕi

ϕ2
, · · · ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i+1

)
, i = 2, . . . , n.

Теорема 7.1. Нехай P – оборотна матриця та ‖σij ‖n
1 – її Φ-скелет. Для

того, щоб рiвняння

xΦiPj =
∥∥ aij pi.j+1 . . . pin

∥∥ (7.1)

мало розв’язок, необхiдно та достатньо, щоб

pij ≡ aij(modσij), i = 2, . . . , n, j = 1, . . . , n.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай Γi
j = diag(γi

1, γ
i
2, . . . , γ

i
n−j+1) – форма

Смiта матрицi ΦiPj . Iз означення Φ-скелета випливає, що

ΦiPj
l∼ triang(σij , σi.j+1, . . . , σin).
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Тобто σijσi.j+1 · · ·σin = 〈ΦiPj〉 . З iншого боку, також γi
1γ

i
2 · · · γi

n−j+1 = 〈ΦiPj〉 .
Отже,

γi
1γ

i
2 · · · γi

n−j+1 = σijσi.j+1 · · ·σin. (7.2)

Розширеною матрицею рiвняння (7.1) є матриця
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕi

ϕ1
p1j

ϕi

ϕ1
p1.j+1 . . . ϕi

ϕ1
p1n

. . . . . . . . . . . .
ϕi

ϕi−1
pi−1.j

ϕi

ϕi−1
pi−1.j+1 . . . ϕi

ϕi−1
pi−1.n

pij pi.j+1 . . . pin

. . . . . . . . . . . .
pnj pn.j+1 . . . pnn

aij pi.j+1 . . . pin

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Вiднiмемо вiд останнього рядка цiєї матрицi її i-ий рядок:
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ϕi

ϕ1
p1j

ϕi

ϕ1
p1.j+1 . . . ϕi

ϕ1
p1n

. . . . . . . . . . . .
ϕi

ϕi−1
pi−1.j

ϕi

ϕi−1
pi−1.j+1 . . . ϕi

ϕi−1
pi−1.n

pij pi.j+1 . . . pin

. . . . . . . . . . . .
pnj pn.j+1 . . . pnn

aij − pij 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

∗ ΦiPj+1

aij − pij 0

∥∥∥∥ .

З означення Φ-скелета виплаває, що для матрицi ΦiPj+1 знайдеться така
оборотна матриця Vi.j+1, що

Vi.j+1ΦiPj+1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0
σi.j+1 0 0
∗ σi.j+1 0

. . .
∗ ∗ σin

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Тодi

(Vi.j+1 ⊕ 1)
∥∥∥∥

∗ ΦiPj+1

aij − pij 0

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗

0 0 0
σi.j+1 0 0
∗ σi.j+1 0

. . .
∗ ∗ σin

aij − pij 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= Lij .
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Очевидно, що розширена матриця i матриця Lij є асоцiйовними злiва. Згi-
дно з теоремою 2 з працi [57] с. 218, яка залишається правильною i в кiльцi
R, рiвняння (7.1) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли iнварiантнi множни-
ки розширеної матрицi асоцiйовнi до вiдповiдних iнварiантних множникiв
матрицi Γi

j . Звiдси випливає, що

〈Lij〉 = γi
1γ

i
2 · · · γi

n−j+1.

Скориставшись рiвнiстю (7.2), отримуємо

〈Lij〉 = σijσi,j+1 · · ·σin.

Отже, σijσi.j+1 · · ·σin є дiльником всiх мiнорiв максимального порядку мат-
рицi Lij . Зокрема,

σijσi.j+1 · · ·σin|(aij − pij)σi.j+1 · · ·σin.

Тобто σij |(aij − pij).

Достатнiсть. Нехай aij = pij + rσij . Згiдно з означенням Φ-скелета

Vi diag
( ϕi

ϕ1
, . . . ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1

)
P = triang(σi1, σi2, . . . , σin),

де Vi ∈ GLn(R). Нехай
∥∥ vi

j1 vi
j2 . . . vi

jn

∥∥ – j-ий рядок матрицi Vi. Тодi
виконуються такi рiвностi:

∥∥ r 1
∥∥

∥∥∥∥
vi
j1 . . . vi

j.i−1 vi
ji vi

j.i+1 . . . vi
jn

0 . . . 0 1 0 . . . 0

∥∥∥∥ ΦiPj =

=
∥∥ r 1

∥∥
∥∥∥∥

σij 0 . . . 0
pij pi.j+1 . . . pin

∥∥∥∥ =
∥∥ pij + rσij pi.j+1 . . . pin

∥∥ .

Це означає, що рядок

∥∥ r 1
∥∥

∥∥∥∥
vi
j1 . . . vi

j.i−1 vi
ji vi

j.i+1 . . . vi
jn

0 . . . 0 1 0 . . . 0

∥∥∥∥ =

=
∥∥ rvi

j1 . . . rvi
j.i−1 rvi

ji + 1 rvi
j.i+1 . . . rvi

jn

∥∥

i є шуканим розв’язком нашого рiвняння. Теорему доведено. 2

Нехай B – неособлива матриця з формою Смiта Φ = diag(ϕ1, . . . , ϕn),
яку запишемо у виглядi B = P−1ΦQ−1. I нехай у множинi PB її лiвих
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перетворювальних матриць є нижня унiтрикутна матриця P0. Тодi легко
переконатись, що

SΦ(P0) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 . . . 1 1
ϕ2

ϕ1
1 . . . 1 1

. . . . . . . . . . . . . . .
ϕn

ϕ1

ϕn

ϕ2
. . . ϕn

ϕn−1
1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= F (Φ).

Згiдно з теоремою 6.7 всi перетворювальнi матрицi iз PB мають Φ-скелет
F (Φ). Тому не виникне жодної плутанини, якщо ототожнимо Φ-скелет мат-
рицi P зi Φ-скелетом матрицi B. Тобто SΦ(B) = SΦ(P ), де P ∈ PB.

Позначимо через T(Φ) множину нижнiх унiтрикутних матриць вигляду
∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0
t21 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
tn1 tn2 . . . tn,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де tij ∈ K
(

ϕi
ϕj

)
, i > j. Розглянемо Sn – симетричну групу степеня n, а

також групу матриць перестановок. Зiставимо перестановцi

τ =
(

1 . . . n
i1 . . . in

)

матрицю E(τ) = ‖δkj ‖n
1 , де

δkj =
{

1, j = ik,
0, j 6= ik,

k = 1, . . . , n. Як вiдомо, таке вiдображення є iзоморфiзмом груп, за якого

E(σ)E(τ) = E(τσ).

Говоритимемо, що матриця B має стандартний Φ -скелет, якщо

SΦ(B) = F (Φ)E(τ), τ ∈ Sn.

Теорема 7.2. Множина T(Φ) складається з представникiв рiзних лiвих
класiв сумiжностi групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ.

Доведення. Розглянемо матрицю Ψ = ϕnIn. Тодi V(Ψ,Φ) = T(Φ). Згi-
дно з теоремою 5.6 ця множина складається з представникiв рiзних лiвих
класiв сумiжностi групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ. 2

Iз теорем 7.2 та 5.6 випливає, що множина T−1(Φ)Φ складається з не-
асоцiйовних справа матриць, якi мають Φ-скелет F (Φ). Щоб показати, що
правильним є i обернене твердження, встановимо ряд допомiжних фактiв.
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Лема 7.1. Якщо SΦ(P ) = ‖σij ‖n
1 , причому σnk = 1, 1 6 k 6 n, то в групi

GΦ iснує така матриця H, що матриця HP своїм k-им стовпцем має
стовпець ‖ 0 . . . 0 1‖T .

Доведення. Нехай P = ‖ pij ‖n
1 i

Φn ‖ p1k . . . pnk ‖T =

= diag
(

ϕn

ϕ1
, . . . ,

ϕn

ϕn−1
, 1

)
‖ p1k . . . pnk ‖T l∼ ‖α 0 . . . 0 ‖T .

Iз означення Φ-скелета випливає, що

Φn

∥∥∥∥∥∥

p1.k+1 . . . p1n

. . . . . . . . .
pn.k+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥
= ΦnPk+1

l∼ triang (σn.k+1, . . . , σnn).

Це означає, що σn.k+1 . . . σnn| 〈ΦnPk+1〉 . Оскiльки α|
〈
Φn ‖ p1k . . . pnk ‖T

〉
,

то

ασn.k+1 . . . σnn| £
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

Φn

∥∥∥∥∥∥

p1k p1,k+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . .
pnk pn,k+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥
B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

= ΦnPk .

Зауваживши, що

〈ΦnPk〉 = σnkσn.k+1 . . . σnn = σn.k+1 . . . σnn,

отримуємо
ασn.k+1 . . . σnn|σn.k+1 . . . σnn.

Тобто α ∈ U(R). Оскiльки α є н.с.д. елементiв стовпця Φn ‖ p1k . . . pnk ‖T i
вибирається з точнiстю до асоцiйовностi, то α = 1. Тодi на пiдставi леми 5.4
у групi GΦ iснує така матриця H, що

H ‖ p1k . . . pnk ‖T = ‖ 0 . . . 0 1 ‖T . 2

Лема 7.2. Нехай C – ((n− 1)× k) матриця, (n− 1) > k, причому

C
l∼ triang (γ1, γ2, . . . , γk),

де γ1γ2, . . . γk 6= 0. Тодi, якщо
〈

C
a1 a2 . . . ak

〉
= γ1γ2 . . . γk,

ai ∈ R, i = 1, . . . , k, то
∥∥∥∥

C
a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥
l∼ triang (γ1, γ2, . . . , γk).
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Доведення. У групi GLn−1(R) знайдеться така матриця V , що

V C = triang (γ1, γ2, . . . , γk) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
∗ γ2 0

. . .
∗ ∗ γk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Тодi

(V ⊕ I1 )
∥∥∥∥

C
a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
∗ γ2 0

. . .
∗ ∗ γk

a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

У цiй матрицi є мiнор максимального порядку γ1γ2 . . . γk−1ak. Згiдно з умо-
вою γ1γ2 . . . γk| γ1γ2 . . . γk−1ak. Звiдси випливає, що ak = γka

′
k. Отже, вико-

нується рiвнiсть

∥∥∥∥
In−1 0

0 . . . 0 −a′k 1

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
∗ γ2 0

. . .
∗ ∗ γk

a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0

. . .
∗ γk−1 0
∗ ∗ γk

b1 . . . bk−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

l∼ triang (γ1, γ2, . . . , γk).

У цiй матрицi є мiнор γ1 . . . γk−2 bk−1γk, який дiлиться на γ1 . . . γk. Тому

bk−1 = γk−1b
′
k−1

i

∥∥∥∥
In−1 0

0 . . . 0 −b′k−1 0 1

∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0

. . .
∗ γk−1 0
∗ ∗ γk

b1 . . . bk−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
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=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 0 0
γ1 0 0 0

. . .
∗ γk−2 0 0
∗ ∗ γk−1 0
∗ ∗ ∗ γk

c1 . . . ck−2 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Продовжуючи описаний процес, на k-му кроцi знайдемо таку оборотну мат-
рицю L, що

L

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
∗ γ2 0

. . .
∗ ∗ γk

a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0
γ1 0 . . . 0
∗ γ2 0

. . .
∗ ∗ γk

0 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

I для завершення доведення залишається лише зауважити, що ця матриця
еквiвалентна злiва до матрицi

∥∥∥∥
C

a1 a2 . . . ak

∥∥∥∥ .

Лему доведено. 2

Позначимо через b̄s стовпчик висоти n− 1 вигляду

b̄s =

∥∥∥∥∥ 0 . . . 0 1︸ ︷︷ ︸
s

∗ . . . ∗
∥∥∥∥∥

T

,

1 6 s 6 n− 1. Розглянемо матрицю

B =
∥∥ bj1 . . . bjk

∥∥ ,

1 6 j1, . . . , jk 6 n− 1, де jl 6= jt при l 6= t.

Лема 7.3. Якщо

diag
(

ϕn

ϕ1
, . . . ,

ϕn

ϕn−1

)
B

l∼ triang
(

ϕn

ϕj1

, . . . ,
ϕn

ϕjk

)
,

причому

Φn

∥∥∥∥
B

a1 . . . ak

∥∥∥∥
l∼ triang

(
ϕn

ϕj1

, . . . ,
ϕn

ϕjk

)
,
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ai ∈ R, i = 1, . . . , k, то в групi GΦ iснує така матриця H, що

H

∥∥∥∥
B

a1 . . . ak

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

B
0

∥∥∥∥ . (7.3)

Доведення. Нехай js – найменший серед iндексiв j1, . . . , jk. Мiркуючи
аналогiчно, як пiд час доведення леми 7.2, отримуємо, що

as =
ϕn

ϕjs

a′s.

Тодi матриця

Hs =

∥∥∥∥∥
In−1 0

0 . . . 0 − ϕn

ϕjs
a′s 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥ ,

в якiй елемент − ϕn

ϕjs
a′s знаходиться на позицiї (n, js), належатиме групi GΦ

i задовольнятиме умову

Hs

∥∥∥∥
bjs

as

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

bjs

0

∥∥∥∥ .

Iз множини iндексiв, якi залишилися, знову вибираємо найменший, а саме
jt. Тодi, якщо

Hs

∥∥∥∥
bjt

at

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

bjt

bt

∥∥∥∥ ,

то показуємо, що
bt =

ϕn

ϕjt

b′t

i будуємо матрицю

Ht =

∥∥∥∥∥
In−1 0

0 . . . 0 − ϕn

ϕjt
b′t 0 . . . 1

∥∥∥∥∥ ,

в якiй елемент − ϕn

ϕjt
b′t знаходиться на позицiї (n, jt). Тодi

Ht

∥∥∥∥
bjt

bt

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

bjt

0

∥∥∥∥ .

Оскiльки jt < js, то jt-ий рядок матрицi
∥∥∥∥

bjt bjs

bt 0

∥∥∥∥
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має вигляд ‖ 1 0 ‖. Отже,

HtHs

∥∥∥∥
bjt bjs

at as

∥∥∥∥ = Ht

∥∥∥∥
bjt bjs

bt 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

bjt bjs

0 0

∥∥∥∥ ,

причому HtHs ∈ GΦ. Продовживши далi такi перетворення над матрицею
∥∥∥∥

B
a1 . . . ak

∥∥∥∥ ,

на k-му кроцi отримаємо матрицю H iз GΦ, яка задовольнятиме рiвнiсть
(7.3). Лему доведено. 2

Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця i SΦ(P ) = ‖σij‖n

1 – її Φ-скелет.
Викреслимо в матрицях P та SΦ(P ) n-й рядок та r-й стовпець. Отриманi
матрицi позначимо, вiдповiдно, через Pnr та SΦ(P )nr.

Лема 7.4. Якщо

‖ p1r . . . pnr ‖T = ‖ 0 . . . 0 1 ‖T ,

1 6 r 6 n, i σ1r = . . . = σnr = 1, то

Sdiag (ϕ1,...,ϕn−1)(Pnr) = SΦ(P )nr. (7.4)

Доведення. Нехай r = n. Згiдно з означенням Φ-скелета

ΦiP = Φi

∥∥∥∥
Pnn 0
∗ 1

∥∥∥∥
l∼ triang (σi1, . . . , σi.n−1, 1),

i = 1, . . . , n. Зауважимо, що для будь-якої n× k матрицi вигляду
∥∥∥∥

U 0
∗ 1

∥∥∥∥ ,

n > k, виконується рiвнiсть
〈

U 0
∗ 1

〉
= 〈U〉 .

Звiдси випливає, що твердження правильне при r = n.
Розглянемо випадок, коли 1 6 r < n. Оскiльки σir = 1, то н.с.д. мiнорiв

максимального порядку матриць

Φi

∥∥∥∥∥∥∥∥

0 p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . .
0 pn−1.r+1 . . . pn−1.n

1 pn.r+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
, Φi

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . .
pn−1.r+1 . . . pn−1,n

pn.r+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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i = 1, . . . , n − 1, є однаковими i дорiвнюють σi.r+1 . . . σin. Згiдно зi щойно
зробленим зауваженням, н.с.д. мiнорiв максимального порядку першої iз
цих матриць дорiвнює

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥

p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . .
pn−1.r+1 . . . pn−1.n

∥∥∥∥∥∥
B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

,

де
Φ̄i = diag

( ϕi

ϕ1
, . . . ,

ϕi

ϕi−1
, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

n−i

)
.

Тобто

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥

p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . .
pn−1.r+1 . . . pn−1.n

∥∥∥∥∥∥
B
B

£
£

B
B

£
£

B
B

£
£

= σi.r+1 . . . σin.

Тодi на пiдставi леми 7.2

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥

p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . .
pn−1.r+1 . . . pn−1.n

∥∥∥∥∥∥
l∼ triang (σi.r+1, . . . , σin). (7.5)

Очевидно, що н.с.д. мiнорiв максимального порядку матриць

Φi

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1.r−1 0 p1,r+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . . . . .
pn−1.r−1 0 pn−1.r+1 . . . pn−1.n

pn.r−1 1 pn.r+1 . . . pnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1.r−1 p1.r+1 · · · p1n

· · · · · · · · · · · ·
pn−2.r−1 pn−2.r+1 · · · pn−2,n

pn−1.r−1 pn−1.r+1 · · · pn−1.n

∥∥∥∥∥∥∥∥
є однаковими i дорiвнюють σi.r−1σi,r+1 . . . σin. Врахувавши тепер еквiвален-
тнiсть (7.5), отримаємо

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1.r−1 p1.r+1 · · · p1n

· · · · · · · · · · · ·
pn−2.r−1 pn−2.r+1 · · · pn−2,n

pn−1.r−1 pn−1.r+1 · · · pn−1.n

∥∥∥∥∥∥∥∥

l∼ triang (σi.r−1, σi.r+1, . . . , σin).

Мiркуючи далi так само, переконуємося у тому, що

Φ̄i

∥∥∥∥∥∥

p11 . . . p1.r−1 p1.r+1 . . . p1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
pn−1.1 . . . pn−1.r−1 pn−1.r+1 . . . pn−1.n

∥∥∥∥∥∥
l∼
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l∼ triang (σi1, . . . , σi.r−1, σi.r+1, . . . , σin),

i = 1, . . . , n− 1. А це i означає, що виконується рiвнiсть (7.4). 2

Наступна теорема пiдсумовує отриманi результати.

Теорема 7.3. Множина T−1(Φ)Φ складається з усiх неасоцiйовних справа
матриць, якi мають Φ-скелет F (Φ).

Доведення. Згiдно з теоремою 7.2 множина T(Φ) складається з пред-
ставникiв рiзних лiвих класiв сумiжностi групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ. Тодi
на пiдставi теореми 4.3 матрицi з множини T−1(Φ)Φ неасоцiйовнi справа i
мають Φ-скелет F (Φ).

Нехай тепер матриця B = P−1ΦQ−1 має Φ-скелет F (Φ) = ‖σij‖n
1 . Пока-

жемо, що B
r∼ T−1Φ, де T ∈ T(Φ).

Нехай n = 2. Оскiльки PB = G(Φ)P i σ22 = 1, то на пiдставi леми 7.1
серед перетворювальних матриць матрицi B iснує матриця вигляду

P ′ =
∥∥∥∥

e 0
a 1

∥∥∥∥ ,

де e ∈ U(R). Запишемо елемент a у виглядi

a = α +
ϕ2

ϕ1
t,

де α ∈ K
(

ϕ2

ϕ1

)
. Тодi

∥∥∥∥
e−1 0
−ϕ2

ϕ1
e−1t 1

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

H

∥∥∥∥
e 0
a 1

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

1 0
α 1

∥∥∥∥ = T ∈ T(Φ).

Таким чином, HP ′ = T, де H ∈ GΦ. Згiдно з теоремою 4.3 це означає, що
B

r∼ T−1Φ.

Припустимо, що твердження теореми справджується для всiх k < n. Як i
в попередньому випадку, в множинi PB виберемо перетворювальну матрицю
вигляду

P =
∥∥∥∥

Un−1 0
∗ 1

∥∥∥∥ .

На пiдставi леми 7.4

Sdiag (ϕ1,...,ϕn−1)(Un−1) = F (diag (ϕ1, . . . , ϕn−1)).
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Згiдно з припущенням iндукцiї у групi Gdiag (ϕ1,...,ϕn−1) iснує така матриця
Gn−1, що

Gn−1Un−1 = Tn−1 ∈ T(diag (ϕ1, . . . , ϕn−1)).

Отже,

(Gn−1 ⊕ I1 )P =
∥∥∥∥

Tn−1 0
a1 . . . an−1 1

∥∥∥∥ = Pn,

де

an−1 = αn.n−1 +
ϕn

ϕn−1
tn.n−1, αn.n−1 ∈ K

(
ϕn

ϕn−1

)
.

Очевидно, що Gn−1 ⊕ I1 ∈ GΦ. Тодi
∥∥∥∥

In−1 0
0 . . . 0 − ϕn

ϕn−1
tn.n−1 1

∥∥∥∥ Pn =

= Hn−1Pn =
∥∥∥∥

Tn−1 0
b1 . . . bn−2 αn.n−1 1

∥∥∥∥ = Pn−1,

де

bn−2 = αn.n−2 +
ϕn

ϕn−2
tn.n−2, αn.n−2 ∈ K

(
ϕn

ϕn−2

)
.

Знову ж отримаємо, що
∥∥∥∥

In−1 0
0 . . . 0 − ϕn

ϕn−2
tn.n−2 0 1

∥∥∥∥Pn−1 =

= Hn−2Pn−1 =
∥∥∥∥

Tn−1 0
c1 . . . αn.n−2 αn.n−1

∥∥∥∥ .

Продовживши описаний процес, отримаємо матрицю

H = H1 . . . Hn−1(Gn−1 ⊕ I1 ) ∈ GΦ,

для якої

HP =
∥∥∥∥

Tn−1 0
αn1 . . . αn.n−2 αn.n−1

∥∥∥∥ ∈ T(Φ),

що й потрiбно довести. 2

Наслiдок 7.1. Для того, щоб у класi PB iснувала нижня унiтрикутна
матриця, необхiдно та достатньо, щоб SΦ(B) = F (Φ). 2

Тепер перейдемо до опису неасоцiйовних матриць зi стандартними Φ-
скелетами.
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Лема 7.5. Нехай P ∈ GLn(R) та τ ∈ Sn. Якщо SΦ(P ) = F (Φ)E(τ), то

SΦ(PE−1(τ)) = F (Φ).

Доведення. Нехай

τ =
(

1 . . . n
i1 . . . in

)
.

Тодi in-ий стовпець матрицi F (Φ)E(τ) складається лише з одиниць. Через
p̄inпозначимо in-ий стовпець матрицi P . Згiдно з лемою 7.1 можна вважати,
що

p̄in = ‖ 0 . . . 0 1 ‖T .

Викреслимо в матрицi P останнiй рядок та in-й стовпець. Отриману матри-
цю позначимо через Pnin . На пiдставi леми 7.4

Sdiag (ϕ1,...,ϕn−1)(Pnin) = SΦ(P )nin .

Залишимо нумерацiю стовпцiв матриць Pnin та SΦ(P )nin такою, якою вона
була в них у матрицях P та SΦ(B), вiдповiдно. Оскiльки in−1-ий стовпець
матрицi SΦ(P )nin складається iз одиниць, то для in−1-го стовпця матрицi
Pnin , який позначимо через ūin−1 , у групi Gdiag (ϕ1,...,ϕn−1) знайдеться така
матриця Hn−1, що

Hn−1ūin−1 = ‖ 0 . . . 0 1 ‖T .

Отже, матриця, складена з in−1-го та in-го стовпцiв матрицi (Hn−1 ⊕ I1 )P ,
має вигляд ∥∥∥∥∥∥

0
1 0
∗ 1

∥∥∥∥∥∥
.

Оскiльки Hn−1 ⊕ I1 ∈ GΦ, то

SΦ((Hn−1 ⊕ I1 )P ) = SΦ(P ) = F (Φ)E(τ).

Аналогiчно в групi Gdiag (ϕ1,...,ϕn−2) знаходимо матрицю Hn−2, для якої

(Hn−2 ⊕ I2)w̄in−2 = ‖ 0 . . . 0 1 ∗ ∗ ‖T ,

де w̄in−2 – in−2-ий стовпець матрицi (Hn−1 ⊕ I1 )P . Продовживши опи-
саний процес, знайдемо в групi GΦ матрицi вигляду Hn−i ⊕ Ii, Hn−i ∈
Gdiag (ϕ1,...,ϕn−i), i = 1, . . . , n− 2, для яких is-тi стовпцi матрицi

(H2 ⊕ In−2 ) . . . (Hn−1 ⊕ I1 )P
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матимуть вигляд ∥∥∥∥∥∥
0 . . . 0 1︸ ︷︷ ︸

is

∗ ∗
∥∥∥∥∥∥

T

= t̄is ,

s = 1, . . . , n. Таким чином, матриця T =
∥∥ t̄i1 . . . t̄in

∥∥ є нижньою унi-
трикутною матрицею i тому SΦ(T ) = F (Φ). Зауваживши, що

τ−1 =
(

i1 . . . in
1 . . . n

)
,

а E(τ−1) = E−1(τ), отримуємо

T = (H2 ⊕ In−2 ) . . . (Hn−1 ⊕ I1 )︸ ︷︷ ︸
H

PE−1(τ),

де H ∈ GΦ. Отже,

F (Φ) = SΦ(T ) = SΦ(HPE−1(τ)) = SΦ(PE−1(τ)).

Лему доведено. 2

Зауважимо, що перестановка стовпцiв оборотної матрицi не завжди при-
зводить до аналогiчної перестановки Φ-скелета отриманої матрицi.

Приклад 7.1. Нехай R = Z,

Φ =
∥∥∥∥

1 0
0 ϕ

∥∥∥∥ , P =
∥∥∥∥

1 0
1 1

∥∥∥∥
−1

,

де ϕ /∈ {0, ± 1}, i
τ =

(
1 2
2 1

)

– перестановка, якiй вiдповiдає матриця

E(τ) =
∥∥∥∥

0 1
1 0

∥∥∥∥ .

Тодi Φ-скелети матриць P та PE(τ) збiгаються:

SΦ(P ) = SΦ(PE(τ)) =
∥∥∥∥

1 1
ϕ 1

∥∥∥∥ . ♦

Одиницi, якi стоять на головних дiагоналях матриць iз T(Φ), назвемо
дiагональними. Розглянемо множинуT(Φ)E(τ), де τ ∈ Sn. У кожнiй матрицi
цiєї множини замiнимо всi елементи, якi стоять праворуч вiд дiагональних
одиниць, на нулi. Отриману множину матриць позначимо через Tτ (Φ).
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Теорема 7.4. Множина T−1
τ (Φ)Φ складається зi всiх неасоцiйовних справа

матриць, якi мають Φ-скелет F (Φ)E(τ).

Доведення. Нехай T ∈ Tτ (Φ), де

τ =
(

1 . . . n
i1 . . . in

)
.

I нехай

τ−1 =
(

1 . . . n
j1 . . . jn

)
.

Тодi ∥∥ 1 . . . n
∥∥ E(τ) =

∥∥ j1 . . . jn

∥∥ .

Це означає, що s-им стовпцем матрицi triang ( 1, . . . , 1 )E(τ) буде js-ий
стовпець матрицi triang ( 1, . . . , 1 ), s = 1, . . . , n. Отже, якщо t̄s є s-им
стовпцем матрицi T , то вiн має вигляд

t̄s =

∥∥∥∥∥∥
0 . . . 0 1︸ ︷︷ ︸

js

∗ . . . ∗
∥∥∥∥∥∥

T

.

Зi способу побудови множини Tτ (Φ) випливає, що

t̄n =

∥∥∥∥∥∥
0 . . . 0 1︸ ︷︷ ︸

jn

0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥

T

.

Тому

Φnt̄n
l∼

∥∥∥∥ 0 . . . 0
ϕn

ϕjn

∥∥∥∥
T

,

де матриця

Φn = diag
(

ϕn

ϕ1
, . . . ,

ϕn

ϕn−1
, 1

)

записана у виглядi

Φn = diag
(

ϕn

ϕ1
, . . . ,

ϕn

ϕn

)
.

Зауваживши, що у матрицi Φn

∥∥ t̄n−1 t̄n
∥∥ є лише один вiдмiнний вiд нуля

мiнор ± ϕn

ϕjn−1

ϕn

ϕjn
, одержимо

Φn

∥∥ t̄n−1 t̄n
∥∥ l∼ triang

(
ϕn

ϕjn−1

,
ϕn

ϕjn

)
.
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Продовживши аналогiчнi мiркування, отримаємо, що

ΦnT
l∼ triang

(
ϕn

ϕj1

, . . . ,
ϕn

ϕjn

)
.

Тобто останнi рядки матриць SΦ(T ) та F (Φ)E(τ) збiгаються i дорiвнюють
∥∥∥∥

ϕn

ϕj1

. . .
ϕn

ϕjn

∥∥∥∥ .

Очевидно, що й решта рядкiв матриць F (Φ)E(τ) та SΦ(T ) однаковi. Тому
SΦ(T ) = F (Φ)E(τ).

Навпаки, нехай матриця B = P−1ΦQ−1 має Φ-скелет F (Φ)E(τ). Тобто

SΦ(B) = SΦ(P ) = F (Φ)E(τ).

Тодi на пiдставi леми 7.5 маємо

SΦ(PE−1(τ)) = F (Φ).

З теореми 7.3 випливає, що в групi GΦ iснує матриця Hn, для якої

HnPE−1(τ) = triang (1, . . . , 1).

Отже,
HnP = triang (1, . . . , 1)E(τ).

Тодi згiдно з теоремою 6.7

F (Φ)E(τ) = SΦ(P ) = SΦ(HnP ) = SΦ(triang (1, . . . , 1)E(τ)). (7.6)

Занумеруємо стовпцi матрицi HnP так: s-им стовпцем вважатимемо стов-
пець вигляду

ās =

∥∥∥∥∥ 0 . . . 0 1︸ ︷︷ ︸
s

∗ . . . ∗ as

∥∥∥∥∥
T

, s = 1, . . . , n.

Тодi
HnP =

∥∥ āj1 . . . ājn

∥∥ .

Iз рiвностi (7.6) випливає, що останнiм рядком матрицi SΦ(HnP ) буде
∥∥∥∥

ϕn

ϕj1

. . .
ϕn

ϕjn

∥∥∥∥ .

Нехай jl = n. Тодi матриця HnP має вигляд

HnP =
∥∥∥∥

C 0 B
a1 . . . al−1 1 al+1 . . . an

∥∥∥∥ .
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Згiдно з означенням Φ-скелета

Φn

∥∥ ājl
ājl+1

. . . ājn

∥∥ l∼ triang
(

1,
ϕn

ϕjl+1

, . . . ,
ϕn

ϕjn

)
.

Взявши до уваги структуру матрицi HnP , отримаємо

diag
(

ϕn

ϕ1
, . . . ,

ϕn

ϕn−1

)
B

l∼ triang
(

ϕn

ϕjl+1

, . . . ,
ϕn

ϕjn

)
.

Нехай jk = n−1. Якщо елемент ak стоїть праворуч вiд дiагональної одиницi,
то, як випливає iз леми 7.3, у групi GΦ iснує така матриця Hn−1, що в матри-
цi Hn−1HnP на мiсцi елемента ak стоятиме нуль. Якщо ж елемент ak стоїть
лiворуч, то, скориставшись методами, якi використовувались пiд час дове-
дення теореми 7.3, побудуємо таку матрицю Hn−1, що в матрицi Hn−1HnP

на мiсцi елемента ak стоятиме елемент α iз множини K
(

ϕn

ϕn−1

)
. Продов-

жуючи розмiрковувати аналогiчно, знайдемо в групi GΦ таку матрицю Ln,
що в матрицi LnP праворуч вiд дiагональної одиницi стоятимуть нулi, а
лiворуч – елементи iз K

(
ϕn

ϕi

)
, 1 6 i 6 n − 1. Викреслимо в матрицi LnP

останнiй рядок та перший стовпець. Отриману матрицю позначимо через
(LnP )nl. Скориставшись лемою 7.4 i мiркуючи так само як i вище, знайдемо
в групi Gdiag (ϕ1,...,ϕn−1) таку матрицю Ln−1, що в останньому рядку матрицi
Ln−1(LnP )nl праворуч вiд дiагональної одиницi стоятимуть нулi, а лiворуч
– елементи з K

(
ϕn−1

ϕi

)
, 1 6 i 6 n − 2. Тодi в матрицi (Ln−1 ⊕ I1 )LnP ,

де (Ln−1 ⊕ I1 )Ln ∈ GΦ, елементи двох останнiх рядкiв задовольнятимуть
вимоги теореми. Продовжуючи описаний процес, побудуємо таку матрицю
H ∈ GΦ, що HP = T ∈ Tτ (Φ). Тобто B

r∼ T −1Φ. Теорему доведено. 2

Позначимо через SΦ
n перестановки порядку n, за допомогою яких отри-

муємо рiзнi матрицi F (Φ)E(τ), i позначимо

Stand (Φ) = ∪
τ∈SΦ

n

Tτ (Φ).

Теорема 7.5. Множина Stand (Φ)−1Φ складається з усiх неасоцiйовних
справа матриць, якi мають стандартнi Φ-скелети. 2

Приклад 7.2. Нехай R = Z, Φ = diag (1,3, 6 ). Оскiльки SΦ
n = Sn, то

Stand(Φ) =





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
a 1 0
b c 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
a 0 1
b 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
1 0 0
c b 1

∥∥∥∥∥∥
,





⋃
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⋃




∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 a 1
1 0 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
1 0 0
c 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
0 1 0
1 0 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

де a ∈ { 0, 1, 2 }, b ∈ {0, 1, . . . , 5}, c ∈ { 0, 1 }, i Stand (Φ)−1Φ є множиною всiх
неасоцiйованих справа матриць зi стандартними Φ-скелетами.

Зауважимо, що множина Stand (Φ) не вичерпує всiх представникiв лi-
вих класiв сумiжностi групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ. Дiйсно, залишились
неохопленими матрицi зi Φ-скелетами

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 3
2 2 3

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 3 1
2 3 2

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
3 1 1
3 2 2

∥∥∥∥∥∥
.

Прикладами матриць з такими Φ-скелетами є, зокрема,





∥∥∥∥∥∥

0 0 1
0 1 0
1 0 3

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 0 1
1 3 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 0 1
1 2 0

∥∥∥∥∥∥





−1

Φ. ♦

Позначимо через W (Φ) множину всiх представникiв лiвих класiв сумi-
жностi групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ.

Приклад 7.3. Нехай R = Q[x], Φ = diag (1, 1, x2 + 1 ). Тодi

F (Φ) =

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 1
x2 + 1 x2 + 1 1

∥∥∥∥∥∥
.

Отже,

SΦ
n =

{(
1 2 3
1 2 3

)
,

(
1 2 3
1 3 2

)
,

(
1 2 3
3 2 1

)}
.

Тобто, крiм F (Φ), є ще два стандартнi Φ-скелети:
∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 1
x2 + 1 1 x2 + 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 1
1 x2 + 1 x2 + 1

∥∥∥∥∥∥
.

Оскiльки полiном x2+1 нерозкладний у кiльцiQ[x], то всi можливi Φ-скелети
матриць з формою Смiта Φ вичерпуються виписаними Φ-скелетами. Це озна-
чає, що

W (Φ) = Stand (Φ) =

=





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
b(x) c(x) 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 0 1
b(x) 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
0 1 0
1 0 0

∥∥∥∥∥∥



 ,
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де b(x), c(x) ∈ {mx+n|m,n ∈ Q }. Таким чином, Stand (Φ)−1Φ є множиною
всiх неасоцiйовних справа матриць з формою Смiта Φ. ♦

Встановлену в цьому прикладi закономiрнiсть можна без жодних засте-
режень перенести i на ширший клас матриць.

Наслiдок 7.2. Множина Stand (Φ)−1Φ, де

Φ = diag
(
1, . . . , 1, ϕ, . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸

i

)
,

ϕ – нерозкладний елемент кiльця R, 1 6 i < n, є множиною всiх неасоцi-
йованих справа матриць з формою Смiта Φ. 2

7.2. Нормальна форма матриць з одним
iнварiантним множником стосовно
одностороннiх перетворень

Нехай R – кiльце Безу стабiльного рангу 1,5 i P = ‖pij‖n
1 – оборотна

матриця над R. Розглянемо дiагональну матрицю з одним вiдмiнним вiд
одиницi iнварiантним множником:

Φ = diag (1, . . . , 1, ϕ), ϕ 6= 0, ϕ /∈ U(R).

У цьому випадку група GΦ складається з оборотних матриць вигляду
∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 . . . h1.n−1 h1n

. . . . . . . . . . . .
hn−1.1 . . . hn−1.n−1 hn−1.n

ϕhn1 . . . ϕhn.n−1 hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Це означає, що

Φ1 = · · · = Φn−1 = I, Φn = diag (ϕ, . . . , ϕ, 1).

Для матрицi ΦnP iснує така оборотна матриця V, що

V ΦnP =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0
c21 γ2 0 0
...

. . .
cn−1.1 cn−1.2 γn−1 0
cn1 cn2 . . . cn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(7.7)
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– форма Ермiта матрицi ΦnP. Таким чином, Φ-скелетом матрицi P є мат-
риця

V ΦnP =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1
γ1 γ2 . . . γn

∥∥∥∥∥∥∥∥
= SΦ(P ).

Лема 7.6. Виконуються умови

γi =
ϕνi

νi+1
,

де
νi = (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, pnn, ϕ), i = 1, . . . , n, νn+1 = ϕ.

Доведення. Розглянемо матрицю

Pi =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1i p1.i+1 . . . p1.n−1 p1n

. . . . . . . . . . . . . . .
pn−1.i pn−1.i+1 . . . pn−1.n−1 pn−1.n

pni pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

На пiдставi твердження 3.8 матриця ΦnPi, i = 1, . . . , n−1, має форму Смiта

ΦnPi ∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

νi 0 0
0 ϕ 0

. . .
0 0 ϕ
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

νi ⊕ ϕIn−i

0

∥∥∥∥ ,

де νi = (pni, pn.i+1, . . . , pnn, ϕ). Отже,

〈ΦnPi〉 = det(νi ⊕ ϕIn−i) = νiϕ
n−i.

З iншого боку, з рiвностi (7.7) випливає, що

ΦnPi
l∼

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 0 . . . 0 0
γi 0 . . . 0 0

ci+1.i−1 γi+1 0 0
. . .

cn−1.i cn−1.i+1 γn−1 0
cni cn.i+1 . . . cn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.
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Тобто

〈ΦnPi〉 = det

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γi 0 . . . 0 0
ci+1.i γi+1 0 0

. . .
cn−1.i cn−1.i+1 γn−1 0
cni cn.i+1 . . . cn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

= γiγi+1 · · · γn.

Таким чином, γiγi+1 · · · γn = νiϕ
n−i. Аналогiчно показуємо, що

γi+1γi+2 · · · γn = νi+1ϕ
n−i−1.

Тодi
γiγi+1 · · · γn

γi+1γi+2 · · · γn
= γi =

νiϕ
n−i

νi+1ϕn−i−1
=

ϕνi

νi+1
.

Лему доведено. 2

З рiвностi (7.7) випливає, що

γn = (ϕp1n, . . . , ϕpn−1.n, pnn) = (ϕ(p1n, . . . , pn−1.n), pnn).

Оскiльки (p1n, . . . , pn−1.n, pnn) = 1, то γn = (ϕ, pnn). Це означає, що Ф-
стрижнем стовпця ‖p1n p2n . . . pnn‖T буде ‖1 . . . 1 γn‖T . Згiдно з
теоремою 6.3 у групi GΦ iснує така матриця H, що

H‖p1n p2n . . . pnn‖T ) = ‖p′1n . . . p′n−1.n γn‖T .

Розглянемо матрицю HP. На пiдставi теореми 6.7 SΦ(P ) = SΦ(HP ). Отже,
надалi можна вважати, що елемент pnn матрицi P дорiвнює γn.

Наступне твердження показує, як змiнюються елементи матрицi P пiд
дiєю матриць iз групи GΦ.

Теорема 7.6. Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця над R, причому

pnn = γn|ϕ, i

SΦ(P ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1
γ1 γ2 . . . γn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Якщо pni 6= 0, то матричне рiвняння

xΦnPi =
∥∥ ai pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ , (7.8)
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де

Pi =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p1i p1.i+1 . . . p1.n−1 p1n

. . . . . . . . . . . . . . .
pn−1.i pn−1.i+1 . . . pn−1.n−1 pn−1.n

pni pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

1 6 i 6 n− 1 , розв’язне, причому в групi GΦ iснує матриця вигляду
∥∥∥∥

∗
ϕx1 . . . ϕxn−1 xn

∥∥∥∥ , (7.9)

де
∥∥ x1 . . . xn−1 xn

∥∥ – розв’язок рiвняння (7.8), тодi i тiльки тодi,
коли виконуються такi умови

1) ai ≡ pni( mod γi),

2) (ai, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) = (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn).

Або ж умови, рiвносильнi їм:

3) (ai, ϕ) = (pni, ϕ),

4) a′i ≡ p′ni

(
mod ϕ

[(pni, ϕ), (pn.i+1, ..., pn.n−1,γnn)]

)
,

де a′i та p′ni – частки вiд дiлення ai, pni на (pni, ϕ),

[(pni, ϕ), (pn.i+1, . . . , pn.n−1, γnn)] =
(pni, ϕ)(pn.i+1, . . . , pn.n−1, γnn)

((pni, ϕ), (pn.i+1, . . . , pn.n−1, γnn))
.

Доведення. Необхiднсть. Згiдно з теоремою 7.1 умова 1) є необхiдною
та достатньою розв’язностi рiвняння (7.8).

Якщо в групi GΦ iснує матриця Hi вигляду (7.9), то

HiP =
∥∥∥∥

∗
bn1 . . . bn.i−1 ani pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥ .

Згiдно з теоремою 6.1 (ai, ϕ) = (pni, ϕ). Оскiльки γn|ϕ, то

(ai, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) = (ai, pn.i+1, . . . , pn.n−1, (γn, ϕ)) =

= ((ai, ϕ), pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) = ((pni, ϕ), pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) =

= (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn).

Достатнiсть. Розглянемо останнiй рядок матрицi P :
∥∥ pn1 pn2 . . . pn.n−1 γn

∥∥ .
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Позначимо

(pnj , pn.j+1, . . . , pn.n−1, γn) = νj , j = 1, . . . , n− 1.

Нехай pn.k1 , pn.k2 , . . . , pn.kp – вiдмiннi вiд нуля елементи останнього рядка
матрицi P, 1 ≤ k1 < k2 < . . . < kp ≤ n − 1. I нехай i = ks, k1 ≤ ks ≤ kp,
i 6= 1. З умов 1) та 2) випливає, що ai = pni + γir i (ai, νi+1) = νi. Отже,
(pni + γir, νi+1) = νi. Тобто

(
pni

νi
+

γi

νi
r,

νi+1

νi

)
= 1.

Згiдно з лемою 7.6 γi = ϕνi
νi+1

. Тому

(
pni

νi
+

ϕ

νi+1
r,

νi+1

νi

)
= 1. (7.10)

З означення Φ-скелета матрицi P випливає, що iснує така оборотна матриця
V, що

V ΦnP =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0 0 0 0
c21 γ2 0 0 0 0 0

. . .
. . .

ci−1.1 ci−1.2 γi−1 0 0 0 0
ci1 ci2 . . . ci.i−1 γi 0 0 0

ci+1.1 ci+1.2 . . . ci+1.i−1 ci+1.i γi+1 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
. . .

cn−1.1 cn−1.2 . . . cn−1.i−1 cn−1.i cn−1.i+1 γn−1 0
pn1 pn2 . . . pn.i−1 pni pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Матриця ΦnP має форму Смiта diag(1, ϕ, . . . , ϕ). Оскiльки добуток перших
двох iнварiантних множникiв матрицi ΦnP дорiвнює н.с.д. її мiнорiв дру-
гого порядку, то ϕ є дiльником всiх мiнорiв другого порядку матрицi ΦnP.
Матриця V ΦnP еквiвалентна до матрицi ΦnP, а тому всi мiнори другого
порядку матрицi V ΦnP також дiляться на ϕ. Зокрема,

ϕ|
∣∣∣∣

cij γi

pnj pni

∣∣∣∣ , j = k1, . . . , ks−1,

що рiвносильно
ϕ

νi
|
∣∣∣∣∣

cij
ϕ

νi+1

pnj
pni
νi

∣∣∣∣∣ .
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Тодi тим бiльше
νi+1

νi
|
∣∣∣∣∣

cij
ϕ

νi+1

pnj
pni

νi

∣∣∣∣∣ .

Зваживши на рiвнiсть (7.10), на пiдставi твердження 1.9 отримуємо
(

pni + rcij ,
νi+1

νi

)
=

(
pni, cij ,

νi+1

νi

)
, j = k1, . . . , ks−1. (7.11)

Розглянемо матрицю



Ii−1 ⊕

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 0
0 1 0 0

. . .
0 0 1 0
r 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




V ΦnP =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0 0 0
. . .

ci−1.1 γi−1 0 0 0 0
ci1 . . . ci.i−1 γi 0 0 0

ci+1.1 . . . ci+1.i−1 ci+1.i γi+1 0 0
. . .

cn−1.1 . . . cn−1.i−1 cn−1.i cn−1.i+1 γn−1 0
pn1 + rci1 . . . pn.i−1 + rci.i−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

= Vi−1ΦnP.

Нехай

(pn.k1 + rci.k1 , . . . , pn.ks−1 + rci.ks−1 , pni + rγi, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) = δi.

Згiдно з умовою 2)

(pni + rγi, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) = (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn).

Окрiм того, зваживши на рiвнiсть (7.11), отримуємо
(

δi,
νi+1

νi

)
=

=
((

pn.k1 + rci.k1 ,
νi+1

νi

)
, . . . ,

(
pn.ks−1 + rci.ks−1 ,

νi+1

νi

)
,

(pni + rγi, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn)
)

=
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=
(

pn.k1 , ci.k1 , . . . , pn.ks−1 , ci.ks−1 , pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn,
νi+1

νi

)
=

=
(

(pn.k1 , . . . , pn.ks−1 , pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn), (ci.k1 , . . . , ci.ks−1),
νi+1

νi

)
.

Оскiльки
∥∥ pn1 pn2 . . . pn.n−1 γn

∥∥ – останнiй рядок оборотної матрицi
P , то

1 = (pn1, . . . , pn.i−1, pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn) =

= (pn.k1 , . . . , pn.ks−1 , pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn).

Отже, (
δi,

νi+1

νi

)
= 1.

Iз того, що
(pn.i+1, pn.i+2, . . . , pn.n−1, γn) = νi+1

випливає, що iснує така оборотна матриця Q, що
∥∥ pn.i+1 pn.i+2 . . . pn.n−1 γn

∥∥Q =
∥∥ νi+1 0 . . . 0

∥∥ .

Тодi

V ΦnP

∥∥∥∥
Ii 0
0 Q

∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0 0 0 0
c21 γ2 0 0 0 0 0

. . .
. . .

ci−1.1 ci−1.2 γi−1 0 0 0 0
ci1 ci2 . . . ci.i−1 γi 0 0 0

ci+1.1 ci+1.2 . . . ci+1.i−1 ci+1.i ∗ ∗ ∗ ∗
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

cn−1.1 cn−1.2 . . . cn−1.i−1 cn−1.i ∗ ∗ ∗ ∗
pn1 pn2 . . . pn.i−1 pni νi+1 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Оскiльки ця матриця має форму Смiта diag(1, ϕ, . . . , ϕ) i
∥∥∥∥

cij 0
unj νi+1

∥∥∥∥

– її пiдматрицi другого порядку, j = 1, . . . , i− 1, то

ϕ|
∣∣∣∣

cij 0
unj νi+1

∣∣∣∣ = cijνi+1.
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Отже, ϕ
νi+1

|cij . Тобто cij = ϕ
νi+1

c′ij , j = 1, . . . , i − 1. Зваживши на те, що
γi = ϕ

νi+1
νi, отримуємо

(
δi,

ϕ

νi+1

)
=

(
pn1 + r

ϕ

νi+1
c′i1, . . . , pn.i−1 + r

ϕ

νi+1
c′i.i−1,

pni + r
ϕ

νi+1
νi, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn,

ϕ

νi+1

)
=

=
(

(pn1, . . . , pn.i−1, pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn),
ϕ

νi+1

)
= 1.

Оскiльки також (
δi,

νi+1

νi

)
= 1,

то (
δi,

ϕ

νi+1

νi+1

νi

)
=

(
δi,

ϕ

νi

)
= 1.

Запишемо матрицю V ΦnP у блочному виглядi:

V ΦnP =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0
. . .

ci−1.1 . . . γi−1 0 0
ci1 . . . ci.i−1 γi 0

. . . . . . . . .
. . .

pn1 . . . pn.i−1 pni . . . γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

B11 0
B21 B22

∥∥∥∥ .

Оскiльки ∥∥∥∥
0

B22

∥∥∥∥
l∼ΦnPi,

то форми Смiта матриць ∥∥∥∥
0

B22

∥∥∥∥ , ΦnPi

збiгаються. Згiдно з твердженням 3.8

ΦnPi ∼
∥∥∥∥

νi ⊕ ϕIn−i

0

∥∥∥∥ .

Отже,
B22 ∼ diag(νi, ϕ, . . . , ϕ︸ ︷︷ ︸

n−i

).

Тодi на пiдставi теореми 3.2

B11 ∼ diag
(

ϕ

νi
, ϕ, . . . , ϕ

)
.
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Це означає, що
〈B11〉1 =

ϕ

νi
.

Зваживши на те, що
(

δi,
ϕ

νi

)
=

(
(pn1 + rci1, . . . , pni + rγi, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn),

ϕ

νi

)
= 1,

приходимо до висновку, що н.с.д. елементiв матрицi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0 . . . 0 0
. . .

ci−1.1 γi−1 0 0 . . . 0 0
pn1 + rci1 . . . pn.i−1 + rci.i−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= Ti

дорiвнює одиницi. Ця матриця має максимальний ранг, тому на пiдставi
теореми 2.19 iснують такi s1, s2, . . . , si−1 , що

∥∥ s1 s2 . . . si−1 1
∥∥ Ti =

=
∥∥ l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ ∼
∼ ∥∥ 1 0 . . . 0

∥∥ .

Тобто рядок
∥∥ l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥

є примiтивним. Звiдси випливає, що останнiй рядок матрицi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0 0
. . .

0 1 0 . . . 0 0
0 . . . 0 1 0 0

. . .
0 . . . 0 0 1 0
s1 . . . si−1 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Vi−1ΦnP =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

γ1 0 0 0 0 0
. . .

ci−1.1 γi−1 0 0 0 0
ci1 . . . ci.i−1 γi 0 0 0

ci+1.1 . . . ci+1.i−1 ci+1.i γi+1 0 0
. . .

cn−1.1 . . . cn−1.i−1 cn−1.i cn−1.i+1 γn−1 0
l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(7.12)
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є примiтивним. Позначимо через
∥∥ t1 t2 . . . tn

∥∥ останнiй рядок матрицi
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0 0
. . .

0 1 0 . . . 0 0
0 . . . 0 1 0 0

. . .
0 . . . 0 0 1 0
s1 . . . si−1 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Vi−1.

Iз рiвностi (7.12) випливає, що
∥∥ t1 t2 . . . tn

∥∥ΦnPi =
∥∥ pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ .

Тобто
∥∥ t1 t2 . . . tn

∥∥ є розв’язком рiвняння (7.8). Окрiм того, оскiльки
∥∥ t1 t2 . . . tn

∥∥ ΦnP =

=
∥∥ l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ ,

то ∥∥ t1 t2 . . . tn
∥∥ Φn =

=
∥∥ l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ P−1.

Рядок
∥∥ l1 . . . li−1 pni + rγi pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥ P−1

примiтивний. Тому
∥∥ t1 t2 . . . tn

∥∥Φn також буде примiтивним рядком.
Тодi з теореми 1.1 випливає, що в групi GΦ iснує матриця вигляду

∥∥∥∥
∗

ϕt1 . . . ϕtn−1 tn

∥∥∥∥ .

Тобто, якщо i > 1, то теорема доведена.
Нехай i = 1. Покажемо, що рiвняння

xΦnP =
∥∥ pn1 + rγ1 pn2 . . . pn.n−1 γn

∥∥ , (7.13)

де

(pn1 + rγ1, pn2, . . . , pn.n−1, γn) = (pn1, pn2, . . . , pn.n−1, γn) = 1 (7.14)

має потрiбний нам розв’язок.
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Умова (7.14) згiдно з теоремою 7.1 забезпечує нам розв’язнiсть рiвняння
(7.13). Тобто iснує такий рядок

∥∥ x1 . . . xn

∥∥ , що
∥∥ x1 . . . xn

∥∥ ΦnP =
∥∥ pn1 + rγ1 pn2 . . . pn.n−1 γn

∥∥ .

Звiдси випливає, що
∥∥ x1 . . . xn

∥∥Φn =
∥∥ pn1 + rγ1 pn2 . . . pn.n−1 γn

∥∥P−1.

Оскiльки права частина цiєї рiвностi – примiтивний рядок, то рядок∥∥ x1 . . . xn

∥∥ Φn також буде примiтивним. А тому, як i вище, в групi GΦ

iснує матриця потрiбної нам структури.
Покажемо тепер, що умови 1), 2) рiвносильнi умовам 3), 4). Нехай вико-

нуються умови 1) та 2). Згiдно зi щойно доведеним, у групi GΦ iснує така
матриця H, що

HP =
∥∥∥∥

∗
∗ . . . ∗ ai pn.i+1 . . . pn.n−1 γn

∥∥∥∥ .

Тодi згiдно з теоремою 6.1

(ai, ϕ) = (pni, ϕ), i = 1, . . . , n− 1.

Нехай
ai = (pni, ϕ)a′i, pni = (pni, ϕ)p′ni.

Запишемо умову 1) у виглядi

(pni, ϕ)a′ ≡ (pni, ϕ)p′ni

(
mod

ϕ(pni, . . . , pn.n−1, γn)
(pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn)

)
.

Отже,

a′ ≡ p′ni

(
mod

ϕ(pni, . . . , pn.n−1, γn)
(pni, ϕ)(pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn)

)
.

Оскiльки γn|ϕ, то

((pni, ϕ), (pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn)) =

= (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, (γn, ϕ)) =

= (pni, pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn).

Зауваживши, що

(pni, ϕ)(pn.i+1, . . . , pn.n−1, γn)
((pni, ϕ), (pn.i+1 . . . , pn.n−1, γn))

= [(pni, ϕ), (pn.i+1 . . . , pn.n−1, γn)],
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отримуємо

a′i ≡ p′ni

(
mod

ϕ

[(pni, ϕ), (pn.i+1, . . . , pn.n−1, γnn)]

)
.

Легко переконатись, що правильними будуть й оберненi мiркування. Те-
орему доведено. 2

Наслiдок 7.3. Якщо P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця, то в групi GΦ iснує

така матриця H, що

HP =
∥∥∥∥

∗
sn1 . . . sn.n−1 γn

∥∥∥∥ ,

де γn|ϕ i sni ∈ K(ϕ), i = 1, . . . , n− 1.

Доведення. Оскiльки Φ = diag (1, . . . , 1, ϕ), то

SΦ(P ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥

1 1 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
1 1 . . . 1
γ1 γ2 . . . γn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

причому
RΦ(P ) = (‖p1n . . . pnn‖T ) = ‖1 . . . 1γn‖T .

Тодi на пiдставi теореми 6.3 в групi GΦ iснує така матриця Hn, що

HnP =
∥∥∥∥

∗
vn1 . . . vn.n−1 γn

∥∥∥∥ .

При цьому згiдно з теоремою 6.1 (vni, ϕ) = (pni, ϕ), i = 1, . . . , n − 1. Якщо
vn.n−1 = 0, то переходимо до елементa vn.n−2. Нехай vn.n−1 6= 0 i

sn.n−1 ≡ vn.n−1 ( mod ϕ) ,

де sn.n−1 ∈ K(ϕ). Отже,

sn.n−1 = vn.n−1 + rϕ = vn.n−1 +
(

r
ϕ

γn−1

)
γn−1.

Тобто
sn.n−1 ≡ vn.n−1 ( mod γn−1) .

Окрiм того, оскiльки γn|ϕ, то

(sn.n−1, γn) = (vn.n−1 + rϕ, γn) = (vn.n−1, γn).
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Тодi згiдно з теоремою 7.6 у групi GΦ iснує така матриця Hn−1, що

HnU =
∥∥∥∥

∗
v′n1 . . . v′n.n−1 sn.n−1 γn

∥∥∥∥ .

За аналогiчною схемою послiдовно замiнюємо елементи, якi знаходяться
на позицiях (n, n−2), (n, n−3), . . . , (n1), їх представниками з множини K(ϕ).
Доведення завершено. 2

Лема 7.7. Якщо оборотнi n×n матрицi U та V мають однаковий остан-
нiй рядок, то в групi GΦ iснує така матриця H, що HV = U.

Доведення . Оскiльки

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥

u11 . . . u1n

. . . . . . . . .
un−1.1 . . . un−1.n

un1 . . . unn

∥∥∥∥∥∥∥∥
, V =

∥∥∥∥∥∥∥∥

v11 . . . v1n

. . . . . . . . .
vn−1.1 . . . vn−1.n

un1 . . . unn

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

то

UV −1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ ∗
. . . . . . . . . . . .
∗ . . . ∗ ∗
0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
= H.

Очевидно, що H ∈ GΦ. 2

Введемо такi позначення:
D(ϕ) – множина всiх неасоцiйовних дiльникiв ϕ, за винятком самого ϕ;
Mϕ(µ) = { a ∈ K(ϕ)|(a, ϕ) = µ };
M ′

ϕ(µ) – частка вiд дiлення Mϕ(µ) на µ;
M ′

ϕ(µ, γ) – множина представникiв сумiжних класiв M ′
ϕ(µ) за модулем

ϕ
[µ, γ] , γ ∈ D(ϕ). При цьому, якщо a ∈ M ′

ϕ(µ), то представником класу, який
мiстить елемент a, буде той елемент

a1 = a + r
ϕ

[µ, γ]

iз K(ϕ), що (
a1,

ϕ

µ

)
= 1.

Нехай P = ‖pij‖n
1 – оборотна матриця i pnk – перший справа елемент її

останнього рядка, який не дiлиться на ϕ, 2 6 k 6 n . Позначимо

µi = (pni, ϕ), i = 1, . . . , n.
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Тобто останнiй рядок матрицi P має вигляд

‖µ1v1 . . . µkvk ϕvk+1 . . . ϕvn ‖ .

Теорема 7.7. У групi GΦ iснує така матриця H, що

HP =
∥∥∥∥

0 Īn−k

Lk 0

∥∥∥∥ ,

де

Lk =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

fk−1 0 0 · · · 0 fk

fk−2 0 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f2 0 1 · · · 0 0
f1 1 0 · · · 0 0

µ1s1 µ2s2 µ3s3 · · · µk−1sk−1 µk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (7.15)

при цьому, якщо µi = ϕ, то si = 0, якщо µi ∈ D(ϕ), то si ∈ M ′
ϕ(µi, (µi+1, . . . , µk)),

i = 1, . . . , k− 1, fj ∈ R , j = 1, . . . , k, Īn−k – матриця порядку n− k вигляду
∥∥∥∥∥∥∥

0 1
. . .

1 0

∥∥∥∥∥∥∥
.

При цьому в класi GΦP матриця HP є єдиною з точнiстю доповнення її
останнього рядка до оборотної матрицi.

Доведення. Якщо k < n, то µn = ϕ. Згiдно з теоремою 6.3 в групi GΦ

iснує така матриця Hn, що

HnP =

∥∥∥∥∥∥∥∥

p′11 . . . p′1.n−1 p′1n

. . . . . . . . . . . .
p′n−1.1 . . . p′n−1.n−1 p′n−1.n

p′n1 . . . p′n.n−1 ϕn

∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Нехай
(p′1n, . . ., p′n−1.n) = δn.

Тодi iснує така оборотна матриця Sn, що

Sn

∥∥∥∥∥∥∥∥

p′1n

p′2n

. . .
p′n−1.n

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

δn

0
. . .
0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Оскiльки
1 = (p′1n, p′2n, . . ., p′n−1.n, ϕ) = (δn, ϕ),

то знайдуться такi елементи un, vn, що

δnun + ϕvn = 1.

Тодi ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

un 0 . . . 0 vn

0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0
−ϕ 0 . . . 0 δn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(Sn ⊕ 1)HnP =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

un 0 . . . 0 vn

0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0
−ϕ 0 . . . 0 δn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ δn

∗ . . . ∗ 0
. . . . . . . . . . . .
∗ . . . ∗ 0
∗ . . . ∗ ϕ

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=

∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ v1.n−1 1
∗ . . . ∗ v2.n−1 0
∗ . . . ∗ vn−1.n−1 0
∗ . . . ∗ vn.n−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥
= Pn.

Якщо n− 1 > k, то, зваживши на те, що матрицi

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

un 0 . . . 0 vn

0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0
−ϕ 0 . . . 0 δn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (Sn ⊕ 1)

належать групi GΦ згiдно з теоремою 6.1, отримуємо, що (vn.n−1, ϕ) = ϕ.
Тобто vn.n−1 = ϕtn−1. Нехай (v2.n−1, . . ., vn−1.n−1) = δn−1. Отже, iснує така
оборотна матриця Sn−1, що

Sn−1

∥∥∥∥∥∥∥∥

v2.n−1

v3.n−1

. . .
vn−1.n−1

∥∥∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥∥∥∥∥

δn−1

0
. . .
0

∥∥∥∥∥∥∥∥
.
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Тодi

(1⊕ Sn−1 ⊕ 1)Pn =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ v1.n−1 1
∗ . . . ∗ δn−1 0
∗ . . . ∗ 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
∗ . . . ∗ 0 0
∗ . . . ∗ ϕtn−1 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Матриця, складена з останнiх двох стовпцiв цiєї матрицi, є примiтивною.
Тому (δn−1, ϕtn−1) = 1. Отже, iснують такi елементи un−1, vn−1, що

δn−1un−1 + ϕtn−1vn−1 = 1.

Тодi ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 0 . . . 0 0
0 un−1 0 . . . 0 vn−1

0 0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . .

0 0 0 . . . 1 0
0 −ϕtn−1 0 . . . 0 δn−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(1⊕ Sn−1 ⊕ 1)Pn =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ v1.n−1 1
∗ . . . ∗ 1 0
∗ . . . ∗ 0 0
∗ . . . ∗ 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
∗ . . . ∗ 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Домноживши цю матрицю злiва на
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 −v1.n−1 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 1 0

. . . . . .
. . .

0 0 0 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

отримуємо матрицю, у якiй останнi два стовпцi мають вигляд
∥∥∥∥

Ī2

0

∥∥∥∥ .

Зауважимо, що всi матрицi, на якi домножували матрицю Pn, вибирали з
групи GΦ.
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Продовжуючи описаний процес, знайдемо таку матрицю H ′
k iз GΦ, для

якої

H ′
kP =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

∗
...
∗

∗ d
0
...
0

µkv
′
k

Īn−k

0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

Iз оборотностi цiєї матрицi випливає, що (µkv
′
k, d) = 1. Оскiльки (µkv

′
k, ϕ) =

µk, то
(µkv

′
k, ϕd) = µk.

Тому в R iснують такi елементи a, b, що µkv
′
ka + ϕdb = µk, причому на

пiдставi теореми 1.9 елемент a можна вибрати так, що (a, ϕ) = 1. А оскiльки
(a, b) = 1, то й (a, ϕb) = 1. Тому af + ϕbg = 1 для деяких f, g ∈ R. Тодi




In−k ⊕

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f 0 · · · 0 − g
0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0
ϕb 0 · · · 0 a

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥




H ′
kP =

=

∥∥∥∥∥∥

∗ . . . ∗ ∗ Īn−k

∗ . . . ∗ ∗
ck1 . . . ck.k−1 µk

0

∥∥∥∥∥∥
=

∥∥∥∥
Bk Īn−k

Ck 0

∥∥∥∥ = Pk.

Оскiльки матриця Pk – оборотна, то оборотною буде i матриця Ck. Отже,
над матрицею Pk можемо зробити таке перетворення:

∥∥∥∥
In−k −BkC

−1
k

0 Ik

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

U

∥∥∥∥
Bk Īn−k

Ck 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

0 Īn−k

Ck 0

∥∥∥∥ ,

де U ∈ GΦ.

Нехай F = diag (1, . . . , 1, ϕ) – матриця порядку k. Покажемо, що мат-
рицю Ck перетвореннями iз групи GF можна звести до вигляду (7.15).

Згiдно з наслiдком 7.3 можемо вважати, що cki ∈ K(ϕ), i = 1, . . . , k − 1.
Тому, якщо ϕ|ck.k−1, то ck.k−1 = 0. Якщо ж ϕ - ck.k−1, то нехай

ck.k−1 = µk−1c
′
k−1 ∈ Kϕ,
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де µk−1 ∈ D(ϕ) . Звiдси випливає, що c′k−1 ∈ M ′
ϕ(µk−1). Виберемо в множинi

M ′
ϕ(µk−1, µk) такий елемент sk−1, що

c′k−1 ≡ sk−1

(
mod

ϕ

[µk−1, µk]

)
.

На пiдставi теореми 7.6 i наслiдку 7.3 в групi GF iснує така матриця Hk−1,
для якої

Hk−1Ck =
∥∥∥∥

∗
∗ . . . ∗ dk−2 µk−1sk−1 µk

∥∥∥∥ ,

де dk−2 ∈ K(ϕ).
За описаною схемою, перетвореннями з GF , зведемо матрицю Ck до виг-

ляду

C =
∥∥∥∥

∗
µ1s1 . . . µk−1sk−1 µk

∥∥∥∥ ,

де
si ∈ M ′

ϕ(µi, (µi+1, . . . , µk)), i = 1, . . . , k − 1.

Оскiльки останнiй рядок цiєї матрицi є примiтивним, то як випливає з тео-
реми 1.2, його можна доповнити до оборотної матрицi вигляду

Lk =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

fk−1 0 0 · · · 0 fk

fk−2 0 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f2 0 1 · · · 0 0
f1 1 0 · · · 0 0

µ1s1 µ2s2 µ3s3 · · · µk−1sk−1 µk

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

.

При цьому, на пiдставi леми 7.7 у групi GF iснує така матриця D, що
DC = Lk. Таким чином, у групi GF знайдеться матриця K, що KCk = Lk.
Тодi ∥∥∥∥

In−k 0
0 K

∥∥∥∥
︸ ︷︷ ︸

V

∥∥∥∥
0 Īn−k

Ck 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

0 Īn−k

Lk 0

∥∥∥∥ .

де V ∈ GΦ.
Нехай U ∈ GΦP i має вигляд

U =
∥∥∥∥

0 Īn−l

Nl 0

∥∥∥∥ ,

де

Nl =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

f ′l−1 0 0 · · · 0 f ′l
f ′l−2 0 0 · · · 1 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
f ′2 0 1 · · · 0 0
f ′1 1 0 · · · 0 0

µ′1s
′
1 µ′2s

′
2 µ′3s

′
3 · · · µ′l−1s

′
l−1 µ′l

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,
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де µ′i та s′i задано за тими ж правилами, що й µi та si. Оскiльки матрицi
HP та U є представниками сумiжного класу GΦP, то у групi GΦ iснує така
матриця T, що TU = HP. Тому Ф-стрижнi вiдповiдних стовпцiв матриць U
та HP збiгаються. Звiдси випливає, що

µi = µ′i, i = 1, . . . , k, µk+1 = . . . = µn = ϕ.

Таким чином, l = k. Iз рiвностi TU = HP випливає рiвнiсть

T

∥∥∥∥
∗

µk−1s
′
k−1 µk 0 . . . 0

∥∥∥∥ =
∥∥∥∥

∗
µk−1sk−1 µk 0 . . . 0

∥∥∥∥ .

Зi способу вибору елементiв s′k−1, sk−1 та з теореми 7.6 отримуємо, що
s′k−1 = sk−1. Знову ж таки, розглядаючи рiвнiсть

T

∥∥∥∥
∗

µk−2s
′
k−2 µk−1sk−1 µk 0 . . . 0

∥∥∥∥ =

=
∥∥∥∥

∗
µk−2sk−2 µk−1sk−1 µk 0 . . . 0

∥∥∥∥ ,

отримуємо, що s′k−2 = sk−2. За аналогiєю s′i = si, i = 1, . . . , k. Використавши
лему 7.7, завершуємо доведення. 2

Зафiксуємо елемент γ ∈ D(ϕ). Введемо такi позначення:

Kϕ(γ) =
⋃

µ∈D(ϕ)

µM ′
ϕ(µ, γ)

⋃{0},

K̄ϕ(γ) = { a ∈ Kϕ(γ)|(a, γ) = 1 },
Nk(γ) – множина всiх рядкiв вигляду

‖a1 a2 . . . an−k−1 γ 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

‖,

де
a1 ∈ K̄ϕ(a2, . . . , an−k−1, γ),

ai ∈ Kϕ(ai+1, . . . , an−k−1, γ), i = 2, . . . , n− k − 1, 0 6 k 6 n− 2,

N(ϕ) =
⋃

γ∈D(ϕ)

n−2⋃

k=0

Nk(γ)
⋃
{ ∥∥ 1 0 . . . 0

∥∥ }.

Доповнимо кожний рядок iз N(ϕ) до оборотної матрицi, причому так,
щоб цi рядки в отриманих матрицях були останнiми. Одержану множину
матриць позначимо через Nn(ϕ).
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Теорема 7.8. Множина Nn(ϕ) складається з представникiв всiх лiвих су-
мiжних класiв фактор-множини групи GLn(R) по пiдгрупi GΦ.

Доведення випливає iз теорем 7.6 та 7.7. Бiльш жорсткi обмеження, якi
накладаються на вибiр елемента a1, зумовленi вимогою, що рядок

∥∥ a1 a2 . . . an−k−1 γ 0 . . . 0
∥∥

має бути примiтивним. 2

Теорема 7.9. Множина N−1
n (ϕ)Φ складається з усiх неасоцiйовних справа

матриць з формою Смiта Φ.

Доведення. Згiдно з теоремою 4.3 матрицi A i B, якi мають форму
Смiта Φ = diag (1, . . . , 1, ϕ), асоцiйовнi справа тодi й тiльки тодi, коли
PA = PB. Оскiльки множина PA є лiвим класом сумiжностi групи GLn(R)
по пiдгрупi GΦ, то, враховуючи теорему 7.8, переконуємось у правильностi
сформульованого твердження. 2

Приклад 7.4. Нехай ϕ = 30. Тодi

D(ϕ) = {1, 2, 3, 5, 6, 10, 15},K(30) = {0, 1, . . . , 29}.
Побудуємо множину K30(3). Для цього знайдемо всi множини M30(µ), M ′

30(µ),
де µ ∈ D(ϕ) :

M30(1) = {1, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29},
M ′

30(1) = M30(1).

M30(2) = {2, 4, 8, 14, 16, 22, 26, 28},
M ′

30(2) = {1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14}.
M30(5) = {5, 25},
M ′

30(5) = {1, 5}.
M30(6) = {6, 12, 18, 24},
M ′

30(6) = {1, 2, 3, 4}.
M30(10) = {10, 20},
M30(10) = {1, 2}.
M30(15) = {15},
M30(15) = {1}.
Тепер знайдемо множини M ′

30(µ, 3), де µ ∈ D(ϕ). Щоб побудувати мно-
жину M ′

30(1, 3), потрiбно множину M ′
30(1) розбити на класи за модулем

30
[1, 3]

= 10
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i представниками вибрати тi елементи, якi взаємно простi з
ϕ

µ
=

30
1

= 30.

Оскiльки
M30(1) = { {1, 11}, {7, 17}, {13, 23}, {19, 29} },

то
M ′

30(1, 3) = {1, 7, 13, 19}.
Зауважимо, що не дивлячись на те, що

13 ≡ 3(mod10),

елемент 3 не може бути представиком класу {13, 23} за модулем 10, бо

(3, 30) 6= 1.

Також
M ′

30(2, 3) = {1, 2, 4, 8}, M ′
30(3, 3) = {1, 3, 7, 9},

M ′
30(5, 3) = {1}, M ′

30(6, 3) = {1, 2, 3, 4},
M ′

30(10, 3) = {1}, M ′
30(15, 3) = {1}.

Отже,
K30(3) = {0, {1, 7, 13, 19}, 2{1, 2, 4, 8},

3{1, 3, 7, 9}, 5, 6{1, 2, 3, 4}, 10, 15}. ♦
Застосуємо отриманi результати для опису лiвих дiльникiв матриць. Не-

хай A – довiльна n× n-матриця з формою Смiта

E = diag (ε1, . . . , εt, 0, . . . , 0), εt 6= 0, t ≤ n.

I нехай Φ = diag (1, . . . , 1, ϕ)|E. Позначимо через W (E, Φ) пiдмножину
множини Nn×n(ϕ), яка складається iз матриць, останнiй рядок яких має
вигляд ∥∥∥ ϕ

(ϕ, ε1) l1 . . . ϕ
(ϕ, εt)

lt lt+1 . . . ln
∥∥∥ .

Зауважимо, що коли матриця

S =
∥∥∥∥

∗
ϕ

(ϕ, ε1) l1 . . . ϕ
(ϕ, εt)

lt lt+1 . . . ln

∥∥∥∥
є представником сумiжного класу GΦS, то, як випливає з теореми 6.1, всi
матрицi цього класу мають вигляд

∥∥∥∥
∗

ϕ
(ϕ, ε1)v1 . . . ϕ

(ϕ, εt)
vt vt+1 . . . vn

∥∥∥∥ .
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Теорема 7.10. Якщо ϕ – нерозкладний елемент кiльця R, то множина
W(E, Φ) складається з матриць

∥∥∥∥∥∥∥∥

In−1 0

0 . . . 0 as . . . an−1 I1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥∥∥

In−2 0

0
0 . . . 0 as . . . an−2 I2

∥∥∥∥∥∥∥∥
, . . . ,

∥∥∥∥∥∥∥∥

Is 0

0
0 . . . 0 as In−s

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥∥∥

Is−1 0

0 In−s+1

∥∥∥∥∥∥∥∥
,

де s – номер першого iнварiантного множника матрицi A, який дiлиться
на ϕ, ai ∈ K(ϕ), i = s, s+1, . . . , n−1. При цьому множина (W(E, Φ)P )−1Φ
є множиною всiх нерозкладних дiльникiв матрицi A = P−1EQ−1 з формою
Смiта Φ.

Доведення. Оскiльки
ϕ

(ϕ, εi)
= ϕ, i = 1, . . . , s− 1,

то в множину W (E, Φ) потраплять тi матрицi з множини Nn(ϕ), останнiй
рядок яких має вигляд

∥∥ 0 . . . 0 ls ls+1 . . . ln
∥∥ .

Iз нерозкладностi елемента ϕ, випливає, що D(ϕ) = { 1 }. Отже,

N(ϕ) =
n−1⋃

k=0

Nk(1),

де Nk(1) складається з усiх рядкiв вигляду

‖a1 a2 . . . an−k−1 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k

‖,

де ai ∈ K(ϕ), i = 1, . . . n− k − 1.
Вибравши з множини N(ϕ) рядки з потрiбною структурою i доповнивши

їх вiдповiдним чином до оборотних матриць, отримаємо множину W (E, Φ).
I для завершення доведення достатньо зауважити, що всi нерозкладнi

матрицi мають форму Смiта вигляду diag (1, . . . , 1, ϕ), де ϕ – нерозкладний
елемент кiльця R та використати теорему 4.4. 2
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7.3. Застосування отриманих результатiв до матричних одностороннiх ...

7.3. Застосування отриманих результатiв до
розв’язання матричних одностороннiх рiвнянь

На прикладi 5.6 (стор. 205) продемонстровано, що в деяких випадках для
пошуку всiх розв’язкiв рiвняння достатньо використати лише визначальну
матрицю. Це буде тодi, коли потенцiйнi форми Смiта унiтальних дiльникiв
або задовольняють вимоги теореми 5.9, або ж дiльникiв з такими форма-
ми не iснує. Якщо це не так, то визначальна матриця генеруватиме лише
частину шуканих розв’язкiв. У цьому випадку для розширення множини
розв’язкiв використаємо поняття стандартного Φ-скелету. Продемонструємо
це на конкретних прикладах, розв’язавши над F – алгебраїчно замкненим
полем характеристики нуль два рiвняння: X2 = 0 i X2 = X, де X – матрицi
третього порядку . Тобто опишемо всi нiльпотентнi та iдемпотентнi матрицi
третього порядку. Скептики скажуть, що розв’язки таких рiвнянь давно вi-
домi. I будуть, звичайно, правими. Дiйсно, нiльпотентними матрицями 3-го
порядку є всi матрицi вигляду

0, T−1

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
0 0 0
0 1 0

∥∥∥∥∥∥
T,

а iдемпотентними –

0, I, T−1

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
0 0 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥
T, T−1

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
T,

де T – неособлива матриця. Проте такий запис має серйознi вади. По-перше,
серед таких розв’язкiв є такi, що повторюються. По-друге, i це набагато
серйознiше, опис коренiв у такому виглядi зводиться до опису всiх оборотних
матриць третього порядку, а це вже iнша ще не розв’язана задача.

Приклад 7.5. Знайдемо всi розв’язки рiвняння

X2 = 0, (7.16)

де X – матриця третього порядку.

Матричному рiвнянню (7.16) вiдповiдає полiномiальна матриця
A(x) = Ix2, яка збiгається зi своєю формою Смiта E(x) = Ix2. Очевидно, що
PA = I. Наше завдання полягає в тому щоб знайти всi лiвi неасоцiйовнi спра-
ва дiльники матричного полiнома Ix2, степiнь визначника яких дорiвнює 3,
та вибрати серед них унiтальнi.

289



Роздiл 7. Одностороння еквiвалентнiсть матриць

Потенцiйними формами Смiта цих дiльникiв є матрицi

Φ1 = Ix, Φ2 = diag(1, x, x2).

Згiдно з теоремою 5.1 матрицi Φ1 вiдповiдає єдиний дiльник Ix = Ix − 0.
Тобто розв’язком рiвняння (7.16) буде матриця X1 = 0.

На пiдставi теореми 5.3 всi матрицi з формою Смiта Φ2 є дiльниками
матричного полiнома A(x). Тому потрiбно описати всi неасоцiйовнi справа
матрицi з формою Смiта Φ2. Класифiкуємо їх за допомогою їхнiх Φ-скелетiв.
Стандартними Φ2-скелетами будуть:

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x 1 1
x2 x 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x 1 1
x2 1 x

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x 1
x x2 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 x
x 1 x2

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x 1
1 x2 x

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 x
1 x x2

∥∥∥∥∥∥
.

Множиною оборотних матриць зi стандартними Φ2-скелетами буде:

Stand(Φ2) =

=





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
a 1 0

bx + c d 1

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 0 0
a 0 1

bx + c 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
1 0 0
d bx + c 1

∥∥∥∥∥∥





⋃

⋃




∥∥∥∥∥∥

0 0 1
1 0 0
d 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 a 1
1 0 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
0 1 0
1 0 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

де a, b, c, d ∈ F. Отже, множиною всiх матриць зi стандартними Φ2-скелетами
буде Stand−1(Φ2)Φ2. Виберемо з цiєї множини всi матрицi, якi регуляризу-
ються справа. Матрицi Φ2 вiдповiдає матриця

J(Φ2) =

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
0 0 0
0 1 0

∥∥∥∥∥∥
.

Тодi

M∥∥∥∥
1 0 0
a 1 0

bx+c d 1

∥∥∥∥
(Φ2) =

∥∥∥∥∥∥

a 1 0
c d 1
b 0 0

∥∥∥∥∥∥
= T2.

Отже,

X = T−1
2 J(Φ2)T2 = b−1

∥∥∥∥∥∥

c d 1
−ac −ad −a

(da− c)c (da− c)d da− c

∥∥∥∥∥∥
.
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Таким чином, множина

X1 =



 b−1

∥∥∥∥∥∥

c d 1
−ac −ad −a

(da− c)c (da− c)d da− c

∥∥∥∥∥∥



 ,

де a, c, d ∈ F, b ∈ F\{0}, є множиною нiльпотентних матриць, що породженi
визначальною матрицею V (E, Φ2).

Аналогiчно отримуємо такi множини розв’язкiв:

X2 =



 b−1

∥∥∥∥∥∥

−c −1 0
c2 c 0
ac a 0

∥∥∥∥∥∥



 , X3 =



b−1

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
−d −c −1
cd c2 c

∥∥∥∥∥∥



 .

Оскiльки
det M∥∥∥∥

0 0 1
1 0 0
d 1 0

∥∥∥∥
(Φ2) = detM∥∥∥∥

0 1 0
0 a 1
1 0 0

∥∥∥∥
(Φ2) =

= detM∥∥∥∥
0 0 1
0 1 0
1 0 0

∥∥∥∥
(Φ2) = 0,

то матрицi з множини




∥∥∥∥∥∥

0 0 1
1 0 0
d 1 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 1 0
0 a 1
1 0 0

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

0 0 1
0 1 0
1 0 0

∥∥∥∥∥∥





−1

Φ2

не регуляризуються справа i розв’язкiв не дають.
Матрицi з Φ-скелетами

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x 1
x x x

∥∥∥∥∥∥
,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 x
x x x

∥∥∥∥∥∥

вiдповiдно дають такi множини розв’язкiв

X4 =





∥∥∥∥∥∥

0 0 0
m 0 0
n 0 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

m ∈ F\{0}, n ∈ F,

X5 =





∥∥∥∥∥∥

0 0 0
0 0 0
m n 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

m, n ∈ F, причому m, n одночасно не дорiвнюють нулю. ♦
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Приклад 7.6. Знайдемо всi розв’язки рiвняння

X2 = X, (7.17)

де X – матриця порядку 3.

Матричному рiвнянню X2 − X = 0 вiдповiдає многочленна матриця
A(x) = Ix2 − Ix, яка збiгається зi своєю формою Смiта E(x) = I(x2 − x).
Отже, PA = I. Наше завдання полягає в тому, щоб знайти всi дiльники
матричного многочлена I(x2 − x), степiнь визначника яких дорiвнює 3. По-
тенцiйними формами Смiта цих дiльникiв є

Φ1 = Ix, Φ2 = I(x− 1),

Φ3 = diag(1, x, x(x− 1)), Φ4 = diag(1, x− 1, x(x− 1)).

Матрицям Φ1 та Φ2 вiдповiдають єдинi розв’язки

X1 = 0, X2 = I.

Розв’язки з формами Смiта характеристичних матриць Φ3 класифiкуємо
їхнiми Ф-скелетами :

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x 1 1

x(x− 1) x− 1 1

∥∥∥∥∥∥
⇒

X3 =



 b−1

∥∥∥∥∥∥

b + c d 1
−(b + c)a −da −a

(b + c)(da− c) d(da− c) da− c

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x 1 1

x(x− 1) 1 x− 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X4 =



 −b−1

∥∥∥∥∥∥

−(b + c) −1 0
(b + c)c c 0
(b + c)a a 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x 1

x− 1 x(x− 1) 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X5 =



 −b−1

∥∥∥∥∥∥

0 0 0
−d −b− c −1
dc (b + c)c c

∥∥∥∥∥∥



 ,

де a, c, d ∈ F, b ∈ F\{0},
∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 x

x− 1 x− 1 x

∥∥∥∥∥∥
⇒ X6 =





∥∥∥∥∥∥

0 0 0
0 0 0
m n 1

∥∥∥∥∥∥



 ,
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∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x 1

x− 1 x x− 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X7 =





∥∥∥∥∥∥

0 0 0
m 1 0
nm n 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x 1 1
x x− 1 x− 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X8 =





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
m 0 0
n 0 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

де m, n ∈ F.
На завершення схематично випишемо розв’язки рiвняння (7.17), хара-

ктеристичнi матрицi яких мають форму Смiта Φ4:
∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x− 1 1 1

x(x− 1) x 1

∥∥∥∥∥∥
⇒

X9 =



 −b−1

∥∥∥∥∥∥

−b− c −d −1
ac ad− b a

(c + b− da)c (c + b− da)d c− da

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x− 1 1 1

x(x− 1) 1 x

∥∥∥∥∥∥
⇒ X10 =



 b−1

∥∥∥∥∥∥

b + c 1 0
−c(b + c) −c 0
−ac −a b

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x− 1 1
x x(x− 1) 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X11 =



 b−1

∥∥∥∥∥∥

b 0 0
d b + c 1

−(b + c)d −(b + c)c −c

∥∥∥∥∥∥



 ,

де a, c, d ∈ F, b ∈ F\{0},
∥∥∥∥∥∥

1 1 1
x− 1 1 1
x− 1 x x

∥∥∥∥∥∥
⇒ X12 =





∥∥∥∥∥∥

0 0 0
m 1 0
n 0 1

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 x− 1 1
x x− 1 x

∥∥∥∥∥∥
⇒ X13 =





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
m 0 0
−nm n 1

∥∥∥∥∥∥



 ,

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
1 1 x− 1
x x x− 1

∥∥∥∥∥∥
⇒ X14 =





∥∥∥∥∥∥

1 0 0
0 1 0
m n 0

∥∥∥∥∥∥



 ,

де m,n ∈ F. ♦
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Перелiк умовних позначень

Перелiк умовних позначень

R — комутативне кiльце скiнченно породжених
головних iдеалiв без дiльникiв нуля
(комутативна область Безу);

U(R) — група одиниць кiльця R;
F — поле;
F [x] — кiльце многочленiв з коефiцiєнтами з поля F ;
C — поле комплексних чисел;
Cn — лiнiйний простiр стовпцiв висоти n над C;
Mn(R) — кiльце n× n матриць над R;
GLn(R) — повна лiнiйна група кiльця R;
GΦ — пiдгрупа групи GLn(R) матриць H таких,

що HΦ = ΦF, де F ∈ GLn(R),
Φ – d-матриця;

L(E, Φ) — множина оборотних матриць
H таких, що HE = ΦS, де
S ∈ Mn(R) i E, Φ – d-матрицi;

W(E,Φ) — множина представникiв лiвих сумiжних
класiв множини L(E, Φ) за групою GΦ;

ai | aj — елемент ai є дiльником елемента aj

(ai дiлить aj);
(a1, a2, . . . , an) — найбiльший спiльний дiльник

елементiв a1, a2, . . . , an;
[a1, a2, . . . , an] — найменше спiльне кратне

елементiв a1, a2, . . . , an;
AT — транспонована матриця до матрицi A;
detA, |A| — визначник матрицi A;
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Перелiк умовних позначень

〈A〉 — найбiльший спiльний дiльник
мiнорiв максимального порядку
матрицi A;

〈A〉i — найбiльший спiльний дiльник
мiнорiв i -го порядку матрицi A;

I — одинична матриця;
In — одинична матриця порядку n;
0 —нульова матриця;
0m×n —нульова матриця вiдповiдного порядку;
diag(a1, a2, . . . , an) — дiагональна матриця з елементами

a1, a2, . . . , an на головнiй дiагоналi
(може бути прямокутною);

d-матриця — дiагональна матриця, в якiй кожний
попереднiй дiагональний елемент
дiлить наступний;

triang(a1, a2, . . . , an) — нижня трикутна матриця з елементами
a1, a2, . . . , an на головнiй дiагоналi
(квадратна);

A⊕B — пряма сума матриць A та B, тобто
матриця

∥∥ A 0
0 B

∥∥ ;
A∗ — матриця отримана замiною кожного

елемента aij матрицi A н.с.д.
мiнорiв максимального порядку
матрицi, отриманої викресленням i
рядка та j стовпця;

PA — множина лiвих перетворювальних
матриць матрицi A до її
форми Смiта;

K(f) — повна система лишкiв за модулем
f ∈ R, тобто множина представникiв
сумiжних класiв фактор-кiльця R/Rf .
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