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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

R � êîìóòàòèâíå êiëüöå;
U(R) � ãðóïà îäèíèöü êiëüöÿ R;
F � ïîëå;
F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè

iç F;
Fg � ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìà g(x) ∈ F[x];
C � ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
Z � êiëüöå öiëèõ ÷èñåë;
Cn � ëiíiéíèé ïðîñòið ðÿäêiâ äîâæèíè n íàä C;
Cn � ëiíiéíèé ïðîñòið ñòîâïöiâ âèñîòè n íàä C;
ai | aj � åëåìåíò ai ¹ äiëüíèêîì åëåìåíòà aj

(ai äiëèòü aj);
ai ̸ | aj � ai íå äiëèòü aj ;
Rδ � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì δ ∈ R;
R′
δ � òàêà ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè

Rδ, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R′
δ

i êîæíîãî u ∈ U(R) ñïðàâåäëèâå
ñïiââiäíîøåííÿ ua ̸≡ b (modδ);

R′′
δ � òàêà ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà

ìíîæèíè R′
δ, ùî êîæíèé åëåìåíò a ∈ R′′

δ ,
âiäìiííèé âiä 1, ìà¹ íåòðèâiàëüíèé
ñïiëüíèé äiëüíèê ç δ: (a, δ) ̸= 1,
ÿêùî a ̸= 1;
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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

M(m, n, R) � ìíîæèíà m× n-ìàòðèöü íàä R;
M(n, R) � êiëüöå n× n-ìàòðèöü íàä R;
GL(n,R) � ïîâíà ëiíiéíà ãðóïà, òîáòî ãðóïà

îáîðîòíèõ ìàòðèöü iç M(n, R);
diag(a1, . . . , an) � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ ç

åëåìåíòàìè a1, . . . , an
íà ãîëîâíié äiàãîíàëi;

d-ìàòðèöÿ � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ
diag(a1, . . . , an), äå ai | ai + 1,
i = 1, . . . , n− 1;

GLΦ(n,R) � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,R) òàêèõ
ìàòðèöü H, ùî HΦ = ΦF,
F ∈ GL(n,R) i Φ � d-ìàòðèöÿ;

ΦGL(n,R) � ïiäãðóïà ãðóïè GL(n,R) òàêèõ
ìàòðèöü F , ùî ΦF = HΦ,
H ∈ GL(n,R);

I � îäèíè÷ía ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî
ïîðÿäêó;

In � îäèíè÷ía ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n;
0 � íóëüîâà ìàòðèöÿ âiäïîâiäíîãî

ðîçìiðó;
0m,n � íóëüîâà m× n-ìàòðèöÿ;
At � òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ äî

ìàòðèöi A;
rangA � ðàíã ìàòðèöi A;
detA � âèçíà÷íèê ìàòðèöi A;
dAk � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê

ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A;
adjA, (A∗) � ìàòðèöÿ, ñêëàäåíà ç àëãåáðà¨÷-

íèõ äîïîâíåíü i òðàíñïîíîâàíà
(ïðè¹äíàíà, âçà¹ìíà ìàòðèöÿ);

a = (a1, . . . , an) � âåêòîð-ðÿäîê äîâæèíè n ç
åëåìåíòàìè a1, . . . , an;
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Ïåðåëiê óìîâíèõ ïîçíà÷åíü

d = (a1, . . . , an) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê
åëåìåíòiâ a1, . . . , an;

triang(a1, . . . , an) � òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç
åëåìåíòàìè a1, . . . , an
íà ãîëîâíié äiàãîíàëi;

DA = diag(µA1 , . . . , µ
A
n ) � êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà

(ôîðìà Ñìiòà) ìàòðèöi A;
µAk � k-èé iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê

ìàòðèöi A;
TA = triang(µA1 , . . . , µ

A
n ) � íèæíÿ òðèêóòíà ôîðìà

ìàòðèöi A ç iíâàðiàíòíèìè
ìíîæíèêàìè µAi íà ãîëîâíié
äiàãîíàëi;

{U}A � ìíîæèíà ëiâèõ ïåðåòâîðþ-
âàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèöi A
äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè;

A{V } � ìíîæèíà ïðàâèõ ïåðåòâîðþ-
âàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèöi A
äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè;

diag{A1, . . . , Ak} � êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà ìàòðè-
öÿ ç êëiòêàìè Ai ∈M(ni, R),
i = 1, . . . , k, íà ãîëîâíié
äiàãîíàëi;

triang{A1, . . . , Ak} � âåðõíÿ êëiòêîâî-òðèêóòíà
ìàòðèöÿ ç êëiòêàìè
Ai ∈M(ni, R), i = 1, . . . , k,
íà ãîëîâíié äiàãîíàëi.
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Ïåðåäìîâà

ÏÅÐÅÄÌÎÂÀ

Ìîíîãðàôiþ ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ðiçíèõ òèïiâ åêâiâàëåí-
òíîñòåé ìàòðèöü i ¨õ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ íàä êiëüöÿìè òà ôà-
êòîðèçàöié ìàòðèöü.

Äîáðå âiäîìi êëàñè÷íi ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü òà
¨õ ïàð. Ã.Ñìiò [225] âïåðøå â 1861 ð. âñòàíîâèâ, ùî êîæíà ìàò-
ðèöÿ ç öiëèìè åëåìåíòàìè (ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë
Z) åêâiâàëåíòíà äî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, ÿêà íàçâà-
íà íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìiòà. Ðåçóëüòàò Ã.Ñìiòà ïîøèðþâàëè
áàãàòî àâòîðiâ íà ðiçíi êëàñè êiëåöü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿê êîìó-
òàòèâíèõ, òàê i íåêîìóòàòèâíèõ [146], [169], [227], [235] òà iíøi
îáëàñòi [199], [201], [208], [207], [165]. Çàãàëîì çàäà÷à ïðî òå,
çà ÿêèõ óìîâ ó êiëüöi êîæíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äî êàíî-
íi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè (êiëüöå ç âëàñòèâiñòþ äiàãîíàëüíî¨
ðåäóêöi¨ ìàòðèöü àáî êiëüöå åëåíåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [175], çà-
ëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíîþ.

Âåéåðøòðàñ [236] òà Êðîíåêåð [176], [12] âñòàíîâèëè êàíî-
íi÷íi ôîðìè äëÿ ðåãóëÿðíèõ òà ñèíãóëÿðíèõ ïó÷êiâ ìàòðèöü,
òîáòî çàäà÷ó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ïàð ìàòðèöü ðîçâ'ÿçàëè ëèøå
äëÿ ïàð ìàòðèöü íàä ïîëÿìè.

Êðiì âèâ÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü òà ¨õ ñêií÷åííèõ
íàáîðiâ íàä êiëüöÿìè â òàêié êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi, â áàãàòüîõ
çàäà÷àõ íåîáõiäíî äîñëiäèòè ñïåöiàëüíi òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé
ìàòðèöü, òîáòî åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü, çà ÿêèõ ìàòðèöi ïå-
ðåõîäó (ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi) íàëåæàòü äî äåÿêèõ ïiäãðóï
ïîâíî¨ ëiíiéíî¨ ãðóïè îñíîâíîãî êiëüöÿ.

Ïðèêëàäàìè òàêèõ åêâiâàëåíòíîñòåé ¹ åëåìåíòàðíà åêâiâà-
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ëåíòíiñòü ìàòðèöü [138], [213], [27], [28], [242], ñêàëÿðíà åêâiâà-
ëåíòíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü [12], [80] òà ií. [149], [157].

Ó 1977 ð. Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé òà àâòîð [60] ââåëè ïîíÿòòÿ
íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ
ñêií÷åííèõ íàáîðiâ íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ F[x], äå F � ïîëå.
ßêùî ïîëå F àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå õàðàêòåðèñòèêè íóëü i ïî-
ëiíîìiàëüíi ìàòðèöi íåîñîáëèâi àáî ïîâíèõ ðàíãiâ, òî äëÿ ñêií-
÷åííèõ íàáîðiâ òàêèõ ìàòðèöü ñòîñîâíî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi âîíè ïîáóäóâàëè òðèêóòíó ôîðìó ç iíâàðiàíòíèìè
ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíèõ äiàãîíàëÿõ.

Ó êíèçi ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî íàïiâñêàëÿðíó åêâiâàëåí-
òíiñòü äîâiëüíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü i ¨õ íàáîðiâ íàä ïîëÿ-
ìè, â òîìó ÷èñëi i ñêií÷åííèìè. Âñòàíîâëåíî ñïåöiàëüíó òðè-
êóòíó ôîðìó äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü i ¨õ íàáîðiâ ùîäî
íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Êðiì òîãî, ââåäåíî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi
ïàð òà ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè. Âêàçàíî ñòàí-
äàðòíó ôîðìó äëÿ ïàðè ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè,
à òàêîæ äåÿêi ôîðìè íàáîðiâ ìàòðèöü âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi â îêðåìèõ âèïàäêàõ âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî,
òîáòî ¹ êàíîíi÷íèìè.

Âñòàíîâëåíi ñòàíäàðòíi ôîðìè ìàòðèöü òà ¨õ íàáîðiâ íàä
ïîëiíîìiàëüíèìè òà iíøèìè êiëüöÿìè âèêîðèñòàíî ïiä ÷àñ âèâ-
÷åííÿ ìóëüòèïëiêàòèâíèõ âëàñòèâîñòåé êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëü-
íèõ ôîðì, ó çàäà÷àõ ïîäiëüíîñòi ìàòðèöü òà äëÿ ðîçðîáêè ìå-
òîäiâ ¨õ ôàêòîðèçàöi¨.

Çíà÷íó ÷àñòèíó êíèãè ïðèñâÿ÷åíî âèâ÷åííþ ñòðóêòóðè ìàò-
ðèöü, çîêðåìà, ¨õ ôàêòîðèçàöié íàä ïîëiíîìiàëüíèìè êiëüöÿ-
ìè, òîáòî ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü àáî ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.
Öi òåðìiíè âæèâàòèìóòüñÿ çàëåæíî âiä ôîðìè çàïèñó îá'¹êòà
ó âèãëÿäi ìàòðèöi A(x) = ∥aij(x)∥m,n1 ç åëåìåíòàìè iç êiëüöÿ
ïîëiíîìiâ F[x] ÷è ïîëiíîìà A(x) = Πmi=1Aix

i ç ìàòðè÷íèìè
êîåôiöi¹íòàìè Ai ∈M(m,n,F), äå F � äåÿêå ïîëå.
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Äîñëiäæåííÿ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ¨õ ôàêòîðèçàöié iíòåí-
ñèâíî ðîçïî÷àòî ç ñåðåäèíè 20-ãî ñòîëiòòÿ. Ó öüîìó íàïðÿìêó
âiäìiòèìî ïðàöi Ëîïàòèíñüêîãî, Ëàíêàñòåðà, Ëàíãåðà, Âiììå-
ðà, Äåíiñà,Òðàóáà, Âåáåðà, Ãîõáåðãà, Ðîäìàíà, Ìàðêóñà, Ìå-
ðåóöè, Ìàëèøåâà, Êàçiìiðñüêîãî òà éîãî ó÷íiâ (äèâ. ïðàöi çi
ñïèñêó ëiòåðàòóðè) òà ií.

Ïiäñóìîâóþ÷èìè ó öüîìó íàïðÿìêó ¹ ìîíîãðàôi¨: Êàçiìið-
ñüêèé Ï. Ñ. "Ðîçêëàä ìàòðè÷íèõ ìíîãî÷ëåíiâ íà ìíîæíèêè".
� Ê.: Íàóê. äóìêà, 1981. � 224 ñ. òà Gohberg I., Lancaster P.,
Rodman L. Matrix polynomials. � New York: Academic Press,
1982. � 409 p., ÿêi îïóáëiêîâàíi áiëüøå òðèäöÿòè ðîêiâ òîìó �
ó 1981 i 1982 ðð., âiäïîâiäíî.

Îäèí iç âiäîìèõ ïiäõîäiâ òà ðîçðîáëåíi íà éîãî îñíîâi ìåòî-
äè ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ  ðóíòóþòüñÿ íà êëàñè-
÷íèõ ïîíÿòòÿõ âëàñíèõ òà ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäà-
þòü õàðàêòåðèñòè÷íèì êîðåíÿì ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà æîð-
äàíîâèõ ëàíöþãiâ (äèâ., íàïðèêëàä, ìîíîãðàôiþ [160] òà ií.).

Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé [48], [49] çàïðîïîíóâàâ îðèãiíàëüíèé ïiä-
õiä äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ öèõ çàäà÷. Íà îñíîâi ââåäåíèõ íîâèõ ïî-
íÿòü çíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi íà ñèñòåìi êîðåíiâ ïîëi-
íîìà òà ñóïðîâiäíî¨ ìàòðèöi âií ðîçðîáèâ ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Öå äàëî ìîæëèâiñòü îòðèìàòè ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i ïðî âèäiëåííÿ ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà iç ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü.

Îáèäâà öi ïiäõîäè, ÿê i ðîçðîáëåíi íà ¨õ îñíîâi ìåòîäè ôà-
êòîðèçàöi¨, ìîæíà çàñòîñóâàòè äî ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêùî
îñíîâíå ïîëå � êîìïëåêñíèõ ÷èñåë àáî áóäü-ÿêå àëãåáðà¨÷íî çà-
ìêíåíå õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Çàäà÷à ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ íàä iíøèìè ïîëÿìè ðîçâ'ÿçàíà ëèøå â îêðåìèõ âè-
ïàäêàõ.

Ó ìîíîãðàôi¨ íà îñíîâi âñòàíîâëåíî¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè
ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i ¨õ íàáîðiâ ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi ðîçðîáëåíî ìåòîä ¨õ ôàêòîðèçàöi¨. Öå äàëî ìîæëè-
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âiñòü ïîâíiñòþ îïèñàòè ïàðàëåëüíi àáî (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìà-
òðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Êðiì çàãàëüíî¨ çàäà÷i ïðî âñòàíîâëåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ óíi-
òàëüíèõ äiëüíèêiâ òà ñïîñîáiâ ¨õ ïîáóäîâè äëÿ ìàòðè÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ íàä ðiçíèìè ïîëÿìè, âèíèêàþòü é iíøi çàäà÷i, ñåðåä
ÿêèõ âèäiëèìî òi, ùî ðîçãëÿíóòî ó êíèçi:

� îïèñ êëàñiâ ðîçêëàäíèõ íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ. Âiäîìî, ùî ðåãóëÿðíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì
ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè, ÿêùî âií ìà¹
ïðîñòó ñòðóêòóðó (òîáòî éîãî åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ëiíiéíi)
[44], [83], [114], êðàòíîñòi éîãî õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ íå ïå-
ðåâèùóþòü äâîõ [61], ñòåïåíi åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ íå ïåðå-
âèùóþòü äâîõ [58], [123], [177] òà iíøi. Òîìó âàæëèâî ðîçøèðè-
òè öi êëàñè, çîêðåìà, âèäiëèòè ðîçêëàäíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè,
êðàòíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ òà ñòåïåíi åëåìåíòàðíèõ
äiëüíèêiâ ÿêèõ ¹ áiëüøèìè âiä äâîõ;

� îöiíêà ÷èñëà äiëüíèêiâ òà ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ. Iíãðàãàì [168] òà Áåëë [137] âèäiëèëè êëàñè ïîëiíî-
ìiàëüíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêi ìàþòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü
ðîçâ'ÿçêiâ, çîêðåìà, i êëàñè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ìàþòü
íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ. Ï.Ñ.Êàçi-
ìiðñüêèé âêàçàâ êëàñè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi ìîæóòü ìàòè
ëèøå ñêií÷åííó êiëüêiñòü ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ [43],
[49]. Òîìó âèíèêà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ÿêùî iñíó¹ ñêií÷åí-
íà êiëüêiñòü äiëüíèêiâ, òî â ÿêèõ ìåæàõ âîíà çíàõîäèòüñÿ òà
âêàçàòè ìàòðè÷íi ïîëiíîìè, ÿêi ìàþòü ìàêñèìàëüíó êiëüêiñòü
óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ?

Ó ìîíîãðàôi¨ âèäiëåíi øèðøi êëàñè ðîçêëàäíèõ íà óíiòàëü-
íi ìíîæíèêè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ i âêàçàíi íèæíÿ òà âåðõíÿ
ìåæi äëÿ ÷èñëà ¨õ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Îñîáëèâî âàæëèâîþ ¹ çàäà÷à ïðî ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà íà ðåãóëÿðíi, çîêðåìà óíiòàëüíi, ìíîæíèêè. Öå çó-
ìîâëåíî òàêèì ôàêòîì. Ç óçàãàëüíåíî¨ òåîðåìè Áåçó âèïëè-
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âà¹, ùî ÿêùî äâî÷ëåí B(x) = Ex − B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) =

∑m
i=0Aix

m−i íàä ïîëåì F, òî
ìàòðèöÿ Y0 = B ¹ ðîçâ'ÿçêîì ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìiàëüíîãî
ðiâíÿííÿ

∑m
i=0 Y

m−iAi = 0. Òîìó çàäà÷à ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ ìiñòèòü çàäà÷ó ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ìàòðè÷íèõ ïî-
ëiíîìàëüíèõ ðiâíÿíü. Êðiì òîãî, äîáðå âiäîìà âàæëèâà ðîëü
ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, çîêðåìà ¨õ ôàêòîðèçàöié ç ðåãóëÿð-
íèìè ìíîæíèêàìè, â òåîði¨ ñèñòåì äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi
ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè [77], [78]. Òîìó íàéáiëüøó óâàãó ïðèäi-
ëåíî îïèñîâi òàêèõ ôàêòîðèçàöié ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ
äiëüíèêiâ, ÿêi ðåãóëÿðèçóþòüñÿ, òîáòî ïðàâî (ëiâî) åêâiâàëåí-
òíi (àñîöiéîâàíi) äî ðåãóëÿðíèõ, çîêðåìà óíiòàëüíèõ, ìàòðèöü.

Ç.I.Áîðåâè÷ [7] ñôîðìóëþâàâ çàäà÷ó îïèñó âñiõ ôàêòîðè-
çàöié òà äiëüíèêiâ ìàòðèöü ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi. Çîêðå-
ìà, âêàçàâ (áåç äîâåäåííÿ) óìîâè iñíóâàííÿ ¹äèíî¨ ç òî÷íiñòþ
äî àñîöiéîâíîñòi ôàêòîðèçàöi¨ íåîñîáëèâî¨ ìàòðèöi íàä êiëüöåì
ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ÿêà âiäïîâiäà¹ ôàêòîðèçàöi¨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äi-
àãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Ó ìîíîãðàôi¨ ç âèêîðèñòàííÿì âñòàíîâëåíî¨ ñòàíäàðòíî¨
ôîðìè äëÿ ïàðè ìàòðèöü îïèñàíî ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàò-
ðèöü íàä êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ òà àäåêâàòíèìè êiëüöÿ-
ìè. Âêàçàíî âñi, ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi, òàêi ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðèöü i âñòàíîâëåíî êðèòåði¨ îäíîçíà÷íîñòi ¨õ äiëüíèêiâ òà
ôàêòîðèçàöié.

Íàâåäåìî êîðîòêèé îãëÿä âèêëàäåíèõ ó êíèçi ðåçóëüòàòiâ.
Ó ïåðøîìó ðîçäiëi íàâåäåíî âiäîìi ïîíÿòòÿ òà ðåçóëüòàòè,

ÿêi ñòîñóþòüñÿ ðiçíèõ òèïiâ åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü, ¨õ ïàð
òà ñêií÷åííèõ íàáîðiâ, à òàêîæ ìåòîäè ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìi-
àëüíèõ ìàòðèöü, ¨õ çâ'ÿçêè ç iíøèìè çàäà÷àìè. Öi ðåçóëüòàòè
âèêîðèñòîâóâàòèìóòüñÿ ïiä ÷àñ âèêëàäó â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Äðóãèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî äîñëiäæåííþ íàïiâñêàëÿðíî¨ åê-
âiâàëåíòíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü i ¨õ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ.
Âñòàíîâëåíî ñïåöiàëüíó òðèêóòíó ôîðìó, ÿêó íàçâàíî ñòàí-
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äàðòíîþ, äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ íàáîðiâ íàä äîâiëü-
íèì ïîëåì ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Âñòàíîâëåíî
çâ'ÿçêè ìiæ íàïiâñêàëÿðíîþ åêâiâàëåíòíiñòþ ìàòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ i ïîäiáíiñòþ ïàð òà íàáîðiâ ìàòðèöü íàä ïîëåì, à òàêîæ
ïîêàçàíî, ùî çàäà÷à ïðî íàïiâñêàëÿðíó åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ ìiñòèòü çàäà÷ó ïðî ïîäiáíiñòü ïàð òà íàáîðiâ
ìàòðèöü íàä ïîëåì, òîáòî ¹ äèêîþ [21].

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi ââåäåíî ïîíÿòòÿ óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåí-
òíîñòi ïàð òà ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ìàòðèöü. Âñòàíîâëåíî ñòàí-
äàðòíó ôîðìó äëÿ ïàð ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè
ùîäî óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Âêàçàíî óìîâè óçàãàëüíå-
íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ìàòðèöü. Âèäiëåíî êëàñè ïàð ìàòðèöü,
äëÿ ÿêèõ ñòàíäàðòíó ôîðìó âèçíà÷åíî îäíîçíà÷íî. Âñòàíîâëå-
íî êðèòåðié äiàãîíàëiçîâíîñòi ïàð ìàòðèöü. Ñòàíäàðòíó ôîðìó
ïàðè ìàòðèöü âèêîðèñòàíî ïiä ÷àñ âèâ÷åííÿ ìóëüòèïëiêàòèâ-
íèõ âëàñòèâîñòåé êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü íàä
àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè.

Ó ÷åòâåðòîìó ðîçäiëi äîñëiäæåíî ñòðóêòóðó ïîëiíîìiàëü-
íèõ ìàòðèöü áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ. Ââåäåíî
ïîíÿòòÿ àáñîëþòíî ðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äîâåäå-
íî iñíóâàííÿ òàêèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ iç áóäü-ÿêèìè çàäà-
íèìè ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè. Âêàçàíî
êðèòåðié àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äîâå-
äåíî, ùî àáñîëþòíî ðîçêëàäíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì ¹ íåçâi-
äíèé. Âñòàíîâëåíî íèæíþ òà âåðõíþ ìåæi äëÿ êiëüêîñòi ëiíié-
íèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà. Âêàçàíî çâ'ÿç-
êè ìiæ ÷èñëîì äiëüíèêiâ òà çâiäíiñòþ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü
äî êëiòêîâèõ âèãëÿäiâ, çîêðåìà, âèäiëåíî îáëàñòi äëÿ ÷èñåë
äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, â ÿêèõ âîíè çâiäíi ÷è íå-
çâiäíi.

Iç âèêëàäåíîãî âèïëèâà¹, ùî ðîçêëàäíiñòü íà ìíîæíèêè
ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç êðàòíîñòÿìè ¨õ õà-
ðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ òà ñòåïåíÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.
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Ó ï'ÿòîìó ðîçäiëi âèäiëåíî êëàñè ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü ç
åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè ñòåïåíiâ, âèùèõ âiä äâîõ, ÿêi ðîç-
êëàäíi íà ìíîæíèêè.

Øîñòèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ïîáóäîâi ìåòîäó ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì. Ôàêòîðèçàöiþ ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà çâåäåíî äî ôàêòîðèçàöi¨ éîãî ó ñòàíäàðòíié
ôîðìi. Íà îñíîâi öüîãî ïîâíiñòþ îïèñàíî ïàðàëåëüíi àáî (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Âñòàíîâëåíî íåîáõiäíi i äî-
ñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ òàêèõ ôàêòîðèçàöié òà çàïðîïîíîâàíî
ñïîñiá ¨õ ïîáóäîâè. Âêàçàíî êðèòåðié ¹äèíîñòi (Φ,Ψ)-ôàêòîðè-
çàöié òà óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ iç çàäàíèìè êàíîíi÷íèìè äiàãî-
íàëüíèìè ôîðìàìè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Ó ñüîìîìó ðîçäiëi ðîçãëÿíóòî ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâî-òðè-
êóòíèõ òà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, çîê-
ðåìà, âñòàíîâëåíî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöi¨ òàêèõ ìàòðèöü
¹ òàêîãî æ êëiòêîâî-òðèêóòíîãî ÷è êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîãî âèã-
ëÿäó, òîáòî ôàêòîðèçàöi¨ çäiéñíåíî â êiëüöi êëiòêîâî-òðèêóòíèõ
ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü. Òîäi ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâèõ ìàòðèöü
çâîäèìî äî ôàêòîðèçàöié ¨õ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê. Âêàçàíî ìå-
òîä ïîáóäîâè êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâî-òðè-
êóòíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü íà îñíîâi ðîçâ'ÿçêiâ âiäïîâiä-
íèõ ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ñèëü-
âåñòðà.

Â îñòàííüîìó âîñüìîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíó ó òðåòüîìó ðîç-
äiëi ñòàíäàðòíó ôîðìó ïàðè ìàòðèöü âèêîðèñòàíî â çàäà÷àõ
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè. Íà öié îñíî-
âi ïîâíiñòþ îïèñàíî (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä àäåê-
âàòíèìè êiëüöÿìè. Âêàçàíî ñòðóêòóðó òàêèõ ôàêòîðèçàöié.
Ñôîðìóëüîâàíî êðèòåði¨ îäíîçíà÷íîñòi ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâ-
íîñòi (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü òà ¨õ äiëüíèêiâ iç çàäàíèìè
êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè. Âêàçàíî íà çàñòîñóâàí-
íÿ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè ïàðè ìàòðèöü äëÿ âñòàíîâëåííÿ ñòàáiëü-
íîãî ðàíãó â êiëüöÿõ ìàòðèöü.
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Ðîçäië 1
ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍIÑÒÜ ÌÀÒÐÈÖÜ
ÒÀ ÌÅÒÎÄÈ �Õ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖIÉ

1111 Ó öüîìó ðîçäiëi ñôîðìóëüîâàíî âiäîìi ðåçóëüòàòè, ÿêi
ñòîñóþòüñÿ ðiçíèõ òèïiâ åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü òà ¨õ ïàð
íàä êiëüöÿìè. Âêàçàíî íà ¨õ çâ'ÿçêè ç iíøèìè çàäà÷àìè, çîêðå-
ìà, ç çàäà÷åþ ïðî ïîäiáíiñòü ïàð ìàòðèöü íàä ïîëåì. Íàâåäåíî
äâà âiäîìi ìåòîäè òà îäåðæàíi ç ¨õ äîïîìîãîþ ðåçóëüòàòè ïðî
ôàêòîðèçàöiþ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

1.1. Òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü íàä ði-

çíèìè îáëàñòÿìè òà ¨õ çâ'ÿçêè

Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0. Ìàòðèöi A,B ∈
M(m, n, R) íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi
îáîðîòíi ìàòðèöi U ∈ GL(m, R) i V ∈ GL(n, R), ùî
A = UBV.

Âïåðøå Ã.Ñìiò [225] â 1861 ð. âñòàíîâèâ, ùî êîæíà ìàò-
ðèöÿ ç öiëèìè åëåìåíòàìè (ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë
Z) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, òîáòî iñíóþòü
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1.1. Òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü íàä ðiçíèìè îáëàñòÿìè...

òàêi ìàòðèöi U ∈ GL(m,R) i V ∈ GL(n,R), ùî

DA = UAV = diag(µA1 , µ
A
2 , . . . , µ

A
r , 0, . . . , 0), (1.1)

äå µAr ̸= 0 i µAi |µAi+1, i = 1, 2, . . . , r − 1.
Ìàòðèöÿ DA ¹ ïðÿìîêóòíà m × n-ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì

R, â ÿêié âñi åëåìåíòè â ïîçèöiÿõ (i, j) äëÿ i ̸= j äîðiâíþþòü
íóëþ. Ìàòðèöþ DA íàçèâàþòü êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîð-
ìîþ àáî íîðìàëüíîþ ôîðìîþ Ñìiòà ìàòðèöi A, à äiàãîíàëüíi
åëåìåíòè µAi � ¨¨ iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè.

Ðåçóëüòàò Ã.Ñìiòà ïîøèðþâàëè áàãàòî àâòîðiâ íà ðiçíi êëà-
ñè êiëåöü ãîëîâíèõ iäåàëiâ ÿê êîìóòàòèâíèõ, òàê i íå êîìóòà-
òèâíèõ [146], [169], [227], [235], à òàêîæ íà iíøi îáëàñòi [199],
[201], [208].

Ó 1943 ð. Î.Õåëìåð [165] ââiâ ïîíÿòòÿ àäåêâàòíèõ êiëåöü,
ÿêi ¹ ðîçøèðåííÿì êiëåöü ãîëîâíèõ iäåàëiâ, íàä ÿêèìè êîæíà
ìàòðèöÿ ¹ åêâiâàëåíòíîþ äî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Îçíà÷åííÿ 1.1. [165]. Êiëüöå R íàçèâàþòü àäåêâàòíèì, ÿêùî
R � îáëàñòü öiëiñíîñòi, â ÿêié êîæíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé
iäåàë ãîëîâíèé i äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R i
êîæíîãî åëåìåíòà b ∈ R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè c, d ∈ R,
ùî a = cd, ïðè÷îìó c ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì iç b, à êîæíèé
íåîáîðîòíèé äiëüíèê di åëåìåíòà d ìà¹ íåîáîðîòíèé ñïiëüíèé
äiëüíèê iç b ∈ R.

Ó öié æå ïðàöi âñòàíîâëåíî äåÿêi âëàñòèâîñòi àäåêâàòíèõ
êiëåöü, ÿêi ¹ àíàëîãi÷íèìè äî âëàñòèâîñòåé êiëåöü ãîëîâíèõ
iäåàëiâ.

Òåîðåìà 1.1. [165] Íåõàé

M =

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11 a12 · · · a1k
a21 a22 · · · a2k
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ank

∥∥∥∥∥∥∥∥
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

� ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè iç àäåêâàòíîãî êiëüöÿ R,

1 < n = rangM ≤ k

i
(a11, a12, . . . , a1k, a21, . . . , ank) = d.

Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè t1, t2, . . . , tn−1 ∈ R, ùî

(A1, A2, . . . , Ak) = d,

äå

Ai = a1it1 + a2it2 + · · · + an−1,itn−1 + ani, i = 1, 2, . . . , k.

Íà îñíîâi öi¹¨ òåîðåìè äîâåäåíî îñíîâíèé ðåçóëüòàò: êîæíà
ìàòðèöÿ A ç åëåìåíòàìè iç àäåêâàòíîãî êiëüöÿ åêâiâàëåíòíà
äî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA.

Çàóâàæèìî, ùî íà öåé ÷àñ ¹ óçàãàëüíåííÿ òàêèõ êiëåöü, íà-
ïðèêëàä, ó ïðàöÿõ [24], [67] ââîäÿòü óçàãàëüíåíî àäåêâàòíi
êiëüöÿ i äîâîäÿòü, ùî êîæíà ìàòðèöÿ íàä òàêèìè êiëüöÿìè
åêâiâàëåíòíà äî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Êiëüöÿ, íàä ÿêèìè êîæíà ìàòðèöÿ åêâiâàëåíòíà äî êàíîíi-
÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, íàçâàíi êiëüöÿìè ç äiàãîíàëüíîþ ðå-
äóêöi¹þ ìàòðèöü àáî êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ [175],
[140]. Îïèñ êiëåöü, ÿêi ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, �
öå íàïðÿìîê ó òåîði¨ êiëåöü, ÿêèé ðîçïî÷àâñÿ iç ïðàöi Ã.Ñìiòà,
i ¹ àêòóàëüíèì i ñüîãîäíi. Éîìó ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi áàãàòüîõ ñó-
÷àñíèõ àëãåáðà¨ñòiâ: Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêîãî [55], [50], Ì.ß.Êîìàð-
íèöüêîãî [67], [68], [69], Á.Â.Çàáàâñüêîãî [245], Ì.I.Äóáðîâiíà
[23] i ií. [119], [161], [193], [244].

Ç iíøîãî áîêó, Ï.Ì.Ãóäèâîê [16] âèäiëèâ êëàñè êiëåöü, íàä
ÿêèìè çàäà÷à ïðî åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü ¹ äèêîþ (ìiñòèòü
çàäà÷ó ïðî ïîäiáíiñòü ïàð ìàòðèöü íàä äåÿêèì ïîëåì). Çðî-
çóìiëî, ùî òàêi êiëüöÿ íå ¹ êiëüöÿìè åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.
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1.1. Òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü íàä ðiçíèìè îáëàñòÿìè...

Êðiì âèâ÷åííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè â òà-
êié êëàñè÷íié ïîñòàíîâöi, â áàãàòüîõ çàäà÷àõ âèíèêà¹ íåîá-
õiäíiñòü äîñëiäæóâàòè ñïåöiàëüíi òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé ìàò-
ðèöü, òîáòî åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðèöü, çà ÿêèõ ìàòðèöi ïåðåõîäó
(ïåðåòâîðþâàëüíi ìàòðèöi) íàëåæàòü äåÿêèì ïiäãðóïàì ïîâíî¨
ëiíiéíî¨ ãðóïè îñíîâíîãî êiëüöÿ.

Îäíèì iç ïðèêëàäiâ òàêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ åëåìåíòàðíà
åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü, ÿêó ðîçãëÿäàëè ðàíiøå [138], [213],
[27], [242]. Ìàòðèöi A,B ∈M(m, n, R) íàçèâàþòü åëåìåíòàð-
íî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi ìàòðèöi S ∈ E(m, R)
i T ∈ E(n, R), ùî A = SBT, äå E(m, R) i E(n, R) �
ïiäãðóïè åëåìåíòàðíèõ ìàòðèöü. ßêùî R � åâêëiäîâå êiëüöå,
òî, î÷åâèäíî, ïîíÿòòÿ åêâiâàëåíòíîñòi i åëåìåíòàðíî¨ åêâiâà-
ëåíòíîñòi ìàòðèöü çáiãàþòüñÿ. Çàäà÷à ïîëÿãà¹ â îïèñi êiëåöü,
íàä ÿêèìè ìàòðèöi åëåìåíòàðíî åêâiâàëåíòíi äî êàíîíi÷íî¨ äi-
àãîíàëüíî¨ ôîðìè, òîáòî çâåäåíi äî öi¹¨ ôîðìè çà äîïîìîãîþ
åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié íàä ðÿäêàìè òà ñòîâïöÿìè ìàòðèöü.

Iíøèì ïðèêëàäîì òàêî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ïîíÿòòÿ ñêàëÿð-
íî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü.

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä F
i A(x), B(x) ∈M(m,n,F[x]).

Ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi A(x) i B(x) íàçèâàþòü åêâiâàëåíò-
íèìè, ÿêùî

A(x) = U(x)B(x)V (x)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U(x) ∈ GL(m,P [x]) i V (x) ∈ GL(n, P [x]).
ßêùî ìàòðèöi U(x) i V (x) íå çàëåæàòü âiä çìiííî¨ x, òîáòî

A(x) = UB(x)V,

äå U ∈ GL(m,F) i V ∈ GL(n,F), òî ìàòðèöi A(x) i B(x)
íàçèâàþòü ñòðîãî [12] àáî ñêàëÿðíî [80] åêâiâàëåíòíèìè.

Çàäà÷à ïðî ñêàëÿðíó åêâiâàëåíòíiñòü ðîçâ'ÿçàíà ëèøå äëÿ
ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî äëÿ ïó÷êiâ
ìàòðèöü Ax+B.
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Ïó÷îê ìàòðèöü Ax+B íàçèâàþòü ðåãóëÿðíèì, ÿêùî ìàò-
ðèöi A i B êâàäðàòíi i det(Ax+B) ̸≡ 0. ßêùî det(Ax+B) = 0
ó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöi A i B êâàäðàòíi, àáî A i B � ïðÿ-
ìîêóòíi ìàòðèöi, òî ïó÷îê Ax+B íàçèâàþòü ñèíãóëÿðíèì.

Äëÿ ðåãóëÿðíèõ ïó÷êiâ çàäà÷ó ïðî ¨õ ñêàëÿðíó åêâiâàëåí-
òíiñòü ðîçâ'ÿçàâ Âåéåðøòðàñ â 1867 ð. [236]. Íà îñíîâi ðîçðî-
áëåíî¨ òåîði¨ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ âií âêàçàâ êðèòåðié ñêà-
ëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ðåãóëÿðíèõ ïó÷êiâ òà ïîáóäóâàâ êàíîíi-
÷íó ôîðìó. Çîêðåìà, âñòàíîâèâ, ùî ïó÷êè ìàòðèöü A1x+B1 i
A2x+B2, äå A1 i A2 � íåîñîáëèâi ìàòðèöi, ñêàëÿðíî åêâiâà-
ëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi, òîáòî ìàþòü
òi ñàìi iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ïîëiíîìiàëü-
íèõ ìàòðèöü ñòåïåíiâ áiëüøèõ íiæ îäèí iç ¨õ åêâiâàëåíòíîñòi íå
âèïëèâà¹ ñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Ó 1890 ð. Êðîíåêåð [176] âñòàíîâèâ êàíîíi÷íó ôîðìó äëÿ
ñèíãóëÿðíèõ ïó÷êiâ ìàòðèöü. Ì.Ï.Êðàâ÷óê [70], [71], [72] âêà-
çàâ åëåìåíòàðíèé ìåòîä çâåäåííÿ ïàðè ìàòðèöü íàä ïîëåì äî
êàíîíi÷íî¨ ôîðìè Êðîíåêåðà. Äü¹äîíå â ïðàöi [148] äà¹ íîâå
òðàêòóâàííÿ ôîðìè Êðîíåêåðà. Ó ïðàöi [238] íàâåäåíî ôîðìè
òàê çâàíèõ ñòðóêòóðîâàíèõ ìàòðè÷íèõ ïó÷êiâ.

Îçíà÷åííÿ 1.2. Ìàòðèöi A(x) i B(x) iç M(m,n, P [x])
íàçèâà¹ìî íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi
ìàòðèöi U ∈ GL(m,P ) i V (x) ∈ GL(n, P [x]), ùî

A(x) = UB(x)V (x).

Öå ïîíÿòòÿ ââåëè Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé òà àâòîð öi¹¨ êíèãè ó
1977 ð. [60]. Âîíè âñòàíîâèëè, ùî ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x)
� íåîñîáëèâà àáî ïîâíîãî ðàíãó (ÿêùî âîíà ïðÿìîêóòíà) íàä
àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü íàïiâñêà-
ëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî òðèêóòíî¨ ìàòðèöi TA(x) ç iíâàðiàíòíè-
ìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi. Öåé ðåçóëüòàò âîíè ïî-
øèðèëè äëÿ íàáîðiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü. Ïiçíiøå ó 1982 ð.
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1.1. Òèïè åêâiâàëåíòíîñòåé ìàòðèöü íàä ðiçíèìè îáëàñòÿìè...

L.Baratchart [128] ñôîðìóëþâàâ ïîäiáíèé ðåçóëüòàò: äëÿ íåîñî-
áëèâî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) íàä íåñêií÷åííèì ïîëåì
iñíóþòü òàêi îáîðîòíà ìàòðèöÿ U(x) i íåîñîáëèâà ñêàëÿðíà
(íàä ïîëåì) ìàòðèöÿ V , ùî ìàòðèöÿ U(x)B(x)V ¹ âåðõíüîþ
òðèêóòíîþ ç iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíié äiàãîíà-
ëi. Öåé æå ðåçóëüòàò ó 1999 ð. äîâîäÿòü J.A. Dias da Silva i
T.J. La�ey [145]. Òàêó åêâiâàëåíòíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü
ó öié ïðàöi íàçèâàþòü "ïîëiíîìiàëüíî-ñêàëÿðíîþ" (PS � equi-
valent (polynomial � scalar)).

Ó ìîíîãðàôi¨ âñòàíîâëåíî ôîðìè äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàò-
ðèöü îñîáëèâèõ i íåïîâíèõ ðàíãiâ i ¨õ íàáîðiâ íàä äîâiëüíèì ïî-
ëåì âiäíîñíî íàïiâñêàëÿðíèõ åêâiâàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü. ßêùî
F � ñêií÷åííå ïîëå, âêàçàíî óìîâè, çà ÿêèõ ïîëiíîìiàëüíà ìàò-
ðèöÿ íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî òàêî¨ ôîðìè.

Çàäà÷à ïðî íàïiâñêàëÿðíó åêâiâàëåíòíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ
ìàòðèöü ìiñòèòü äîáðå âiäîìó çàäà÷ó ïðî ïîäiáíiñòü ïàð ìàò-
ðèöü íàä ïîëåì, ÿêà ðîçâ'ÿçàíà ïîâíiñòþ ëèøå â ïåâíèõ âèïàä-
êàõ i ïîâ'ÿçàíà ç iíøèìè çàäà÷àìè [13], [20], [21], [150], [151],
[155], [115], [220], [135]. Ó ïðàöi [228] âèâ÷àþòü òàê çâàíi ëåî-
íàðäîâi ïàðè ìàòðèöü, òîáòî ïàðè ìàòðèöü íàä ïîëåì, ÿêi ïî-
äiáíi äî ïàðè äiàãîíàëüíî¨ òà òðèäiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöü, òà íà-
âåäåíî ïðèêëàäè ¨õ çàñòîñóâàííÿ. Òîìó ðåçóëüòàòè ïðî íàïiâ-
ñêàëÿðíó åêâiâàëåíòíiñòü ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü ìîæíà âè-
êîðèñòàòè äî öèõ çàäà÷.

Íàáîðè ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak) i (B1, B2, . . . , Bk)

íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

Ai = UBiV, i = 1, 2, . . . , k

äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü U i V íàä R.
Çàäà÷ó ïðî åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ ìàòðèöü ðîçâ'ÿçàëè ëè-

øå äëÿ ïàð ìàòðèöü (k = 2), êîëè R = F � ïîëå, Âåéåðøòðàñ
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[236] òà Êðîíåêåð [176], [12]. Ï.Ì.Ãóäèâîê [16] äîâiâ, ùî çà-
äà÷à åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ìàòðèöü íàä ïåâíèìè êiëüöÿìè ¹ äè-
êîþ i òîìó ¨¨ ðîçâ'ÿçàííÿ ¹ íàäçâè÷àéíî ñêëàäíèì. Ïðîòå äëÿ
ðîçâ'ÿçêó áàãàòüîõ çàäà÷, çîêðåìà ïðî ôàêòîðèçàöiþ ìàòðèöü,
ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì, â òåîði¨
çîáðàæåíü ãðóï òà ñêií÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð òîùî íåîáõiäíî
âèâ÷àòè åêâiâàëåíòíiñòü ïàð òà ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ìàòðèöü ëè-
øå çi ñïiëüíîþ îäíîñòîðîííüîþ ïåðåòâîðþâàëüíîþ ìàòðèöåþ.

Â.Äëàá i Ì.Ðiíãåëü [149], ó çâ'ÿçêó iç çîáðàæåííÿì ñêií-
÷åííîâèìiðíèõ àëãåáð [22], ðîçãëÿíóëè òàêó åêâiâàëåíòíiñòü
ïàð êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü (A1, A2): (QA1P1, QA2P2), äå Q �
êîìïëåêñíà, P1, P2 � äiéñíi îáîðîòíi ìàòðèöi, i âñòàíîâèëè äëÿ
íèõ êàíîíi÷íó ôîðìó âiäíîñíî òàêèõ ïåðåòâîðåíü.

Â.Â.Ñåðãåé÷óê i Ò.Í.Ãàéäóê [157] çàïðîïîíóâàëè êàíîíi-
÷íó ôîðìó (Agen, Bgen) äëÿ ïàðè ìàòðèöü (A,B) íàä ïîëåì
âiäíîñíî ñïiëüíèõ ðÿäêîâèõ i ðiçíèõ ñòîâïöåâèõ ïåðåòâîðåíü:

Agen =

∥∥∥∥∥∥∥∥
Ir 0 0
0 Is 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , Bgen =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 Ir 0
0 0 0
It 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
äå

r + s = rA, r + t = rB, r + s+ t = rM

i
rM = rang

∥∥ A B
∥∥ .

Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé i Á.Â.Çàáàâñüêèé [25] äîâåëè, ùî ïà-
ðó ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèì êiëüöåì, îäíà ç ÿêèõ íåîñîáëèâà,
ñïiëüíèìè ðÿäêîâèìè i ðiçíèìè ñòîâïöåâèìè ïåðåòâîðåííÿìè
ìîæíà çâåñòè äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó ç iíâàðiàíòíèìè ìíîæíè-
êàìè íà ãîëîâíèõ äiàãîíàëÿõ.
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1.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ...

Òîìó ïðèðîäíüî ââåñòè òàêå ïîíÿòòÿ.

Îçíà÷åííÿ 1.3. Íàáîðè ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak), (B1, B2, . . . , Bk)

íàä êiëüöåì R íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

Ai = UBiVi, i = 1, 2, . . . , k,

äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü U i Vi íàä êiëüöåì R.

Çðîçóìiëî, ùî êîëè V1 = V2 = · · · = Vk, òî îäåðæó¹ìî
êëàñè÷íó åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ ìàòðèöü.

Çàäà÷à ïðî óçàãàëüíåíó åêâiâàëåíòíiñòü, ÿê i çàäà÷à ïðî
åêâiâàëåíòíiñòü ïàð ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè, ¹ äèêîþ. Òîìó ¨¨
ïîâíå ðîçâ'ÿçàííÿ ìîæëèâå ëèøå äëÿ îêðåìèõ êëàñiâ ïàð ìàò-
ðèöü. Àëå âàæëèâî âñòàíîâèòè ïðîñòi ôîðìè ïàð òà ñêií÷åííèõ
íàáîðiâ ìàòðèöü ñòîñîâíî óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Ó ðîç-
äiëi 3 ìîíîãðàôi¨ âñòàíîâëåíî òàê çâàíó ñòàíäàðòíó ôîðìó äëÿ
ïàðè ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè, à òàêîæ äåÿêi ôîð-
ìè íàáîðiâ ìàòðèöü âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi
â îêðåìèõ âèïàäêàõ âèçíà÷åíi îäíîçíà÷íî, òîáòî ¹ êàíîíi÷íè-
ìè. Íàâåäåíî äåÿêi çàñòîñóâàííÿ öèõ ôîðì, çîêðåìà, â çàäà÷àõ
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü.

1.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü

òà ðîçâ'ÿçóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü

Íåõàé F � ïîëå i

A0Y
m +A1Y

m−1 + · · · +Am−1Y +Am = 0, (1.2)

Y mA0 + Y m−1A1 + · · · + Y Am−1 +Am = 0 (1.3)
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� ïîëiíîìiàëüíi ìàòðè÷íi îäíîñòîðîííi ðiâíÿííÿ, äå Ai ∈
M(n,F), i = 0, 1, . . . , m. Ìàòðèöþ

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · · +Am−1x+Am (1.4)

íàçèâàþòü õàðàêòåðèñòè÷íîþ ìàòðèöåþ ðiâíÿíü (1.2) i (1.3),
ïîëiíîì ∆(x) = detA(x) � õàðàêòåðèñòè÷íèì, à éîãî êîðåíi
� õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ìàòðèöi A(x) i ìàòðè÷íèõ
ðiâíÿíü (1.2) i (1.3) [49].

Íå ìàþ÷è çàãàëüíîãî ïiäõîäó i ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâ-
íÿíü âèãëÿäó (1.2), êîæíå ðiâíÿííÿ ðîâ'ÿçóâàëè ó êîíêðåòíîìó
âèïàäêó. Çîêðåìà, íàéïðîñòiøi ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ ðîçâ'ÿçóâà-
ëè ùå ó äðóãié ïîëîâèíi XIX ñòîëiòòÿ. Êåëi [143] âïåðøå âêà-
çàâ ðîçâ'ÿçêè ìàòðè÷íîãî äâî÷ëåííîãî ðiâíÿííÿ X2 = A äëÿ
ìàòðèöü A äðóãîãî i òðåòüîãî ïîðÿäêiâ. Iäå¨ Êåëi ðîçâèíóâ
Ñèëüâåñòð [223], [224], ÿêèé, çîêðåìà, ðîçãëÿíóâ äâî÷ëåííi
ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ Xm = I òà Xm = 0, äå I � îäèíè÷íà ìàò-
ðèöÿ. Ôðîáåíióñ [156] çíàéøîâ âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ X2 = A,
êîëè A � íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ. Äàëi iíøi àâòîðè ðîçãëÿäàëè
çàãàëüíå äâî÷ëåííå ðiâíÿííÿ Xm = A i âêàçàëè ðîçâ'ÿçêè ç
ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè [12], [147], [194]. Ï. Ñ. Êàçiìiðñüêèé ç
ó÷íÿìè [49], [62], [63] âñòàíîâèâ êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîâ'ÿçêiâ
ðiâíÿííÿ Xm = A â òåðìiíàõ ñòåïåíiâ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ
ìàòðèöi A.

Ðîò ðîçãëÿíóâ îêðåìi òèïè öèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, çîêðå-
ìà, ñêàëÿðíå âèãëÿäó

p0Y
m + p1Y

m−1 + · · · + pm−1Y + pmI = 0

ç êîåôiöi¹íòàìè pi, i = 0, 1, . . . , m, iç ïîëÿ [215], îäíîñòî-
ðîíí¹ [216], [217] òà ðiçíîñòîðîííi [218], [219]. Äåÿêi iç öèõ
òèïiâ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü äîñëiäæóâàâ òàêîæ Iíãðàãàì [167],
[168].
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Òðîé¹íôåëüñ [233], [5] âèÿâèâ, ùî äëÿ iñíóâàííÿ õî÷ áè
îäíîãî ðîçâ'ÿçêó ìàòðè÷íîãî êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

Y 2 − 2AY +B = 0,

äîñòàòíüî, ùîá õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàòðèöi

R =

∥∥∥∥ A I
A2 −B A

∥∥∥∥
áóëè ðiçíi. Ì.Ïåòêîâ [85] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðèâ äëÿ ìàòðè÷-
íîãî ðiâíÿííÿ âèãëÿäó

Y 2 − CY −D = 0.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ òà ïîâíîãî îïèñó ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1.2)
¨õ íåîáõiäíî êëàñèôiêóâàòè. Ñèëüâåñòð âñòàíîâèâ äëÿ êâàäðà-
òíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

AoY
2 +A1Y +A2 = 0,

ùî êîæíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü éîãî ðîçâ'ÿçêó B ¹ õà-
ðàêòåðèñòè÷íèì êîðåíåì éîãî õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi

A(x) = Aox
2 +A1x+A2.

À. Buchheim äîâiâ öåé ôàêò äëÿ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (1.2)
â çàãàëüíîìó âèïàäêó. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî õàðàêòåðèñòè÷-
íèé ïîëiíîì det(Ix − B) ðîçâ'ÿçêó B ðiâíÿííÿ (1.2) ¹
äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà detA(x) éîãî õàðà-
êòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi A(x) (1.4). Îòæå, âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
(1.2) ðîçáèâàþòüñÿ íà êëàñè iç òèì ñàìèì õàðàêòåðèñòè÷íèì
ïîëiíîìîì, ÿêèé ¹ äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà õà-
ðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi öüîãî ðiâíÿííÿ. Òàêèé ïiäõiä çàñòîñó-
âàâ Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé, ðîçãëÿäàþ÷è ðiâíÿííÿ (1.3) [38], [39].
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Óçàãàëüíåííÿì öüîãî ôàêòó ñòàëà òåîðåìà Áåçó äëÿ ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ, iç ÿêî¨ âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ B ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ðiâíÿííÿ (1.3) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ B(x) = Ix−B
¹ ëiâèì äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi A(x) ðiâíÿííÿ
(1.3) [168]. Ó öié æå ïðàöi ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî iíâàðiàíòíi ìíîæ-
íèêè äiëüíèêà B(x) ìàòðèöi A(x) ¹ äiëüíèêàìè âiäïîâiäíèõ
iíâàðiàíòíèõ ìíîæíèêiâ ìàòðèöi A(x). Íà îñíîâi öüîãî ôàêòó
âñi ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (1.3) ìîæíà ðîçáèòè íà êëàñè ïîäiáíèõ
ìiæ ñîáîþ ðîçâ'ÿçêiâ.

Îïèñ ïîäiáíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâ-
íÿíü (1.2) i (1.3) ó äåÿêèõ âèïàäêàõ îïèñàíi ó ïðàöÿõ [137],
[19].

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.2) i (1.3) ¹ ñêëàäîâîþ çàäà-
÷i ïðî îïèñàííÿ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü
(1.4).

Äîáðå âiäîìå àëãåáðà¨÷íå ðiâíÿííÿ Ðiêêàòi

XAX +BX +XC +D = 0 (1.5)

òà éîãî çàñòîñóâàííÿ â áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷àõ [1], [2],
[189]. Êðiì òåîðåòè÷íèõ ìåòîäiâ [218], [214], [189], iñíó¹ áà-
ãàòî ÷èñëîâèõ ìåòîäiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ [1], [2] òà iíøèõ
ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü [37], [116], [120].

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ A � íåîñîáëèâà. Ââåäåìî òàêó
çàìiíó:

X = A−1(Z − C).

Òîäi, ïiñëÿ âiäïîâiäíèõ ïåðåòâîðåíü, iç ðiâíÿííÿ (1.5) îäåð-
æèìî îäíîñòîðîíí¹ êâàäðàòíå ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

Z2 +MZ +N = 0,

äå
M = ABA−1 − C, N = −ABA−1C +AD.
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Òîìó ìåòîäè ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà çà-
ñòîñóâàòè ïiä÷àñ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêîæ ìàòðè÷íèõ ðiçíîñòîðîí-
íiõ ðiâíÿíü.

1.3. Âëàñíi i ïðè¹äíàíi âåêòîðè, æîðäàíîâi

ëàíöþãè, ëiíåàðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ

ìàòðèöü òà ¨õ ôàêòîðèçàöiÿ

Îäèí iç ìåòîäiâ ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü ãðóí-
òó¹òüñÿ íà êëàñè÷íèõ ïîíÿòòÿõ âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ,
æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ.

Íåõàé

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · · +Am−1x+Am

� íåîñîáëèâà ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöÿ, äå Ai ∈M(n,C),
i = 0, 1, . . . , m.

Íåíóëüîâèé âåêòîð-ðÿäîê

u = ∥ u1 u2 · · · un ∥, ui ∈ C, i = 1, 2, . . . , n,

íàçèâàþòü ëiâèì õàðàêòåðèñòè÷íèì âåêòîðîì ìàòðèöi A(x),
ùî âiäïîâiäà¹ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ α, ÿêùî
uA(α) = 0.

Íåíóëüîâèé âåêòîð�ñòîâïåöü

v = ∥ v1 v2 · · · vn ∥t, vi ∈ C, i = 1, 2, . . . , n,

äå t � ñèìâîë òðàíñïîíóâàííÿ, íàçèâàþòü ïðàâèì õàðàêòå-
ðèñòè÷íèì âåêòîðîì ìàòðèöi A(x), ùî âiäïîâiäà¹ ¨¨ õàðàêòå-
ðèñòè÷íîìó êîðåíþ α, ÿêùî A(α)v = 0.
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Ï.Ëàíêàñòåð ó ïðàöÿõ [187], [188] ó òåðìiíàõ õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ âåêòîðiâ äà¹ óìîâè ðîçêëàäíîñòi ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü
äðóãîãî, òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêiâ íà ëiíiéíi ìíîæíèêè
ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, ÿêi íå ìàþòü ñïiëüíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ
êîðåíiâ.

Òåîðåìà 1.2. [187], [188]. Íåõàé A(x) � ðåãóëÿðíà ïîëiíîìi-
àëüíà ìàòðèöÿ 2-ãî ñòåïåíÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî 2n ¨¨ õàðà-
êòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ìîæíà ðîçáèòè íà äâi ìíîæèíè, ùî
íå ïåðåòèíàþòüñÿ,

α1, α2, . . . , αn i αn+1, αn+2, . . . , α2n,

i ùî iñíóþòü n ëiâèõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ âåêòîðiâ u1, u2, . . . , un, ùî âiäïîâiäàþòü õàðàêòåðè-
ñòè÷íèì êîðåíÿì α1, α2, . . . , αn i n ïðàâèõ ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ âåêòîðiâ v1, v2, . . . , vn, ùî âiä-
ïîâiäàþòü õàðàêòåðèñòè÷íèì êîðåíÿì αn+1, αn+2, . . . , α2n.
Çàïèøåìî òàêi ìàòðèöi:

U =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
u1

u2
...
un

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , V =
∥∥ v1 v2 · · · vn

∥∥
i

Λ1 = diag(α1, α2, . . . , αn), Λ2 = diag(αn+1, αn+2, . . . , α2n).

Òîäi äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíó¹ ðîçêëàä âèãëÿäó

A(x) = (Ex− (UΛ1U
−1)t)A0(Ex− V Λ2V

−1).

Ïîäiáíi ðåçóëüòàòè ôîðìóëþþòüñÿ i äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàò-
ðèöü òðåòüîãî òà ÷åòâåðòîãî ñòåïåíiâ.
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Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé óçàãàëüíèâ öi ðåçóëüòàòè Ï.Ëàíêàñòåðà
äëÿ äîâiëüíèõ íåîñîáëèâèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü (íåîáîâ'ÿç-
êîâî ðåãóëÿðíèõ) i áåç îáìåæåííÿ íà ñïåêòðè ìíîæíèêiâ.

Òåîðåìà 1.3. [44]. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ íåîñîáëèâî¨ ïîëiíîìi-
àëüíî¨ ìàòðèöi A(x) iñíóâàâ ðîçêëàä âèãëÿäó

A(x) = (Ix−B)D(x),

äå B � ÷èñëîâà ìàòðèöÿ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, íåîáõiäíî i äîñ-
òàòíüî, ùîá äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíóâàëî n ëiâèõ ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèõ âåêòîðiâ.

Êðiì òîãî, âií äîâiâ, ùî ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðè-
öÿ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè ðîçêëàäíà ó äîáóòîê ìíîæíèêiâ ïðîñòî¨
ñòðóêòóðè [49].

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ óìîâ âèäiëåííÿ iç ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàò-
ðèöi äîâiëüíèõ ìíîæíèêiâ âèêîðèñòîâóþòü ïîíÿòòÿ æîðäàíî-
âèõ ëàíöþãiâ äëÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi.

Êàæóòü, ùî âåêòîðè

u1, u2, . . . , uk, u1 ̸= 0,

óòâîðþþòü ëiâèé æîðäàíîâèé ëàíöþã ìàòðèöi A(x), ùî âiäïî-
âiäà¹ õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ α, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü
óìîâè

ujA(α) +
1

1!
uj−1A

(1)(α) + · · · +
1

m!
uj−mA

(m)(α) = 0,

j = 1, 2, . . . , k, u0 = u−1 = · · · = um = 0,

äå A(l)(x) � ïîõiäíà l -ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A(x).
×èñëî k íàçèâàþòü äîâæèíîþ æîðäàíîâîãî ëàíöþãà.
Ó ëàíöþãó âåêòîð u1 � öå õàðàêòåðèñòè÷íèé âåêòîð ìàò-

ðèöi A(x), à âåêòîðè

u2, u3, . . . , uk
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íàçèâàþòü ïðè¹äíàíèìè âåêòîðàìè äî õàðàêòåðèñòè÷íîãî âåê-
òîðà u1.

Äîâæèíà æîðäàíîâîãî ëàíöþãà, ùî âiäïîâiäà¹ õàðàêòåðè-
ñòè÷íîìó êîðåíþ α, äîðiâíþ¹ ñòåïåíþ åëåìåíòàðíîãî äiëüíèêà
(x− α)k ìàòðèöi A(x).

Àíàëîãi÷íî âèçíà÷àþòü ïðàâèé æîðäàíîâèé ëàíöþã, ùî âiä-
ïîâiäà¹ õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ α.

Êàíîíi÷íîþ ñèñòåìîþ âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ ìàò-
ðèöi A(x), ùî âiäïîâiäàþòü ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ α,
íàçèâàþòü ñèñòåìó

uk1, uk2, . . . , uk,pk , k = 1, 2, . . . , l,

äå âåêòîðè u11, u21, . . . , ul1 óòâîðþþòü áàçó â kerA(α).
Îá'¹äíàííÿ êàíîíi÷íèõ ñèñòåì, ùî âiäïîâiäàþòü âñiì õàðàêòå-
ðèñòè÷íèì êîðåíÿì ìàòðèöi A(x), íàçèâàþòü êàíîíi÷íîþ ñèñ-
òåìîþ âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A(x) [160],
[190].

Öi ïîíÿòòÿ âïåðøå ââiâ äëÿ íåëiíiéíèõ îïåðàòîðíèõ ïó÷êiâ
Â.Ì.Êåëäèø i çàñòîñóâàâ ¨õ ó ñïåêòðàëüíié òåîði¨ îïåðàòîðíèõ
ïó÷êiâ [65], [66]. Íà îñíîâi âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ, æîð-
äàíîâèõ ëàíöþãiâ âiäïîâiäíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü Ëàíêà-
ñòåð, Ëàíãåð, Âiììåð, Ãîõáåðã, Ðîäìàí [160], [184], [185], [186]
òà ií. îïèñóþòü ðîçâ'ÿçêè äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü òà ¨õ ñèñ-
òåì.

Âiäìiòèìî îäíó âëàñòèâiñòü êàíîíi÷íî¨ ñèñòåìè âëàñíèõ i
ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A(x), âñòàíîâëåíó I.Í.Êðóïíèêîì
[75].

Ëåìà 1.1. [75] . Íåõàé A(x) � óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàò-
ðèöÿ i âèáðàíà äåÿêà ¨¨ êàíîíi÷íà ñèñòåìà âëàñíèõ i ïðè¹äíà-
íèõ âåêòîðiâ. Òîäi iñíó¹ óíiòàëüíà ìàòðèöÿ B(x) (òèõ ñà-
ìèõ ñòåïåíÿ i ïîðÿäêó), ÿêà ìà¹ òó ñàìó êàíîíi÷íó ñèñòåìó,
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àëå êîæíîìó ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ âiäïîâiäà¹ ¹äèíèé
åëåìåíòàðíèé äiëüíèê.

Ì.Ã.Êðåéí i Ã.Ëàíãåð [73], [74] çàïðîïîíóâàëè ìåòîä âèâ-
÷åííÿ ñïåêòðàëüíèõ âëàñòèâîñòåé êâàäðàòè÷íèõ ñïî÷àòêó ìàò-
ðè÷íîãî, à ïîòiì îïåðàòîðíîãî ïó÷êiâ

A(x) = x2I + xB + C

÷åðåç àíàëiç êîðåíiâ âiäïîâiäíèõ ìàòðè÷íîãî i îïåðàòîðíîãî
êâàäðàòè÷íèõ ðiâíÿíü

Z2 +BZ + C = 0.

Öå ïðèçâîäèòü äî çàäà÷i ïðî ôàêòîðèçàöiþ êâàäðàòè÷íîãî ïó-
÷êà A(x). Â ïîäàëüøîìó öåé ìåòîä âèêîðèñòîâóâàëè â òåîði¨
ïó÷êiâ äîâiëüíèõ ñòåïåíiâ áàãàòî àâòîðiâ [81], [82].

Ã.Ëàíãåð [191] âêàçàâ êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (à îòæå i iñíóâàííÿ ëiíiéíî-
ãî óíiòàëüíîãî äiëüíèêà âiäïîâiäíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi) â
òåðìiíàõ æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 1.4. [191]. Íåõàé A(x) � ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà
ìàòðèöÿ (detA0 ̸= 0). Òîäi iñíó¹ ìàòðèöÿ Y ∈ M(n,C), ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ

A0Y
m +A1Y

m−1 + · · · +Am−1Y +Am = 0,

ÿêùî iñíó¹ áàçà ïðîñòîðó Cn, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç æîðäàíîâèõ
ëàíöþãiâ ìàòðèöi A(x).

Öþ òåîðåìó Ã.Ëàíãåðà òàêîæ äîâîäÿòü iíøèì ñïîñîáîì
Ï.Ëàíêàñòåð òà Ã.Âiììåð [184].

Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé i Â.Ð.Çåëiñêî [52], [54] ïîøèðèëè öåé
ðåçóëüòàò ïðî âèäiëåííÿ ëiíiéíîãî óíiòàëüíîãî ìíîæíèêà iç
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äîâiëüíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi (íåðåãóëÿðíî¨). Âîíè òàêîæ
âêàçàëè ñïîñiá îá÷èñëåííÿ æîðäàíîâèõ ëàíöþãiâ ìàòðèöi A(x).

Ïiä÷àñ âèâ÷åííÿ âëàñòèâîñòåé ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi, çîê-
ðåìà ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ, õàðàêòåðèñòè÷íèõ i ïðè¹ä-
íàíèõ âåêòîðiâ, ¨¨ ôàêòîðèçàöié, âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä ëiíåà-
ðèçàöi¨ [237], [178].

Íåõàé

A(x) =

m∑
i=0

Aix
m−i, Ai ∈M(n,C), i = 0, 1, . . . ,m

� ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ. Ìàòðèöþ L ∈M(mn,C)
íàçèâàþòü ëiíåàðèçàòîðîì ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi (ìàòðè÷íî-
ãî ïîëiíîìà) A(x), ÿêùî ìàòðèöÿ Ix − L åêâiâàëåíòíà äî
ìàòðèöi

B(x) =

∥∥∥∥ A(x) 0
0 I

∥∥∥∥ , B(x) ∈M(mn,C[x]),

òîáòî

Ix− L = U(x)B(x)V (x), U(x), V (x) ∈ GL(mn,C[x]).

Îäíèì iç ïðèêëàäiâ ëiíåàðèçàòîðà ¹ ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x):

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 I 0 · · · 0
0 0 I · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · I

−A−1
0 Am −A−1

0 Am−1 −A−1
0 Am−2 · · · −A−1

0 A1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Ìàòðèöi Ex − L i A(x) ìàþòü òi ñàìi õàðàêòåðèñòè÷íi
êîðåíi. Òàê ñàìî âëàñíèì i ïðè¹äíàíèì âåêòîðàì ìàòðèöi A(x)
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1.3. Âëàñíi i ïðè¹äíàíi âåêòîðè, æîðäàíîâi ëàíöþãè ...

âiäïîâiäàþòü âëàñíi i ïðè¹äíàíi âåêòîðè ìàòðèöi Ix−L [182],
[144], [159], [160].

Ó ïðàöÿõ [192], [159], [160] òà ií. âñòàíîâëåíî çâ'ÿçêè ìiæ
ðîçêëàäíiñòþ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) íà ìíîæíèêè i
iíâàðiàíòíèìè ïiäïðîñòîðàìè îïåðàòîðà L ó Cmn.

À.I.Ìàëèøåâ ó ïðàöi [79] äëÿ íåðåãóëÿðíî¨ ïîëiíîìiàëü-
íî¨ ìàòðèöi A(x) ∈ M(n,C[x]) ââîäèòü ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííèõ
âëàñíèõ ÷èñåë, íåñêií÷åííèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òà æîð-
äàíîâèõ ëàíöþãiâ, ùî âiäïîâiäàþòü íåñêií÷åííèì âëàñíèì ÷è-
ñëàì ìàòðèöi A(x). Ó öèõ òåðìiíàõ âií ôîðìóëþ¹ óìîâè ðîç-
êëàäíîñòi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà íà ìíîæíèêè.

Äîáðå âiäîìà òåîðåìà Ðîòà, ÿêà âñòàíîâëþ¹ çâ'ÿçîê ìiæ
ðîçâ'ÿçíiñòþ ëiíiéíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü òèïó Ñèëüâåñòðà i
åêâiâàëåíòíiñòþ òà ïîäiáíiñòþ áëî÷íî-òðèêóòíî¨ òà áëî÷íî-äià-
ãîíàëüíî¨ ìàòðèöü, ñêëàäåíèõ iç êîåôiöi¹íòiâ öèõ ðiâíÿíü, ÿêà
çíàõîäèòü ðiçíîìàíiòíi çàñòîñóâàííÿ.

Òåîðåìà 1.5. [219]. Íåõàé

AX − Y B = C, (1.6)

AX −XB = C (1.7)

� ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ, äå A,B,C, � âiäîìi X,Y � íåâiäîìi
ìàòðèöi âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ íàä ïîëåì F i

M =

∥∥∥∥A C
0 B

∥∥∥∥ , N =

∥∥∥∥A 0
0 B

∥∥∥∥ .
Òîäi:

1) Ðiâíÿííÿ (1.6) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìàòðèöi M i N åêâiâàëåíòíi;

2) Ðiâíÿííÿ (1.7) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ìàòðèöi M i N ïîäiáíi.
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

Êðiì òîãî, àâòîð çàóâàæó¹, ùî òåðåìà 1.5 ñïðàâåäëèâà i äëÿ
ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü (1.6) i (1.7), ìàòðèöi-êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹
ìàòðèöi íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ F[x].

×èìàëî àâòîðiâ òåîðåìó Ðîòà ïîøèðþâàëè íà ìàòðè÷íi ðiâ-
íÿííÿ (1.6) i (1.7), êîåôiöi¹íòè ÿêèõ ¹ ìàòðèöi íàä ðiçíèìè
îáëàñòÿìè. Ó ïðàöÿõ [153], [170] òåîðåìó Ðîòà äîâåëè äëÿ ìàò-
ðèöü íàä êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ó [162], [163] � íàä êî-
ìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè, ó [164], [166] � íàä iíøèìè êiëüöÿìè.
Òàêîæ îïèñàíî ðîçâ'ÿçêè ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü
Ñèëüâåñòðà âèãëÿäó (1.7) ç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè [152],
[172]. Â ðîáîòàõ [129], [154] âêàçóþòüñÿ óìîâè iñíóâàííÿ òà
¹äèíîñòi òàê çâàíèõ "ìiíiìàëüíèõ" ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî ðiâíÿííÿ,
òîáòî ðîçâ'ÿçêiâ X(x), Y (x) òàêèõ, ùî

degX < degB, deg Y < degA,

à â [173], [174] � çàäàíèõ ñòåïåíiâ, çîêðåìà íóëüîâîãî ñòåïåíÿ.
Îäèí iç ñïîñîáiâ ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìi-

àëüíèõ ðiâíÿíü òèïó Ñèëüâåñòðà ãðóíòó¹òüñÿ íà ðîçâ'ÿçóâàííi
ïîëiíîìiàëüíèõ äiîôàíòîâèõ ðiâíÿíü [179], [180], [181].

Ó ìîíîãðàôi¨ âèâ÷åíî çâ'ÿçêè ìiæ ðîçâ'ÿçêàìè ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü (1.6) òà ôàêòîðèçàöiÿìè êëiòêîâî-
òðèêóòíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü.

1.4. Ìàòðèöÿ çíà÷åíü, ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ

ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà ¨õ ôàêòîðèçà-

öiÿ

Ó ïiäðîçäiëi 1.2 âiäçíà÷åíî, ùî çàäà÷à ôàêòîðèçàöi¨ ìàò-
ðèöü ìiñòèòü çàäà÷ó ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiàëü-
íèõ ðiâíÿíü.
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1.4. Ìàòðèöÿ çíà÷åíü, ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìàòðè÷íèõ ...

Êðiì òîãî, çàäà÷ó ïðî ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà
íà ðåãóëÿðíi ìíîæíèêè ñôîðìóëþâàâ ß.Á.Ëîïàòèíñüêèé ó
50-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ [77] i äîñëiäæóâàâ ¨¨ [78], ðîçâ'ÿ-
çóþ÷è ñèñòåìó äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü çi ñòàëèìè êîåôiöi¹í-
òàìè. Âií îäåðæàâ i ïåðøèé ðåçóëüòàò ó öüîìó íàïðÿìi.

Òåîðåìà 1.6. [77]. Íåõàé

A(λ) =
s∑
j=0

As−jλ
j (s ≥ 2),

Aj (j = 0, 1, . . . , s) � êîìïëåêñíi êâàäðàòíi ìàòðèöi ïîðÿä-
êó p, detA0 ̸= 0. Íåõàé, äàëi, iç ps êîðåíiâ (ç óðàõóâàííÿì
¨õ êðàòíîñòåé) ðiâíÿííÿ detA(λ) = 0 ìîæíà âèäiëèòè pk
êîðåíiâ ( k � íàòóðàëüíå ÷èñëî, ìåíøå, íiæ s), âiäìiííèõ
âiä ðåøòè êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ. Äëÿ iñíóâàííÿ çà öèõ ïðè-
ïóùåíü ìàòðèöi

B(λ) =

k∑
j=0

Bk−jλ
j , detB0 ̸= 0,

êîðåíi äåòåðìiíàíòà ÿêî¨ çáiãàëèñÿ á ç âèäiëåíèìè pk êîðå-
íÿìè i ÿêà áè äiëèëà ìàòðèöþ A(λ) çëiâà, íåîáõiäíî i äîñ-
òàòíüî âèêîíàííÿ óìîâè: ðàíã ìàòðèöi

Res+




I
λI
...

λs−1I

A−1(λ)(I, λI, . . . , λk−1I)


äîðiâíþ¹ pk.

Òóò Res+ � ñóìà ëèøêiâ âiäíîñíî âèäiëåíèõ pk êîðåíiâ,
I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

Àâòîð äî öüîãî ðåçóëüòàòó ðîáèòü òàêå çàóâàæåííÿ: "äîâå-
äåííÿ öi¹¨ àëãåáðà¨÷íî¨ òåîðåìè ãðóíòó¹òüñÿ íà òåîði¨ ñèñòåì
äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè".

Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé ðîçâèíóâ iäåþ ß.Á.Ëîïàòèíñüêîãî. Âií
ââiâ ïîíÿòòÿ çíà÷åííÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi íà ñèñòåìi êîðå-
íiâ ïîëiíîìà, ñóïðîâiäíî¨ ìàòðèöi, íà îñíîâi ÿêèõ ðîçðîáèâ àë-
ãåáðà¨÷íi ìåòîäè ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ìíîæ-
íèêè.

Îçíà÷åííÿ 1.3.Íåõàé G(x)� ïîëiíîìiàëüíà m×n - ìàòðèöÿ
íàä êiëüöåì F[x],

φ(x) = (x− α1)
k1(x− α2)

k2 . . . (x− αr)
kr

� ïîëiíîì iç êiëüöÿ F[x], çàïèñàíèé ó êàíîíi÷íîìó âèãëÿäi.
Çíà÷åííÿì ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi G(x) íà ñèñòåìi êîðåíiâ

ïîëiíîìà φ(x) íàçâàíà ÷èñëîâà ìàòðèöÿ âèãëÿäó

MG(x)(φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
H1

H2
...
Hr

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , Hi =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
G(αi)
G′(αi)

...
G(kr−1)(αi)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

i = 1, 2, . . . , r, äå G(i)(x) � ïîõiäíà i-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi
G(x).

Öþ ìàòðèöþ âïåðøå ââiâ Ï.Ñ. Êàçiìiðñüêèé ó 1964 ð. [38],
[39] i íàçèâàëàñü "ìàòðèöåþ, ùî âiäïîâiäà¹ n âèäiëåíèì êîðå-
íÿì

α
(k1)
1 , α

(k2)
2 , . . . , α(kr)

r

(ç óðàõóâàííÿì êðàòíîñòåé) ïîëiíîìà detG(x)". Îñòàííié òåð-
ìií ïî÷àëè àêòèâíî âæèâàòè äåùî ïiçíiøå, ïî÷èíàþ÷è ç ïðàöü
[45], [46].
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1.4. Ìàòðèöÿ çíà÷åíü, ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìàòðè÷íèõ ...

Ïåðøi ðåçóëüòàòè Ï.Ñ. Êàçiìiðñüêîãî â öüîìó íàïðÿìi ñòî-
ñóâàëèñÿ âñòàíîâëåííÿ óìîâ iñíóâàííÿ ëiíiéíèõ ðåãóëÿðíèõ
äiëüíèêiâ (ìîæåìî ââàæàòè ¨õ óíiòàëüíèìè) ìàòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ.

Íåõàé

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · ·+Am−1x+Am

� ìàòðè÷íèé ïîëiíîì íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì F õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü, òîáòî Ai ∈ F, i = 0, 1, . . . ,m. Íà îñíîâi
ðåçóëüòàòiâ ïðàöü [38], [39], [42] ìîæåìî ñôîðìóëþâàòè òàêèé
ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 1.7. Íåõàé φ(x), degφ = n � óíiòàëüíèé äiëüíèê
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x) ̸= 0 ìàòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà A(x), òîáòî

∆(x) = φ(x)ψ(x), (φ(x), ψ(x)) = δ(x),

dAn−1(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ (n − 1)�ãî
ïîðÿäêó ìàòðèöi A(x). ßêùî

(δ(x), dAn−1(x)) = 1,

òî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ìà¹ ëiâèé ëiíiéíèé óíiòàëüíèé
äiëüíèê B(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì

detB(x) = φ(x)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðàíã ìàòðèöi çíà÷åíü âçà¹ìíî¨ ìàò-
ðèöi A∗(x) íà ñèñòåìi êîðåíiâ ïîëiíîìà φ(x) äîðiâíþ¹ n:

rangMA∗(x)(φ) = n.

Äëÿ îïèñó íåëiíiéíèõ äiëüíèêiâ Ï.Ñ. Êàçiìiðñüêèé ââiâ ïî-
íÿòòÿ ñóïðîâiäíî¨ ìàòðèöi [40].
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

Îçíà÷åííÿ 1.4. Íåõàé φ(x), degφ = nr � äiëüíèê õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x) ̸= 0 ìàòðè÷íîãî ïîëiíî-
ìà A(x), òîáòî ∆(x) = φ(x)ψ(x). Ìàòðèöÿ

Ar−1(x) = A∗(x)
∥∥ I Ix · · · Ixr−1

∥∥
íàçâàíà ñóïðîâiäíîþ ìàòðèöåþ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x).

Òåîðåìà 1.8. [40], [43]. Íåõàé φ(x), degφ = nr � äiëüíèê
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x) ̸= 0, òîáòî

∆(x) = φ(x)ψ(x), (φ(x), ψ(x)) = δ(x).

ßêùî

(δ(x), dAn−1(x)) = 1, (1.8)

òî äëÿ òîãî, ùîá iñíóâàâ ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x)
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ñòåïåíÿ r ç õàðàêòåðèñòè÷íèì
ïîëiíîìîì detB(x) = φ(x), íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá

rangMAr−1(x)(φ) = nr.

Ç öi¹¨ òåîðåìè, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâà¹ âàæëèâà â òåîði¨ ðîç-
êëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ìíîæíèêè òåîðåìà ïðî ðå-
ãóëÿðèçàöiþ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Çðîçóìiëî, ÿêùî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ïîðÿäêó n i
ñòåïåíÿ s � ðåãóëÿðíèé, òî deg detA(x) = ns. Òîìó íåîá-
õiäíîþ óìîâîþ ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ¹
êðàòíiñòü ñòåïåíÿ éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà detA(x)
éîãî ïîðÿäêó n.

Òåîðåìà 1.9. Íåõàé A(x) � ìàòðè÷íèé ïîëiíîì ïîðÿäêó n
i deg detA(x) = ns. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x)
ðåãóëÿðèçóâàâñÿ ñïðàâà, òîáòî ùîá iñíóâàëà òàêà ìàòðèöÿ
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1.4. Ìàòðèöÿ çíà÷åíü, ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìàòðè÷íèõ ...

R(x) ∈ GL(n,F[x]), ùî A(x)R(x) � ðåãóëÿðíèé ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì, çîêðåìà óíiòàëüíèé, íåîáõiäíî òà äîñòàòíüî, ùîá

rangMAs−1(x)(∆) = ns,

äå ∆(x) = detA(x).

Ó ïðàöi [43] âêàçàíî òàêèé ñïîñiá çíàõîäæåííÿ êîåôiöiåí-
òiâ óíiòàëüíîãî äiëüíèêà ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà, ÿêùî âií iñíó¹.

Íåõàé
rangMAr−1(x)(φ) = nr.

Òîäi iñíó¹ óíiòàëüíèé äiëüíèê

B(x) = Ixr −B1x
r−1 − · · · −Br

ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì detB(x) = φ(x) ìàòðè÷íî-
ãî ïîëiíîìà A(x). Êîåôiöi¹íòè äiëüíèêà B(x) çíàõîäÿòü ÿê
ðîçâ'ÿçêè

Y1 = B1, . . . , Yr−1 = Br−1, Yr = Br

ëiíiéíîãî ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

MAr−1(x)(φ)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
Yr
Yr−1
...
Y1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ =MA∗(x)xr(φ).

Äëÿ êîæíîãî ôiêñîâàíîãî äiëüíèêà φ(x) õàðàêòåðèñòè÷-
íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x) ç óìîâîþ (1.8) ðîçâ'ÿçîê öüîãî
ðiâíÿííÿ ¹äèíèé, à îòæå, é óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ìàòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà A(x) iç çàäàíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì
detB(x) = φ(x) � ¹äèíèé.
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

Ïiçíiøå ó ïðàöÿõ [14], [15] âñòàíîâëåíî, ùî óìîâà (1.8) ¹
i íåîáõiäíîþ äëÿ ¹äèíîñòi óíiòàëüíîãî äiëüíèêà B(x) ìàòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà A(x) iç çàäàíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì
detB(x) = φ(x).

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî âèäiëåííÿ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ
iç ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü ðîçâ'ÿçàíî ó âèïàäêó, êîëè óíiòàëüíi äiëü-
íèêè ñâî¨ìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîëiíîìàìè âèçíà÷åíi îäíî-
çíà÷íî.

Ó 1978 ð. Ï.Ñ. Êàçiìiðñüêèé ðîçâ'ÿçàâ ïðîáëåìó âèäiëåííÿ
ðåãóëÿðíîãî ìíîæíèêà iç ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà íàä àëãåáðà¨÷íî
çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó,
òîáòî âñòàíîâèâ êðèòåðié iñíóâàííÿ òàêèõ ìíîæíèêiâ ç íàïå-
ðåä çàäàíèìè êàíîíi÷íèìè ôîðìàìè, à òàêîæ âêàçàâ ìåòîä ¨õ
áåçïîñåðåäíüîãî çíàõîäæåííÿ [47], [48].

Íåõàé

DA(x) = P (x)A(x)Q(x) = diag(ε1(x), ε2(x), . . . , εn(x))

� êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi A(x), äå P (x), Q(x) ∈
GL(n, P [x]). Íåõàé, äàëi, d-ìàòðèöÿ

Φ(x) = diag (φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)) ,

òîáòî òàêà, ùî φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1, i

n∑
i=1

degφi = nr

¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðèöi
A(x):

DA(x) = Φ(x)Ψ(x).

Îçíà÷åííÿ 1.5. [48]. Ìàòðèöþ W (Φ) íàçèâàþòü âèçíà÷àëü-
íîþ, ïîðîäæåíîþ ìàòðèöåþ Φ(x), äå
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W (Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

φ

(φ1, ε1)
0

φk21
(φ2, ε1)

φ

(φ2, ε2)

. . . . . . . . . . . . . . .

φkn1
(φn, ε1)

φkn2
(φn, ε2)

. . .
φkn,n−1

(φn, εn−1)

φ

(φn, εn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå (φi, εj) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ φi òà

εj , i, j = 1, . . . , n, i > j; ÿêùî
(φi, εj)

φj
= 1, òî kij = 0, ÿêùî æ

(φi, εj)

φj
̸= 1, òî

kij = kij0 + kij1x+ · · ·+ kijhijx
hij ,

äå

hij = deg
(φi, εj)

φj
− 1, i = 2, . . . , n, i > j, j = 1, . . . , n− 1,

kijs � ïîïàðíî ðiçíi çìiííi, ïðè¹äíàíi äî îñíîâíîãî ïîëÿ F,
s = 1, 2, . . . , hij ; φ = detΦ(x).

Òåîðåìà 1.10. [48]. Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x)
çîáðàæàâñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó

A(x) = B(x)C(x),

äå B(x) � óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì ñòåïåíÿ r ç êà-
íîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x), íåîáõiäíî i äîñ-
òàòíüî, ùîá

rangMW (Φ)P (x)∥I, Ix, ..., Ixr−1∥(φ) = nr
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Ðîçäië 1. Åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðèöü òà ìåòîäè ¨õ ôàêòîðèçàöié

äëÿ äîâiëüíî¨ ôiêñîâàíî¨ ïåðåòâîðþâàëüíî¨ ìàòðèöi P (x) ìàò-
ðèöi A(x) äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Çàäà÷à ïðî ðîçêëàäíiñòü íà ìíîæíèêè ìàòðè÷íîãî ïîëiíî-
ìà A(x) íàä äîâiëüíèì ïîëåì F ó çàãàëüíié ïîñòàíîâöi ïî-
ëÿãà¹ â òîìó, ùîá âêàçàòè óìîâè éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi
äîáóòêó

A(x) =

q∏
i=1

Bi(x)

óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ Bi(x), i = 1, 2, . . . , q, ÿêi âæå íå-
ðîçêëàäíi, çîêðåìà ó äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ
òà âêàçàòè ìåòîä ïîáóäîâè òàêèõ ðîçêëàäiâ. Öþ çàäà÷ó â òàêié
ïîñòàíîâöi ðîçâ'ÿçàëè ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ.

Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé âêàçàâ óìîâè ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü
íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè ñïî÷àòêó çà óìîâè, ùî ¨õ õàðà-
êòåðèñòè÷íi ïîëiíîìè ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi [41], [39], à ïîòiì
� êîëè âîíè "ìàéæå" ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi [45], [49].

Òåîðåìà 1.11. [49]. Íåõàé F � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå
õàðàêòåðèñòèêè íóëü,

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · ·+Am−1x+Am

� óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì íàä ïîëåì F. Íåõàé äàëi
õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ∆(x) = detA(x) ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà A(x) ðîçêëàäíèé íà ìíîæíèêè

∆(x) = φ1(x)φ2(x) . . . φs(x),

êîæíèé ç ÿêèõ ìà¹ ñòåïiíü n, ïðè÷îìó

((φi(x), φj(x)), d
A
n−1(x))) = 1, i, j = 1, 2, . . . , s, i ̸= j.
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1.4. Ìàòðèöÿ çíà÷åíü, ñóïðîâiäíà ìàòðèöÿ ìàòðè÷íèõ ...

Òîäi äëÿ iñíóâàííÿ ðîçêëàäó

A(x) = (Ix−B1)(Ix−B2) · · · (Ix−Bs),

äëÿ ÿêîãî

det(Ix−Bi) = φi(x), i = 1, 2, . . . , s,

íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá äëÿ êîæíîãî r = 0, 1, . . . , s− 2,
âèêîíóâàëàñü ðiâíiñòü

rangMAr(x)(φ1 · · · φr+1) = n(r + 1).

Ó ïðàöi [112] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðèëè íà âèïàäîê, êîëè
F � äîâiëüíå ïîëå. Ó ïðàöi [30] âêàçóþòü óìîâè ðîçêëàäíî-
ñòi íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü òîäi,
êîëè êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
äîðiâíþ¹ äîáóòêó êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìíîæíèêiâ
Bi(x).

Iç âèêëàäåíîãî çðîçóìiëî, ùî ðîçðîáëåíèé Ï.Ñ.Êàçiìiðñü-
êèì ìåòîä çàñòîñîâíèé äî ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ
ëèøå ó âèïàäêó, êîëè îñíîâíå ïîëå àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå õàðà-
êòåðèñòèêè íóëü.

Ó ìîíîãðàôi¨ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì i îïèñàíî ïåâíi êëàñè òàêèõ
ôàêòîðèçàöié, â òîìó ÷èñëi ðîçêëàäè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà
äîâiëüíå ÷èñëî óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ, ïàðàëåëüíî ôiêñîâàíî-
ìó ðîçêëàäó ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì. Òàê îõîïëåíî
øèðøi âiä âiäîìèõ òèïè ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.
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Ðîçäië 2
ÍÀÏIÂÑÊÀËßÐÍÀ
ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍIÑÒÜ
ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi ïîáóäîâàíî ñòàíäàðòíó ôîðìó ïîëiíîìi-
àëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì
âiäíîñíî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi. Âêàçàíî çâ'ÿçêè ìiæ
ñêàëÿðíîþ òà íàïiâñêàëÿðíîþ åêâiâàëåíòíîñòÿìè ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ òà ¨õ ïîäiáíiñòþ. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæàíî çâ'ÿçêè ìiæ
íàïiâñêàëÿðíîþ åêâiâàëåíòíiñòþ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà ïî-
äiáíiñòþ íàáîðiâ ìàòðèöü íàä ïîëåì.

2.1. Íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè íàáîðiâ ïî-

ëiíîìiâ òà ¨õ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä F.
×åðåç Fg ïîçíà÷àòèìåìî ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìà g(x) ∈ F[x]),
(f(x), g(x)) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ f(x) i
g(x). Ñôîðìóëþ¹ìî äåÿêi âëàñòèâîñòi, ùî ñòîñóþòüñÿ çâ'ÿçêiâ
íàéáiëüøèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ïîëiíîìiâ
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2.1. Íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè íàáîðiâ ïîëiíîìiâ ...

iç êiëüöÿ F[x] òà ¨õ ëiíiéíèõ êîìáiíàöié, ÿêi âèêîðèñòà¹ìî â
íàñòóïíèõ ïiäðîçäiëàõ.

Ëåìà 2.1. Íåõàé

f1(x), f2(x), g(x) ∈ F[x], g(x) ̸≡ 0, (f1(x), f2(x), g(x)) = δ(x).

Íåõàé Fg � ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìà g(x), òîáòî

g(x) =
r∏
j=1

(x− αj)
kj , αj ∈ F.

ßêùî r < |F|, äå |F| � ïîòóæíiñòü ïîëÿ F, òî

(f1(x) + uf2(x), g(x)) = δ(x)

çà âñiõ çíà÷åíü u ç F, çà âèíÿòêîì íå áiëüø íiæ t çíà÷åíü
u = u1, u2, . . . , u = ut, t 6 r.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

δ(x) =
r∏
i=1

(x− αi)
li , 0 ≤ li ≤ ki.

ßêùî äëÿ äåÿêîãî αj ìà¹ìî, ùî kj = lj , 1 6 j 6 r, òî

(f1(x) + uf2(x), g(x)) = (x− αj)
lj δ̃(x), δ̃(αj) ̸= 0,

çà âñiõ u ∈ Fg. ßêùî æ lj < kj , òî

(f1(x) + uf2(x), g(x)) = (x− αj)
lj δ̃, δ̃(αj) ̸= 0

çà âñiõ u ∈ Fg, çà âèíÿòêîì íå áiëüøå îäíîãî u. Îñêiëüêè
F ⊂ Fg, òî çâiäñè ëåãêî îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.
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Íàñëiäîê 2.1. Íåõàé

f1(x), f2(x), g(x) ∈ F[x], g(x) ̸≡ 0, (f1(x), f2(x), g(x)) = δ(x).

ßêùî deg g < |F|, òî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò u ∈ F, ùî

(f1(x) + uf2(x), g(x)) = δ(x).

Ëåìà 2.2. Íåõàé çàäàíî n íàáîðiâ

fi1(x), fi2(x), . . . , fim(x), gi(x); gi(x) ̸≡ 0, i = 1, 2, . . . , n,

ïîëiíîìiâ ç F[x], ïðè÷îìó

(fi1(x), fi2(x), . . . , fim(x), gi(x)) = δi(x);

Fgi � ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìiâ gi(x), òîáòî

gi(x) =

ri∏
j=1

(x− αij)
kij , αij ∈ Fgi , i = 1, 2, . . . , n.

Íåõàé äàëi S � ïiäìíîæèíà ïîëÿ F, òîáòî S ⊂ F. ßêùî

n∑
i=1

ri < |S|,

òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè

u2, u3, . . . , um ∈ S,

ùî

(fi1(x) +

m∑
j=2

ujfij(x), gi(x)) = δi(x)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n.
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2.1. Íàéáiëüøi ñïiëüíi äiëüíèêè íàáîðiâ ïîëiíîìiâ ...

Äîâîäèìî ëåìó iíäóêöi¹þ çà m. ßêùî m = 2 äîâåäåííÿ
âèïëèâà¹ ç ëåìè 2.1. Ïðèïóñòèìî ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè äëÿ m−
1 i äîâåäåìî äëÿ äîâiëüíîãî m.

Íåõàé

gi(x) = [pi1(x)]
ki1 [pi2(x)]

ki2 . . . [piri(x)]
kiri , (2.1)

i = 1, 2, . . . , n, äå

pij(x), j = 1, 2, . . . , ri

� íåçâiäíi íàä F ïîëiíîìè. Òîäi

δi(x) = [pi1(x)]
li1 [pi2(x)]

li2 . . . [piri(x)]
liri ,

0 6 lij 6 kij , i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , ri.

Ïðèïóñòèìî, ùî

lij < kij i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , ri.

Òîäi äëÿ êîæíîãî ïîëiíîìà

[pij(x)]
lij , j = 1, 2, . . . , ri

iñíó¹ òàêèé ïîëiíîì fiq(x), 1 6 q 6 m, ùî

fiq(x) = [pij(x)]
lij f̃iq(x),

ïðè÷îìó pij(x) ̸ |f̃iq(x) (íå äiëèòü), i = 1, 2, . . . , n. Òîìó ïîëi-
íîìè

gi(x), δi(x), i = 1, 2, . . . , n

ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

gi(x) = gi1(x) · · · gim(x), δi(x) = δi1(x) · · · δim(x), (2.2)
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äå

(gis(x), git(x)), (δis(x), δit(x)) = 1, (fis(x), gis(x)) = δis(x),

s, t = 1, 2, . . . , m, s ̸= t.
Íåõàé

(fi1(x), fi2(x), . . . , fi,m−1(x), gi(x)) = ∆i(x), i = 1, 2, . . . , n.

Ïîçíà÷èâøè

δi1(x) · · · δi,m−1(x) = δ
(m−1)
i (x),

ìàòèìåìî, ùî
∆i(x) = δ

(m−1)
i (x)∆̃i(x),

äå
(∆̃i(x), δ

(m−1)
i (x)) = 1, i = 1, 2, . . . , n.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ iñíóþòü òàêi

u2, u3, . . . , um−1 ∈ S,

ùî

(
fi1(x) +

m−1∑
j=2

ujfij(x), gi(x)
)
= ∆i(x), i = 1, 2, . . . , n.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è (2.2) ìà¹ìî

(
fi1(x) +

m−1∑
j=2

ujfij(x), fim(x), gi(x)
)
= δi(x).

Îòæå, iñíó¹ òàêèé åëåìåíò um ∈ S, ùî
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(
fi1(x) +

m∑
j=2

ujfij(x), gi(x)
)
= δi(x), i = 1, 2, . . . , n.

Íåõàé òåïåð
gs(x) = [pst(x)]

lst g̃s(x)

i
δs(x) = [psl(x)]

lst δ̃s(x),

pst(x) ̸ | g̃s(x), psl(x) - δ̃s(x), 1 6 s 6 n, 1 6 t 6 rs.

Òîäi (
fs1(x) +

m∑
j=2

ujfsj(x), gs(x)
)
= [pst(x)]

lst δ̃s(x)

çà áóäü-ÿêèõ
u2, u3, . . . , um ∈ S.

Òîìó, ÿêùî ó âèðàçi (2.1) äåÿêi kij = lij , òî ïðîâîäèìî ïîïå-
ðåäíi ìiðêóâàííÿ, áåðó÷è äî óâàãè ëèøå òi íåçâiäíi ìíîæíèêè
pij(x) ó ðîçêëàäàõ (2.1) ïîëiíîìiâ gi(x), äëÿ ÿêèõ kij > lij .

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 2.2. Íåõàé çàäàíî n íàáîðiâ

fi1(x), fi2(x), . . . , fim(x), gi(x); gi(x) ̸≡ 0, i = 1, 2, . . . , n,

òàêèõ ïîëiíîìiâ ç F[x], ùî

(fi1(x), fi2(x), . . . , fim(x), gi(x)) = δi(x),

i = 1, 2, . . . , n.
Íåõàé äàëi S ⊂ F. ßêùî

n∑
i=1

deg gi < |S|,
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òî iñíóþòü òàêi åëåìåíòè

u2, u3, . . . , um ∈ S,

ùî

(fi1(x) +

m∑
j=2

ujfij(x), gi(x)) = δi(x)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n.

Íàñëiäîê 2.3. Íåõàé F � íåñêií÷åííå ïîëå,

f1(x), f2(x), . . . , fm(x) ∈ F[x]

i

(f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) = δ(x).

Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè

u1, u2, . . . , um ∈ F,

ùî
m∑
i=1

uifi(x) = δ(x)h(x), (δ(x), h(x)) = 1.

Ëåìà 2.3. Íåõàé

A(x) ∈M(m,n,F[x]), rangA(x) = r > 1

i

dAr (x) =

q∏
j=1

(x− αj)
kj , αj ∈ FdAr ,
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äå FdAr � ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìà dAr (x). ßêùî q < |F|, òî iñíó¹
òàêèé ðÿäîê

u =
∥∥ 1 u2 · · · um

∥∥ ,
äå uj ∈ F, j = 2, 3, . . . , m, ùî

uA(x) =
∥∥ b1(x) b2(x) . . . bn(x)

∥∥ ,
äå

(b1(x), b2(x), . . . , bn(x)) = dA1 (x).

Äîâåäåííÿ. Äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ V (x) ∈
GL(n,F[x]), ùî

A(x)V (x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
a11(x) a12(x) . . . a1r(x) 0 . . . 0

a21(x) a22(x) . . . a2r(x) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1(x) am2(x) . . . amr(x) 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ = A1(x).

Óñi ïåðøi r ñòîâïöi ìàòðèöi A1(x) ¹ íåíóëüîâèìè. Çðî-
çóìiëî, ùî äîñòàòíüî äîâåñòè ëåìó äëÿ ìàòðèöi A1(x).

Î÷åâèäíî, ùî dA1
r (x) = dAr (x) i dA1

1 (x) = dA1 (x).

×åðåç δA1
j (x) ïîçíà÷àòèìåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê

åëåìåíòiâ j-ãî ñòîâïöÿ ìàòðèöi A1(x), òîáòî

δA1
j (x) = (a1j(x), a2j(x), . . . , amj(x)), j = 1, 2, . . . , r.

Ïîëiíîìè dA1
1 (x) i dA1

r (x) çîáðàçèìî ó âèãëÿäàõ

dA1
1 (x) = d11(x)d12(x) · · · d1r(x),

dA1
r (x) = dr1(x)dr2(x) · · · drr(x),
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äå

(d1s(x), d1t(x)) = 1, (drs(x), drt(x)) = 1, s, t = 1, 2, . . . , r, s ̸= t

i
(δA1
j (x), drj(x)) = dij(x), j = 1, 2, . . . , r.

Òåïåð íà îñíîâi ëåìè 2.2 äëÿ íàáîðiâ ïîëiíîìiâ

a1j(x), a2j(x), . . . , amj(x), drj(x), j = 1, 2, . . . , r,

iñíóþòü òàêi åëåìåíòè ui ∈ F, i = 2, 3, . . . , m, ùî

∥1 u2 · · · um∥A1(x) = ∥c1(x) · · · cr(x) 0 · · · 0∥,

äå
(c1(x), . . . , cr(x)) = dA1 (x).

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 2.4. Íåõàé

Ai(x) ∈M(m,ni,F[x]), rangAi(x) = ri > 1, i = 1, 2, . . . , k

i

dAi
ri (x) =

qi∏
j=1

(x− αij)
kij , αij ∈ F

d
Ai
ri

,

äå F
d
Ai
ri

� ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìiâ dAi
ri (x), i = 1, 2, . . . , k.

ßêùî
k∑
i=1

qi < |F|,

òî iñíó¹ òàêèé ðÿäîê

u =
∥∥ 1 u2 u3 · · · um

∥∥ , uj ∈ F, j = 2, 3, . . . , m,
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ùî

uAi(x) =
∥∥∥ b

(i)
1 (x) b

(i)
2 (x) . . . b

(i)
ni (x)

∥∥∥ ,
äå

(b
(i)
1 (x), b

(i)
2 (x), . . . , b(i)ni

(x)) = dAi
1 (x), i = 1, 2, . . . , k.

Äîâåäåííÿ âèêîíó¹ìî àíàëîãi÷íî, ÿê i ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, ç
âèêîðèñòàííÿì iíäóêöi¨.

2.2. Íàïiâñêàëÿðíà åêâiâàëåíòíiñòü ïîëiíî-

ìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ íàáîðiâ

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä F,
M(m,n,F[x])� ìíîæèíà m×n-ìàòðèöü íàä F[x], A(x), B(x) ∈
M(m,n,F[x]), dAr (x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ
r-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A(x).

Ìàòðèöi A(x) i B(x) íàçèâàþòü åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

A(x) = U(x)B(x)V (x)

äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü U(x) ∈ GL(m,F[x]) i V (x) ∈
GL(n,F[x]). ßêùî ìàòðèöi U(x) i V (x) íå çàëåæàòü âiä
çìiííî¨ x, òîáòî

A(x) = UB(x)V,

äå U ∈ GL(m,F) i V ∈ GL(n,F), òî ìàòðèöi A(x) i B(x)
íàçèâàþòü ñêàëÿðíî [80] àáî ñòðîãî [12] åêâiâàëåíòíèìè.

Îçíà÷åííÿ 2.1. Ìàòðèöi A(x) i B(x) iç M(m,n,F[x])
íàçèâà¹ìî íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü òàêi
ñêàëÿðíà (ç åëåìåíòàìè iç ïîëÿ F) U ∈ GL(m,F) i ïîëiíîìi-
àëüíà V (x) ∈ GL(n,F[x]) îáîðîòíi ìàòðèöi, ùî

A(x) = UB(x)V (x).
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Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî òðèêóòíó ôîðìó ç iíâà-
ðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíié äiàãîíàëi (òàê çâàíó ñòàí-
äàðòíó ôîðìó) äëÿ äîâiëüíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ
ñêií÷åííèõ íàáîðiâ íàä äîâiëüíèì ïîëåì ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 2.1. Íåõàé

A(x) ∈M(m,n,F[x]), m ≤ n, rangA(x) = r,

òîáòî dAr (x) ̸= 0. Íåõàé äàëi, FdAr � ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìà

dAr (x), òîáòî

dAr (x) =

s∏
j=1

(x− αj)
tj , αj ∈ FdAr .

ßêùî
s < |F|,

äå |F| � ïîòóæíiñòü ïîëÿ F, òî ìàòðèöÿ A(x) íàïiâ-
ñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî òðèêóòíî¨ ìàòðèöi TA(x), òîáòî
iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíiòðèêóòíà U ∈ GL(m,F) i îáîðîòíà
V (x) ∈ GL(n),F[x]) ìàòðèöi, ùî

TA(x) = UA(x)V (x),

äå ìàòðèöÿ TA(x) ìà¹ îäèí ç òàêèõ âèãëÿäiâ:

1) ÿêùî rangA(x) = m, òî

TA(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µA1 (x) 0 · · · 0

t21(x)µ
A
1 (x) µA2 (x) · · · 0 0

· · · · · · · · · · · ·
tm1(x)µ

A
1 (x) tm2(x)µ

A
2 (x) · · · µAm(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (2.3)
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äå

deg tij < degµAi − degµAj , ÿêùî tij(x) ̸≡ 0, (2.4)

degµAi − degµAj > 0 i

tij(x) ≡ 0, ÿêùî degµAi − degµAj = 0, (2.5)

i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j;

2) ÿêùî rangA(x) = r i r < m, òî

TA(x) =∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA1 (x) · · · 0 0

t21(x)µ
A
1 (x) · · · 0 0

· · · · · · · · · · · ·
tr−1,1(x)µ

A
1 (x) · · · µAr−1(x) 0 0

tr1(x)µ
A
1 (x) · · · tr,r−1(x)µ

A
r−1(x) trr(x)µ

A
r (x)

· · · · · · · · · · · ·
tm1(x)µ

A
1 (x) · · · tm,r−1(x)µ

A
r−1(x) tmr(x)µ

A
r (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

(2.6)

äå

(trr(x), tr+1,r(x), . . . , tmr(x)) = 1

i

deg tij < deg µAi −deg µAj , ÿêùî tij(x) ̸≡ 0, deg µAi −deg µAj > 0,

tij(x) ≡ 0, ÿêùî deg µAi −deg µAj = 0, i, j = 1, 2, . . . , r−1, i > j.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A(x) =
∥∥ aij(x)

∥∥m,n
1

, aij(x) ∈ F[x]).
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Íà îñíîâi ëåìè 2.3 äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíó¹ òàêèé ðÿäîê

u =
∥∥ 1 u2 u3 · · · um

∥∥ ,
äå uj ∈ F, j = 2, 3, . . . , m, ùî

uAi(x) =
∥∥ b1(x) b2(x) . . . bn(x)

∥∥ ,
ïðè÷îìó

(b1(x), b2(x), . . . , bn(x)) = dA1 (x) = µA1 (x)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.
Ñêëàäåìî ìàòðèöþ

U1 =

∥∥∥∥ 1 u2 · · · um
0 Im−1

∥∥∥∥ ,
äå Im−1 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m. Òîäi

U1A(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
b1(x) b2(x) . . . bn(x)
a21(x) a22(x) . . . a2n(x)
. . . . . . . . . . . .

am1(x) am2(x) . . . amn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥ = A1(x).

Òåïåð åëåìåíòàðíèìè îïåðàöiÿìè íàä ñòîâïöÿìè ìàòðèöi
A1(x) çâåäåìî ¨¨ äî òàêîãî âèãäÿäó, òîáòî äëÿ äåÿêî¨ îáîðîòíî¨
ìàòðèöi V1(x) ∈ GL(n,F[x])

A1(x)V1(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µA1 (x) 0 · · · 0

t21(x)µ
A
1 (x)

· · · Am−1,n−1(x)
tm1(x)µ

A
1 (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ = A2(x), (2.7)
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äå
Am−1,n−1(x) ∈M(m− 1, n− 1,F[x]).

1). Ïðèïóñòèìî, ùî rangA(x) = m. Òîäi, âèêîíóþ÷è àíàëî-
ãi÷íi ìiðêóâàííÿ íàä ìàòðèöåþ Am−1,n−1(x), çâåäåìî ìàòðèöþ
A(x) äî âèãëÿäó (2.3).

ßêùî â ìàòðèöi (2.3) íå âèêîíóþòüñÿ óìîâè (2.4) òà (2.5),
íàïðèêëàä

t21(x) ̸≡ 0 i deg t21 ≥ degµA2 − deg µA1 ,

òî t21(x)µ
A
1 (x) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

t21(x)µ
A
1 (x) = µA2 (x)q(x) + r(x), (2.8)

äå deg r < degµA2 . Çðîçóìiëî, ùî ó ðiâíîñòi (2.8) r(x) äiëèòüñÿ
íà µA1 (x). Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòi (2.8) íà µA1 (x):

t21(x) =
µA2 (x)

µA1 (x)
q(x) + r1(x),

äå
deg r1 < deg µA2 − deg µA1 .

Òåïåð ó ìàòðèöi (2.3), ïîìíîæèâøè äðóãèé ñòîâïåöü íà −q(x)
i äîäàâøè éîãî äî ïåðøîãî ¨¨ ñòîâïöÿ, íà ìiñöi t21(x) îäåðæèìî
r1(x), òîáòî t21(x) ç óìîâîþ

deg t21 < degµA2 − degµA1 .

Òàê ïîñòóïàþ÷è ç ðåøòîþ åëåìåíòiâ tij(x) ìàòðèöi (2.3)
îäåðæèìî ìàòðèöþ (2.3) ç óìîâàìè (2.4) òà (2.5).

2). Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî

rangA(x) = r < m.
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Òîäi ïðîäîâæó¹ìî çäiéñíþâàòè íàïiâñêàëÿðíi åêâiâàëåíòíi ïå-
ðåòâîðåííÿ íàä ïiäìàòðèöåþ Am−1,n−1(x) ìàòðèöi (2.7), ïîêè
íå îäåðæèìî ìàòðèöþ

Ar(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA1 (x) . . . 0

t21(x)µ
A
1 (x) . . . 0

. . . . . . . . .
tr−1,1(x)µ

A
1 (x) . . . µAr−1(x)

0

tr1(x)µ
A
1 (x) . . . tr,r−1(x)µ

A
r−1(x)

. . . . . . . . .
tm1(x)µ

A
1 (x) . . . tm,r−1(x)µ

A
r−1(x)

Am−r,n−r(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå

Am−r,n−r(x) ∈M(m− r, n− r,F[x]) i rangAm−r,n−r(x) = 1.

Òîäi iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ W (x) ∈ GL(m− r,F[x]), ùî

Am−r,n−r(x)W (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ar,r(x) 0 . . . 0
ar+1,r(x) 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

amr(x) 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ .

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî åëåìåíòè air(x) ìàþòü âèãëÿä

air(x) = tir(x)µ
A
r (x), i = r, r + 1, . . . , m,

äå
(trr(x), tr+1,r(x), . . . , tmr(x)) = 1.
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Òîäi ìàòðèöÿ

Ar(x)
(
In−(m−r) ⊕W (x)

)
= TA(x)

¹ âèãëÿäó (2.6).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 2.2. Òðèêóòíó ìàòðèöþ TA(x) âèãëÿäó (2.3)
àáî (2.6) íàçèâàòèìåìî ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ ìàòðèöi A(x)
âiäíîñíî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Íàñëiäîê 2.4. Íåõàé A(x) ∈M(m,n,F[x]), m ≤ n i

rangA(x) = r,

òîáòî dAr (x) ̸= 0. ßêùî

deg dAr < |F|,

òî ìàòðèöÿ A(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàð-
òíî¨ ôîðìè TA(x) âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6).

Íàñëiäîê 2.5. ßêùî ïîëå F íåñêií÷åííå, òî êîæíà ìàò-
ðèöÿ A(x) ∈ M(m,n,F[x]) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî
ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x) âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6).

Çàóâàæèìî, ùî êîëè F � ñêií÷åííå ïîëå, òî ïîëiíîìiàëüíà
ìàòðèöÿ A(x) ìîæå íå çâîäèòèñÿ íàïiâñêàëÿðíèìè åêâiâà-
ëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x).

Ïðèêëàä 2.1. Íåõàé F = Z2 i A(x) ∈M(2,Z2[x]), äå

A(x) =

∥∥∥∥∥ x 0

x2 + x+ 1 (x2 + x+ 1)(x2 + 1)

∥∥∥∥∥ .
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Êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ öi¹¨ ìàòðèöi ¹:

DA = diag(1, x(x2 + 1)(x2 + x+ 1)).

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî äëÿ ìàòðèöi A(x) íå iñíóþòü
òàêi ìàòðèöi U ∈ GL(2,Z2) i V (x) ∈ GL(2,Z2[x]), ùî

UA(x)V (x) =

∥∥∥∥∥ 1 0

∗ x(x2 + 1)(x2 + x+ 1)

∥∥∥∥∥ = TA(x)

¹ ìàòðèöåþ âèãëÿäó (2.3).

Ùå çàóâàæèìî, ùî êîëè ìàòðèöÿ A(x) íåïîâíîãî ðàíãó,
òî âîíà ìîæå íå çâîäèòèñÿ íàïiâñêàëÿðíèìè åêâiâàëåíòíèìè
ïåðåòâîðåííÿìè äî òðèêóòíî¨ ôîðìè TA(x) âèãëÿäó (2.3).

Ïðèêëàä 2.2. Íåõàé

A(x) =

∥∥∥∥∥ x 0

x2 + 1 0

∥∥∥∥∥
� 2× 2-ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì C[x]).

Ìàòðèöÿ A(x) æîäíèìè íàïiâñêàëÿðíèìè åêâiâàëåíòíèìè
ïåðåòâîðåííÿìè íå çâîäèòüñÿ äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x) ç
ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ DA = diag(1, 0):

TA(x) =

∥∥∥∥ 1 0
∗ 0

∥∥∥∥ ,
äå * îçíà÷à¹ äåÿêèé åëåìåíò iç C[x].

Íàñëiäîê 2.6. Íåõàé A(x) ∈ M(m,n,F[x]), m ≤ n i êàíî-
íi÷íîþ ôîðìîþ ìàòðèöi A(x) ¹

DA(x) = diag(1, . . . , 1, µAm(x)).
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Òîäi ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ ìàòðèöi A(x) âiäíîñíî íàïiâñêà-
ëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ¹ ìàòðèöÿ

TA(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 1 · · · 0 0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · 1 0 0 · · · 0

t1(x) t2(x) . . . tm−1(x) µAm(x) 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå deg tj < degµAm, j = 1, 2, . . . , m− 1.

Iç òåîðåìè 2.1 îäåðæó¹ìî òàêîæ òâåðäæåííÿ, ÿêå îïèñó¹
áóäîâó ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü, ùî çâîäÿòü ìàòðèöþ äî ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Ëåìà 2.5. Íåõàé A(x) � íåîñîáëèâà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ iç
M(m,F[x]). Òîäi ó ìíîæèíi {U(x)}A ëiâèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ
ìàòðèöü ìàòðèöi A(x) äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) iñíóþòü ìàòðèöi:

1) U1(x) ∈ {U(x)}A òàêà, ùî U1(x) = Q(x)S, äå Q(x) � íè-
æíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ iç GL(m,F[x]), S � âåðõíÿ
óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ iç GL(m,F);

2) U2(x) ∈ {U(x)}A òàêà, ùî

degU2 6


degµAm − degA, ÿêùî A(x)− ðåãóëÿðíà
ìàòðèöÿ,

degµAm − degµA1 � â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 2.1 iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíi-
òðèêóòíà U ∈ GL(m,F) i îáîðîòíà V (x) ∈ GL(n),F[x]) ìàò-
ðèöi, ùî

UA(x)V (x) = TA(x) = T (x)DA(x), (2.9)
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äå deg TA = degµAm, T (x) �íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ i

deg T < degµAm − degµA1 .

Iç ðiâíîñòi (2.9) áà÷èìî, ùî ëiâîþ ïåðåòâîðþâàëüíîþ ìàò-
ðèöåþ ìàòðèöi A(x) äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) ¹ ìàòðèöÿ

U(x) = T−1(x)U

i öå äîâîäèòü ïóíêò 1).
Òåïåð, ÿêùî A(x) � ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ, òî iç ñïiââiäíîøå-

ííÿ (2.9) îäåðæó¹ìî:

deg V = deg TA − degA = degµAm − degA. (2.10)

Ïåðåéøîâøè â ðiâíîñòi (2.9) äî òðàíñïîíîâàíèõ ìàòðèöü,
îòðèìà¹ìî àíàëîãi÷íî, ùî iñíó¹ ëiâà ïåðåòâîðþâàëüíà ìàòðè-
öÿ U(x) ìàòðèöi A(x) äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) ñòåïåíÿ (2.10).

Ìàòðèöÿ T (x) iç ñïiââiäíîøåííÿ

U(x) = T−1(x)U

¹ óíiòðèêóòíîþ ç åëåìåíòàìè tij , i = 1, 2, . . . ,m, j < i, ç
óìîâàìè (2.4) òà (2.5). Íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî

degU(x) < degµAm − degµA1 ,

à îòæå,
deg T−1 < degµAm − deg µA1 .

Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 2.2. Íåõàé çàäàíî íàáið ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü

A1(x), A2(x), . . . , Ak(x), (2.11)
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äå

Ai(x) ∈M(m,ni,F[x]), m 6 ni, rangAi(x) = ri,

i = 1, 2, . . . , k. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî,
ùî r1 ≥ r2 ≥ · · · ≥ rk. Íåõàé F

d
Ai
ri

� ïîëå ðîçêëàäó ïîëiíîìiâ

dAi
ri (x), òîáòî

dAi
ri (x) =

si∏
j=1

(x− αij)
tij , αij ∈ F

d
Ai
ri

, i = 1, 2, . . . , k.

ßêùî
k∑
i=1

si < |F |, (2.12)

òî íàáið ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü (2.11) íàïiâñêàëÿðíî åêâi-
âàëåíòíèé äî íàáîðó

TA1(x), TA2(x), . . . , TAk(x), (2.13)

ìàòðèöü ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè, òîáòî iñíóþòü òàêi âåðõíÿ
óíiòðèêóòíà U ∈ GL(m,F) i îáîðîòíÿ Vi(x) ∈ GL(ni,F[x]),
i = 1, 2, . . . , k, ìàòðèöi, ùî

TAi(x) = UAi(x)Vi(x), i = 1, 2, . . . , k

� ìàòðèöi âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6).

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi ëåìè 2.4 äëÿ íàáîðó ìàòðèöü (2.11)
iñíó¹ ðÿäîê

u =
∥∥ 1 u2 u3 · · · um

∥∥ ,
äå uj ∈ F, j = 2, 3, . . . , m òàêèé, ùî

uAi(x) =
∥∥∥ b

(i)
1 (x) b

(i)
2 (x) . . . b

(i)
ni (x)

∥∥∥ ,
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ïðè÷îìó

(b
(i)
1 (x), b

(i)
2 (x), . . . , b(i)ni

(x)) = dAi
1 (x) = µAi

1 (x)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k. Òîäi äëÿ ìàòðèöi

U1 =

∥∥∥∥ 1 u2 · · · um
0 Im−1

∥∥∥∥ ,
äå Im−1 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ iç M(m−1,F), i äåÿêèõ ìàòðèöü
Vi(x) ∈ GL(ni,F[x]) ìàòèìåìî:

U1Ai(x)Vi(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µAi
1 (x) 0 · · · 0

t
(i)
21 (x)µ

Ai
1 (x)

· · · A
(i)
m−1,ni−1(x)

t
(i)
m1(x)µ

Ai
1 (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= A

(1)
i (x),

äå

A
(i)
m−1,ni−1(x) ∈M(m− 1, ni − 1,F[x]), i = 1, 2, . . . , k.

Òåïåð, ÿê i ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 2.1, ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî
íàä íàáîðîì ìàòðèöü

A
(i)
m−1,ni−1(x) ∈M(m− 1, ni − 1,F[x]), i = 1, 2, . . . , k,

ïîêè íå çâåäåìî íàáið ìàòðèöü (2.11) íàïiâñêàëÿðíèìè åêâi-
âàëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî íàáîðó (2.13) ìàòðèöü ó ñòàí-
äàðòíié ôîðìi âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6).

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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Íàñëiäîê 2.7. Íåõàé F � íåñêií÷åííå ïîëå,

Ai(x) ∈M(m,ni,F[x]), m ≤ ni, rangAi(x) = ri, i = 1, . . . , k.

Òîäi íàáið ìàòðèöü

(A1(x), A2(x), . . . , Ak(x))

íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó

(TA1(x), TA2(x), . . . , TAk(x))

ìàòðèöü ó ñòàíäàðòíié ôîðìi âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6).

Íåõàé A(x) ∈ M(m,n,F[x]), m 6 n, i ìàòðèöÿ B(x) ∈
M(m,F[x]) � ëiâèé äiëüíèê ìàòðèöi A(x), òîáòî

A(x) = B(x)(x), C(x) ∈M(m,n,F[x]). (2.14)

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 2.2 ïàðà ìàòðèöü A(x), B(x) íàïiâñêà-
ëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè ìàòðèöü TA(x), TB(x)
âèãëÿäó (2.3) àáî (2.6). Òîäi iç ðiâíîñòi (2.14) îäåðæó¹ìî:

TA(x) = TB(x)C̃(x),

äå C̃(x) � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Çâiäñè îòðèìà¹ìî òàêèé
íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 2.8. Íåõàé B(x) ∈ M(m,F[x]) � ëiâèé äiëüíèê
ìàòðèöi A(x) ∈ M(m,n,F[x]). Òîäi êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà
ôîðìà DB(x) äiëüíèêà B(x) ¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äià-
ãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðèöi A(x), òîáòî

DA(x) = DB(x)Ψ(x),

äå Ψ(x)� äåÿêà äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ.

Àíàëîãi÷íå òâåðäæåííÿ ôîðìóëþ¹ìî äëÿ ïðàâîãî äiëüíèêà
C(x) ìàòðèöi A(x).
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2.3. Íàïiâñêàëÿðíà åêâiâàëåíòíiñòü òà ïî-

äiáíiñòü ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Âàæëèâî âñòàíîâèòè çâ'ÿçêè ìiæ ðiçíèìè òèïàìè åêâiâà-
ëåíòíîñòåé ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Âiäîìî, ùî ñêàëÿðíà åêâiâà-
ëåíòíiñòü i åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ðiâíîñèëüíi
ëèøå äëÿ ðåãóëÿðíèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ïåðøîãî ñòåïåíÿ,
òîáòî ðåãóëÿðíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè ïåðøîãî ñòåïåíÿ ñêàëÿðíî
åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè åêâiâàëåíòíi. Ó öüîìó
ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî çâ'ÿçêè ìiæ ñêàëÿðíîþ òà íàïiâñêà-
ëÿðíîþ åêâiâàëåíòíîñòÿìè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà ¨õ ïîäiáíi-
ñòþ. ßê íàñëiäîê îäåðæó¹ìî çâ'ÿçêè ìiæ íàïiâñêàëÿðíîþ åêâi-
âàëåíòíiñòþ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ òà ïîäiáíiñòþ íàáîðiâ ìàò-
ðèöü íàä ïîëåì.

Íåõàé F � ïîëå,

A(x) = A0x
s +A1x

s−1 + · · ·+As, (2.15)

B(x) = B0x
s +B1x

s−1 + · · ·+Bs, (2.16)

Ai, Bi ∈ GL(n,F), i = 0, 1, . . . , s � ðåãóëÿðíi ìàòðè÷íi ïîëiíî-
ìè, òîáòî detA0 ̸= 0, detB0 ̸= 0.

Î÷åâèäíî, ùî êîëè ðåãóëÿðíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i
B(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi

A(x) = UB(x)V (x), (2.17)

äå U ∈ GL(n,F), V (x) ∈ GL(n,F[x]), òî âîíè i ñêàëÿðíî
åêâiâàëåíòíi:

A(x) = SB(x)T, S, T ∈ GL(n,F).

Äiéñíî, îñêiëüêè ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i B(x) ðåãóëÿðíi i
îäíîãî ñòåïåíÿ, òî iç ñïiââiäíîøåííÿ (2.17) âèïëèâà¹, ùî ìàò-
ðèöÿ V (x) � ÷èñëîâà (íåçàëåæíà âiä x) íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ.
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Òîìó, äîñëiäæóþ÷è ñêàëÿðíó åêâiâàëåíòíiñòü ìàòðè÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ, ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ñòàíäàðòíi ôîðìè ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ ñòîñîâíî ¨õ íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 2.3. Ðåãóëÿðíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i B(x)
ñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ñòàíäàðòíi
ôîðìè TA(x) i TB(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ñòàíäàðòíi ôîðìè

TA(x) = U1A(x)V1(x), U1 ∈ GL(n,F), V1(x) ∈ GL(n,F[x])

i

TB(x) = U2B(x)V2(x), U2 ∈ GL(n,F), V2(x) ∈ GL(n,F[x])

ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ A(x) i B(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåí-
òíi:

TA(x) = UTB(x)V (x), (2.18)

äå
U ∈ GL(n,F), V (x) ∈ GL(n,F[x]).

Òîäi çi ñïiââiäíîøåííÿ (2.18) ìàòèìåìî

U1A(x)V1(x) = UU2B(x)V2(x)(x)V (x)

àáî
A(x) = U−1

1 UU2B(x)V2(x)(x)V (x)V −1
1 (x).

Îñêiëüêè ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i B(x) ðåãóëÿðíi, òî iç
îñòàííüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî

V2(x)(x)V (x)V −1
1 (x) = T

� ÷èñëîâà íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ. Òàêèì ÷èíîì

A(x) = SB(x)T, S = U−1
1 UU2,
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òîáòî ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i B(x) � ñêàëÿðíî åêâiâà-
ëåíòíi.

Äîâåäåííÿ òîãî, ùî iç ñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ A(x) i B(x) âèïëèâà¹ íàïiâñêàëÿðíà åêâiâàëåí-
òíiñòü ¨õ ñòàíäàðòíèõ ôîðì TA(x) i TB(x) âèêîíó¹ìî àíà-
ëîãi÷íî.

Íàñëiäîê 2.9. Óíiòàëüíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè

A(x) = Ixs +A1x
s−1 + · · ·+As (2.19)

i
B(x) = Ixs +B1x

s−1 + · · ·+Bs (2.20)

ïîäiáíi
A(x) = SB(x)S−1, S ∈ GL(n,F)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi, òîá-
òî ¨õ ñòàíäàðòíi ôîðìè TA(x) i TB(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâi-
âàëåíòíi.

Íàñëiäîê 2.10. Íàáîðè ìàòðèöü

(A1, . . . , As), (B1, . . . , Bs)

ïîäiáíi

Ai = SBiS
−1, S ∈ GL(n,F), i = 1, . . . , s,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âiäïîâiäíi ¨ì ìàòðè÷íi ïîëiíîìè (2.19)
i (2.20) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi, òîáòî ¨õ ñòàíäàðòíi
ôîðìè TA(x) i TB(x) íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíi.

Òàêèì ÷èíîì, ñòàíäàðòíi ôîðìè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ùîäî
íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âèêîðèñòîâóþòü ïiä ÷àñ ðîçâ'ÿ-
çóâàííÿ âiäîìî¨ ïðîáëåìè ïðî ïîäiáíiñòü ïàð, â òîìó ÷èñëi i
ïîäiáíiñòü ñêií÷åííèõ íàáîðiâ ìàòðèöü íàä ïîëÿìè.
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2.3. Íàïiâñêàëÿðíà åêâiâàëåíòíiñòü òà ïîäiáíiñòü ...

Çîêðåìà, òðèêóòíà ôîðìà ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåí-
òíîñòi äëÿ ïåâíèõ êëàñiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü (ç ðiçíèìè
õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè, ç îäíèì åëåìåíòàðíèì äiëüíè-
êîì, ç ïîïàðíî ðiçíèìè åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè òîùî) ¹ äîñ-
òàòíüî ïðîñòîþ i ìîæíà âñòàíîâèòè óìîâè ¨õ íàïiâñêàëÿðíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi òà êàíîíi÷íó ôîðìó, à îòæå ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà-
÷ó ïðî ïîäiáíiñòü ñêií÷åííèõ íàáîðiâ òà ïàð ìàòðèöü íàä ïî-
ëåì. Öå i âèêîðèñòîâóâàâ Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêèé i éîãî ó÷íi, ðîçâ'ÿ-
çóþ÷è çàäà÷i ïðî ïîäiáíiñòü ïàð ìàòðèöü ( äèâ., íàïðèêëàä,
ïðàöi [51], [56], [57], [121], [122] i ií).
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Ðîçäië 3
ÓÇÀÃÀËÜÍÅÍÀ
ÅÊÂIÂÀËÅÍÒÍIÑÒÜ ÍÀÁÎÐIÂ
ÌÀÒÐÈÖÜ ÍÀÄ ÊIËÜÖßÌÈ

Ó òðåòüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ñòàíäàðòíó ôîðìó äëÿ ïàð
ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè ùîäî ¨õ óçàãàëüíåíî¨ åêâi-
âàëåíòíîñòi. Âêàçàíî óìîâè óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïàð
ìàòðèöü. Âèäiëåíî êëàñè ïàð ìàòðèöü, äëÿ ÿêèõ ñòàíäàðòíà
ôîðìà âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî. Âñòàíîâëåíî êðèòåðié äiàãîíàëi-
çîâíîñòi ïàð ìàòðèöü, òîáòî ¨õ óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi äî
ïàð ìàòðèöü äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Äëÿ íàáîðó ìàòðèöü, ùî
ñêëàäà¹òüñÿ iç ìàòðèöi i ¨¨ äiëüíèêiâ, âñòàíîâëåíî óìîâè ¨õ äià-
ãîíàëiçîâíîñòi òà äëÿ òðiéêè ìàòðèöü âêàçàíà äåÿêà ¨õ ôîðìà.

3.1. Çâiäíiñòü ìàòðèöi äî òðèêóòíî¨ ôîðìè

Íàäàëi, äå öå íå çàñòåðåæåíî, ïiä àäåêâàòíèì ðîçóìiòèìå-
ìî êiëüöå R, ââåäåíå Î.Õåëìåðîì [165], òîáòî R � îáëàñòü
öiëiñíîñòi, äå êîæíèé ñêií÷åííî ïîðîäæåíèé iäåàë ãîëîâíèé i
äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî åëåìåíòà a ∈ R i êîæíîãî åëåìåíòà
b ∈ R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè c, d ∈ R, ùî a = cd, ïðè÷îìó
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3.1. Çâiäíiñòü ìàòðèöi äî òðèêóòíî¨ ôîðìè

c ¹ âçà¹ìíî ïðîñòèì iç b, à êîæíèé íåîáîðîòíèé äiëüíèê di
åëåìåíòà d ìà¹ íåîáîðîòíèé ñïiëüíèé äiëüíèê iç b ∈ R.

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:
M(m, n, R) � ìíîæèíà m× n-ìàòðèöü, M(n, R) � êiëü-

öå n × n-ìàòðèöü íàä êiëüöåì R, dAk � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ìiíîðiâ k-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi A ∈M(m,n,R).

Ó ïðàöi [165] äîâåäåíî, ùî êîæíà ìàòðèöÿ A ∈ M(m,n,R),
äå R � àäåêâàòíå êiëüöå, åêâiâàëåíòíà äî êàíîíi÷íî¨ äiàãî-
íàëüíî¨ ôîðìè DA (íîðìàëüíî¨ ôîðìè Ñìiòà), òîáòî iñíóþòü
òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi U ∈ GL(m,R) i V ∈ GL(n,R), ùî

DA = UAV = diag(µA1 , µ
A
2 , . . . , µ

A
r , 0, . . . , 0), (3.1)

äå µAr ̸= 0 i µAi |µAi+1, i = 1, 2, . . . , r − 1.

Ìàòðèöÿ DA iç (3.1) ¹ ïðÿìîêóòíà m × n-ìàòðèöÿ íàä
R, â ÿêié âñi åëåìåíòè â ïîçèöiÿõ (i, j) äëÿ i ̸= j äîðiâíþþòü
íóëþ.

×åðåç DA
k ïîçíà÷àòèìåìî ïiäìàòðèöþ k-ãî ïîðÿäêó ìàò-

ðèöi DA, òîáòî

DA
k = diag (µA1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
k ),

äå äåÿêi µAi ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî äëÿ l > r

µAl = µAr ̸= 0, µAr+1 = µAr+2 = · · · = µAk = 0,

äå r � ðàíã ìàòðèöi A ∈ M(m,n,R).

Ëåìà 3.1. Íåõàé B ∈M(n, k,R), rangB > 1. Òîäi iñíó¹ òàêèé
ðÿäîê

u = ∥ 1 u2 . . . un ∥, ui ∈ R, i = 2, 3, . . . , n,
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ùî

uB = ∥ b1 b2 . . . bk ∥,

äå

(b1, b2, . . . , bk) = dB1 .

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ëåìè ïðîâåäåìî çà iíäóêöi¹þ ïî n.
Íåõàé n = 2. Òîäi rang B = 2 i äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V ∈

GL(k,R) ìà¹ìî:

BV =

∥∥∥∥ b1 b3 0 . . . 0
b2 0 0 . . . 0

∥∥∥∥,
äå b2 i b3 � íåíóëüîâi åëåìåíòè. Òîìó iñíó¹ òàêèé åëåìåíò
u2 ∈ R, ùî

(b1 + u2b2, b3) = (b1, b2, b3) = dB1 .

Îòæå, u = ∥ 1 u2 ∥.
Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî òâåðäæåííÿ ëåìè ñïðàâäæó¹òüñÿ äëÿ

âñiõ ìàòðèöü Blk ∈M(l, k, R), äå l < n.

Ìàòðèöþ B çàïèøåìî ó âèãëÿäi

B =

∥∥∥∥ b11 b12 . . . b1k
Bn−1,k

∥∥∥∥ ,
äå Bn−1,k ∈M(n− 1, k, R).

Î÷åâèäíî, ùî rangBn−1,k > 1. Íåõàé rangBn−1,k = 1. Òîäi
äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V ∈ GL(k,R) ìà¹ìî, ùî

BV =

∥∥∥∥∥∥∥∥
b1 c 0 . . . 0
b2 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
bn 0 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥,
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äå c ̸= 0. Òîäi iñíóþòü òàêi åëåìåíòè u2, u3, . . . , un ∈ R, ùî

(b1 + u2b2 + . . .+ unbn, c) = (b1, . . . , bn, c) = dB1 .

Îòæå, u = ∥ 1 u2 . . . un ∥.
Íåõàé rangBn−1,k > 1. Äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V ∈ GL(k,R)

ìà¹ìî:

BV =

∥∥∥∥ b1 0 . . . 0
B′
n−1,k

∥∥∥∥ = B1,

äå b1 ̸= 0. ßêùî b1 = 0, âðàõîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ iíäóêöi¨, âñå
äîâåäåíî.

Òåïåð äëÿ ìàòðèöi B′
n−1,k çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

iñíó¹ òàêèé ðÿäîê

u = ∥ 1 u3 . . . un ∥,

ùî
uB′

n−1,k = ∥ c1 c2 . . . ck ∥,

äå

(c1, c2, . . . , ck) = d
B′

n−1,k

1 = d
Bn−1,k

1 .

Òîìó

U1B1 =

∥∥∥∥∥∥
b1 0 . . . 0
c1 c2 . . . ck

Bn−2,k

∥∥∥∥∥∥,
äå

U1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0
0 1

0 . . . 0
u3 . . . un

0 In−2

∥∥∥∥∥∥∥∥,
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In−2 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n− 2.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìàòðèöþ

B2,k =

∥∥∥∥ b1 0 . . . 0
c1 c2 . . . ck

∥∥∥∥.
Î÷åâèäíî, ùî d

B2,k

1 = dB1 . ßêùî rangB2,k = 2, òî iñíó¹
òàêèé ðÿäîê u = ∥ 1 u2 ∥, ùî

uB2,k = ∥ f1 f2 . . . fk ∥,

äå (f1, f2, . . . , fk) = dB1 .

Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî øóêàíèì äëÿ ìàòðèöi B ¹
ðÿäîê

u = ∥ 1 u2 u2u3 . . . u2un ∥.

ßêùî rangB2,k = 1, òîáòî ci = 0 äëÿ âñiõ i = 2, 3, . . . , k,
òî ïåðåõîäèìî äî ìàòðèöi Bn−2,k i ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî. Îñêiëü-
êè rangB > 1, òî íà äåÿêîìó êðîöi îäåðæèìî ìàòðèöþ

UtBt =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

b1 0 . . . 0
c1 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
f1 0 . . . 0
g1 g2 . . . gk

Bn−2,k

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå íå âñi gi, i = 2, 3, . . . , k, äîðiâíþþòü íóëþ. Äàëüøå
äîâåäåííÿ ëåìè î÷åâèäíå.

Çàóâàæèìî, ùî ëåìà 3.1 ¹ óçàãàëüíåííÿì òåîðåìè Î.Õåëìåðà
(òåîðåìà 1.1) äëÿ äîâiëüíèõ ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèì êiëüöåì.
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Òåîðåìà 3.1. Íåõàé B ∈M(m,n,R), m ≤ n i

DB = diag(µB1 , µ
B
2 , . . . , µ

B
r , 0, . . . , 0), µBr ̸= 0

� êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi B, Rδij � ïîâíà ñè-
ñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì δij ∈ R. Òîäi iñíóþòü òàêi âåðõíÿ
óíiòðèêóòíà U ∈ GL(m,R) i îáîðîòíà V ∈ GL(n,R) ìàò-
ðèöi, ùî

TB = UBV =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 0 . . . 0 0

b21µ
B
1 µB2 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .
br−1,1µ

B
1 br−1,2µ

B
2 . . . µBr−1 0 0

br1µ
B
1 br2µ

B
2 . . . br,r−1µ

B
r−1 brrµ

B
r

. . . . . . . . . . . . . . .
bm1µ

B
1 bm2µ

B
2 . . . bm,r−1µ

B
r−1 bmrµ

B
r

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.2)

äå (brr, br+1,r, . . . , bmr) = 1 i

bij ∈ Rδij , δij =
µBi
µBj

, i, j = 1, 2, . . . , r, i > j.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi ëåìè 3.1 iñíó¹ òàêèé ðÿäîê

u = ∥1 u2 . . . um∥ ,

ùî
uB = ∥c1 c2 . . . cn∥ ,

äå (c1, c2, . . . , cn) = dB1 = µB1 . Ïîêëàäåìî

U1 =

∥∥∥∥ 1 u2 . . . um
0 Im−1

∥∥∥∥ ,
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äå Im−1 � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m− 1. Òîäi iñíó¹ òàêà
ìàòðèöÿ V1 ∈ GL(n,R), ùî

U1BV1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µB1 0 . . . 0

b21µ
B
1

...
bm1µ

B
1

Bm−1,n−1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= B1,

äå Bm−1,n−1 ∈M(m− 1, n− 1, R).
Òåïåð àíàëîãi÷íî ìiðêó¹ìî íàä ìàòðèöåþ Bm−1,n−1 i ò.ä.

Â ðåçóëüòàòi îäåðæèìî ìàòðèöþ

Br−1 = Ur−1BVr−1 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 . . . 0

b21µ
B
1 . . . 0

. . . . . . . . .
br−1,1µ

B
1 . . . µBr−1

0

br1µ
B
1 . . . br,r−1µ

B
r−1

. . . . . . . . .
bm1µ

B
1 . . . bm,r−1µ

B
r−1

Bm−(r−1),n−(r−1)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå rangBm−(r−1),n−(r−1) = 1, Ur−1 � âåðõíÿ óíiòðèêóòíà
ìàòðèöÿ i Vr−1 ∈ GL(n,R). Òîäi iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ W ∈
GL(n− (r − 1), R), ùî

Bm−(r−1),n−(r−1)W =

∥∥∥∥∥∥
brrµ

B
r 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
bmrµ

B
r 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥ ,
äå (brr, br+1,r, . . . , bmr) = 1. Ìàòðèöÿ

Br−1(Ir−1 ⊕W ) = TB
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3.2. Åêâiâàëåíòíiñòü òðèêóòíèõ ìàòðèöü

¹ âèãëÿäó (3.2).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.1. Íåõàé B ∈M(m,n,R), m ≤ n i rankB = m.
Òîäi iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíiòðèêóòíà U i îáîðîòíà V ∈
GL(n,R) ìàòðèöÿ, ùî

UBV = TB = TDB,

äå T � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ.

Íàñëiäîê 3.2. Íåõàé B ∈ M(m,n,R), m ≤ n i rankB =
m. Òîäi â ìíîæèíi {U}A ëiâèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü
ìàòðèöi B äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, òîáòî ìàò-
ðèöü, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (3.1), iñíó¹ ìàòðèöÿ
U0 ∈ {U}A, ÿêà ðîçêëàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê íèæíüî¨ T òà âåðõ-
íüî¨ H óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü: U0 = TH.

3.2. Åêâiâàëåíòíiñòü òðèêóòíèõ ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå àáî çàãàëüíiøå � êîìóòàòèâíå
êiëüöå ç äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ ìàòðèöü.

Ëåìà 3.2. Íåõàé C ∈M(m,R) ¹ íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ

C =

∥∥∥∥∥∥∥∥
ψ1 0 . . . 0
c21 ψ2 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
cm1 cm2 . . . ψm

∥∥∥∥∥∥∥∥ . (3.3)

Ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm)
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òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà ðiâíÿíü

ciixij −
i−1∑
k=j

ckjyik = cij , i, j = 1, . . . ,m, i > j, (3.4)

äå cii = ψi, i = 1, . . . ,m, ÿêùî j = i, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî m = 2. Òîäi iç ðiâíîñòi

ψ2x21 − ψ1y21 = c21 (3.5)

âèïëèâà¹ ìàòðè÷íà ðiâíiñòü

∥∥∥∥ ψ1 0
c21 ψ2

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ 1 0
−x21 1

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1 0
−y21 1

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ ψ1 0
0 ψ2

∥∥∥∥ , (3.6)

òîáòî ìàòðèöÿ

C =

∥∥∥∥ ψ1 0
c21 ψ2

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíà äî Ψ = diag(ψ1, ψ2).

Íàâïàêè, ÿêùî òðèêóòíà ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà äî äià-
ãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ, òî íà îñíîâi òåîðåìè 1.5 (Ðîòà) i ¨¨ óçà-
ãàëüíåííÿ äëÿ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿ-
ìè [162] ðiâíÿííÿ (3.5) ðîçâ'ÿçíå.

Ïðèïóñòèìî ñïðàâåäëèâiñòü ëåìè 3.2 äëÿ ìàòðèöi C ïî-
ðÿäêó m− 1 i äîâåäåìî ¨¨ äëÿ ìàòðèöi C ïîðÿäêó m.

Ìàòðèöþ C ïîðÿäêó m çàïèøåìî òàê:

C =

∥∥∥∥ Cm−1 0
cm−1 ψm

∥∥∥∥ , (3.7)

äå Cm−1 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m− 1 ç ãîëîâ-
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íîþ äiàãîíàëëþ

diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm−1)

i cm−1 � ðÿäîê äîâæèíè m − 1. Äàëi çàñòîñîâó¹ìî öþ æ
òåîðåìó 1.5 ïðî åêâiâàëåíòíiñòü êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi äî
äiàãîíàëüíî¨ i ðîçâ'ÿçíiñòþ ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ Ñèëüâåñòðà
äî êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi C âèãëÿäó (3.7) i êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi diag(Cm−1, ψm).

Ëåìà 3.3. ßêùî â òðèêóòíié ìàòðèöi C âèãëÿäó (3.3)

(ψj , ψk)|cij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j (3.8)

äëÿ âñiõ k = i, i + 1, . . . , m, òî ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà
äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm).

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi ëåìè 3.2 ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà
äî ìàòðèöi Ψ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.4)
ìà¹ ðîçâ'ÿçêè. Ðîçâ'ÿçóâàííÿ öi¹¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü çâîäèìî äî
ïîñëiäîâíîãî çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿíü âèãëÿäó

ax− by = c,

ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè (a, b)|c [8]. Çâiäñè, çà
âèêîíàííÿ óìîâ (3.8), ñèñòåìà ðiâíÿíü (3.4) ìàòèìå ðîçâ'ÿçêè.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 3.4. Íåõàé íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ C ∈ M(m,R)
ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm)

åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ. Òîäi ìàòðèöÿ C òðèêóòíî
åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ, òîáòî iñíóþòü òà-
êi íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi T1 i T2 íàä êiëüöåì R, ùî
T1CT2 = Ψ.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî m = 2. Íåõàé ìàòðèöÿ

C =

∥∥∥∥ ψ1 0
c21 ψ2

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ = diag(ψ1, ψ2). Òîäi
íà îñíîâi òåîðåìè 1.5 ðiâíÿííÿ (3.5) ðîçâ'ÿçíå. Ïîêëàâøè

T1 =

∥∥∥∥ 1 0
y21 1

∥∥∥∥ , T2 =

∥∥∥∥ 1 0
−x21 1

∥∥∥∥ ,
äå x21, y21 � ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (3.5), îäåðæèìî T1CT2 = Ψ.

Äëÿ äîâiëüíîãî m ëåìó ëåãêî äîâåñòè çà iíäóêöi¹þ.
Ëåìà äîâåäåíà.

3.3. Ñòàíäàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü

Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:
R � àäåêâàòíå êiëüöå çãiäíî Î.Õåëìåðó;
U(R) � ãðóïà îäèíèöü êiëüöÿ R;
Rδ � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì δ ∈ R;
R′
δ � òàêà ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè Rδ, ùî äëÿ

áóäü-ÿêèõ a, b ∈ R′
δ i êîæíîãî u ∈ U(R) ñïðàâåäëèâå

ñïiââiäíîøåííÿ ua ̸≡ b (modδ). Iíøèìè ñëîâàìè, R′
δ � öå

ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì δ ç òî÷íiñòþ äî îáîðîòíèõ
åëåìåíòiâ êiëüöÿ R;

R′′
δ � òàêà ìàêñèìàëüíà ïiäìíîæèíà ìíîæèíè R′

δ, ùî êî-
æíèé åëåìåíò a ∈ R′′

δ âiäìiííèé âiä îäèíèöi ìà¹ íåòðèâi-
àëüíèé ñïiëüíèé äiëüíèê ç δ: (a, δ) ̸= 1, a ̸= 1.

Ïðèêëàä 3.1. 1) Íåõàé R = Z, δ = 25. Òîäi

Rδ = {0, 1, . . . , 24}, R′
δ = {0, 1, . . . , 12}, R′′

δ = {0, 1, 5, 10}.
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2) R = F[x], äå F � ïîëå i δ = x. Òîäi Rx = F, R′
x = {0, 1}.

Ìíîæèíà Rx ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ (F� íåñêií÷åííå ïîëå),
à R′

x � ñêií÷åííà.

Îçíà÷åííÿ 3.1. Íåõàé Ai, Bi ∈ M(m, ni, R), i = 1, 2.
Ïàðè ìàòðèöü (A1, A2) i (B1, B2) íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

A1 = UB1V1, A2 = UB2V2

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó n1 = n2 i V1 = V2 öå îçíà-
÷åííÿ çáiãà¹òüñÿ iç êëàñè÷íèì îçíà÷åííÿì åêâiâàëåíòíîñòi ïàð
ìàòðèöü [12], [80], [16].

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâèìî ïåâíi ôîðìè äëÿ ïàð ìàò-
ðèöü íàä àäåêâàòíèì êiëüöåì R ñòîñîâíî óçàãàëüíåíî¨ åêâi-
âàëåíòíîñòi.

Òåîðåìà 3.2. Íåõàé A ∈M(m,n1, R), B ∈M(m,n2, R) i

DA = diag(µA1 , µ
A
2 , . . . , µ

A
r , 0, . . . , 0), µ

A
r ̸= 0

DB = diag(µB1 , µ
B
2 , . . . , µ

B
s , 0, . . . , 0), µ

B
s ̸= 0, s ≥ r

� êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü A òà B.
Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî

ïàðè (DA, TB), òîáòî UAV1 = DA, UBV2 = TB äëÿ äåÿêèõ
ìàòðèöü U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2, äå ìàòðèöÿ
TB ìà¹ îäèí ç òàêèõ âèãëÿäiâ:

1) ÿêùî s = r = m, òî

TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µB1 0 · · · 0 0 · · · 0

t21µ
B
1 µB2 · · · 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
tm1µ

B
1 tm2µ

B
2 · · · µBm 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ (3.9)

81



Ðîçäië 3. Óçàãàëüíåíà åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ ìàòðèöü ...

i tij ∈ R′
δij
, äå

δij =

(
µAi
µAj

,
µBi
µBj

)
, i, j = 1, 2, · · · , m, i > j;

2) ÿêùî r < s 6 m, òî

TB =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1

t21µ
B
1 µB2

. . . . . .
. . .

tr1µ
B
1 tr2µ

B
2 . . . µBr

tr+1,1µ
B
1 tr+1,2µ

B
2 . . . tr+1,rµ

B
r µBr+1 0

· · · · · · · · · · · · · · · . . .

ts1µ
B
1 ts2µ

B
2 · · · tsrµ

B
r 0 · · · µBs

ts+1,1µ
B
1 ts+1,2µ

B
2 · · · ts+1,rµ

B
r 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
tm1µ

B
1 tm2µ

B
2 · · · tmrµ

B
r 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(3.10)

i tij ∈ R′
δij
, i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , r, i > j,

äå

δij =



(
µAi
µAj

,
µBi
µBj

)
, ÿêùî i, j = 1, 2, . . . , r, i > j,

µBi
µBj

, ÿêùî i = r + 1, r + 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , r,

0, ÿêùî i = s+ 1, s+ 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , r;
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3) ÿêùî r = s < m, òîäi

TB =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 · · · 0 0 0 · · · 0

t21µ
B
1 · · · 0 0 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
tr−1,1µ

B
1 · · · µBr−1 0 0 · · · 0

tr1µ
B
1 · · · tr,r−1µ

B
r−1 trrµ

B
r 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
tm1µ

B
1 · · · tm,r−1µ

B
r−1 tmrµ

B
r 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.11)

äå (trr, tr+1,r, · · · , tmr ) = 1 i

tij ∈ R′
δij
, δij =

(
µAi
µAj

,
µBi
µBj

)
, i, j = 1, 2, · · · , r − 1, i > j.

Äîâåäåííÿ. Ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà
äî ïàðè (DA, B1), äå

DA = PAQ, B1 = PB,

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü P ∈ GL(m,R) i Q ∈ GL(n1, R). Äàëi
çâîäèòèìåìî ìàòðèöi B1 äî òðèêóòíîãî âèãëÿäó äîïóñòèìèìè
ïåðåòâîðåííÿìè

(U, V ), U ∈ GL(m,R), V ∈ GL(n2, R),

òîáòî òàêèìè, ùî
UDA = DAV1 (3.12)
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äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V1 ∈ GL(n1, R). Iç (3.12) âèïëèâà¹, ùî
ìàòðèöÿ U ¹ âèãëÿäó U = ∥uij∥m1 , äå

uij =
µAi
µAj

ũij , i, j = 1, 2, . . . , m, i > j.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê

rangB1 = rangB = s > r.

Íà îñíîâi òåîðåìè 3.1 iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíiòðèêóòíà ìàò-
ðèöÿ U1 ∈ GL(m,R) i ìàòðèöÿ V1 ∈ GL(n2, R), ùî

U1B1V1 = B2 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 0 . . . 0
b21µ

B
1 µB2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
br1µ

B
1 br2µ

B
2 . . . µBr

0

br+1,1µ
B
1 br+1,2µ

B
2 . . . br+1,rµ

B
r

. . . . . . . . . . . .
bm1µ

B
1 bm2µ

B
2 . . . bmrµ

B
r

Bm−r,n2−r

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

äå

Bm−r,n2−r =

∥∥∥∥∥∥
br+1,r+1 . . . br+1,n2

. . . . . . . . .
bm,r+1 . . . bm,n2

∥∥∥∥∥∥ .
Òåïåð äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü

Pm−r ∈ GL(m− r,R), Qn2−r ∈ GL(n2 − r,R)
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ìàòèìåìî, ùî

Pm−rBm−r,n2−rQn2−r = diag(µBr+1, µ
B
r+2, . . . , µ

B
s , 0, . . . , 0).

Ïîêëàäåìî

U2 = Ir ⊕ Pm−r, V2 = Ir ⊕Qn2−r.

Òîäi
U2B2V2 = TB1 = T1D

B.

Òåïåð çâåäåìî åëåìåíòè bi+1,i ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi ìàòðèöi
T1 çà âiäïîâiäíèìè ìîäóëÿìè.

Íåõàé Rδ21 � ïîâíà ñèñòåìà ëèøêiâ çà ìîäóëåì

δ21 =

(
µA2
µA1

,
µB2
µB1

)
,

i
b21 ≡ c21(mod δ21), c21 ∈ Rδ21 .

Òîìó ðiâíÿííÿ

µA2
µA1

u21 +
µB2
µB1

v21 = c21 − b21

ìà¹ ðîçâ'ÿçîê íàä R. Ïîêëàäåìî

U3 =

∥∥∥∥∥∥
1 0

µA2
µA1

u21 1

∥∥∥∥∥∥⊕ Im−2, V3 =

∥∥∥∥ 1 0
v21 1

∥∥∥∥⊕ In2−2.
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Òîäi åëåìåíòîì ìàòðèöi TB2 = U3T1V3 ó ïîçèöi¨ (2, 1)
¹ åëåìåíò c21µ

B
1 . ßêùî c21 /∈ R′

δ21
, òî iñíó¹ òàêèé åëåìåíò

t21 ∈ R′
δ21
, ùî

u1c21 ≡ t21(mod δ21), u1 ∈ U(R).

Òåïåð, çíîâó ìiðêóþ÷è, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, îäåðæèìî
ìàòðèöþ

TB3 = U4T
B
2 V4

ç åëåìåíòîì v21µ
B
1 ó ïîçèöi¨ (2, 1).

Äàëi òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì çâîäèìî çà âiäïîâiäíèìè ìîäó-
ëÿìè ðåøòó åëåìåíòiâ ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi ìàòðèöi TB3 , à ïîòiì
� åëåìåíòè äðóãî¨ ïiääiàãîíàëi îäåðæàíî¨ ìàòðèöi i ò.ä. Òàêèì
÷èíîì îäåðæó¹ìî ìàòðèöþ TB, âèçíà÷åíó â òåîðåìi.

Îñêiëüêè íàä ìàòðèöÿìè Bi i TBi , i = 1, 2, . . . âèêîíó-
âàëèñü äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ, òî ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçà-
ãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, TB).

Ó âèïàäêàõ 1) i 3) äîâåäåííÿ òåîðåìè ïîäiáíå.

Íàñëiäîê 3.3. Íåõàé

A ∈M(m,n1, R), B ∈M(m,n2, R), m ≤ ni, i = 1, 2

i ìàòðèöÿ B � ìàêñèìàëüíîãî ðàíãó, òîáòî rangB = m
àáî rangB > rangA. Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, TB), äå ìàòðèöÿ TB äîðiâíþ¹
äîáóòêó íèæíüî¨ óíiòðèêóòíî¨ ìàòðèöi T i êàíîíi÷íî¨ äià-
ãîíàëüíî¨ ôîðìè DB ìàòðèöi B, òîáòî TB = TDB.

Íàñëiäîê 3.4. Íåõàé

A ∈M(m,n1, R), B ∈M(m,n2, R), m ≤ ni, i = 1, 2
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3.3. Ñòàíäàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü

i

DA = diag(1, . . . , 1, µAm), D
B = diag(µB1 , µ

B
2 , . . . , µ

B
m).

Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
(DA, TB), äå TB ìà¹ âèãëÿä

TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 0 · · · 0 0 0 · · · 0
0 µB2 · · · 0 0 0 · · · 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 · · · µBm−1 0 0 · · · 0

t1µ
B
1 t2µ

B
2 . . . tm−1µ

B
m−1 µBm 0 · · · 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
i tj ∈ R′

δj
, äå

δj =

(
µAm,

µBm
µBj

)
, j = 1, 2, · · · , m− 1.

Iç òåîðåìè 3.2 âèäíî, ùî êîæíà ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçà-
ãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè

(DA, TB = TDB),

äå T � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ â óñiõ âèïàäêàõ, êðiì
îäíîãî, êîëè rangA = rangB < m. ßêùî â ïàði ìàòðèöü îäíà
ìàòðèöÿ ¹ äiëüíèêîì iíøî¨, òî T � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàò-
ðèöÿ i â öüîìó âèïàäêó.

Òåîðåìà 3.3. Íåõàé

A ∈M(m,n,R), B ∈M(m, k,R), rangA = r, rangB = s

i B|A, òîáòî A = BC äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ M(k, n,R).
Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A, B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
(DA, TB), äå
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TB =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1

t21µ
B
1

. . . 0
. . . . . .
tr1µ

B
1 . . . µBr

0 0

tr+1,1µ
B
1 . . . tr+1,rµ

B
r

. . . . . . . . .
ts1µ

B
1 . . . tsrµ

B
r

µBr+1 0
. . .

0 µBs

0

0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

=

∥∥∥∥∥∥
TBr 0 0
B21 Ds−r 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ = TBs ⊕ 0 = (Ts ⊕ Em−s)D
B (3.13)

i tij ∈ R′
δij
, i = 1, 2, . . . , s, j = 1, . . . , r, i > j,

äå

δij =



(
µAi
µAj

,
µBi
µBj

)
, ÿêùî i, j = 1, 2, . . . , r, i > j,

µBi
µBj

, ÿêùî i = r + 1, r + 2, . . . , s, j = 1, 2, . . . , r.

Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî s > r. Ïîêëàäåìî s > r. Íà îñíî-
âi òåîðåìè 3.2 ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà
äî ïàðè (DA, TB), äå TB ¹ âèãëÿäó (3.10), òîáòî
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3.3. Ñòàíäàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü

TB =

∥∥∥∥∥∥
TBr 0 0
B21 Ds−r 0
B31 0 0

∥∥∥∥∥∥ ,
äå B31 � ìàòðèöÿ ðîçìiðiâ (m− s)× r i

DA = UAV1, T
B = UBV2,

äå U ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R), V2 ∈ GL(k,R). Òîäi iç ðiâíî-
ñòi A = BC îäåðæèìî ðiâíiñòü

DA = TBC1, (3.14)

äå DA = DA
r ⊕ 0,

C1 =

∥∥∥∥∥∥
C11 0 0
C21 C22 0
C31 C32 C33

∥∥∥∥∥∥
� òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Òîäi iç ðiâíîñòi (3.14) âèïëèâà¹, ùî
B31C11 = 0 i, îñêiëüêè, C11 íå ¹ äiëüíèêîì íóëÿ, òî B31 = 0.

Òåîðåìà 3.3 äîâåäåíà.

Îçíà÷åííÿ 3.2. Ïàðó ìàòðèöü (DA, TB), âèçíà÷åíó òåîðåìà-
ìè 3.2 òà 3.3, íàçèâàòèìåìî ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ ïàðè ìàò-
ðèöü (A,B) àáî ñòàíäàðòíîþ ïàðîþ.

Íàñëiäîê 3.5. Íåõàé (A,B) � ïàðà ìàòðèöü ç åëåìåíòàìè
iç äîâiëüíîãî ïîëÿ F, òîáòî

A ∈M(m,n1,F), B ∈M(m,n2,F)

i
rangA = r, rangB = s, s ≥ r.
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Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
(DA, TB), äå

DA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
It 0 0 0
0 Ir−t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, TB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
It 0 0 0
0 Ir−t 0 0
0 0 Is−r 0
It 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (3.15)

äå

t = rang
∥∥ A B

∥∥− rangB.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 3.2 ïàðà ìàòðèöü (A,B)
óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, TB1 ), äå

DA =

∥∥∥∥∥∥∥∥
It 0 0 0
0 Ir−t 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , T
B
1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
It 0 0 0
0 Ir−t 0 0
0 0 Is−r 0

Bm−s,n2−r 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

äå Bm−s,n2−s ∈M(m− s, n2 − s),F). Òîäi äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü
U1 ∈ GL(m− s,R) i V1 ∈ GL(n2 − s,R) ìà¹ìî, ùî

U1Bm−s,n2−rV1 =

∥∥∥∥ It 0
0 0

∥∥∥∥ .
Òîäi ïàðà ìàòðèöü

((Is ⊕ U1)D
AIn1 , (Is ⊕ U1)T

B
1 (Is ⊕ V1)) = (DA, TB)

¹ âèãëÿäó (3.15).
Âêàçàíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü (A,B) íàä ïîëåì âèçíà÷åíà

îäíîçíà÷íî.
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3.4. Óìîâè óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ìàòðèöü

Ó ïðàöi [157] íàâåäåíî ôîðìó (Agen, Bgen) äëÿ ïàðè ìàò-
ðèöü (A,B) íàä ïîëåì âiäíîñíî óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi:

Agen =

∥∥∥∥∥∥∥∥
Ir 0 0
0 Is 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ , Bgen =

∥∥∥∥∥∥∥∥
0 Ir 0
0 0 0
It 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
äå

r + s = rA, r + t = rB, r + s+ t = rM ,

i
rM = rang

∥∥ A B
∥∥ .

Ôîðìè (DA, TB) i (Agen, Bgen) ç òî÷íiñòþ äî óçàãàëüíåíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi çáiãàþòüñÿ.

3.4. Óìîâè óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïàð

ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå,

Ai ∈M(m,ni, R), m < ni, i = 1, 2.

Òîäi iñíóþòü òàêi ìàòðèöi Vi ∈ GL(ni, R), ùî

AiVi = ∥Ãi 0∥, äå Ãi ∈M(m,R), i = 1, 2.

Òîìó ïàðà ìàòðèöü (A1, A2) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè

(∥Ã1 0∥, ∥Ã2 0∥).

Öå îçíà÷à¹, ùî äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåíó åêâiâàëåí-
òíiñòü ïàð êâàäðàòíèõ ìàòðèöü.
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Íàâåäåìî óìîâè óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ïàð ìàòðèöü.
Íåõàé Φ � d-ìàòðèöÿ ðîçìiðó m× n íàä R, òîáòî

Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φr, 0, . . . , 0),

äå
φr ̸= 0, φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , r.

Ðîçãëÿíåìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

HΦ = ΦF, H ∈ GL(m,R), F ∈ GL(n,R). (3.16)

Ìàòðèöi H i F ìàþòü âèãëÿä H = ∥hij∥m1 , F = ∥fij∥n1 ,
äå

hij =

{ φi
φj
h̃ij , ÿêùî i, j = 1, , 2, . . . , r, i > j,

0, ÿêùî i = r + 1, r + 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , r,

fij =

{ φi
φj
f̃ij , ÿêùî i, j = 1, 2, . . . , r, i < j,

0, ÿêùî i = 1, 2, . . . , r, j = r + 1, r + 2, . . . , n.

Ìíîæèíè âñiõ ìàòðèöü H i F , ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiä-
íîøåííÿ (3.16), óòâîðþþòü âiäïîâiäíî ãðóïè

GLΦ(m,R) i ΦGL(m,R),

ÿêi ¹ ïiäãðóïàìè ïîâíèõ ëiíiéíèõ ãðóï GL(m,R) i GL(n,R).
Äëÿ ìàòðèöü íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ F[x] öå ïîêàçàíî ó ïðàöi
[31].

Ëåìà 3.5. Íåõàé Ai, Bi ∈ M(m,R), i = 1, 2. ßêùî ïàðè
ìàòðèöü (A1, B1) i (A2, B2) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíi, òî
ìàòðèöi (adjA1)B1 i (adjA2)B2 åêâiâàëåíòíi.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé

A2 = UA1V1, B2 = UB1V2

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V1, V2 ∈ GL(m,R). Òîäi

adjA2 = V −1
1 (adjA1)U

−1c, c ∈ U(R).

Òîìó
(adjA2)B2 =

(
V −1
1 (adjA1)U

−1c
)
(UB1V2) =

= V −1
1 (adjA1)B1V2u = V −1

1 (adjA1)B1V3,

äå V3 ∈ GL(m,R).
Ëåìà äîâåäåíà.

Îñêiëüêè êîæíà ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâà-
ëåíòíà äî ïàðè ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè (DA, TB), òî äîñèòü ðîçãëÿ-
íóòè óçàãàëüíåíó åêâiâàëåíòíiñòü ïàð ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó.

Òåîðåìà 3.4. Íåõàé (D,T1) i (D,T2) � ïàðè ìàòðèöü iç
M(m,R) ó ñòàíäàðòíié ôîðìi, òîáòî

D = diag(φ1, φ2, . . . , φm), φm ̸= 0,

µAi |µAi+1, i = 1, 2, . . . , m i T1, T2 � íèæíi òðèêóòíi
ìàòðèöi ç ãîëîâíèìè äiàãîíàëÿìè

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψs, 0, . . . , 0), ψs ̸= 0,

ψi|ψi+1, i = 1, 2, . . . , s. Òîäi ïàðè ìàòðèöü (D,T1) i (D,T2)
¹ óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó,
êîëè ìàòðèöi (adjD)T1 i (adjD)T2 ¹ åêâiâàëåíòíi, òîáòî

F (adjD)T1 = (adjD)T2Q, (3.17)

äå F ∈ ΦGL(m,R) i Q ∈ GL(n,R).
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Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé

UDV1 = D, UT1V2 = T2, U, V1, V2 ∈ GL(m,R).

Îñêiëüêè UD = DV −1
1 , òî

V −1
1 ∈ ΦGL(m,R) i V1 ∈ ΦGL(m,R).

Òîäi
(adjD)T2 = (adjV1)(adjD)(adjU)UT1V2 =

= (adjV1)(adjD)T1V2c, (3.18)

äå c ∈ U(R). Âðàõîâóþ÷è, ùî adjV1 = c1V
−1
1 , c1 ∈ U(R), òî ç

ðiâíîñòi (3.18) îäåðæó¹ìî:

V −1
1 (adjD)T1 = (adjD)T2Q,

äå V −1
1 ∈ ΦGL(m,R), Q ∈ GL(m,R).

Íåîáõiäíiñòü äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü.Íåõàé òåïåð ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ (3.17).
Òîäi ëåãêî áà÷èòè, ùî

F (adjD) = (adjD)H,

äå H ∈ GLΦ(m,R). Òîìó iç ðiâíîñòi (3.17) îäåðæó¹ìî:

(adjD)HT1 = (adjD)T2Q.

Ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ iç öi¹¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî HT1 = T2Q. Îñêiëüêè
H ∈ GLΦ(m,R), òî HD = DV . Îòæå, ïàðè ìàòðèöü (D,T1) i
(D,T2) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ñòàíäàðòíà ôîðìà (DA, TB) äëÿ ïàðè ìàòðèöü (A,B)
çàãàëîì âèçíà÷à¹òüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Âêàæåìî äåÿêi êëàñè ïàð
ìàòðèöü, ñòàíäàðòíà ôîðìà äëÿ ÿêèõ âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî.
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Íåõàé (D,T1) i (D,T2) � ïàðè ìàòðèöü òàêîãî âèãëÿäó:

D = diag(1, . . . , 1, φn), φn ̸= 0,

Ti =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 . . . 0 0
0 ψ2 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ψn−1 0
ti1 ti2ψ2 . . . ti,n−1ψn−1 ψn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (3.19)

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî ψ1 = 1, â iíøîìó
âèïàäêó öüîãî ìîæíà äîñÿãíóòè âèíåñåííÿì ψ1 ç ìàòðèöi Ti,
i = 1, 2. Íàäàëi ÷åðåç di ïîçíà÷àòèìåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê åëåìåíòiâ îñòàííüîãî ðÿäêà ìàòðèöi Ti, òîáòî

di = (ti1, ti2ψ2, . . . , ti,n−1ψn−1, ψn), i = 1, 2.

Ëåìà 3.6. Íåõàé ïàðè ìàòðèöü (D,T1) i (D,T2) � óçàãàëü-
íåíî åêâiâàëåíòíi. Òîäi

(d1, φn) = (d2, φn). (3.20)

Äîâåäåííÿ.Íà îñíîâi ëåìè 3.5 ìàòðèöi (adjD)T1 i (adjD)T2
åêâiâàëåíòíi. Çâiäñè i îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (3.20).

Ëåìà 3.7. Íåõàé (D,T1) � ïàðà ìàòðèöü âèãëÿäó (3.19)
i (d1, φn) = 1. Òîäi êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöü
(adjD)T1 äîðiâíþ¹ äîáóòêó êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìà-
òðèöü adjD i T1, òîáòî

D(adjD)T1 = DadjDDT1 = diag(1, φnψ2, φnψ3, . . . , φnψn).

Äîâåäåííÿ. Çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó Áiíå-Êîøi, ÿêà âèðàæà¹
ìiíîð äîáóòêó ìàòðèöü ÷åðåç ìiíîðè ñïiâìíîæíèêiâ, îäåðæè-
ìî, ùî êîæíèé ìiíîð p-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi (adjD)T1 äiëèòüñÿ
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íà φp−1
n ψ2 . . . ψp. Âðàõóâàâøè ïðè öüîìó, ùî (d1, φn) = 1, ìà-

òèìåìî:

d(adjD)T1
p = φp−1

n ψ1 . . . ψp, p = 1, . . . , n− 1.

Çâiäñè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè.

Òåîðåìà 3.5. Íåõàé (D,T1) i (D,T2) � ïàðè ìàòðèöü âèã-
ëÿäó (3.19). ßêùî (d1, φn) = (d2, φn) = 1, òî ïàðè ìàòðèöü
(D,T1) i (D,T2) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi ëåìè 3.7 êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè
ìàòðèöü (adjD)T1 i (adjD)T2 çáiãàþòüñÿ, òîáòî öi ìàòðèöi
åêâiâàëåíòíi:

S(adjD)T1 = (adjD)T2Q, S = ∥sij∥n1 , (3.21)

äå S,Q ∈ GL(n,R).
Iç ðiâíîñòi (3.21) âèïëèâà¹, ùî

φn|sint1jψj , j = 1, 2, . . . , n, i = 1, 2, . . . , n− 1,

ïðè öüîìó ψ1 = 1, t1n = 1. Îñêiëüêè (d1, φn) = 1, òî çâiäñè
îäåðæèìî, ùî φn|sin äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n − 1, òîáòî
ìàòðèöÿ S çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3.17) òåîðåìè 3.21.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.6. Íåõàé (D,T1) � ïàðà ìàòðèöü âèãëÿäó (3.19).
ßêùî (d1, φn) = 1, òî ïàðà ìàòðèöü (D,T1) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (D,TΨ), äå

Ψ = diag(1, ψ2, . . . , ψn)

i

T =

∥∥∥∥∥∥
In−1 0

t 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥ , (3.22)
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äå

t =

{
0, ÿêùî ìàòðèöi (adjD)T1 i (adjD)Ψ åêâiâàëåíòíi;

1, â iíøîìó âèïàäêó.

Íàñëiäîê 3.7. Íåõàé A,B ∈M(n,R),

DA = diag(1, . . . , 1, φn), DB = diag(1, ψ2, . . . , ψn)

i

(φn, ψn) = δn, (ψn−1, δn) = 1.

Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî
ïàðè ìàòðèöü (DA, TDB), äå

T =

∥∥∥∥∥∥
In−1 0

t1 t2 . . . tn−1 1

∥∥∥∥∥∥
i

tj ∈ R′′
δn , j = 1, 2, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 3.6. Íåõàé Ai, Bi ∈M(n,R) i

DAi = DA = diag(1, 1, . . . , 1, φn),

DBi = DB = diag(1, ψ2, . . . , ψn), i = 1, 2.

Íåõàé, äàëi (φn, ψn) = p, (ψn−1, p) = 1, p � íåðîçêëàäíèé
åëåìåíò êiëüöÿ R. Òîäi

1) ïàðè ìàòðèöü (A1, B1) i (A2, B2) óçàãàëüíåíî åêâiâà-
ëåíòíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi (adjA1)B1 i
(adjA2)B2 åêâiâàëåíòíi;
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2) ïàðà ìàòðèöü (A1, B1) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
(DA1 , TDB1), äå

T =

∥∥∥∥∥∥
In−1 0

t 0 . . . 0 1

∥∥∥∥∥∥
i

t =


0, ÿêùî ìàòðèöi (adjA1)B1 i (adjD

A1)DB1

åêâiâàëåíòíi;

1, â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Ïàðè ìàòðèöü (A1, B1) i (A2, B2) óçàãàëüíå-
íî åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî äî ïàð (DA1 , TB1

i ) i (DA2 , TB2
i )

âèãëÿäó (3.19), ïðè÷îìó tij ∈ Rp, j = 1, 2, . . . , n − 1. Òîäi
(di, φn) = 1, ÿêùî íå âñi tij ̸= 0, j = 1, 2, . . . , n−1, äîðiâíþþòü
íóëþ. Äàëi âèêîðèñòîâó¹ìî òåîðåìó 3.5.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 3.2. Íåõàé (A,B) � ìíîæèíà òàêèõ ïàð
2× 2-ìàòðèöü íàä êiëüöåì öiëèõ ÷èñåë Z, ùî

DA = diag(1, 25), DB = diag(1, 175).

Òîäi δ = (25, 175) = 25 i

Rδ = {0, 1, . . . , 24}, R′
δ = {0, 1, . . . , 12}, R′′

δ = {0, 1, 5, 10}.

Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíó çàäàíèõ ïàð ìàòðèöü âiäíîñíî óçàãàëü-
íåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi ðîçáèâà¹ìî íà ÷îòèðè êëàñè ç ïðåäñòàâ-
íèêàìè: (∥∥∥∥ 1 0

0 25

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 1 0
t 175

∥∥∥∥) , t = 0, 1, 5, 10.
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Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî ïàðè ìàòðèöü

(∥∥∥∥ 1 0
0 25

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 1 0
5 175

∥∥∥∥) i

(∥∥∥∥ 1 0
0 25

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 1 0
10 175

∥∥∥∥)

íå ¹ óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè. Öå òàêîæ ãîâîðèòü ïðî òå,
ùî óìîâè ëåìè 3.5 íå ¹ äîñòàòíiìè äëÿ óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåí-
òíîñòi ïàð ìàòðèöü.

3.5. Óçàãàëüíåíà åêâiâàëåíòíiñòü òà äiàãî-

íàëiçàöiÿ íàáîðiâ ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå,

Ai, Bi ∈M(m,ni, R), i = 1, 2, . . . , k.

Îçíà÷åííÿ 3.3. Íàáîðè ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak) i (B1, B2, . . . , Bk)

íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî

A1 = UB1V1, A2 = UB2V2, . . . , Ak = UBkVk

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü

U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2, . . . , k.

Ó ï. 3.3 âñòàíîâëåíî ñòàíäàðòíó ôîðìó äëÿ ïàðè ìàòðèöü
íàä àäåêâàòíèì êiëüöåì. Ïðèðîäíî âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: äî ÿêèõ
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ïðîñòiøèõ ôîðì ìîæíà çâåñòè óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè ïå-
ðåòâîðåííÿìè íàáið ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak),

ÿêùî k > 2? Íàâiòü íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ òðiéêà ìàò-
ðèöü (A1, A2, A3) òàêèìè ïåðåòâîðåííÿìè íå çâîäèòüñÿ äî
òðiéêè (TA1 , TA2 , TA3) ìàòðèöü òðèêóòíî¨ ôîðìè ç iíâàðiàí-
òíèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíèõ äiàãîíàëÿõ.

Ïðèêëàä 3.3. Íåõàé R = Z i A1, A2, A3 ∈M(2,Z), äå

A1 =

∥∥∥∥ 3 0
2 2

∥∥∥∥ , A2 =

∥∥∥∥ 2 0
3 2

∥∥∥∥ , A3 =

∥∥∥∥ 5 0
3 2

∥∥∥∥ .
Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹ìî, ùî íå iñíó¹ òàêî¨ ìàòðèöi U ∈

GL(2,Z), ùî â êîæíié ìàòðèöi

Ā1 = UA1, Ā2 = UA2, Ā3 = UA3

åëåìåíòè ïåðøèõ ðÿäêiâ âçà¹ìíî ïðîñòi. À öå îçíà÷à¹, ùî òðié-
êà ìàòðèöü (A1, A2, A3) íå ¹ óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî
òðiéêè

TA1 =

∥∥∥∥ 1 0
∗ 2 · 3

∥∥∥∥ , TA2 =

∥∥∥∥ 1 0
∗ 22

∥∥∥∥ , TA3 =

∥∥∥∥ 1 0
∗ 2 · 5

∥∥∥∥
òðèêóòíèõ ìàòðèöü ç iíâàðiàíòíèìè ìíîæíèêàìè íà ãîëîâíèõ
äiàãîíàëÿõ. Òóò çíàê ∗ îçíà÷à¹ äåÿêi åëåìåíòè iç Z.

Ïðîòå òàêå çâåäåííÿ ìîæíà çðîáèòè äëÿ íàáîðiâ ìàòðèöü
íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì F (ðîçäië 2) àáî æ äëÿ
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íàáîðiâ ìàòðèöü ç ïåâíèìè óìîâàìè, íàïðèêëàä, ÿêùî íàáið
ñêëàäà¹òüñÿ iç ìàòðèöi òà ¨¨ äiëüíèêiâ.

Ùå çàóâàæèìî, ùî ñòàíäàðòíó ôîðìó (DA, TB) ïàðè ìàò-
ðèöü (A,B) ùîäî óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi âèçíà÷åíî îäíî-
îçíà÷íî ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ, ÿêi, çîêðåìà, ðîçãëÿíóòî â
ïiäðîçëi 1.3. Âîíà áóäå ¹äèíîþ i òîäi, êîëè ñòàíäàðòíîþ ïàðîþ
¹ ïàðà äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü (DA, DB).

Îçíà÷åííÿ 3.4. Êàæåìî, ùî íàáið ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak)

äiàãîíàëiçó¹òüñÿ àáî äiàãîíàëiçîâíèé, ÿêùî öåé íàáið óçàãàëü-
íåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü

(DA1 , DA2 , . . . , DAk).

Âêàæåìî äåÿêi óìîâè äiàãîíàëiçàöi¨ ïàð òà ñêií÷åííèõ íàáî-
ðiâ ìàòðèöü. Iç òåîðåìè 3.7 âiäðàçó îäåðæó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 3.8. Íåõàé A ∈ M(m,n1, R), B ∈ M(m,n2, R).
ßêùî (dAm, d

B
m) = 1, òî ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî

åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, DB) äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 3.7. Íåõàé A,B ∈ M(n,R), detA ̸= 0. Òîäi ïàðà
ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè äiàãîíàëü-
íèõ ìàòðèöü (DA, DB) â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè
ìàòðèöi (adjA)B i (adjDA)DB åêâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü âèïëèâà¹ iç ëåìè 3.5.
Äîñòàòíiñòü. Ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâà-

ëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè ìàòðèöü (DA, TB). Òîäi íà îñíî-
âi ëåìè 3.5 ìàòðèöÿ (adjDA)TB åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi
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(adjA)B, à îòæå, åêâiâàëåíòíà äî (adjDA)DB. Îñêiëüêè ìàò-
ðèöÿ (adjDA)TB ¹ íèæíÿ òðèêóòíà i åêâiâàëåíòíà äî äiàãî-
íàëüíî¨ ìàòðèöi (adjDA)DB, òî íà îñíîâi òåîðåìè 1.5 (Ðîòà)
i ¨¨ óçàãàëüíåíü [219], [153], [162], [163] iñíóþòü òàêi íèæíi
óíiòðèêóòíi ìàòðèöi F i Q, ùî

F (adjDA)TB = (adjDA)DBQ.

Î÷åâèäíî, ùî F ∈ ΦGL(n,R) i òîìó íà îñíîâi òåîðåìè 3.4
ïàðè ìàòðèöü (A,B) i (DA, DB) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïàðó ìàòðèöü, â ÿêié îäíà iç ìàòðèöü ¹

äiëüíèêîì iíøî¨, ÿêi ìîæóòü áóòè îñîáëèâèìè ÷è íåïîâíèõ ðàí-
ãiâ, ÿêùî âîíè ïðÿìîêóòíi. Âêàæåìî êðèòåði¨ äiàãîíàëiçîâíîñòi
òàêèõ ïàð ìàòðèöü.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íå ëiíiéíå ðiâíÿííÿ

BX = A, (3.23)

äå A ∈M(m,n,R), B ∈M(m, k,R) i X � íåâiäîìà ìàòðèöÿ iç
M(k, n,R). Íåõàé rangA = r, rangB = s, s > r. Ïðèïóñòèìî,
ùî öå ðiâíÿííÿ ìà¹ ðîçâ'ÿçêè (âiäîìèé êðèòåðié ðîçâ'ÿçíîñòi).
Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.3 ïàðà ìàòðèöü (A, B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, TB), òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = TB, (3.24)

äå
U ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R), V2 ∈ GL(k,R),

à ìàòðèöÿ TB ìà¹ âèãëÿä (3.1). Ðiâíÿííÿ (3.23) ðiâíîñèëüíå
ðiâíÿííþ

TB Y = DB, (3.25)

äå Y = V −1
2 X V1. Òîäi ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (3.25) ¹ ìàòðèöi
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Y =

∥∥∥∥ Y1 0
Y2 Y3

∥∥∥∥,
äå

Y1 = (TBs )−1DA
s ,

à
Y2 ∈M(k − s, s, R), Y3 ∈M(k − s, n− s,R)

� äîâiëüíi ìàòðèöi. Çâiäñè âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.

Ëåìà 3.8. Ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (3.23) ¹ ìàòðèöi âèãëÿäó

X = V2

∥∥∥∥ X1 0
X2 X3

∥∥∥∥V −1
1 , (3.26)

äå V1, V2 � óñi ìîæëèâi ìàòðèöi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiâ-
âiäíîøåííÿ (3.24),

X1 = (TBs )−1DA
s ,

à

X2 ∈M(k − s, s, R), X3 ∈M(k − s, n− s,R)

� äîâiëüíi ìàòðèöi.

Íàñëiäîê 3.9. Ðîçâ'ÿçêàìè ðiâíÿííÿ (3.23) ¹ ìàòðèöi X ðàí-
ãiâ

q = r, r + 1, . . . , r + t, t = min (k − s, n− r).

Íåõàé

A ∈M(m,n,R), B ∈M(m, k,R), rangA = r, rangB = s
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i B|A, òîáòî
A = BC (3.27)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü C ∈M(k, n,R), ÿêi âèçíà÷àþòü çà ôîðìó-
ëîþ (3.26). Òîäi DB|DA, òîáòî

DA = DB Ψ, (3.28)

äå

Ψ =

∥∥∥∥ Ψs 0
Fk−s,s Fk−s,n−s

∥∥∥∥,

Ψs = (DB
s )

−1DA
s = diag (ψ1, ψ2, . . . , ψs) (3.29)

i Fk−s,s, Fk−s,n−s � äîâiëüíi ìàòðèöi iç M(k−s, s, R) òàM(k−
s, n− s,R) âiäïîâiäíî.

Ëåìà 3.9. ßêùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâ-
íiñòü (3.27), âèêîíóþòüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ

dCk = dΨk
k , k = 1, 2 . . . , r,

äå

Ψr = (DB
r )

−1DA
r = diag(ψ1, ψ2 . . . , ψr),

òî ïàðà ìàòðèöü (A, B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü (DA, DB).

Äîâåäåííÿ. Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.3 iñíóþòü òàêi ìàòðèöi

U ∈ GL(m,R), V1 ∈ ∈ GL(n,R), V2 ∈ GL(k,R),

ùî
UAV1 = DA, UBV2 = TB,
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äå TB � ìàòðèöÿ âèãëÿäó (3.13). Òîäi ç ðiâíîñòi A = BC
îäåðæèìî:

UAV1 = (UBV2)(V
−1
2 CV1)

àáî

∥∥∥∥∥∥
DA
r 0 0
0 0 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ =

=

∥∥∥∥∥∥
TBr 0 0
B21 Ds−r 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥ ·
∥∥∥∥∥∥
C11 0 0
C21 C22 0
C31 C32 C33

∥∥∥∥∥∥ = TBC1. (3.30)

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹, ùî C11 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ
ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Ψr i C22 = 0. Îñêiëüêè

dC1
k = dCk = dΨr

k , k = 1, 2, . . . , r,

òî
dC2
k = dΨr

k , k = 1, 2, . . . , r,

äå

C2 =

∥∥∥∥ C11 0
C21 0

∥∥∥∥
� ïiäìàòðèöÿ ìàòðèöi C1. Iç (3.30) ìà¹ìî:∥∥∥∥ DA

r 0
0 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ TBr 0
B21 Ds−r

∥∥∥∥C2

àáî DA
s = TBs C2. Îñêiëüêè C2 ¹ íèæíüîþ òðèêóòíîþ ìàò-

ðèöåþ ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Ψs = Ψr ⊕ 0 i åêâiâàëåíòíîþ
äî ìàòðèöi Ψs, òî âiäîìî, ùî iñíóþòü òàêi íèæíi óíiòðèêóòíi
ìàòðèöi F i H, ùî FC2H = Ψs. Ïîäàëüøå çâåäåííÿ ïàðè
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ìàòðèöü (DA
s , T

B
s ) äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó ïðîäîâæó¹ìî

àíàëîãi÷íî, ÿê ó äîâåäåííi òåîðåìè 1 ó ïðàöi [100].
Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.10. Íåõàé äåÿêà ìàòðèöÿ C ç (3.27) åêâiâà-
ëåíòíà äî d-ìàòðèöi Ψ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ
(3.28). Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A, B) äiàãîíàëiçîâíà.

Òåîðåìà 3.8. Íåõàé A ∈M(m,n,R), B ∈M(m, k,R) i B|A,
òîáòî A = BC äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi C ∈ M(k, n,R). Òî-
äi ïàðà ìàòðèöü (A, B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü (DA, DB) ó òîìó é òiëüêè â òîìó
âèïàäêó, êîëè iñíó¹ ìàòðèöÿ C, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøå-
ííÿ (3.27), i ÿêà åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ = Ψs ⊕ 0, äå
Ψs = (DB

s )
−1DA

s .

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé ïàðà ìàòðèöü (A,B) äià-
ãîíàëiçîâíà, òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = DB,

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R),
V2 ∈ GL(k,R). Ïîêëàäåìî Ψ = Ψs ⊕ 0. Òîäi ç ðiâíîñòi (3.28)
îäåðæèìî:

UAV1 = UBV2Ψ

àáî
A = BV2ΨV

−1
1 = BC,

äå C = V2ΨV
−1
1 � ìàòðèöÿ, åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ.

Äîñòàòíiñòü. ßê i ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ ëåìè 3.9, âiä ðiâíîñòi
A = BC ïåðåõîäèìî äî ðiâíîñòi (3.30), äå, ÿê áà÷èìî,

C22 = C32 = C33 = 0.

Äàëi çàñòîñîâó¹ìî ëåìó 3.9.
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Íàñëiäîê 3.11. Íåõàé A ∈ M(m,n,R), B ∈ M(m,m,R),
detB ̸= 0, i B|A. Ïàðà ìàòðèöü (A, B) äiàãîíàëiçîâíà òîäi
é òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi B−1A i (DB)−1DA åêâiâà-
ëåíòíi.

Òåîðåìà 3.9. Íåõàé

A ∈M(m,n,R), m ≤ n, rangA = r, Bi ∈M(m,R), rangBi = s,

s ≥ r i

DBi = Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0), i = 1, 2, . . .

Íåõàé Bi ¹ ëiâèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöi A, òîáòî

A = BiCi, i = 1, 2, . . . (3.31)

i, âiäïîâiäíî,

DA = ΦΨ = Φdiag(ψ1, ψ2, . . . , ψt, 0, . . . , 0), (3.32)

äå ψi|ψi+1, i = 1, 2, . . . , t− 1.
ßêùî

s = r àáî s = m i φr+1 = φr+2 = . . . = φm,

òî êîæíèé ñêií÷åííèé íàáið ìàòðèöü

(A,B1, . . . , Bk)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü

(DA, DB1 , . . . , DBk)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi Ci iç (3.31) åêâiâàëåíòíi
äî Ψ iç (3.32) äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k.
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Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé íàáið ìàòðèöü

(A, B1, B2, . . . , Bk)

òàêèé, ùî êîæíà ìàòðèöÿ B1, B2, . . . , Bk åêâiâàëåíòíà äî Ψ
iç (3.32). Äîâîäèòèìåìî òåîðåìó çà iíäóêöi¹þ ïî k.

Äëÿ k = 1, òîáòî äëÿ ïàðè (A,B1), äîâåäåííÿ âèïëèâà¹
iç òåîðåìè 3.7. Ïðèïóñòèìî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè äëÿ k− 1,
òîáòî, ùî íàáið ìàòðèöü

(A, B1, B2, . . . , Bk−1)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü

(DA, DB1 , . . . , DBk−1),

òîáòî iñíóþòü òàêi ìàòðèöi U, Vi ∈ G(m,R) i V ∈ GL(n,R),
ùî

UAV = DA, UBiVi = DBi , i = 1, 2, . . . , k − 1. (3.33)

Òîäi íàáið ìàòðèöü

(A, B1, B2, . . . , Bk−1, Bk)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó

(DA, DB1 , DB1 , . . . , DBk−1 , B̃k),

äå B̃k = UBk. Àëå A = BkCk. Òîäi DA = B̃kC̃k, äå
DA = UAV , U i V iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.33). Îñêiëüêè C̃k
åêâiâàëåíòíà äî Ψ iç (3.32), òî ïàðà ìàòðèöü (DA, B̃k) óçà-
ãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü (DA, DBk),
òîáòî

ŨDAṼ = DA, Ũ B̃kṼk = DBk ,
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äå Ũ , Ṽk ∈ GL(m,R), Ṽ ∈ GL(n,R). Ìàòðèöÿ Ũ ¹ âèãëÿäó
Ũ = ∥uij∥m1 , äå

uij =


µAi
µAj

ũij , ÿêùî i, j = 1, 2, . . . , r, i > j,

0, ÿêùî i = r + 1, r + 2, . . . , m,
j = 1, 2, . . . , r.

Òîäi áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî Ũ = ΦS äëÿ äåÿêî¨
ìàòðèöi S ∈ GL(m,R). Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî íàáið ìàòðèöü

(DA, DB1 , DB2 , . . . , DBk−1 , B̃k)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó

(DA, DB1 , DB2 , . . . , DBk−1 , DBk)

äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü.

Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé íàáið ìàòðèöü

(A, B1, B2, . . . , Bk)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèé äî íàáîðó äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü

(DA, DB1 , DB2 , . . . , DBk),

òîáòî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ (3.33) äëÿ i = 1, 2, . . . , k.
Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ (3.31) ìàòèìåìî:

UAV = (UBiVi)(V
−1
i Ci)V, i = 1, 2, . . . , k,

äå V −1
1 CiV = Ψ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.
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Òåîðåìà 3.10. Íåõàé Bi ∈M(m,n,R) i ìàòðèöi B1, B2, . . . , Bk
ïîïàðíî åêâiâàëåíòíi, òîáòî

DBi = Φ, i = 1, 2, . . . , k.

Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) íàáið ìàòðèöü (B1, B2, . . . , Bk) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ;

2) ìàòðèöi B1, B2, . . . , Bk ïîïàðíî ïðàâîàñîöiéîâàíi, òîáòî
Bi = BjVj äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü Vj ∈ GL(n,R),
j = 1, 2 . . . , k.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî k = 2.
Íåõàé ìà¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ 2), òîáòî

UB1V1 = UB2V2 = Φ,

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ GL(m,R), V1, V2 ∈ GL(n,R). Çâiäñè
îäåðæó¹ìî, ùî

B1 = B2V3, äå V3 = V2V
−1
1 ,

òîáòî iç 1) âèïëèâà¹ 2).
Íåõàé òåïåð ìàòðèöi B1 i B2 ïðàâîàñîöiéîâàíi, òîáòî

B1 = B2V , äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V ∈ GL(n,R). Òîäi äëÿ äåÿêèõ
ìàòðèöü U ∈ GL(m,R) i V1 ∈ GL(n,R) ìà¹ìî, ùî

UB1V1 = DB1 = Φ.

ßê áà÷èìî
UB2V2 = DB2 = Φ,

äå V2 = V V1. Îòæå, iç 2) âèïëèâà¹ 1).
Äàëi äîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ ïî k.
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Òåîðåìà 3.11. Íåõàé Ai ∈ M(m,ni, R), i = 1, 2, 3 i ïà-
ðà ìàòðèöü (A1, A2) äiàãîíàëiçîâíà. Òîäi òðiéêà ìàòðèöü
(A1, A2, A3) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî òðiéêè ìàòðèöü

(DA1 , DA2 , TA3 = TDA3),

äå T � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ.

Äîâåäåííÿ. Òðiéêà ìàòðèöü

(A1, A2, A3)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî òðiéêè

(DA1 , DA2 , Ã3 = UA3),

òîáòî

UA1V1 = DA1 , UA2V2 = DA2 , Ã3 = UA3,

äå U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2.
Íà îñíîâi òåîðåìè 3.1 äëÿ ìàòðèöi Ã3 iñíóþòü òàêi

âåðõíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ U1 ∈ GL(m,R) i ìàòðèöÿ
V3 ∈ GL(n3, R), ùî U1Ã3V3 = TDA3 , äå T � íèæíÿ òðèêóòíà
ìàòðèöÿ. Òîäi

U1D
A1 = DA1V4, UDA2 = DA2V5

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü V4 ∈ GL(n1, R), V5 ∈ GL(n2, R). Çâiäñè i
âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Òåîðåìà 3.12. Íåõàé

Ai ∈M(m,ni, R), m 6 ni, i = 1, 2, B ∈M(m,R)

i
DB = Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0).
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Íåõàé B � ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê ìàòðèöü A1 i A2, òîáòî

A1 = BC1, A2 = BC2, (3.34)

à îòæå,

DA1 = ΦΨ1 = Φdiag(ψ11, ψ12, . . . , ψ1t, 0, . . . , 0),

DA2 = ΦΨ2 = Φdiag(ψ21, ψ22, . . . , ψ2q, 0, . . . , 0). (3.35)

ßêùî ìàòðèöÿ C1 åêâiâàëåíòíà äî Ψ1 àáî ìàòðèöÿ C2

åêâiâàëåíòíà äî Ψ2, òî òðiéêà ìàòðèöü (A1, A2, B) óçàãàëü-
íåíî åêâiâàëåíòíà äî òðiéêè (DA1 ,ΦT2, D

B), àáî äî òðiéêè
(ΦT1, D

A2 , DB), äå T1, T2 � íèæíi òðèêóòíi ìàòðèöi.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ C1 iç ðiâíîñòi (3.34) åêâiâà-
ëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ1 iç ðiâíîñòi (3.35). Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè
3.8 ïàðà ìàòðèöü (A1, B) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, òîáòî

UA1V1 = DA1 , UBV2 = DB = Φ,

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n1, R). Òîäi
òðiéêà ìàòðèöü

(A1, A2 = BC2, B)

óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî òðiéêè

(DA1 , Ã2 = ΦC̃2,Φ),

äå Ã2 = UA2, C̃2 = V −1
2 C2. Iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíiòðè-

êóòíà U1 ∈ GL(m,R) i îáîðîòíà ìàòðèöi S ∈ GL(n2, R), ùî
U1Ã2S = TA2 , äå TA2 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ
äiàãîíàëëþ DA2 . Îñêiëüêè

U1Φ = ΦŨ1
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äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi Ũ1 ∈ GL(m,R), òî

TA2 = ΦT2,

äå T2 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Êðiì òîãî,

Ũ1D
A1 = DA1V2, V2 ∈ GL(n1, R).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.

Íàñëiäîê 3.12. Íåõàé Ai ∈ M(m,ni, R), m 6 ni, i = 1, 2, i
êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè DA1 i DA2 ìàòðèöü A1 i A2

çîáðàæà¹ìî ó âèãëÿäi äîáóòêiâ

DAi = diag(φ1, φ2, . . . , φm) diag(ψi1, ψi2, . . . , ψim), i = 1, 2,

äå φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , m. Íåõàé B ∈ M(m,R) � ëiâèé
ñïiëüíèé äiëüíèê ìàòðèöü A1, A2 ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ
ôîðìîþ

DB = diag(φ1, φ2, . . . , φm) = Φ.

ßêùî (φi
φj
, (ψ1i, ψ1j)

)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j (3.36)

àáî (φi
φj
, (ψ2i, ψ2j)

)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j, (3.37)

òî òðiéêà ìàòðèöü (A1, A2, B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî

òðiéêè ìàòðèöü (DA1 , ΦT2, D
B), àáî äî òðiéêè (ΦT1, D

A2 , DB),
äå T1 i T2 � íèæíi òðèêóòíi ìàòðèöi.
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3.6. Ìóëüòèïëiêàòèâíi âëàñòèâîñòi êàíîíi÷-

íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü

Ó áàãàòüîõ çàäà÷àõ, çîêðåìà, â çàäà÷àõ ïîäiëüíîñòi òà ôà-
êòîðèçàöi¨ ìàòðèöü, íåîáõiäíi âiäîìîñòi íå òiëüêè ïðî êàíîíi÷íi
äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü, àëå é ïðî âëàñòèâîñòi. Â ïðàöÿõ
[141], [142], [204] âñòàíîâëåíî âëàñòèâîñòi êàíîíi÷íèõ äiàãî-
íàëüíèõ ôîðì òà iíâàðiàíòíèõ ìíîæíèêiâ êëiòêîâèõ ìàòðèöü,
â [158], [196], [197], [205], [206], [230], [231], [232], [222] � ñóìè
òà äîáóòêó ìàòðèöü. Ó ïðàöÿõ [231], [239], [240], [241] ðîç-
ãëÿíóòî çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó ìàòðèöü iç çàäàíîþ ¨õ ÷àñòèíîþ
(ðÿäêîì, ñòîâïöåì, ïåâíèìè ïiäìàòðèöÿìè) òà iíâàðiàíòíèìè
ìíîæíèêàìè.

Îêðåìîþ ¹ çàäà÷à ïðî ìóëüòèïëiêàòèâíi âëàñòèâîñòi êàíî-
íi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü, ÿêà ïîëÿãà¹ â îïèñàííi
çâ'ÿçêiâ ìiæ êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè i iíâàðiàí-
òíèìè ìíîæíèêàìè ìàòðèöü B, C òà ¨õ äîáóòêó A = BC,
çîêðåìà, ó âñòàíîâëåííi óìîâ, çà ÿêèõ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà
ôîðìà äîáóòêó ìàòðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó ¨õ êàíîíi÷íèõ äià-
ãîíàëüíèõ ôîðì. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ìàòðèöi B i
C ìàþòü âëàñòèâiñòü ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ¨õ êàíîíi÷íèõ äià-
ãîíàëüíèõ ôîðì.

Ó ïðàöi [168] ñôîðìóëüîâàíî òàêèé ðåçóëüòàò: ÿêùî A, B,
C ¹ λ-ìàòðèöi (òîáòî íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ R = F[λ], äå F
� ïîëå) i A = BC, òî iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöü B i C
¹ äiëüíèêàìè âiäïîâiäíèõ iíâàðiàíòíèõ ìíîæíèêiâ ìàòðèöi A.

Ì.Íüþìåí [202, 203] àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äîâîäèòü äëÿ
íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü B i C íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ:
êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü B i C ¹ äiëüíèêàìè
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè ¨õ äîáóòêó, òîáòî

DA = DBΨ, DA = DCΛ.

114



3.6. Ìóëüòèïëiêàòèâíi âëàñòèâîñòi êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ...

Ðåçóëüòàòè òàêîãî òèïó îòðèìó¹ìî íà îñíîâi ñòàíäàðòíî¨
ôîðìè ïàðè ìàòðèöü ó íàáàãàòî çàãàëüíiøié ñèòóàöi¨: äëÿ äî-
âiëüíèõ ìàòðèöü íàä àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè. Êðiì òîãî, âêàçó-
¹ìî çíà÷íî øèðøi êëàñè ìàòðèöü, ÿêi ìàþòü âëàñòèâiñòü ìóëü-
òèïëiêàòèâíîñòi êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì.

Íàäàëi R � àäåêâàòíå êiëüöå.

Ëåìà 3.10. Íåõàé

A ∈M(m,n,R), B ∈M(m, k,R), C ∈M(k, n,R)

i
A = BC.

Òîäi
DA = DBΨ.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 3.3 ïàðà ìàòðèöü (A,B)
óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè (DA, TB), òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = TB.

Òîäi íà îñíîâi öüîãî ç ðiâíîñòi A = BC îäåðæó¹ìî òàêó ðiâ-
íiñòü:

UAV1 = (UBV2)(V
−1
2 C)V1

àáî
DA = TBC1,

äå C1 = V −1
2 CV1 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ äià-

ãîíàëëþ Ψ. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi îäåðæó¹ìî, ùî DA = DBΨ.
Ïåðåéøîâøè äî òðàíñïîíîâàíèõ ìàòðèöü, òàê ñàìî äîâîäè-

ìî, ùî DA = DCΨ.
Ëåìà äîâåäåíà.

Îòæå iç ôàêòîðèçàöi¨ A = BC ìàòðèöi A âèïëèâà¹ ôà-
êòîðèçàöiÿ DA = DBΨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA.

115



Ðîçäië 3. Óçàãàëüíåíà åêâiâàëåíòíiñòü íàáîðiâ ìàòðèöü ...

Ó çâ'ÿçêó ç öèì âèíèêà¹ çàïèòàííÿ: êîëè ìàòðèöÿ Ψ ¹
d-ìàòðèöåþ, òîáòî

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψt, 0, . . . , 0),

äå
ψi|ψi+1, i = 1, 2, . . . , t− 1

i DC = Ψ, òîáòî êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà äîáóòêó ìàò-
ðèöü äîðiâíþ¹ äîáóòêó êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü-
ñïiâìíîæíèêiâ: DA = DBDC . Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî
êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü B i C âîëîäiþòü âëàñ-
òèâiñòþ ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi.

Ì.Íüþìåí [202] äîâiâ, ùî êîëè ìàòðèöi B i C íå-
îñîáëèâi íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ i ¨õ âèçíà÷íèêè âçà¹ìíî
ïðîñòi,òîáòî (detB, detC) = 1 , òî DBC = DBDC . Öå é æå
ðåçóëüòàò äîâåäåíî i â ïðàöi [195].

Çàäà÷à ïðî ìóëüòèïëiêàòèâíiñòü êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ
ôîðì ìàòðèöü òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç çàäà÷åþ ïðî äiàãîíàëiçîâíiñòü
ïàð ìàòðèöü óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè. Âè-
êîðèñòîâóþ÷è îäåðæàíi ðåçóëüòàòè ïðî äiàãîíàëiçîâíiñòü ïàð
ìàòðèöü, âêàæåìî çíà÷íî øèðøi êëàñè ìàòðèöü, ÿêi âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ
ôîðì.

Òåîðåìà 3.13. Íåõàé B ∈ M(m, k,R), C ∈ M(k, n,R). Êàíî-
íi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà äîáóòêó ìàòðèöü A = BC äîðiâíþ¹
äîáóòêó êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìàòðèöü B i C, òîá-
òî DA = DBDC , òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè:

1) ïàðà ìàòðèöü (A, B) äiàãîíàëiçîâíà, òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = DB (3.38)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü

U ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R), V2 ∈ GL(k,R);
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2) äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü V1 i V2, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó
(3.38), ìàòðèöÿ V −1

2 CV1 = Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî

Ψ = diag (ψ1, ψ2, . . . , ψt, 0, . . . , 0),

äå ψi|ψi+1, i = 1, 2, . . . , t− 1.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé

A = BC, DA = DBDC .

Îñêiëüêè DC = Ψ i ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà äî d-ìàòðèöi Ψ,
òî çãiäíî ç ëåìîþ 3.9 i íàñëiäêîì 3.10 ïàðà ìàòðèöü (A, B)
äiàãîíàëiçîâíà, òîáòî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíîøåííÿ (3.38).

Òîäi iç ðiâíîñòi A = BC îäåðæèìî, ùî

UAV1 = (UBV2)(V
−1
2 CV1),

äå ìàòðèöi

U ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R), V2 ∈ GL(k,R),

çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (3.38), òîáòî

DA = DBC1. (3.39)

Ïîêëàäåìî, ùî

rangA = r, rangB = s, rangC = t.

Òîäi r = min (s, t).
Íåõàé r = s.
Òîäi ðiâíiñòü (3.39) ìà¹ âèãëÿä∥∥∥∥ DA

r 0
0 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ DB
r 0
0 0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ DC
r 0

Fk−r,r Fk−r,n−r

∥∥∥∥,
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äå

Fk−r,r ∈M(k − r, r,R), Fk−r,n−r ∈M(k − r, n− r,R).

Iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ

S =

∥∥∥∥ Er 0
Sk−r,r Ek−r

∥∥∥∥,
ùî

SC1 = DC
r ⊕ Fk−r,n−r = C2.

Äëÿ ìàòðèöü

Pk−r ∈ GL(k − r,R), Qn−r ∈ GL(n− r,R)

îäåðæèìî:

Pk−rFk−r,n−rQn−r = diag (µCr+1, µ
C
r+2, . . . , µ

C
t , 0, . . . , 0),

òîáòî PC2Q = DC , äå

P = Er ⊕ Pk−r, Q = Er ⊕Qn−r.

Îòæå,
PSV −1

2 CV1Q = DC = Ψ

¹ d-ìàòðèöåþ. Ïðè öüîìó

UAV1Q = DA, UBV2S
−1P−1 = DB,

òîáòî ìàòðèöi V1Q = W1 i V2S
−1P−1 = W2 çàäîâîëüíÿþòü

ñïiââiäíîøåííÿ (3.38).
Íåõàé òåïåð t < s, òîáòî r = t.
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Òîäi ðiâíiñòü (3.39) ìà¹ âèãëÿä∥∥∥∥ DA
r 0
0 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∥
DB
r 0 0
0 DB

s−r 0
0 0 0

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥

DC
r 0 0
0 0 0

Fk−s,r 0 0

∥∥∥∥∥∥ .
Äàëi ìiðêó¹ìî, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.

Äîñòàòíiñòü óìîâ òåîðåìè î÷åâèäíà.

Òåîðåìà 3.14. Íåõàé

B ∈M(m,R), C ∈M(m,n,R), detB ̸= 0, rangC = r

i A = BC. ßêùî

(µAi , µ
B
m) = µBi , i = 1, 2, . . . , r, (3.40)

òî DA = DBDC .

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 3.3 ïàðà ìàòðèöü (A, B)
óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA, TB), äå TB � ìàòðèöÿ
âèãëÿäó (3.13). Òîäi iç ðiâíîñòi A = BC îòðèìó¹ìî òàêó
ðiâíiñòü:

DA = TBC1,

äå
TB =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µB1 0 . . . 0 0 . . . 0

b21µ
B
1 µB2 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

br1µ
B
1 br2µ

B
2 . . . µBr 0 . . . 0

br+1,1µ
B
1 br+1,2µ

B
2 . . . br+1,rµ

B
r µBr+1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1µ

B
1 bm2µ

B
2 . . . bm,rµ

B
r bm,r+1µ

B
r+1 . . . µBm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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C1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ψ1 0 . . . 0 0 . . . 0
c21 ψ2 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cr1 cr2 . . . ψr 0 . . . 0
cr+1,1 cr+1,2 . . . cr+1,r 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cm1 cm2 . . . cm,r 0 . . . 0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Iç öi¹¨ ðiâíîñòi äëÿ åëåìåíòiâ ïåðøî¨ ïiääiàãîíàëi ìàòðèöi
C1 îäåðæèìî òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

bi+1,iµ
B
i ψi + ci+1,iµ

B
i+1 = 0, i = 1, 2, . . . , r,

àáî

bi+1,iψi + ci+1,i
µBi+1

µBi
= 0, i = 1, 2, . . . , r. (3.41)

Îñêiëüêè
µAi = µBi ψi, i = 1, 2, . . . , r, (3.42)

òî iç óìîâè (3.41) îòðèìó¹ìî, ùî(
ψj ,

µBi
µBj

)
= 1 (3.43)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , r, i > j. Òîäi iç ðiâíîñòi (3.41) âèïëèâà¹,
ùî

ci+1,i = ψidi+1,i, i = 1, 2, . . . , r. (3.44)

Âðàõîâóþ÷è (3.44), àíàëîãi÷íî ïîêàçó¹ìî, ùî åëåìåíòè äðóãî¨
ïiääiàãîíàëi ìàòðèöi C1, òîáòî ci+2,i, i = 1, 2, . . . , r, äiëÿòüñÿ
íà ψi, i = 1, 2, . . . , r.

Òàê ïîñòóïàþ÷è äàëi, îäåðæèìî, ùî ψi|cpi äëÿ âñiõ
i = 1, 2, . . . , r; p = 2, 3, . . . , m.
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Òåïåð iç òîãî, ùî µi|µi+1, i = 1, 2, . . . , r−1 i óìîâ (3.42)
i (3.43) âèïëèâà¹, ùî ψi|ψi+1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , r − 1.

Îòæå, ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà äî d-ìàòðèöi

Ψ = diag (ψ1, ψ2, . . . , ψr, 0, . . . , 0),

òîáòî DC = Ψ. Òîìó íà îñíîâi òåîðåìè 3.13 ìà¹ìî, ùî
DA = DBDC .

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 3.13. Íåõàé

B ∈M(m,R), C ∈M(m,n,R), m ≤ n, detB ̸= 0,

i A = BC. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ç óìîâ

1) rangC = r < m i
(
detB,

dAr
dBr

)
= 1;

2) rangC = m i
(
detB,

dAm−1

dBm−1

)
= 1,

òî DA = DBDC .

Ç öüîãî íàñëiäêó âèïëèâà¹ ðåçóëüòàò Ì.Íüþìåíà.

Íàñëiäîê 3.14. [202],[203]. Íåõàé R � êiëüöå ãîëîâíèõ iäå-
àëiâ i B,C ∈M(m,R). ßêùî

(detB, detC) = 1,

òî
DBC = DBDC .
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Ðîçäië 4

ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ ÌÀÒÐÈ×ÍÈÕ
ÏÎËIÍÎÌIÂ ÁÅÇ ÊÐÀÒÍÈÕ
ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈ×ÍÈÕ ÊÎÐÅÍIÂ

Ó öüîìó ðîçäiëi âèâ÷åíî ñòðóêòóðó ïîëiíîìiàëüíèõ ìàò-
ðèöü áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ
àáñîëþòíî ðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Äîâåäåíî iñíóâà-
ííÿ àáñîëþòíî ðîçêëàäíèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ iç áóäü-ÿêèìè
çàäàíèìè ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè. Âêà-
çàíî êðèòåðié àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.
Äîâåäåíî, ùî àáñîëþòíî ðîçêëàäíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîìiâ ¹ íå-
çâiäíèì. Âñòàíîâëåíî íèæíþ òà âåðõíþ ìåæi äëÿ ÷èñëà ëiíié-
íèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà. Âêàçàíî çâ'ÿç-
êè ìiæ ÷èñëîì äiëüíèêiâ òà çâiäíiñòþ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü
äî êëiòêîâèõ âèãëÿäiâ, çîêðåìà, âèäiëåíî îáëàñòi äëÿ êiëüêîñòi
äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, â ÿêèõ âîíè çâiäíi ÷è íå-
çâiäíi.
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4.1. Àáñîëþòíà ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ

Íåõàé

A(x) = Ixm +A1x
m−1 + · · · +Am, (4.1)

Ai ∈ M(n,F), i = 1, 2, . . . , m, � óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïî-
ëiíîì íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì F õàðàêòåðèñòèêè
íóëþ. Íåõàé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ðîçêëàäíèé ó äîáóòîê
óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ

A(x) = B1(x)B2(x) · · · Bl(x). (4.2)

Òîäi ðîçêëàäó (4.2) ïîëiíîìà A(x) âiäïîâiäà¹ òàêèé ðîçêëàä
éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x)

∆(x) = ∆1(x)∆2(x) · · · ∆l(x), (4.3)

ùî
detBi(x) = ∆i(x), i = 1, 2, . . . , l.

Àëå íå äëÿ êîæíîãî ðîçêëàäó âèãëÿäó (4.3) õàðàêòåðèñòè÷íî-
ãî ïîëiíîìà ∆(x) iñíó¹ òàêèé ðîçêëàä íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè
âèãëÿäó (4.2) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), ùî

detBi(x) = ∆i(x), i = 1, 2, . . . , l.

Òîìó ââåäåìî òàêå îçíà÷åííÿ.

Îçíà÷åííÿ 4.1. ßêùî äëÿ êîæíîãî ðîçêëàäó

∆(x) = ∆1(x)∆2(x) · · · ∆m(x), (4.4)
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deg∆i = n, i = 1, 2, . . . , m õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x)
iñíó¹ ïàðàëåëüíèé ðîçêëàä

A(x) = B1(x)B2(x) · · · Bm(x), (4.5)

äå
detBi(x) = ∆i(x), i = 1, 2, . . . , m,

íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè Bi(x), i = 1, 2, . . . , m ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), òî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) íàçèâà-
òèìåìî àáñîëþòíî ðîçêëàäíèì.

Î÷åâèäíî, ÿêùî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) àáñîëþòíî ðîç-
êëàäíèé íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè, ïàðàëåëüíî áóäü-ÿêîìó
ðîçêëàäó (4.4) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà, òî âií òà-
êîæ àáñîëþòíî ðîçêëàäíèé íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè, ïàðàëåëü-
íî áóäü-ÿêîìó ðîçêëàäó õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) âèã-
ëÿäó

∆(x) = ∆k1(x)∆k2(x) · · · ∆kl(x),

äå deg∆ki = kin, i ≤ ki ≤ m− 1, i = 1, 2, . . . , m.
ßêùî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ìà¹ ëèøå îäèí õàðàêòåðèñ-

òè÷íèé êîðiíü, òîáòî detA(x) = (x−α)mn, òî, î÷åâèäíî, ùî iç
éîãî ðîçêëàäíîñòi íà ëiíiéíi ìíîæíèêè âèïëèâà¹ éîãî àáñîëþ-
òíà ðîçêëàäíiñòü. Òîìó öÿ çàäà÷à íàéáiëüø öiêàâà ó âèïàäêó,
êîëè âñi õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ïîëiíîìà A(x) ðiçíi.

Âêàæåìî óìîâè àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ òà äîâåäåìî iñíóâàííÿ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ iç âëàñòèâiñ-
òþ ¨õ àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi.

Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
ïîïàðíî ðiçíi, òîáòî

∆(x) =

mn∏
i=1

(x− αi), αi ̸= αj , ïðè i ̸= j.
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Òîäi, íà îñíîâi íàñëiäêó 2.6, ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) íà-
ïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x) âèã-
ëÿäó

TA(x) = UA(x)V (x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0

f1(x) f2(x) . . . fn−1(x) ∆(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (4.6)

äå U ∈ GL(n,F), V (x) ∈ GL(n,F[x]) i

deg fi < deg∆ = mn, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Çàïèøåìî ìàòðèöþ, âçà¹ìíó äî ìàòðèöi TA(x) :

TA∗ (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
∆(x) 0 . . . 0 0
0 ∆(x) . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ∆(x) 0

g1(x) g2(x) . . . gn−1(x) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (4.7)

äå

gi(x) = −fi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1. (4.8)

Îñòàííié ðÿäîê ìàòðèöi TA∗ (x) ïîçíà÷èìî ÷åðåç g(x), òîáòî

g(x) = ∥ g1(x) g2(x) · · · gn−1 1 ∥.

×åðåç Gr íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðèöþ âèãëÿäó
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Gr =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
αr1g1(α1) . . . αr1gn−1(α1) αr1

αr2g1(α2) . . . αr2gn−1(α2) αr2
. . . . . . . . . . . .

αrmng1(αmn) . . . αrmngn−1(αmn) αrmn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ . (4.9)

Ëåìà 4.1. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàòðè÷íîãî ïîëi-
íîìà A(x) ðiçíi i ïîëiíîì

φ(x) =

sn∏
i=1

(x− αi), αi ̸= αj , i ̸= j

¹ äiëüíèêîì éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x). Òîäi iñíó¹
ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ñòåïåíÿ s ç õàðàêòåðèñòè-
÷íèì ïîëiíîìîì detB(x) = φ(x) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ

L =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
g(α1) α1g(α1) . . . αs−1

1 g(α1)

g(α2) α2g(α2) . . . αs−1
2 g(α2)

. . . . . . . . . . . .
g(αsn) αsng(αsn) . . . αs−1

sn g(αsn)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
¹ íåîñîáëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Ìàòðèöÿ As−1(x) ¹ ñóïóòíüîþ ìàòðèöåþ ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), òîáòî

As−1(x) = A∗(x)
∥∥ I Ix . . . Ixs−1

∥∥ ,
äå A∗(x) � ìàòðèöÿ, âçà¹ìíà äî ìàòðèöi A(x) i MAs−1(x)(φ) �
çíà÷åííÿ ìàòðèöi As−1(x) íà ñèñòåìi êîðåíiâ ïîëiíîìà φ(x)
(îçíà÷åííÿ 5.1, 5.2). Òîäi

rangMAs−1(x)(φ) = rangMTA
s−1(x)

(φ) = rangL = ns.
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Òåïåð íà îñíîâi òåîðåìè 1.8 i îäåðæó¹ìî òâåðäæåííÿ ëåìè.
Iç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè, ÿê íàñëiäêè, îòðèìó¹ìî òàêi òâåðäæåí-

íÿ.

Íàñëiäîê 4.1. Äëÿ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ç ðiçíèìè
õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè iñíó¹ ëiâèé ëiíiéíèé óíiòàëü-
íèé äiëüíèê B(x) = Ix− B ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè
α1, α2, . . . , αn òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ

G0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
g1(α1) . . . gn−1(α1) 1
g1(α2) . . . gn−1(α2) 1
. . . . . . . . . . . .

g1(αn) . . . gn−1(αn) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
¹ íåîñîáëèâîþ.

Íàñëiäîê 4.2. ×èñëî k ëiâèõ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíè-
êiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íè-
ìè êîðåíÿìè α1, α2, . . . , αmn äîðiâíþ¹ ÷èñëó íåîñîáëèâèõ
ìàòðèöü ïîðÿäêó n, óòâîðåíèõ iç ðÿäêiâ mn× n-ìàòðèöi

G =

∥∥∥∥∥∥∥∥
g1(α1) . . . gn−1(α1) 1
g1(α2) . . . gn−1(α2) 1
. . . . . . . . . . . .

g1(αmn) . . . gn−1(αmn) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥ .
Ëåìà 4.2. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íèé ïîëiíîì ∆(x) ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ðîçêëàäíèé íà ìíîæíèêè âèãëÿäó
(4.4). Òîäi iñíó¹ ðîçêëàä ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íà ëiíiéíi
óíiòàëüíi ìíîæíèêè âèãëÿäó (4.5), ïàðàëåëüíèé äî ðîçêëàäó
(4.4) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè êîæíà ìàòðèöÿ

Mg(x)(∆1), Mg1(x)(∆1∆2), . . . ,
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. . . ,Mgm−2(x)(∆1∆2 · · ·∆m−1) (4.10)

¹ íåîñîáëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

rangMTA
k (x)(∆i) = rangMgk(x)(∆i),

äå

gk(x) = g(x)∥ I Ix . . . Ixk ∥ = ∥ g(x) xg(x) . . . xkg(x) ∥,

∆i(x) � äiëüíèê õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) i

rangMAk(x)(∆i) = rangMTA
k (x)(∆i),

òî òâåðäæåííÿ ëåìè âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 1 (äèâ. ñòîð. 60 iç
ïðàöi [49]).

Òåîðåìà 4.1. Óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x), õàðà-
êòåðèñòè÷íi êîðåíi ÿêîãî ïîïàðíî ðiçíi, ¹ àáñîëþòíî ðîçêëà-
äíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â êîæíié ìàòðèöi

Hk = ∥ G0 G1 . . . Gk ∥

áóäü-ÿêi (k + 1)n ðÿäêè ëiíiéíî íåçàëåæíi äëÿ âñiõ
k = 0, 1, . . . ,m− 2.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi ëåìè 4.2 óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïî-
ëiíîì A(x) ç ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè
ðîçêëàäíèé ó äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ ïàðà-
ëåëüíî ðîçêëàäó (4.4) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi iç (4.10) ¹ íåîñîáëèâi. Êîæíà iç
ìàòðèöü

M0 =Mg(x)(∆1), M1 =Mg1(x)(∆1∆2), . . . ,
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. . . , Mm−1 =Mgm−2(x)(∆1∆2 · · ·∆m−1), (4.11)

ñêëàäåíà iç n, 2n, . . . , (m− 1)n ðÿäêiâ âiäïîâiäíî ìàòðèöü

H0 = G0, H1 = ∥ G0 G1 ∥, . . . ,

. . . , Hm−2 = ∥ G0 G1 . . . Gm−2 ∥. (4.12)

Òîìó ìíîæèíè öèõ ðÿäêiâ ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíi.
Íàâïàêè, ìíîæèíàì iç n, 2n, . . . , (m−1)n ëiíiéíî íåçàëå-

æíèõ ðÿäêiâ ìàòðèöü iç (4.12) âiäïîâiäà¹ ìíîæèíà íåîñîáëè-
âèõ ìàòðèöü âèãëÿäó (4.11). Òîìó iñíó¹ ðîçêëàä ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà A(x) íà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìíîæíèêè, ïàðàëåëüíèé
äî ðîçêëàäó éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà, ùî âiäïîâiäà¹
ìíîæèíi íåîñîáëèâèõ ìàòðèöü âèãëÿäó (4.11).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.

Òåïåð ïîêàæåìî, ùî iñíóþòü óíiòàëüíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè ç
ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè, ùî âîëîäiþòü
âëàñòèâiñòþ àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi. Äëÿ öüîãî ââàæàòèìåìî
ïîëiíîìè

fi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1

ó ìàòðèöi (4.6), à îòæå, i ïîëiíîìè

gi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1

â ìàòðèöi (4.7) íåâiäîìèìè. Ïîçíà÷èìî åëåìåíòè

gi(αj), i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 1, 2, . . . ,mn

÷åðåç tij , à ìàòðèöþ, îòðèìàíó ç ìàòðèöi (4.9) çàìiíîþ gi(αj)
íà tij � ÷åðåç Gr(tij).

Ëåìà 4.3. Ìiíîð ïîðÿäêó (k + 1)n, ñêëàäåíèé ç äîâiëüíèõ
(k + 1)n ðÿäêiâ ìàòðèöi

Hk(tij) = ∥ G0(tij) G1(tij) . . . Gk(tij) ∥, (4.13)

0 ≤ k ≤ m− 1, òîòîæíî íåðiâíèé íóëþ.
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Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ìiíîð, ñêëàäåíèé ç ïåðøèõ (k + 1)n ðÿäêiâ ìàòðèöi (4.13).
Ïåðåñòàâëÿþ÷è éîãî ñòîâïöi, îòðèìà¹ìî òàêèé ìiíîð:

M = | N0 N1 · · · Nn−2 Nn−1 |, (4.14)

äå

N0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 α1 . . . αk1

1 α2 . . . αk2
. . . . . . . . . . . .
1 α(k+1)n . . . αk(k+1)n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ;

Nj = diag(tj1 , tj2 , . . . , tj(k+1)n
)N0, j = 1, 2, . . . , n− 1.

Ïîäàëüøå äîâåäåííÿ âèêîíó¹ìî iíäóêöi¹þ çà n.
Ìiíîð ïîðÿäêó k + 1

V (αi1 , αi2 , . . . , αik+1
) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 αi1 . . . αki1

1 αi2 . . . αki2
. . . . . . . . . . . .
1 αik+1

. . . αkik+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

ñêëàäåíèé ç äîâiëüíèõ k+1 ðÿäêiâ ìàòðèöi N0, ÿê âèçíà÷íèê
Âàíäåðìîíäà, âiäìiííèé âiä íóëÿ, òîáòî

V (αi1 , αi2 , . . . , αik+1
) ̸= 0.

Ðîçêëàäàþ÷è ìiíîð (4.14) çà îñòàííiìè k + 1 ñòîâïöÿìè
(ñòîâïöÿìè ìàòðèöi Nn−1), îòðèìó¹ìî:
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M =

=
∑

tn−1,i1tn−1,i2 . . . tn−1,ik+1
V (αi1 , αi2 , . . . , αik+1

)Mi, (4.15)

äå Mi � ìiíîð ïîðÿäêó (k + 1)(n − 1) âèãëÿäó (4.14). Çà
ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ Mi ̸≡ 0. Òîäi ç (4.15) âèïëèâà¹, ùî
M ̸≡ 0. Ëåìó äîâåäåíî.

Ó êîæíié ìàòðèöi

Hk(tij) = ∥ G0(tij) G1(tij) . . . Gk(tij) ∥, k = 0, 1, . . . ,m− 1

óòâîðèìî âñåìîæëèâi ìiíîðè ïîðÿäêó (k + 1)n. Âðàõîâóþ÷è
ïîïåðåäíþ ëåìó, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó íåíóëüîâèõ ïîëiíîìiâ âiä-
íîñíî çìiííèõ:

tij , i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 1, 2, . . . ,mn.

Ó íåñêií÷åííîìó ïîëi çíàéäåòüñÿ íàáið çíà÷åíü

λij , i = 1, 2, . . . , n− 1; j = 1, 2, . . . ,mn,

çà ÿêèõ êîæíèé iç çãàäàíèõ ïîëiíîìiâ âiäìiííèé âiä íóëÿ. Äà-
ëi, iñíó¹ îäèí i òiëüêè îäèí ïîëiíîì gi(x) ñòåïåíÿ, ìåíøîãî çà
mn, ÿêèé çà çàäàíèõ mn ðiçíèõ çíà÷åíü α1, α2, . . . , αmn çìií-
íî¨ íàáóâà¹ çàäàíèõ çíà÷åíü gi(αj) = λij . Öåé ïîëiíîì çàäàíî
çà äîïîìîãîþ iíòåðïîëÿöiéíî¨ ôîðìóëè Ëàãðàíæà [9].

Çàïèøåìî ìàòðèöþ TA(x) âèãëÿäó (4.6), â ÿêié ïîëiíîìè

φi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1

çíàéäåíi çi ñïiââiäíîøåíü (4.8), à

gi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1

çàäîâîëüíÿ¹ âèùåâêàçàíèì óìîâàì. Òîäi ðàíã ìàòðèöi

Hm−1 = ∥ G0 G1 . . . Gm−1 ∥
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äîðiâíþ¹ mn i ìàòðèöÿ TA(x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà (òåî-
ðåìà 1.9), òîáòî iñíó¹ òàêà îáîðîòíÿ ìàòðèöÿ V (x), ùî

TA(x)V (x) = B(x)

� óíiòàëüíà ìàòðèöÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 4.1 òàê ïîáóäîâàíèé
ìàòðè÷íèé ïîëiíîì B(x) ¹ àáñîëþòíî ðîçêëàäíèì.

Îòæå, âñòàíîâëåíî òàêå òâåðäæåííÿ.

Òåîðåìà 4.2. Íåõàé

α1, α2, . . . , αmn, αi ∈ F, i = 1, 2, . . . ,mn

�ïîïàðíî ðiçíi åëåìåíòè. Òîäi iñíó¹ óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì A(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè α1, α2, . . . , αmn,
ÿêèé âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ àáñîëþòíî¨ ðîçêëàäíîñòi.

Êàæóòü, ùî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) âîëîäi¹ âëàñòèâiñòþ
àáñîëþòíî¨ âèäiëþâàíîñòi ëiâèõ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíè-
êiâ, ÿêùî äëÿ êîæíîãî äiëüíèêà φi(x) ñòåïåíÿ n õàðàêòå-
ðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) iñíó¹
ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê Bi(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíî-
ìîì detBi(x) = φi(x), òîáòî äëÿ êîæíîãî ðîçêëàäó

∆(x) = φi(x)∆i(x)

õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) iñíó¹ ïàðàëåëüíèé ðîçêëàä

A(x) = Bi(x)Ai(x)

ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x).
Ç òåîðåìè 4.1, ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî óìîâè àáñîëþòíî¨

âèäiëþâàíîñòi ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ iç ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà.
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4.1. Àáñîëþòíà ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Íàñëiäîê 4.3. Ðåãóëÿðíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ç ïî-
ïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè âîëîäi¹ âëàñòè-
âiñòþ àáñîëþòíî¨ âèäiëþâàíîñòi ëiâèõ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ
ìíîæíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè â ìàòðèöi

H0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
g1(α1) . . . gn−1(α1) 1
g1(α2) . . . gn−1(α2) 1
. . . . . . . . . . . .

g1(αmn) . . . gn−1(αmn) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥
êîæíi n ðÿäêiâ ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Âiäìiòèìî îäíó âëàñòèâiñòü àáñîëþòíî ðîçêëàäíèõ ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Òåîðåìà 4.3. Àáñîëþòíî ðîçêëàäíèé óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì A(x) ç ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðå-
íÿìè ïîäiáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè íå çâîäèòüñÿ äî êëiòêîâî-
òðèêóòíîãî âèãëÿäó, òîáòî ¹ íåçâiäíèì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå, òîáòî äëÿ äåÿêî¨ ìàò-
ðèöi S ∈ GL(n,F) ìà¹ìî, ùî

SA(x)S−1 =

∥∥∥∥∥ A11(x) A12(x)

0 A22(x)

∥∥∥∥∥ , (4.16)

äå A11(x), A22(x) � ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n1, n2, ïðè÷îìó
n1, n2 ≥ 1 i

detA11(x) =

mn1∏
i=1

(x− αi)

i

detA22(x) =

mn2∏
i=1

(x− βi).
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Òîäi âçà¹ìíà ìàòðèöÿ äî ìàòðèöi (4.16) ìà¹ âèãëÿä

(SA(x)S−1)∗ =

=

∥∥∥∥∥ detA22(x)(A11(x))∗ Ã12(x)

0 detA11(x)(A22(x))∗

∥∥∥∥∥ . (4.17)

Ðîçãëÿíåìî òàêèé ðîçêëàä õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà
∆(x) = detA(x) :

∆(x) = ∆1(x)∆2(x),

äå

∆1(x) = (x− α1), . . . , (x− αr)(x− β1), . . . , (x− βs),

i r+ s = n, r < n1. Äëÿ öüîãî ðîçêëàäó íå iñíó¹ ïàðàëåëüíîãî
ðîçêëàäó ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x).

Äiéñíî, îñêiëüêè äëÿ êîæíîãî êîðåíÿ αi ïîëiíîìà

detA11(x), rang(A11(αi))∗ = 1,

òî
rangM(A11(x))∗(φ) < n1,

äå
φ(x) = (x− α1), . . . , (x− αr).

Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ìàòðèöi (4.17), îäåðæèìî, ùî ïåðøi n1
ñòîâïöi ìàòðèöi

M(TA(x)T−1))∗(∆1)

ëiíiéíî çàëåæíi. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

rangM(TA(x)T−1))∗(∆1) = rangM(A∗(x))(∆1) < n,

òîáòî iç ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íå âèäiëÿ¹òüñÿ ëiíiéíèé
óíiòàëüíèé ìíîæíèê B1(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì
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4.2. Íàáîðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, ¨õ âëàñòèâîñòi

detB1(x) = ∆1. Îòæå, ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) íå ¹ àáñîëþ-
òíî ðîçêëàäíèì. Îäåðæàíå ïðîòèði÷÷ÿ äîâîäèòü òåîðåìó.

Çàóâàæèìî, ùî îáåðíåíå äî òåîðåìè 4.3 òâåðäæåííÿ íåâið-
íå, òîáòî íåçâiäíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì ìîæå íå áóòè àáñîëþ-
òíî ðîçêëàäíèì.

Ïðèêëàä 4.1. Ìàòðè÷íèé ïîëiíîì

A(x) =

=

∥∥∥∥∥∥
1 0 0
0 1 0
0 0 1

∥∥∥∥∥∥x2 + 1

7

∥∥∥∥∥∥
−15 3 −3
8 −3 3
−8 −4 −3

∥∥∥∥∥∥x+ 1

7

∥∥∥∥∥∥
0 3 −6
0 −10 6
0 −4 −34

∥∥∥∥∥∥
ïåðåòâîðåííÿì ïîäiáíîñòi íå çâîäèòüñÿ äî êëiòêîâî-òðèêóòíîãî

âèãëÿäó. Öå ïåðåâiðÿ¹ìî áåçïîñåðåäíüî, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè
çâiäíîñòi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà äî òàêîãî âèãëÿäó, íàâåäåíi â
ïðàöi [49]. Âîäíî÷àñ äëÿ òàêîãî ðîçêëàäó õàðàêòåðèñòè÷íîãî
ïîëiíîìà

∆(x) = ∆1(x)∆2(x), ∆1(x) = x(x+ 1)(x− 3)

íå iñíó¹ ïàðàëåëüíîãî ðîçêëàäó òðè÷ëåíà A(x) íà ëiíiéíi
ìíîæíèêè, òîáòî òðè÷ëåí A(x) íå ¹ àáñîëþòíî ðîçêëàäíèì.

4.2. Íàáîðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ,

¨õ âëàñòèâîñòi

Íåõàé ai = (ai1, ai2, . . . , ais)� âåêòîð-ðÿäêè iç åëåìåíòàìè
aij ç ïîëÿ F.
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Ëåìà 4.4. Íåõàé

(a1, a2, . . . , an), (b1, b2, . . . , bl), l ≥ n

� íàáîðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. Òîäi ñåðåä íàáîðiâ

(a1, . . . , ar, bi1 , . . . , biq , ar+q+1, . . . , an),

äå i1, i2, . . . , iq ïðîáiãàþòü 1, 2, . . . , n, iñíó¹ ïðèíàéìíi
îäèí íàáið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ ëåãêî ïðîâîäèòüñÿ âiä ñóïðîòèâíîãî.

Ëåìà 4.5. Íåõàé

(a1, a2, . . . , an),

(b1, b2, . . . , bn), (c1, c2, . . . , cn), . . . , (g1, g2, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
p

� íàáîðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. Òîäi ñåðåä íàáîðiâ âåê-
òîðiâ âèãëÿäó

(a1, a2, . . . , ar, xi1 , xi2 , . . . , xiq , ar+q+1, ar+q+2, . . . , an),

äå xi1 , xi2 , . . . , xiq � âñåìîæëèâi âåêòîðè iç ìíîæèí

{b1, b2, . . . , bn}, {c1, c2, . . . , cn}, . . . , {g1, g2, . . . , gn}

iñíó¹ k > pq íàáîðiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
âåêòîðiâ.

Äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî ìåòîäîì iíäóêöi¨.
Äëÿ p = 1 ëåìà 4.5 âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.4. Ïðèïóñòèìî ¨¨

ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ p− 1. Íà îñíîâi ëåìè 4.4 iñíó¹ íàáið

(a1, a2, . . . , ar, bi1 , bi2 , . . . , biq , ar+q+1, ar+q+2, . . . , an)
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4.2. Íàáîðè ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, ¨õ âëàñòèâîñòi

ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. Òåïåð ðîçãëÿíåìî òàêi íàáîðè
âåêòîðiâ:

(a1, a2, . . . , ar, bi1 , bi2 , . . . , biq , ar+q+1, ar+q+2, . . . , an),

(c1, c2, . . . , cn), . . . , (g1, g2, . . . , gn)︸ ︷︷ ︸
p−1

.

Çà ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨ ñåðåä íàáîðiâ âåêòîðiâ âèãëÿäó

(a1, a2, . . . , ar, bu1 , bu2 , . . . , bus , yj1 , yj2 , . . . , yjt ,

bus+t+1 , bus+t+2 , . . . , buq , ar+q+1, ar+q+2, . . . , an),

äå yj1 , yj2 , . . . , yjt � âñåìîæëèâi âåêòîðè iç ìíîæèí

{c1, c2, . . . , cn}, . . . , {g1, g2, . . . , gn},

à
bu1 , bu2 , . . . , bus , bus+t+1 , bus+t+2 , . . . , buq

� ôiêñîâàíi âåêòîðè iç ìíîæèíè

{bi1 , bi2 , . . . , biq},

iñíó¹ íå ìåíøå (p − 1)t íàáîðiâ, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ëiíiéíî
íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ. ßêùî äî òîãî æ iíäåêñè

u1, u2, . . . , us, us+t+1, us+t+2, . . . , uq

ïðîáiãàþòü ìíîæèíó

{i1, i2, . . . , iq},

òî òàêèõ íàáîðiâ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ áóäå íå ìåíøå(
q
t

)
(p−1)t. Ïîêëàäàþ÷è t = 0, 1, . . . , q, îòðèìó¹ìî âñi íàáîðè

ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ, âêàçàíi ëåìîþ, òîáòî

k >
q∑
t=0

(q
t

)
(p− 1)t = pq.

Ç ëåìè 4.5, ÿê íàñëiäîê, âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.
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Ëåìà 4.6. Íåõàé mn ðiçíèõ âåêòîðiâ ìîæíà ðîçáèòè íà
m ìíîæèí ç n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ó êîæíié. Òîäi
ç öèõ âåêòîðiâ ìîæíà óòâîðèòè ïðèíàéìíi mn ìíîæèí ç
n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ.

4.3. Ïîâíèé íàáið äiëüíèêiâ ìàòðè÷íèõ ïî-

ëiíîìiâ

Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ðåãóëÿðíîãî ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà A(x) ¹ ðiçíèìè. Òîäi âií íàïiâñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíèé
äî ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x) âèãëÿäó (4.6).

Êàæóòü [144], [82], ùî ìíîæèíà, ñêëàäåíà iç m ðîçâ'ÿçêiâ
ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

Y mA0 + Y m−1A1 + · · ·+ Y Am−1 +Am = 0,

äå Ai ∈M(n,F), i = 0, 1, . . . ,m, óòâîðþ¹ ïîâíèé íàáið, ÿêùî
ìíîæèíà õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ öèõ ðîçâ'ÿçêiâ çáiãà¹òüñÿ iç
ìíîæèíîþ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ¨õ õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàò-
ðèöi

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · ·+Am−1x+Am.

Öå ïîíÿòòÿ ñòîñó¹òüñÿ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü, ÿêùî õàðàêòåðèñòè-
÷íà ìàòðèöÿ A(x) ÿêèõ ìà¹ âñi ïîïàðíî ðiçíi õàðàêòåðèñòè÷íi
êîðåíi.

Óçàãàëüíåìî öå ïîíÿòòÿ íà íàáið äiëüíèêiâ äîâiëüíîãî ñòå-
ïåíÿ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà.

Îçíà÷åííÿ 4.2. Íàáið äiëüíèêiâ

B1(x), B2(x), . . . , Br(x), r > 1
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4.3. Ïîâíèé íàáið äiëüíèêiâ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íàçèâà¹ìî ïîâíèì, ÿêùî

r∏
i=1

detBi(x) = detA(x).

Òåîðåìà 4.4. Íåõàé A(x) � ìàòðè÷íèé ïîëiíîì ç ïîïàðíî
ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ñòåïåíÿ degA(x) = m
i m1, m2, . . . , mr � òàêi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ùî

m1 +m2 + · · · +mr = m.

Òîäi ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ìà¹ ïîâíèé íàáið óíiòàëüíèõ
äiëüíèêiâ

B1(x), B2(x), . . . , Br(x)

âiäïîâiäíî ñòåïåíiâ m1, m2, . . . , mr.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ

G = ∥ G0 G1 . . . Gm−1 ∥,

äå ìàòðèöi Gk, k = 0, 1, . . . ,m−1 ìàþòü âèãëÿä (4.9), ÿêi ïî-
áóäîâàíi çà ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ TA(x) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà
A(x) ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi òà éîãî õàðàêòåðè-
ñòè÷íèìè êîðåíÿìè α1, α2, . . . , αmn. Îñêiëüêè ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì A(x) ¹ ðåãóëÿðíèé, òî ìàòðèöÿ TA(x) ïðàâîåêâiâà-
ëåíòíà äî ðåãóëÿðíî¨ ìàòðèöi. Òîìó

rangMFm−1(x)[α1, α2, . . . , αmn] = mn.

Òîäi i
rangM

m−1(x)[α1, α2, . . . , αmn] = mn,

òîáòî ìàòðèöÿ G íåîñîáëèâà. Ïåðåñòàâëÿþ÷è ðÿäêè, ìàòðèöþ
G çâåäåìî äî âèãëÿäó
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G =

∥∥∥∥∥∥∥∥
G11 G12 · · · G1r

G21 G22 · · · G2r

· · · · · · · · · · · ·
Gr1 Gr2 · · · Grr

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
äå ìàòðèöi Gii ¹ ïîðÿäêiâ min, i = 1, 2, . . . , r i íåîñîáëèâi.
Âðàõîâóþ÷è áóäîâó ìàòðèöü Gii i ëåìó 4.1, îäåðæó¹ìî, ùî
êîæíié ìàòðèöi

Gii, i = 1, 2, . . . , r

âiäïîâiäà¹ óíiòàëüíèé äiëüíèê Bi(x) ñòåïåíÿ mi ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà A(x), ïðè÷îìó ìíîæèíè õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ
äiëüíèêiâ Bi(x) íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.

4.4. ×èñëî äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàò-

ðèöü òà ¨õ çâiäíiñòü

Ïîëiíîìiàëüíó ìàòðèöþ A(x) ∈M(n,F[x]) íàçèâàþòü çâi-
äíîþ, ÿêùî âîíà ïîäiáíà äî ìàòðèöi êëiòêîâî-òðèêóòíîãî âèã-
ëÿäó, òîáòî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi S ∈ GL(n,F)

SA(x)S−1 =

∥∥∥∥∥ A11(x) A12(x)

0 A22(x)

∥∥∥∥∥ ,
äå A11(x), A22(x) � ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n1, n2, ïðè÷îìó

n1, n2 ≥ 1. Â iíøîìó âèïàäêó ¨¨ íàçèâàþòü íåçâiäíîþ [76].
Çðîçóìiëî, ùî ìîæíà ðîçãëÿäàòè çâiäíiñòü ÷è íåçâiäíiñòü

ìàòðèöi A(x) ùîäî ¨¨ ïîäiáíîñòi äî íèæíüî¨ êëiòêîâî-òðèêóòíî¨
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4.4. ×èñëî äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü òà ¨õ çâiäíiñòü

ìàòðèöi:

SA(x)S−1 =

∥∥∥∥∥ A11(x) 0

A21(x) A22(x)

∥∥∥∥∥ .
Çâiäíiñòü ÷è íåçâiäíiñòü ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) ïî-

â'ÿçàíà iç ¨¨ ôàêòîðèçàöi¹þ. Â ï. 3.2 äîâåäåíî, ùî àáñîëþòíî
ðîçêëàäíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ, òîáòî ìàòðèöÿ, ÿêà ìà¹ ìà-
êñèìàëüíå ÷èñëî ôàêòîðèçàöié, ¹ íåçâiäíà. Âñòàíîâèìî çâ'ÿç-
êè ìiæ ÷èñëîì ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíî¨
ìàòðèöi A(x) ç ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè òà ¨¨
çâiäíiñòþ äî ïåâíèõ êëiòêîâèõ âèãëÿäiâ.

Íàäàëi A(x) ∈M(n,F[x]) � óíiòàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m,
õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ÿêî¨ ïîïàðíî ðiçíi.

Ëåìà 4.7. Íåõàé

A(x) =

∥∥∥∥∥ A2(x) A3

0 A1(x)

∥∥∥∥∥ , (4.18)

äå A1(x) i A2(x) � ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n1 i n2, 1 ≤ n1 ≤ n−1,

âiäïîâiäíî. Òîäi ìàòðèöÿ A(x) ìà¹

k ≤
n1∑
i=0

(mn1
i

)(m(n− n1)

n− i

)
(4.19)

ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî

detA1(x) =

mn1∏
i=1

(x− αi)

i

detA2(x) =

mn2∏
i=1

(x− βi).
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Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

φ(x) = (x− αi1) . . . (x− αir)(x− βj1) . . . (x− βjn−r), (4.20)

r > n1. Íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî íå iñíó¹ ëiíiéíîãî äiëü-
íèêà ìàòðèöi A(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì φ(x).

Îñêiëüêè ïîëiíîìiâ âèãëÿäó (4.20) ìîæíà óòâîðèòè

t =

n−n1∑
i=1

(
mn1
n1 + i

)(
m(n− n1)

n− (n1 + i)

)
,

òî
k ≤

(mn
n

)
− t.

Iç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi ëåãêî îäåðæàòè íåðiâíiñòü (4.19).
Ëåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 4.5. ßêùî ÷èñëî k ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ
ìàòðèöi A(x) áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ çîäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó(

m(n− 1)

n

)
+m

(
m(n− 1)

n− 1

)
< k ≤

(mn
n

)
, (4.21)

òî ìàòðèöÿ A(x) íåçâiäíà.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñóïðîòèâíå, òîáòî íåõàé ÷èñëî k ëi-
íiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x) çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâ-
íiñòü (4.21), i ìàòðèöÿ A(x) çâiäíà, òîáòî iñíó¹ òàêà íåîñîáëè-
âà ÷èñëîâà ìàòðèöÿ S, ùî ìàòðèöÿ SA(x)S−1 ìà¹ êëiòêîâî-
òðèêóòíèé âèãëÿä (4.18) äëÿ äåÿêîãî n1 ≥ 1. Îñêiëüêè ÷èñëî
ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi SA(x)S−1 äîðiâíþ¹
÷èñëó ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x), òî íà ïiä-
ñòàâi ëåìè 4.7 ÷èñëî k çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü (4.19). Âè-
êîðèñòîâóþ÷è áiíîìiàëüíi òîòîæíîñòi, ëåãêî ïîêàçàòè, ùî ïðè
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n1 = 1 ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (4.19) íàáóâà¹ íàéáiëüøîãî
çíà÷åííÿ. Òîìó

k ≤
(
m(n− 1)

n

)
+m

(
m(n− 1)

n− 1

)
.

Îòðèìàíå ïðîòèði÷÷ÿ é äîâîäèòü òåîðåìó.

Ïîêëàäåìî m = 2, òîáòî

A(x) = Ex2 +A1x+A2.

Íà ïiäñòàâi ëåìè 4.4 ïðî iñíóâàííÿ ïîâíîãî íàáîðó äiëüíèêiâ
ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi, 2n õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ìàòðèöi
A(x) ìîæíà ðîçáèòè íà äâi ìíîæèíè

M1 = {α1, α2, . . . , αn}

i
M2 = {β1, β2, . . . , βn}

òàê, ùî íàáîðè ðÿäêiâ

(a1 = g(α1), a2 = g(α2), . . . , an = g(αn))

i
(b1 = g(β1), b2 = g(β2), . . . , bn = g(βn))

ñêëàäàþòüñÿ iç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ.
Íåõàé q � öiëå ÷èñëî, 1 ≤ q < n. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó

M(biq , xjn−q) íàáîðiâ iç n ðÿäêiâ âèãëÿäó

(bi1 , bi2 , . . . , biq , xj1 , xj2 , . . . , xjn−q), (4.22)

äå
bi1 , bi2 , . . . , biq

143



Ðîçäië 4. Ñòðóêòóðà ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ áåç êðàòíèõ...

� äåÿêi ôiêñîâàíi ðÿäêè iç íàáîðó

(b1, b2, . . . , bn),

à
(xj1 , xj2 , . . . , xjn−q)

� âñåìîæëèâi n− q ðÿäêè iç íàáîðó

(a1, a2, . . . , an).

Çãiäíî ç ëåìîþ 4.4 ó ìíîæèíi M(biq , xjn−q) iñíó¹ ïðèíàéìíi
îäèí íàáið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ.

Ëåìà 4.8. ßêùî â ìíîæèíi M(biq , xjn−q) ¹ òiëüêè îäèí
íàáið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ, òî iñíó¹
òàêà ìàòðèöÿ S ∈ GLn(P ), ùî

SA(x)S−1 =

∥∥∥∥ An−q ∗
0 Aq(x)

∥∥∥∥ , (4.23)

äå Aq(x) � êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó q.

Äîâåäåííÿ. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî

bi1 , bi2 , . . . , biq

� öå ðÿäêè
(b1, b2, . . . , bq),

i
(b1, b2, . . . , bq, aq+1, aq+2, . . . ,an) (4.24)

� ¹äèíèé íàáið ó ìíîæèíi M(biq , xjn−q), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç
ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ. Öå îçíà÷à¹, ùî iñíó¹ ëiíiéíèé äiëü-
íèê Ix−D ìàòðèöi A(x), õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ÿêîãî
¹

β1, β2, . . . , βq, αq+1, αq+2, . . . , αn,
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òîáòî

A(x) = (Ix−D)A1(x). (4.25)

Ìàòðèöÿ D ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

diag(αq+1, αq+2, . . . , αn, β1, β2, . . . , βq).

Òîìó iç ñïiââiäíîøåííÿ (4.25) äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi T ∈ GL(n,F)
îäåðæèìî:

TA(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(x− αq+1)a11(x) · · · (x− αq+1)a1n(x)
· · · · · · · · ·

(x− αn)an−q,1(x) · · · (x− αn)an−q,n(x)

(x− β1)b11(x) · · · (x− β1)b1n(x)
· · · · · · · · ·

(x− βq)bq1(x) · · · (x− βq)bqn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (4.26)

×åðåç dq(x) ïîçíà÷èìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìi-
íîðiâ ïîðÿäêó q ïiäìàòðèöi

Bq(x) = diag(x− β1, . . . , x− βq)∥bij(x)∥q,ni,j=1

ìàòðèöi (4.26). Òîäi

dq(x) = c

q∏
i=1

(x− βi)(x− αi), c ∈ F.

Ñïðàâäi, ÿêùî ïðèïóñòèòè, íàïðèêëàä, ùî dq(α1) ̸= 0, òî çíà-
éäåòüñÿ òàêà ìàòðèöÿ T1 ∈ GL(n,F) ùî
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T1TA(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(x− α1)a11(x) · · · (x− α1)a1n(x)

(x− αiq+2)a21(x) · · · (x− αiq+2)a2n(x)
· · · · · · · · ·

(x− αin)an−q,1(x) · · · (x− αin)an−q,n(x)

(x− β1)b11(x) · · · (x− β1)b1n(x)
· · · · · · · · ·

(x− βq)bq1(x) · · · (x− βq)bqn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå αiq+2 , . . . , αin � äåÿêi åëåìåíòè iç ìíîæèíè

{αq+1, αq+2, . . . , αn}.

Öå îçíà÷àëî á, ùî ðÿäêè

(b1, b2, . . . , bq, a1, aiq+2 , aiq+3 , . . . , ain)

ëiíiéíî íåçàëåæíi, i öå ñóïåðå÷èòü ¹äèíîñòi íàáîðó (4.24), ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ ó ìíîæèíi M(biq , xjn−q).

Îñêiëüêè ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ Bq(x) ¹ ñòåïåíÿ 2 i
deg dq = 2q, òî iñíó¹ ìàòðèöÿ U ∈ GL(n,F) òàêà, ùî

Bq(x)U = ∥ 0 Aq(x) ∥,

äå Aq(x) � êâàäðàòíà óíiòàëüíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó q i

detAq(x) =

q∏
i=1

(x− βi)(x− αi).

Òîäi ìàòðèöÿ T1TA(x)U ¹ âèãëÿäó (4.23).
Ëåìà äîâåäåíà.
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Òåîðåìà 4.6. ßêùî ÷èñëî k ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ
ìàòðèöi

A(x) = Ix2 +A1x+A2

áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

2n ≤ k < 2(2n − 1), (4.27)

òî ìàòðèöÿ A(x) ¹ çâiäíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè êîæíîìó ëiíiéíîìó óíiòàëüíîìó äiëüíèêó
ìàòðèöi A(x) âiäïîâiäà¹ íàáið âèãëÿäó (4.22), ÿêèé ñêëàäà¹òü-
ñÿ ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ, i, íàâïàêè, òî âðàõîâóþ÷è ëåìó
4.5 i òå, ùî k < 2(2n − 1), ðîáèìî âèñíîâîê, ùî äëÿ äåÿêèõ

bi1 , bi2 , . . . , biq , 1 ≤ q ≤ n− 1,

ó ìíîæèíi M(biq , xjn−q) ¹ òiëüêè îäèí íàáið, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ðÿäêiâ. Òîäi çà ëåìîþ 4.8 ìàòðèöÿ A(x)
çâiäíà.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ïðèêëàä 4.2. Íåõàé

A(x) = A0x
2+A1x+A2, Ai ∈M(3,F), i = 0, 1, 2, detA0 ̸= 0

� ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ç ïîïàðíî ðiçíèìè õàðàêòåðèñòè÷íè-
ìè êîðåíÿìè. Òîäi ìàòðèöÿ A(x) ìà¹ k ðiçíèõ ëiíiéíèõ óíi-
òàëüíèõ äiëüíèêiâ, ïðè÷îìó 8 ≤ k ≤ 20. Íà îñíîâi òåîðåì 4.5,
4.6 ìà¹ìî, ùî êîëè

à) 8 ≤ k < 14, òî A(x) � çâiäíà;
á) 16 < k ≤ 20, òî A(x) � íåçâiäíà.
Êðiì òîãî, ÿêùî k = 8, òî ìàòðèöÿ A(x) çâîäèòüñÿ äî äià-

ãîíàëüíîãî âèãëÿäó, òîáòî

SA(x)S−1 = diag(a11(x), a22(x), a33(x)), S ∈ GL(n,F).

ßêùî 14 ≤ k ≤ 16, òî ñåðåä ìàòðèöü A(x) ç òàêèì ÷èñëîì
äiëüíèêiâ ìîæóòü áóòè ÿê çâiäíi, òàê i íåçâiäíi.
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Ðîçäië 5
ÐÎÇÊËÀÄÍI ÍÀ ÌÍÎÆÍÈÊÈ
ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍI ÌÀÒÐÈÖI

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî ðîçêëàäíiñòü íà ìíîæíèêè ðå-
ãóëÿðíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, ÿêi ìàþòü åëåìåíòàðíi äiëü-
íèêè âèùèõ ñòåïåíiâ, çîêðåìà áiëüøi, íiæ äâà i òðè.

5.1. Âèäiëåííÿ iç ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü

ìíîæíèêiâ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè

Íåõàé F� àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü,
A(x) � ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ iç M(n,F[x]), òîáòî

A(x) =

m∑
i=0

Aix
m−i, Ai ∈M(n,F).

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöþ A(x) íàçèâàþòü ðåãóëÿðíîþ, ÿêùî
A0 � íåîñîáëèâà ìàòðèöÿ, i óíiòàëüíîþ, ÿêùî A0 = I � îäèíè÷-
íà ìàòðèöÿ. Ïîëiíîì ∆(x) = detA(x) íàçèâàþòü õàðàêòåðè-
ñòè÷íèì, à éîãî êîðåíi � õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè ìàòðèöi
A(x).
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Íàäàëi ÷åðåç dAi(x) ïîçíà÷àòèìåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé
äiëüíèê ìiíîðiâ i-ãî ïîðÿäêó ìàòðèöi Ai(x), ñêëàäåíî¨ iç
äåÿêèõ i ðÿäêiâ ìàòðèöi A(x), i < n.

Îçíà÷åííÿ 5.1. Êàæåìî, ùî iç ìàòðèöi A(x) ∈ M(n,F[x])
âèäiëÿ¹òüñÿ ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó k 6 n, ÿêùî iñíó¹
òàêà ìàòðèöÿ Q ∈ GL(n,F), ùî

QA(x) =

∥∥∥∥ Bk(x) 0
0 In−k

∥∥∥∥ C(x),
äå Bk(x) � ðåãóëÿðíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó k, In−k� îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n− k.

Ëåìà 5.1. Íåõàé A(x) ∈ M(n,F[x]) � ðåãóëÿðíà ïîëiíî-
ìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m ç åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè
âèãëÿäó

(x− αri i(x− αi)
ri , ri 6 2, i = 1, 2, . . . , p1;

(x− βj)
sj , sj > 2, j = 1, 2, . . . , p2 , p2 > 1.

ßêùî
p2∑
j=1

sj = s 6 m+ p2,

òî iç ìàòðèöi A(x) âèäiëÿ¹òüñÿ ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé ìíî-
æíèê ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè ïîðÿäêó k > n

2 .

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè

p1∑
i=1

ri = r 6 2p1, s 6 m+ p2, r + s = mn,

òî 2p1 +m+ p2 > mn. Çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî
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p1 >
m(n− 1)

2
− p2

2
.

×èñëî âñiõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x)

p1 >
m(n− 1)

2
− p2

2
.

Îñêiëüêè p2 � öå ÷èñëî åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi
A(x) êðàòíîñòåé íå ìåíøå òðüîõ, òî 3p2 6 s, àáî
3p2 6 m+ p2. Îòæå, 1 6 p2 6 m

2 .
Äëÿ âèäiëåííÿ iç ìàòðèöi A(x) ëiíiéíîãî ðåãóëÿðíîãî ìíî-

æíèêà ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè ïîðÿäêó k äîñòàòíüî, ùîá ìàòðèöÿ
A(x) ìàëà d åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, äå

d >

{
(l − 1)m, ÿêùî n = 2l,
lm, ÿêùî n = 2l + 1.

Áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî p1 + p2 > d.
Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 5.1. Ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ

A(x) =

m∑
i=0

Aix
m−i, Ai ∈M(n,F)

ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè ðîçêëàäíà ó äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ
ìíîæíèêiâ:

A(x) = A0(Ix−B1)(Ix−B2) · · · (Ix−Bm).

Îçíà÷åííÿ 5.2. Íåõàé

Ak(x) = ∥ (x− αi)ãij(x) ∥k,n1 =
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= diag(x− α1, (x− α2, . . . , x− αk)Ãk(x).

ßêùî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi Qk(x) ∈ GL(k,F) i êîðåíÿ γi ïîëi-
íîìà dÃk(x) ìà¹ìî

QkAk(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(x− α1)ã11(x) · · · (x− α1)ã1n(x)

(x− α2)ã21(x) · · · (x− α2)ã2n(x)
· · · · · · · · ·

(x− αj−1)ãj−1,1(x) · · · (x− αj−1)ãj−1,n(x)

(x− γi)bj1(x) · · · (x− γi)bjn(x)

(x− αj+1)ãj+1,1(x) · · · (x− αj+1)ãj+1,n(x)
· · · · · · · · ·

(x− αk)ãk1(x) · · · (x− αk)ãkn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

=

= diag(1, . . . , 1, x− γi, 1, . . . , 1)Bk(x),

òî êàæåìî, ùî êîðiíü γi ìîæíà âèäiëèòè â ìàòðèöi Ak(x) iç
¨¨ j-ãî ðÿäêà çàìiñòü êîðåíÿ αj .

Ëåìà 5.2. Êîæíèé êîðiíü γj ïîëiíîìà dÃk
k (x) ìîæíà

âèäiëèòè â ìàòðèöi Ak(x) çàìiñòü äåÿêèõ êîðåíiâ αi iç
âiäïîâiäíèõ ðÿäêiâ, ïðè÷îìó, ÿêùî γj âèäiëÿ¹òüñÿ òiëüêè
çàìiñòü

αi, i = 1, 2, . . . , p,

iç ðÿäêiâ
aji(x), i = 1, 2, . . . , p

ìàòðèöi Ak(x), òî ðÿäêè

aji(γj), i = 1, 2, . . . , p

¹ ëiíiéíî çàëåæíi.
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Äîâåäåííÿ. Ïåðøà ÷àñòèíà òâåðäæåííÿ ëåìè î÷åâèäíà.
Òåïåð, ÿêùî ïðèïóñòèòè, ùî ðÿäêè aji(γj), i = 1, 2, . . . , p

ëiíiéíî íåçàëåæíi, òî γj ìîæíà áóëî á âèäiëèòè â ìàòðèöi
Ak(x) çàìiñòü äåÿêîãî αr iç r−ãî ðÿäêà, äå r ̸= ji,
i = 1, 2, . . . , p, ùî ñóïåðå÷èòü òâåðäæåííþ ëåìè.

5.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü

ç êðàòíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðå-

íÿìè òà åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè âè-

ùèõ ñòåïåíiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âñòàíîâëþ¹ìî ðîçêëàäíiñòü íà ìíîæ-
íèêè ðåãóëÿðíî¨ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x), êîëè âîíà ìà¹
åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ñòåïåíiâ áiëüøèõ, íiæ 2 i 3. Îñíîâíèì
ðåçóëüòàòîì ¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1. Íåõàé A(x) ∈ M(n,F[x]) � ðåãóëÿðíà ïîëiíî-
ìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ m, i

(x− αi)
ri , ri 6 2, i = 1, 2, . . . , p1;

(x− βj)
sj , sj > 2, j = 1, 2, . . . , p2 , p2 > 1 (5.1)

� ¨¨ åëåìåíòàðíi äiëüíèêè. ßêùî

p2∑
j=1

sj = s 6 m+ p2, (5.2)

òî ìàòðèöÿ A(x) ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè

A(x) = (Ix−B1) · · · (Ix−Bt) Ct(x), (5.3)

äå t > m+ p2 + 1− s.

152



5.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü ç êðàòíèìè ...

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî åëåìåíòàðíi äiëüíè-
êè ìàòðèöi A(x) ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, òîáòî ¨¨ êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà ¹

DA(x) = diag(1, . . . , 1,∆(x)).

Íà îñíîâi ëåìè 5.2 äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi Q ∈ GL(n,F) ìà¹ìî
çîáðàæåííÿ ìàòðèöi A(x):

QA(x) =

∥∥∥∥ Bk(x) 0
0 In−k

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ Ãk(x)
An−k(x)

∥∥∥∥ ,
äå

Bk(x) = diag(x− α1, x− α2, . . . , x− αk), k > n

2
.

Ìíîæèíó
{ α1, α2, . . . , αk}

õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ìàòðèöi A(x) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
K. Ðîçãëÿíåìî ïîëiíîì

v(x) =
∆(x)

det Bk(x) dÃk(x)
.

ßêùî k < 3n
4 , òî äëÿ äåÿêèõ êîðåíiâ γi ïîëiíîìà v(x)

ìà¹ìî, ùî dÃk(γi) ̸= 0, òîáòî ðÿäêè ìàòðèöi Ak(γi) ëiíiéíî
íåçàëåæíi. Î÷åâèäíî, ùî γi ∈ K, òîáòî γi = αi. Òîìó ìè
ìîæåìî ïðîäîâæèòè âèäiëåííÿ iç ìàòðèöi∥∥∥∥ Ãk(x)

An−k(x)

∥∥∥∥ (5.4)

ìíîæíèêiâ âèãëÿäó

Di(x) = diag(1, . . . , 1, x− αi, 1, . . . , 1). (5.5)
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Òàê îäåðæèìî çîáðàæåííÿ ìàòðèöi A(x):

RA(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Bk(x) 0 0
x− α1 0

∗ . . . 0
∗ x− αl

0 0 In−(k+l)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
×

×

∥∥∥∥∥∥
Ãk(x)

Ãl(x)
An−(k+l)(x)

∥∥∥∥∥∥ , (5.6)

äå R ∈ GL(n,F) i k + l > 3n
4 . Äàëi öåé ïðîöåñ íå ìîæíà

ïðîäîâæèòè.
Çàóâàæèìî, ùî ñåðåä êîðåíiâ α1, α2, . . . , αl i êîðåíiâ iç

ìíîæèíè K ìîæóòü áóòè βj , òîáòî äåÿêi αi = βj . Êðiì òîãî,
ìíîæíèêè âèãëÿäó (5.5) iç ìàòðèöi (5.4) ìè âèäiëÿëè òàê, ùî
â ïåðøîìó ìíîæíèêó â ðîçêëàäi (5.6) ìàòðèöi A(x) êîðåíi
βj , j = 1, 2, . . . , p2 ¹ êðàòíîñòåé íå áiëüøèõ çà 2, ùî çàâæäè
ìîæíà çðîáèòè.

Iç ìàòðèöi A(x) âèäiëåíèé ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê
ïîðÿäêó k + l. ßêùî k + l < n, òî ïîêàæåìî, ùî, âèõîäÿ÷è iç
(5.6), ìîæíà âèäiëèòè iç ìàòðèöi A(x) ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê
ïîðÿäêó k + l + 1.

Ó ðîçêëàäi (5.6) ìàòðèöi A(x) ïåðøèé ìíîæíèê çâîäèìî
ïîäiáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè äî æîðäàíîâî¨ ôîðìè, ïîòiì ïåðå-
ñòàâëÿ¹ìî éîãî ðÿäêè i ñòîâïöi, ìíîæèìî íà äðóãèé ìíîæíèê
i îäåðæó¹ìî ìàòðèöþ

TA(x) =

∥∥∥∥∥∥
Ak(x)
Al(x)
An−(k+l)(x)

∥∥∥∥∥∥, (5.7)
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äå

Ak(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(x− α1)ã11(x) . . . (x− α1)ã1n(x)

(x− α2)ã21(x) . . . (x− α2)ã2n(x)
. . . . . . . . .

(x− αl)ãl1(x) . . . (x− αl)ãln(x)

(x− αl+1)ãl+1,1(x) . . . (x− αl+1)ãl+1,n(x)
. . . . . . . . .

(x− αk)ãk1(x) . . . (x− αk)ãkn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

Al(x) =∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(x− α1)ãk+1,1(x) + ã11(x) . . . (x− α1)ãk+1,n(x) + ã1n(x)

(x− α2)ãk+2,1(x) + ã21(x) . . . (x− α2)ãk+2,n(x) + ã2n(x)
. . . . . . . . .

(x− αl)ãk+l,1(x) + ãl,1(x) . . . (x− αl)ãk+l,n(x) + ãl,n(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥,
à An−(k+l)(x) � ìàòðèöÿ çi ñïiââiäíîøåííÿ (5.6).

Íåõàé òåïåð

dAk+l(x) =

p2∏
j=1

(x− β)qjv(x), v(βj) ̸= 0, 1 6 qj 6 s,

äå

Ak+l(x) =

∥∥∥∥ Ak(x)
Al(x)

∥∥∥∥ .
Óòâîðèìî ïîëiíîìè

g(x) =
∆(x)

dAk+l(x)
=

=

p2∏
j=1

(x− βj)
fju1(x), u1(βj) ̸= 0, 0 6 fj 6 s− 1 (5.8)
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i

g1(x) =

p2∏
j=1

(x− βj)
f1ju1(x), (5.9)

äå

f1j =

{
0, ÿêùî qj > 1,
1, ÿêùî qj = 1, j = 1, 2, . . . , p2.

Íàäàëi ïîçíà÷àòèìåìî

q =

p2∑
j=1

qj , f =

p2∑
j=1

fj .

Ïîëiíîì g1(x) ìà¹ ëèøå ïðîñòi êîðåíi i g1|dAk . Ìíîæèíó
éîãî êîðåíiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç Mg1 .

Ïîêàæåìî, ùî Mg1 ̸= ∅, òîáòî deg g1 > 0.
Îñêiëüêè

deg ∆ = mn, deg dAk+l = m(k + l)− ω, ω > 0, (5.10)

òî

deg g = deg ∆− deg dAk+l = m(n− (k + l)) + ω. (5.11)

Àëå k + l < n, òîìó iç (5.11) îòðèìà¹ìî:

deg g > m+ ω. (5.12)

Íåõàé ó ïîëiíîìi g1(x) â (5.9) f1i = 1 äëÿ i = 1, 2, . . . , r1,
0 6 r1 6 p2, à ðåøòà äîðiâíþþòü 0. Òîäi, âðàõîâóþ÷è (5.12),
ìà¹ìî

deg g1 = deg g − f + r1 > m+ ω − f + r1. (5.13)

Òåïåð f = s− q i s 6 m+ p2, q > p2.
Íåõàé
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à) q > p2.
Òîäi

s− q < m+ p2 − p2,

òîáòî f < m. Îñêiëüêè r1 > 0, òî iç (5.13) ìà¹ìî, ùî
deg g1 > 0.
á) q = p2.

Îñêiëüêè
qi > 1, i = 1, 2, . . . , p2,

òî öå îçíà÷à¹, ùî qi = 1, äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , p2, òîìó
f1i = 1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , p2, à îòæå, r1 = p2 > 1. Òîìó
f 6 m i iç (5.13) ìà¹ìî, ùî deg g1 > 0. Îòæå, g1 ̸= ∅.

Íåõàé òåïåð íà îñíîâi ëåìè 5.2 êîæíèé êîðiíü γj ïîëiíî-
ìà g1(x), òîáòî iç ìíîæèíè Mg1 ìîæíà âèäiëèòè â ìàòðèöi
Ak(x) iç (5.7) çàìiñòü äåÿêèõ êîðåíiâ αi iç ìíîæèíè K1 ⊂ K
i, íàâïàêè, çàìiñòü êîæíîãî êîðåíÿ iç ìíîæèíè K1 ìîæíà âè-
äiëèòè â ìàòðèöi Ak(x) äåÿêèé êîðiíü iç ìíîæèíè Mg1 . Òàêó
âiäïîâiäíiñòü ìiæ åëåìåíòàìè öèõ ìíîæèí ïîçíà÷èìî òàê:

K1 ⇔ Mg1 . (5.14)

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî ìíîæèíà
K1 ñêëàäåíà iç êîðåíiâ { α1, α2, . . . , αk1} , áî â iíøîìó ðàçi
êîðåíi i ðÿäêè, â ÿêèõ âîíè çíàõîäÿòüñÿ, ìîæåìî ïåðåíóìåðó-
âàòè.

Ïîêëàäåìî, ùî

K1 ⊂ Kl = { α1, α2, . . . , αl} ,

â iíøîìó âèïàäêó, ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi, âñå äîâåäåíî.
Ìàòðèöÿ

Ak1(x) =

= ∥(x− αi)ãij(x)∥k1,n1 = diag (x− α1, x− α2, . . . , x− αk1)Ãk1(x)
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ñêëàäåíà iç 1, 2, . . . , k1-ãî ðÿäêiâ ìàòðèöi Ak(x), à ìàòðèöÿ
Ak+l−k1(x) îäåðæàíà iç Ak+l(x) âèêðåñëåííÿì k1 ðÿäêiâ ç
íîìåðàìè k + 1, k + 2, . . . , k + k1. Âðàõîâóþ÷è (5.14) i ëåìó

5.2, ìà¹ìî, ùî g1(x)|dÃk1 (x), à òîìó

deg g1 6 (m− 1)k1. (5.15)

Òåïåð óòâîðèìî ïîëiíîìè

h1(x) =
dAk+l(x)

dAk+l−k1 (x)
k1∏
i=1

(x− αi)

=

p2∏
j=1

(x−βj)tjv1(x), v1(βj) ̸= 0

(5.16)
i

h̃1(x) =

p2∏
j=1

(x− βj)
t1jv1(x), (5.17)

äå

t1j =

{
0, ÿêùî q1j > 1,

1, ÿêùî q1j = 1, j = 1, 2, . . . , p2,

äå q1j � êðàòíîñòi êîðåíiâ βj , j = 1, 2, . . . , p2 ó ïîëiíîìi

dAk+l−k1 (x)

k1∏
i=1

(x− αi).

Êîðåíi ïîëiíîìà h̃1(x) ïðîñòi, ¨õ ìíîæèíó ïîçíà÷èìî ÷åðåç
Mh̃1

.

Äîâåäåìî, ùî Mh̃1
̸= ∅, òîáòî deg h̃1 > 0.

Íåõàé ó ïîëiíîìi h̃1(x) â (5.17) t1i = 1 äëÿ
i = 1, 2, . . . , r2, 0 6 r2 6 p2. Òîäi iç (5.16) i (5.17) ìà¹ìî:

deg h̃1 = deg h1 − t+ r2 =
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= deg dAk+l − deg dAk+l−k1 − k1 − t+ r2, (5.18)

äå

t =

p2∑
j=1

tj .

Âðàõîâóþ÷è (5.10) i òå, ùî

deg dAk+l−k1 6 m(k + l − k1),

iç (5.18) îäåðæèìî:

deg h̃1 > (m− 1)k1 − ω − t+ r2. (5.19)

Iç (5.13) i (5.15) ìà¹ìî, ùî

(m− 1)k1 > m+ ω − f + r1.

Òîìó iç (5.19) îòðèìàíî

deg h̃1 > m− (f + t) + r1 + r2. (5.20)

Àëå

f + t = (s− q) + (q − q̃) = s− q̃, s 6 m+ p2, q̃ > p2,

äå

q̃ =

p2∑
j=1

q1j .

Íåõàé à) q̃ > p2.
Òîäi s− q̃ < m+ p2 − p2, òîáòî

f + t < m (5.21)

i iç (5.20) îäåðæó¹ìî, ùî deg h̃1 > 0.
á) q̃ = p2.
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Öå îçíà÷à¹, ùî q1i = 1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , p2, òîìó
t1i = 1 äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , p2, òîáòî r2 = p2 > 1. Òîäi

f + t 6 m (5.22)

i iç (5.20) âèïëèâà¹, ùî deg h̃1 > 0. Îòæå, äîâåëè, ùî
Mh̃1

̸= ∅.
Ðÿäêè ïiäìàòðèöü Ak(x) i Al(x) iç (5.7) ¹ ïîïàðíî �çâ'ÿ-

çíèìè�, òîáòî, ÿêùî iç i-ãî ðÿäêà

ai(x) = ∥(x− αi)ãi1(x) (x− αi)ãi2(x) · · · (x− αi)ãin(x)∥

ìàòðèöi Ak(x) âèíåñåíî ìíîæíèê x − αi (ç ìàòðèöi TA(x)
iç (5.7) âiäïîâiäíî ìíîæíèê âèãëÿäó

diag (1, . . . , 1, x− αi, 1, . . . , 1)),

òîäi, âiäíÿâøè ðÿäîê

ãi(x) = ∥ãi1(x) ãi2(x) · · · ãin(x)∥

âiä k + i−ãî ðÿäêà

ak+i(x) = ∥(x− αi)ãk+i,1 + ãi1(x) (x− αi)ãk+i,2 + ãi2(x) · · ·

· · · (x− αi)ãk+i,n(x) + ãin(x)∥

ìàòðèöi Al(x), ç öüîãî ðÿäêà âèíåñåìî ìíîæíèê x−αi. Òàêó
âiäïîâiäíiñòü ìiæ ìíîæèíàìè K1 i Mh̃1

çàïèñóâàòèìåìî òàê:

K1 ⇐ Mh̃1
.

Ïðèïóñêà¹ìî, ùî
Mh̃1

∩ K = ∅,

òîáòî h̃1|dÃk . Â iíøîìó âèïàäêó âñå âæå äîâåäåíî.
Òåïåð óòâîðþ¹ìî ïîëiíîì
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g2(x) =
h̃1(x)

δ1(x)
, (5.23)

äå
δ1(x) = (h̃1(x), d

Ãk1 (x)).

Ïîêàæåìî, ùî deg g2 > 0.
Íåõàé ïîëiíîìè g1(x) iç (5.9) i h̃1(x) iç (5.17) òàêi, ÿê

i ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ, òîáòî ìàþòü ïî r1 i r2 êîðåíiâ iç
ìíîæèíè

{ β1, β2, . . . , βp2},

âiäïîâiäíî. Òîäi iç (5.13) i (5.19) ìàòèìåìî:

deg g1 + deg h̃1 > (m− 1)k1 +m− (f + t) + r1 + r2. (5.24)

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è (5.21) i (5.22), îäåðæó¹ìî, ùî

deg g1 + deg h̃1 > (m− 1)k1. (5.25)

Òåïåð íà îñíîâi (5.23 ìàòèìåìî, ùî deg g2 > 0. ) Ìíîæèíó
êîðåíiâ ïîëiíîìà g2(x) ïîçíà÷à¹ìî ÷åðåç Mg2 i âîíà íå ¹
ïîðîæíüîþ.

Êîæíèé êîðiíü iç ìíîæèíè Mg2 ìîæíà âèäiëèòè â ïiäìà-
òðèöi Ak(x) çàìiñòü äåÿêèõ êîðåíiâ αj ∈ K. Âèáåðåìî ëèøå òi,
ÿêi íå íàëåæàòü K1. Ìíîæèíó òàêèõ êîðåíiâ ïîçíà÷èìî ÷åðåç
K2. Çâàæàþ÷è íà òå, ùî deg g2 > 0, òî K2 ̸= ∅. Ïîêëàäåìî,
ùî

K2 = { αk1+1, αk1+2, . . . , αk2}.

Âèùåçàçíà÷åíó âiäïîâiäíiñòü ìiæ åëåìåíòàìè öèõ ìíîæèí çà-
ïèñóâàòèìåìî òàê:

K2 ⇔ Mg2 .

Çíîâó ïðèïóñêà¹ìî, ùî K2 ⊂ Kl i óòâîðþ¹ìî ïîëiíîìè h̃2(x)
i g3(x), deg h̃2 > 0, deg g3 > 0, òîáòî Mh̃2

̸= ∅ i Mg3 ̸= ∅
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i ò.ä. ßêùî íà êîæíîìó êðîöi äëÿ ïîëiíîìiâ gi(x) i h̃i(x) i
ìíîæèí ¨õ êîðåíiâ

Mgi i Mh̃i
, i = 1, 2, . . . , t− 1,

âèêîíóþòüñÿ óìîâè
Ki ⊂ Kl

àáî
Mh̃i

∩ K = ∅,

òî öåé ïðîöåñ íå îáðèâà¹òüñÿ, òîáòî ñòåïåíi óòâîðåíèõ
ïîëiíîìiâ gt(x) i h̃t(x) � áiëüøå íóëÿ, òîáòî Mgt ̸= ∅ i
Mh̃t

̸= ∅, ùî äîâîäèòüñÿ ïîäiáíî, ÿê i ó ïîïåðåäíiõ âèïàäêàõ.
Òàêèì ÷èíîì, îäåðæèìî òàêi ïiäìíîæèíè õàðàêòåðèñòè÷íèõ
êîðåíiâ ìàòðèöi A(x) i âiäïîâiäíîñòi ìiæ ¨õ åëåìåíòàìè

Ki ⇔ Mgi , Ki ⇐ Mh̃i
, i = 1, 2, . . . , t, (5.26)

äå
Ki =

{
αki−1+1, αki−1+2, . . . , αki

}
i Ki ∩ Kj = ∅, i ̸= j, ïðè öüîìó ïîêëàäà¹ìî k0 = 0.

Îñêiëüêè âèùåçàçíà÷åíèé ïðîöåñ íå îáðèâà¹òüñÿ, òî íà äå-
ÿêîìó êðîöi îäåðæèìî, ùî

Kt ̸⊂ Kl, (5.27)

òîáòî
Kt ∩ (K\Kl) ̸= ∅

àáî
Mh̃t

∩ K ≠ ∅. (5.28)

Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî k > n
2 i k + l < n, à òîìó l < k,

òîáòî
K\Kl ̸= ∅.
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Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.28). Ìàòðèöþ (5.7) ìè
ðîçáèâà¹ìî íà ñìóãè, òîáòî

T1TA(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

S1(x)
S2(x)
...
St−1(x)
St(x)
∗
− −−−−
∗
S̃t(x)

S̃t−1(x)
...
S̃2(x)

S̃1(x)
−−−−−
An−(k+l)(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

, (5.29)

äå

Sr(x) = ∥(x− αi)ãij(x)∥kr,nkr−1+1,1,

S̃r(x) = ∥(x− αi)ãk+i,j(x) + ãij(x)∥kr,nkr−1+1,1,

òîáòî ñìóãà Sr(x) ñêëàäåíà iç ðÿäêiâ ïiäìàòðèöi Ak(x) ç
íîìåðàìè

kr−1 + 1, kr−1 + 2, . . . , kr,

à S̃r(x) � iç ðÿäêiâ ïiäìàòðèöi Al(x) iç íîìåðàìè

k + kr−1 + 1, k + kr−1 + 2, . . . , k + kr, r = 1, 2, . . . , t,

ïðè÷îìó k0 = 0.
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Òîäi â ñìóçi Si(x) êîæíèé õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü ìíî-
æèíè Mgi ìîæíà âèäiëèòè iç äåÿêèõ ¨¨ ðÿäêiâ çàìiñòü êî-
ðåíiâ ìíîæèíè Ki, à äàëi âiäïîâiäíî â ñìóçi S̃i(x) çàìiñòü
öüîãî êîðåíÿ iç Ki âèäiëÿ¹òüñÿ äåÿêèé êîðiíü ìíîæèíè Mh̃i

,
i = 1, 2, . . . , t.

Îòæå, íåõàé âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.28), òîáòî iñíó¹ òàêèé
õàðàêòåðèñòè÷íèé êîðiíü λt ∈ Mh̃t

, ùî λt ∈ K. Î÷åâèäíî, ùî
λt ∈ K\Kl. Çâàæàþ÷è íà ñïîñiá óòâîðåííÿ ìíîæèí

Mh̃i
i Ki, i = 1, 2, . . . , t,

çàìiíèìî åëåìåíòè ìiæ öèìè ìíîæèíàìè òàê. Êîðiíü

λt ∈ (Mh̃t
∩ K\Kl)

ó ñìóçi S̃t(x) ìîæíà âèäiëèòè iç ¨¨ äåÿêîãî k + kt -ãî ðÿäêà
çàìiñòü êîðåíÿ αkt ∈ Kt.

Òîäi K̃t � öå ìíîæèíà, îäåðæàíà iç Kt çàìiíîþ αkt íà
λt. Ó ñìóçi St(x) iç kt-ãî ¨¨ ðÿäêà çàìiñòü êîðåíÿ αkt ìîæíà
âèäiëèòè äåÿêèé êîðiíü λt−1 ∈ Mgt . Òîäi K̄t � öå ìíîæèíà,
îäåðæàíà iç Kt çàìiíîþ αkt íà λt−1.

Iç ñïîñîáó óòâîðåííÿ ïîëiíîìiâ gi(x) âèïëèâà¹, ùî gi+1|h̃i,
òîáòî

Mgi+1 ⊂ Mh̃i
, i = 1, 2, . . . , t− 1

i g1|g, äå ïîëiíîì g(x) âèçíà÷åíèé ó (5.8). Òîìó λt−1 ¹
êîðåíåì ïîëiíîìà h̃t−1(x), òîáòî λt−1 ∈ Mh̃t−1

.

Òåïåð λt−1 ∈ Mh̃t−1
ó ñìóçi S̃t−1(x) ìîæíà âèäiëèòè iç ¨¨

k+kt−1 -ãî ðÿäêà çàìiñòü êîðåíÿ αkt−1 ∈ Kt−1. Òîäi óòâîðþ¹ìî
ìíîæèíó êîðåíiâ K̃t−1 iç ìíîæèíè Kt−1, çàìiíþþ÷è αkt−1

íà λt−1, i ó ñìóçi St−1(x) çàìiñòü αkt−1 iç äåÿêîãî ¨¨ kt−1-
ãî ðÿäêà ìîæíà âèäiëèòè äåÿêèé êîðiíü λt−2 ∈ Mgt−1 , òîìó
óòâîðþ¹ìî ìíîæèíó êîðåíiâ K̄t−1 iç ìíîæèíè Kt−1 çàìiíîþ
αkt−1 íà λt−2 i ò.ä. Íàðåøòi, λ1 ∈ Mh̃1

ó ñìóçi S̃1(x) ìîæíà
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âèäiëèòè iç ¨¨ k+ k1-ãî ðÿäêà çàìiñòü êîðåíÿ αk1 ∈ K1 i òîìó
óòâîðþ¹ìî ìíîæèíó êîðåíiâ K̃1 iç ìíîæèíè K1 çàìiíîþ αkt
íà λ1, i ó ñìóçi S1(x) çàìiñòü êîðåíÿ αk1 ∈ K1 ìîæíà
âèäiëèòè iç äåÿêîãî ðÿäêà êîðiíü λ0 ∈ Mg1 i çàìiñòü ìíîæèíè
K1 ðîçãëÿäàòèìåìî ìíîæèíó K̄1, â ÿêié αkt çàìiíåíî íà λ0.

Òåïåð íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî iç ìàòðèöi (5.29) ìîæíà âè-
äiëèòè ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê

H(x) = B̃k+l(x)⊕ In−(k+l)

ïîðÿäêó k + l ç õàðàêòåðèñòè÷íèìè êîðåíÿìè iç ìíîæèí

K̃i, K̄i, i = 1, 2, . . . , t, K\
t∪
i=1

Ki i Kl\
t∪
i=1

Ki

(ç óðàõóâàííÿì ¨õ êðàòíîñòåé), òîáòî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi
T2 ∈ GL(n,F) îäåðæèìî çîáðàæåííÿ ìàòðèöi A(x):

T2T1TA(x) =

∥∥∥∥ B̃k+l(x) 0
0 In−(k+l)

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ Gk+l(x)
An−(k+l)

∥∥∥∥. (5.30)

Îñêiëüêè êîðiíü λ0 ó ïîëiíîìàõ g1(x) i dAk+l(x) ìà¹
êðàòíiñòü îäèí, i ¹ õàðàêòóðèñòè÷íèì êîðåíåì B̃k+l(x), òî
dGk+l(λ0) ̸= 0, òîáòî ðÿäêè ìàòðèöi Gk+l(λ0) ¹ ëiíiéíî íå-
çàëåæíi. Òîìó iç (5.30) îäåðæèìî ðîçêëàä

T3T2T1TA(x) =

=

∥∥∥∥∥∥
B̃k+l(x) 0 0
∗ x− λ0 0
0 0 In−(k+l+1)

∥∥∥∥∥∥Ck+l+1(x), (5.31)
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T3 ∈ GL(n,F), òîáòî iç ìàòðèöi A(x) âèäiëåíèé ëiíiéíèé ðå-
ãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó k + l + 1.

Ïîäiáíî ïîêàçó¹ìî, ùî i òîäi, êîëè âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.27),
âèõîäÿ÷è iç (5.29), âèäiëèìî iç ìàòðèöi A(x) ëiíiéíèé ðåãó-
ëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó k + l + 1.

Òåïåð, ÿêùî k+l+1 < n, òî, àíàëîãi÷íî ìiðêóþ÷è, ïîêàæå-
ìî, ùî, âèõîäÿ÷è iç (5.31) iç ìàòðèöi A(x), ìîæåìî âèäiëèòè
ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé ìíîæíèê ïîðÿäêó k + l + 2. Òàê êðîê çà
êðîêîì, âèäiëèìî iç ìàòðèöi A(x) ëiíiéíèé ðåãóëÿðíèé ìíî-
æíèê ïîðÿäêó n, ÿêèé ìîæíà ââàæàòè óíiòàëüíèì, òîáòî

A(x) = (Ix−B1)C1(x). (5.32)

Íà ïî÷àòêó äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðèïóñêàëè, ùî åëåìåíòàð-
íi äiëüíèêè ìàòðèöi A(x) ¹ ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè, òîáòî
êîæíîìó õàðàêòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ ìàòðèöi A(x) âiäïîâiäà¹
îäèí åëåìåíòàðíèé äiëüíèê. Îñêiëüêè äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíó¹
ëiíiéíèé óíiòàëüíèé äiëüíèê, òî íà îñíîâi òåîðåìè 1.4 iñíó¹ êà-
íîíi÷íà ñèñòåìà âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A(x).

Íåõàé òåïåð åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ìàòðèöi A(x) çàäîâîëü-
íÿþòü óìîâè (5.1), (5.2) i âèáåðåìî ¨¨ äåÿêó êàíîíi÷íó ñèñòåìó
âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ. Íà îñíîâi ëåìè 1.1 iñíó¹ ïîëi-
íîìiàëüíà óíiòàëüíà ìàòðèöÿ F (x), ÿêà ìà¹ òó æ êàíîíi÷íó
ñèñòåìó âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ, àëå êîæíîìó ¨¨ õàðà-
êòåðèñòè÷íîìó êîðåíþ âiäïîâiäà¹ îäèí åëåìåíòàðíèé äiëüíèê.
Íà îñíîâi äîâåäåíîãî iç ìàòðèöi F (x) âèäiëÿ¹òüñÿ ëiíiéíèé
óíiòàëüíèé ìíîæíèê. Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 1.4 iñíó¹ ñèñòå-
ìà iç n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi F (x). Îñêiëüêè êàíîíi÷íi ñèñòåìè ìàòðèöü A(x) i
F (x) çáiãàþòüñÿ, òî iñíó¹ ñèñòåìà iç n ëiíiéíî íåçàëåæíèõ
âëàñíèõ i ïðè¹äíàíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A(x), òîáòî iç A(x)
âèäiëÿ¹ìî ëiíiéíèé óíiòàëüíèé ìíîæíèê, i òàê ìàòðèöþ A(x)
çîáðàæà¹ìî ó âèãëÿäi (5.32).
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Ìàòðèöÿ C1(x) ó (5.32) ¹ ñòåïåíÿ m − 1, i ¨ ¨ åëåìåí-
òàðíi äiëüíèêè ¹ ñòåïåíiâ, íå áiëüøèõ, íiæ ñòåïåíi âiäïîâiäíèõ
åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x). Òîìó, ÿêùî äëÿ åëå-
ìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi C1(x) âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (5.2)
òåîðåìè, òî iç íå¨ âèäiëÿ¹òüñÿ ëiíiéíèé óíiòàëüíèé ìíîæíèê
Ix − B2. Òàê, ìiðêóþ÷è äàëi, i îäåðæèìî ðîçêëàä (5.3) ìàò-
ðèöi A(x). Òåîðåìó äîâåäåíî.

Iç öi¹¨ òåîðåìè òà ¨¨ äîâåäåííÿ âèïëèâàþòü òàêi íàñëiäêè.

Íàñëiäîê 5.2. Ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) ∈
M(n,F[x]) ðîçêëàäíà ó äîáóòîê ëiíiéíèõ ðåãóëÿðíèõ ìíîæíè-
êiâ, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ îäíà ç óìîâ:

à) êðàòíiñòü ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ íå ïåðåâèùó¹
äâîõ, êðiì îäíîãî, êðàòíiñòü ÿêîãî íå áiëüøå òðüîõ;

á) íå áiëüøå ÿê îäèí ¨¨ åëåìåíòàðíèé äiëüíèê ¹ ñòåïåíÿ
òðè, à ðåøòà ¹ ñòåïåíiâ íå áiëüøèõ çà äâà.

Íàñëiäîê 5.3. Íåõàé

A0Y
m +A1Y

m−1 + · · · +Am−1Y +Am = 0, (5.33)

Y mA0 + Y m−1A1 + · · · + Y Am−1 +Am = 0 (5.34)

� ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ, äå Ai ∈M(n,F), i = 0, 1, . . . , m i

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · · +Am−1x+Am

� ¨õ õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ. ßêùî åëåìåíòàðíi äiëüíè-
êè ìàòðèöi A(x) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (5.1) i (5.2), òî
ìàòðè÷íi ðiâíÿííÿ (5.33) i (5.34) ðîçâ'ÿçíi.

Çàóâàæèìî, ùî çà íåâèêîíàííÿ óìîâè (5.2) òåîðåìè 5.2
óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) ìîæå íå ðîçêëàäàòèñÿ
íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè.
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Ïðèêëàä 5.1. Íåõàé çàäàíà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíà óíiòàëüíà
ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) ç åëåìåíòàìè iç êiëüöÿ C[x]:

A(x) = diag{A1(x), A2(x)},

äå

A1(x) =

∥∥∥∥ x3 1
0 x2(x+ 1)

∥∥∥∥
i A2(x) � óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ òðè, ïðè-
÷îìó

detA2(0) ̸= 0, detA2(−1) ̸= 0

i ¨ ¨ åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ëiíiéíi.
Åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöi A1(x) ¹ x5, x + 1, à

ìàòðèöi A(x) � îá'¹äíàííÿ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöü
A1(x) i A2(x).

Òîäi m = 3, p2 = 1, s = 5. Îòæå, s > m+ p2. Îñêiëüêè

(detA1(x), detA2(x)) = 1

i ìàòðèöÿ A1(x) � íåðîçêëàäíà íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè, òî íà
îñíîâi òåîðåìè 7.4 i ìàòðèöÿ A(x) � íåðîçêëàäíà íà óíiòàëüíi
ìíîæíèêè.

5.3. ×èñëî äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàò-

ðèöü ç êðàòíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êî-

ðåíÿìè òà ¨õ ñòðóêòóðà

Íåõàé F� àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü,

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · ·+Am−1x+Am
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� ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ç êðàòíèìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè êî-
ðåíÿìè, äå Ai − n × n-ìàòðèöi íàä ïîëåì F, i = 0, 1, . . . ,m.
Iç òåîðåìè 5.1 âèïëèâà¹, ùî ðåãóëÿðíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ
A(x), õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ÿêî¨ ¹ êðàòíîñòåé íå áiëüøå äâîõ,
ðîçêëàäíà â äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ, à îòæå,
ìà¹ ëiíiéíi óíiòàëüíi äiëüíèêè. Â ï. 3.4 âñòàíîâëåíi ìåæi äëÿ
÷èñëà äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëíèõ ìàòðèöü, õàðàêòåðèñòè÷íi êî-
ðåíi ÿêèõ ¹ êðàòíîñòåé îäèí. Ó öüîìó ïiäðîçäiëi äîñëiäæó¹ìî
ìîæëèâå ÷èñëî óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü,
õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ÿêèõ ¹ êðàòíîñòåé íå áiëüøå äâîõ òà
âèâ÷à¹ìî ¨õ ñòðóêòóðó çàëåæíî âiä öüîãî ÷èñëà.

Ëåìà 5.3. Íåõàé f(x) � óíiòàëüíèé ïîëiíîì íàä ïîëåì F

ñòåïåíÿ deg f = m i éîãî êîðåíi ¹ êðàòíîñòåé äâà, òîáòî

f(x) =

r∏
i=1

(x− αi)
2,

äå αi ̸= αj , ÿêùî i ̸= j, i, j = 1, . . . , r. Òîäi ïîëiíîì f(x) ìà¹

k =

n−s∑
i=0

(
n− i
i

)(
r

n− i

)
(5.35)

ðiçíèõ äiëüíèêiâ ñòåïåíÿ n 6 m, äå

s =

{
q, ÿêùî n = 2q,
q + 1, ÿêùî n = 2q + 1.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ âñòàíîâëåííÿ ÷èñëà k âèãëÿäó (5.35) äiëü-
íèêiâ ñòåïåíÿ n ïîëiíîìà f(x) âèêîðèñòàíi ôîðìóëè äëÿ
îá÷èñëåííÿ ÷èñëà ñïîëóê iç r ðiçíèõ åëåìåíòiâ ïî n ç ïîâòî-
ðåííÿìè ïî äâà [113].
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Òåîðåìà 5.2. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi óíiòàëüíî¨ ïî-
ëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) ¹ êðàòíîñòåé íå áiëüøå íiæ äâà.
Òîäi ìàòðèöÿ A(x) ìà¹ òiëüêè îäèí k = 1 ëiâèé ëiíiéíèé
óíiòàëüíèé äiëüíèê ó òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè:

à) ñòåïiíü ìàòðèöi A(x) äîðiâíþ¹ äâà, m = 2;
á) õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi ìàòðèöi A(x) ¹ êðàòíîñòåé

äâà;
â) ìàòðèöÿ A(x) ïîäiáíà äî ìàòðèöi A1(x) äiàãîíàëü-

íîãî âèãëÿäó, òîáòî äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi S ∈ GL(n,F)

A1(λ) = STA(λ)S−1 =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥
(x− α1)

2 0 · · · 0

0 (x− α2)
2 · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · (x− αn)

2

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (5.36)

äå αi ̸= αj, ÿêùî i ̸= j, i, j = 1, . . . , n.

Äîâåäåííÿ. ßêùî íå âèêîíó¹òüñÿ õî÷ áè îäíà iç óìîâ à) ÷è
á ), òî ìàòðèöÿ A(x) ìà¹ áiëüø íiæ n ðiçíèõ õàðàêòåðèñòè-
÷íèõ êîðåíiâ. Çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä âèäiëåííÿ ëiíiéíèõ óíiòàëü-
íèõ äiëüíèêiâ iç ìàòðèöi A(x), çàïðîïîíîâàíèé ó ïðàöi [49], i
âðàõîâóþ÷è òå, ùî êðàòíîñòi õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ìàò-
ðèöi A(x) ¹ íå áiëüø íiæ äâà, îäåðæèìî, ùî ìàòðèöÿ A(x)
ìà¹ áiëüøå îäíîãî ëiíiéíîãî óíiòàëüíîãî äiëüíèêà.

Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ A(x) ïîäiáíà äî ìàòðèöi A1(x) âèã-
ëÿäó (6.80). Òîäi ìàòðèöÿ

Ix−B = diag(x− α1, x− α2, . . . , x− αn)

¹ ¹äèíèì ëiíiéíèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A1(x), âðàõî-
âóþ÷è óìîâè îäíîçíà÷íîñòi óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ iç çàäàíèìè
¨õ õàðàêòåðèñòè÷íèìè ïîëiíîìàìè [14]. Î÷åâèäíî, ùî ìàòðè-
öÿ S−1(Ix − B)S ¹ ¹äèíèì ëiíiéíèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì
ìàòðèöi A(x).
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ßêùî æ ìàòðèöÿ A(x) ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi
A2(x) âèãëÿäó

A2(x = SA(x)S−1 = diag(a1(x), a2(x), . . . , an(x)),

â ÿêié ¹ äiàãîíàëüíèé åëåìåíò

ak(x) = (x− αk1)(x− αk2),

äå αk1 ̸= αk2 , òî íå âàæêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöÿ A2(x),
à îòæå, i A(x) ìà¹ áiëüøå íiæ îäèí ëiíiéíèé óíiòàëüíèé äiëü-
íèêà.

Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ A(x) ¹ ñòåïåíÿ äâà, êðàòíîñòi ¨¨ õà-
ðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ ¹ êðàòíîñòåé äâà i âîíà íå ïîäiáíà äî
ìàòðèöi äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (5.36). Òîäi, âðàõîâóþ÷è óìîâè
çâiäíîñòi ïîäiáíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ìàòðèöi A(x) äî êëiòêîâî-
äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó [49], çà äîïîìîãîþ iíäóêöi¨ íå âàæêî ïî-
êàçàòè, ùî ìàòðèöÿ A(x) ìàòèìå áiëüøå îäíîãî ëiíiéíîãî óíi-
òàëüíîãî äiëüíèêà.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé õàðàêòåðèñòè÷íi êîðåíi óíiòàëüíî¨ ïî-
ëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) ¹ êðàòíîñòåé äâà, òîáòî

detA(x) =

r∏
i=1

(x− αi)
2,

äå αi ̸= αj , ÿêùî i ̸= j, i, j = 1, . . . , r i åëåìåíòàðíi äiëüíèêè
ìàòðèöi A(x) ¹ ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Òîäi ìàòðèöÿ
A(x) ìà¹ k ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ, ïðè÷îìó

1 6 k 6
n−s∑
i=0

(
n− i
i

)(
r

n− i

)
, (5.37)

äå

s =

{
q, ÿêùî n = 2q,

q + 1, ÿêùî n = 2q + 1.
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Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi íàñëiäêó 2.6 ìàòðèöÿ A(x) ç ïîïàð-
íî âçà¹ìíî ïðîñòèìè åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè íàïiâñêàëÿð-
íî åêâiâàëåíòíà äî òàêî¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè:

TA(x) = UA(x)V (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 · · · 1 0

t1(x) · · · tn−1(x) tn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (5.38)
äå U ∈ GL (n,F), V (x) ∈ GL (n,F[x]) ,

tn(x) = ∆(x) = detA(x)

i
deg ti < deg tn, i = 1, . . . , n− 1.

Çàïèøåìî ðÿäîê

g(x) =
∥∥ g1(x) · · · gn−1(x) 1

∥∥ ,
äå

gi(x) = −ti(x), i = 1, . . . , n− 1.

Òîäi iñíó¹ ëiâèé äiëüíèê Ix−B ìàòðèöi TA(x) ç õàðàêòåðè-
ñòè÷íèì ïîëiíîìîì

det(Ix−B) = φ(x),

äå φ(x)� äiëüíèê õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ∆(x) = detA(x)
ìàòðèöi A(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

rangMg(x)(φ) = n,

äåMg(x)(φ) � ìàòðèöÿ çíà÷åíü ðÿäêà g(x) íà ñèñòåìi êîðåíiâ
ïîëiíîìà φ(x) [49].
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî òðèêóòíó ìàòðèöþ T (x) âèãëÿäó (6.82),
â ÿêié

tn(x) =
r∏
i=1

(x− αi)
2,

äå αi ̸= αj , ÿêùî i ̸= j,

m 6 deg ti < mn, i = 1, . . . , n− 1,

i êîåôiöi¹íòè tij ïîëiíîìiâ

ti(x), i = 1, . . . , n− 1,

¹ ïàðàìåòðàìè. Òîäi iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ tij â
ïîëi F, ùî äëÿ êîæíîãî äiëüíèêà φi(x), degφi = n ïîëiíîìà
tn(x)

rangM g(x)(φi) = n,

òîáòî ìàòðèöÿ T (x) ìà¹ äiëüíèêè Ix − Bi ç õàðàêòåðèñòè-
÷íèìè ïîëiíîìàìè

det(Ix−Bi) = φi(x)

i ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ, òîáòî äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü
U ∈ GL (n,F) i V (x) ∈ GL (n,F[x]) ìàòðèöÿ

UT (x)V (x) = A(x)

¹ óíiòàëüíîþ. Òîäi, âðàõîâóþ÷è ëåìó 5.3, ìàòðèöÿ A(x) ìà-
òèìåìî

k =
n−s∑
i=0

(
n− i
i

)(
r

n− i

)
ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ.

Òå, ùî iñíóþòü ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi A(x), ÿêi ìàþòü òiëü-
êè îäèí ëiíiéíèé óíiòàëüíèé äiëüíèê, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.2.
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Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî â òåîðåìi 5.2 ìîæíà çíÿòè îáìåæåííÿ ïðî
òå, ùî åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) ¹ ïî-
ïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòèìè. Çà äîâiëüíèõ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ
ìàòðèöi A(x) k îçíà÷àòèìå ÷èñëî êëàñiâ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ
äiëüíèêiâ, äå êëàñ äiëüíèêiâ {Ix−Bi} ñêëàäà¹òüñÿ iç äiëüíèêiâ
Ix−Bi iç îäíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì

det(Ix−Bi) = φ(x).

Êîæíèé êëàñ ìiñòèòü îäèí àáî æ íåñêií÷åííå ÷èñëî äiëüíèêiâ.
Ó ï. 3.5 âñòàíîâëåíî, ùî êëiòêîâà ñòðóêòóðà ïîëiíîìiàëü-

íî¨ ìàòðèöi A(x) áåç êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ çà-
ëåæèòü âiä ÷èñëà ¨¨ ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ. Çîêðåìà,
äîâåäåíî, ùî êîëè öå ÷èñëî ìiíiìàëüíå, k = mm, òî ìàòðèöÿ
A(x) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, òîáòî ïîäiáíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðè-
öi i íåçâiäíà ïåðåòâîðåííÿìè ïîäiáíîñòi äî æîäíîãî êëiòêîâî-

òðèêóòíîãî âèãëÿäó, ÿêùî öå ÷èñëî ìàêñèìàëüíå, k =

(
mn
n

)
.

Çà íàÿâíîñòi ó ìàòðèöi A(x) êðàòíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðå-
íiâ öÿ çàëåæíiñòü ïîðóøó¹òüñÿ. Òîäi ìàòðèöÿ A(x) ìîæå äiàãî-
íàëiçóâàòèñÿ ÿê çà ¨¨ ìiíiìàëüíîãî, òàê i ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà
ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ, ùî ïiäòâåðäæó¹ òàêèé ïðèêëàä.

Ïðèêëàä 5.2. Íåõàé
A(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥
(x− α1)(x− α2) 0 0

0 (x− α1)(x− α3) 0

0 0 (x− α2)(x− α3)

∥∥∥∥∥∥∥
� äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, äå αi ∈ C, i αi ̸= αj , ÿêùî
i ̸= j, i = 1, 2, 3. Òîäi äëÿ êîæíîãî äiëüíèêà

φk(x), degφk = 3
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ïîëiíîìà detA(x) iñíó¹ ëiíiéíèé äiëüíèê Ix−Bk ç õàðàêòå-
ðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì

det(Ix−Bk) = φk(x)

ìàòðèöi A(x), òîáòî ìàòðèöÿ A(x) ìà¹ ìàêñèìàëüíå ÷èñëî
k = 7, ÿêå îá÷èñëåíî çà ôîðìóëîþ (6.81), ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ
äiëüíèêiâ.

Çàóâàæèìî, ùî îñêiëüêè ó öüîìó âèïàäêó ëiíiéíi óíiòàëüíi
äiëüíèêè Ix − Bi ìàòðèöi A(x) ñâî¨ìè õàðàêòåðèñòè÷íèìè
ïîëiíîìàìè φi(x) âèçíà÷åíi íåîäíîçíà÷íî, òî äëÿ êîæíîãî
äiëüíèêà

φi(x), degφi = 3

ïîëiíîìà detA(x) iñíó¹ êëàñ äiëüíèêiâ Ix − Bi iç õàðàêòå-
ðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì

det(x−Bi) = φi(x).

Òå, ùî ìàòðèöÿ A(x) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ çà ìiíiìàëüíîãî ÷èñ-
ëà äiëüíèêiâ, âèïëèâà¹ ç òåîðåìè 5.2.
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Ðîçäië 6
ÄIËÜÍÈÊÈ ÒÀ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖI�
ÌÀÒÐÈ×ÍÈÕ ÏÎËIÍÎÌIÂ

Âiäîìi ïiäõîäè i ðîçðîáëåíi íà îñíîâi íèõ ìåòîäè ôàêòî-
ðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ ìàòðè-
÷íèõ ïîëiíîìiâ ó âèïàäêó, êîëè îñíîâíèì ¹ ïîëå êîìïëåêñíèõ
÷èñåë ÷è àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Çà-
äà÷à ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íàä iíøèìè ïîëÿìè
ðîçâ'ÿçàíà ëèøå â îêðåìèõ âèïàäêàõ.

Íà îñíîâi âñòàíîâëåíî¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè ìàòðè÷íèõ ïîëi-
íîìiâ ùîäî ¨õ íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi (ï. 1.5) ó öüîìó
ðîçäiëi ðîçðîáëåíî ìåòîä ¨õ ôàêòîðèçàöi¨.

6.1. Ðåãóëÿðèçàöiÿ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Íåõàé

A(x) = Amx
m +Am−1x

m−1 + · · ·+A1x+A0

� ìàòðè÷íèé ïîëiíîì, äå Ai − n × n-ìàòðèöi íàä ïîëåì F,
i = 0, 1, . . . ,m. Îäíi¹þ iç îñíîâíèõ çàäà÷ òåîði¨ ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ ¹ çàäà÷à ïðî ¨õ ðåãóëÿðèçàöiþ.
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Îçíà÷åííÿ 6.1. Ìàòðè÷íèé ïîëiíîì (ïîëiíîìiàëüíà ìàòðè-
öÿ) A(x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà, ÿêùî ïîëiíîì A(x) ïðà-
âîåêâiâàëåíòíèé äî ðåãóëÿðíîãî, çîêðåìà, óíiòàëüíîãî ìàòðè÷-
íîãî ïîëiíîìà (ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi) B(x), òîáòî iñíó¹ òàêà
ìàòðèöÿ V (x) ∈ GL(n,F[x]), ùî

A(x)V (x) = Bsx
s +Bs−1x

s−1 + · · ·+B1x+B0,

äå Bs � íåîñîáëèâà, çîêðåìà, îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Âiäîìi äåêiëüêà ñïîñîáiâ ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíî-
ìiâ çàëåæíî âiä ¨õíüîãî âèãëÿäó òà îñíîâíîãî ïîëÿ, íàä ÿêèì
ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàòðè÷íi ïîëiíîìè. Áåëë [136] âêàçàâ óìîâè
îäíîñòîðîííüî¨ åêâiâàëåíòíîñòi (àñîöiéîâíîñòi) ïîëiíîìiàëüíî¨
ìàòðèöi, ÿêà ¹ ó ôîðìi Åðìiòà, äî óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi. Ï.Ñ.Êàçi-
ìiðñüêèé [49] äàâ êðèòåðié ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà
íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü. Ó ïðà-
öÿõ [109] i [111], ó òåðìiíàõ ðàíãiâ ìàòðèöü, ïîáóäîâàíèõ çà
êîåôiöi¹íòàìè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà i êîåôiöi¹íòàìè éîãî õà-
ðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà, íàâåäåíî óìîâè ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà.

Âêàæåìî äîñèòü ïðîñòèé ñïîñiá ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ, ÿêi ¹ ó ñòàíäàðòíié ôîðìi.

Íåõàé ìàòðèöÿ A(x) ∈ M(n,F[x]), detA(x) ̸= 0, íàïiâ-
ñêàëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ìàòðèöi TA(x) âèãëÿäó
(2.3), òîáòî

TA(x) = UA(x)V (x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA1 (x) 0 · · · 0 0

t21(x) µA2 (x) · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·

tn−1,1(x) tn−1,2(x) · · · µAn−1(x) 0

tn1(x) tn2(x) · · · tn,n−1(x) µAn (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ GL(n,F) i V (x) ∈ GL(n,F[x]).

Íàäàëi òàêi òðèêóòíi ìàòðèöi ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ

diag(µA1 (x), µ
A
2 (x), . . . , µ

A
n (x))

â ñêîðî÷åíîìó âèãëÿäi çàïèñóâàòèìåìî òàê:

TA(x) = triang(µA1 (x), µ
A
2 (x), . . . , µ

A
n (x)).

Î÷åâèäíî, ùî ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) ðåãóëÿðèçó-
¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ¨¨ ñòàíäàðòíà
ôîðìà TA(x).

Íåõàé òåïåð

T (x) = triang(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)) (6.1)

� òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ

Φ(x) = diag(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x))

âèãëÿäó (2.3). Ïîêëàäåìî

degφi = mi, i = 1, 2, . . . , n.

Îñêiëüêè
φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

òî
m1 6 m2 6 · · · 6 mn.

Çàïèøåìî T (x) ó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà

T (x) = T0 +
n∑
i=1

mi∑
j=mi−1+1

Tjx
j , (6.2)
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ïðè öüîìó ïîêëàäà¹ìî m0 = 0. Çàóâàæèìî, ùî äåÿêi ñóìè ìî-
æóòü äîðiâíþâàòè íóëþ, òîáòî, ÿêùî äëÿ äåÿêèõ k,
mk = mk−1, òî

mk∑
j=mk−1+1

Tjx
j = 0.

Òåïåð íå âàæêî áà÷èòè, ùî ó êîæíié ìàòðèöi

Tmk+1, Tmk+2, . . . , Tmk+1
, k = 1, 2, . . . , n− 1

ïåðøi k ðÿäêè íóëüîâi.

Íàäàëi ÷åðåç T
(n−k)
r ïîçíà÷àòèìåìî (n− k)× n-ìàòðèöþ,

îäåðæàíó iç ìàòðèöi Tr, âèêðåñëåííÿì ¨¨ k ïåðøèõ ðÿäêiâ.

Íåõàé
n∑
i=1

mi = sn.

Ïîëiíîìiàëüíié ìàòðèöi (ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó) T (x) òðè-
êóòíî¨ ôîðìè (6.1) ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Φ(x), çàïèñàíî-
ãî ó âèãëÿäi (6.2), ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ñêàëÿðíó, òîáòî iç
åëåìåíòàìè iç ïîëÿ F, ìàòðèöþ MT (Φ), ïîáóäîâàíó çà êîåôi-
öi¹íòàìè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà T (x) òàê:

MT (Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Gn
Gn−1
...
G2

G1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.3)

äå
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Gk =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

T
(n−(k−1))
mk T

(n−(k−1))
mk+1 . . . T

(n−(k−1))
mk+(s−2) T

(n−(k−1))
mk+(s−1)

T
(n−(k−1))
mk−1 T

(n−(k−1))
mk . . . T

(n−(k−1))
mk+(s−3) T

(n−(k−1))
mk+(s−2)

. . . . . . . . . . . . . . .

T
(n−(k−1))
mk−1+2 T

(n−(k−1))
mk−1+3 . . . T

(n−(k−1))
mk−1+s

T
(n−(k−1))
mk−1+(s+1)

T
(n−(k−1))
mk−1+1 T

(n−(k−1))
mk−1+2 . . . T

(n−(k−1))
mk−1+(s−1) T

(n−(k−1))
mk−1+s

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

k = 1, 2, . . . , n. Ïðè öüîìó ïîêëàäà¹ìî m0 = 0 i ïðè mj+i >

> mn, T
(n−l)
mj+i

= 0 � íóëüîâà ìàòðèöÿ ðîçìiðiâ (n− l)×n. Ïðè
mk = 0, Gk � ïîðîæíÿ ìàòðèöÿ, òîáòî ìàòðèöÿ ðîçìiðó 0×n.
Ìàòðèöÿ Gk ¹ ðîçìiðiâ

(mk −mk−1)(n− (k − 1))× sn.

Òîäi ìàòðèöÿ MT ¹ êâàäðàòíîþ, ïîðÿäêó sn.

Òåîðåìà 6.1. Íåõàé

T (x) = triang(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x))

� ìàòðè÷íèé ïîëiíîì òðèêóòíîãî âèãëÿäó (2.3) i

n∑
i=1

degφi = sn.

Ìàòðè÷íèé ïîëiíîì T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè âiäïîâiäíà éîìó ìàòðèöÿ MT (Φ) íåîñîáëèâà.

Äîâåäåííÿ. Iç êîåôiöi¹íòiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà T (x) ñêëà-
äåìî ìàòðèöþ NT âèãëÿäó
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NT =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Tmn 0 . . . 0
Tmn−1 Tmn . . . 0
. . . . . . . . . . . .

Tmn−s Tmn−(s−1) . . . Tmn

. . . . . . . . . . . .
T1 T2 . . . Ts

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Òðèêóòíà ìàòðèöÿ T (x) ¹ êàíîíi÷íîþ ôîðìîþ Åðìiòà,
òîìó íà îñíîâi [136] ìàòðèöÿ T (x) ïðàâîåêâiâàëåíòíà äî
óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

deg

n∏
i=1

φi(x) = sn, (6.4)

deg
k∏
i=1

φi(x) ≤ sk (6.5)

äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , n i

rangNT = sn.

Îñêiëüêè φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n − 1, òî óìîâè (6.4) i
(6.5) âèêîíóþòüñÿ. Ìàòðèöþ MT (Φ) îäåðæó¹ìî iç ìàòðèöi
NT âèêðåñëåííÿì ó íié âiäïîâiäíèõ íóëüîâèõ ðÿäêiâ. Òîìó

rangMT (Φ) = rangNT = sn.

Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 6.1. Íåõàé âiäïîâiäíà ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) ìàò-
ðèöÿ MT (Φ) íåîñîáëèâà i

MT (Φ)
−1 = ∥Mij∥, Mij ∈M(n,F[x]), i, j = 1, 2, . . . , s

181



Ðîçäië 6. Äiëüíèêè òà ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

� ¨¨ îáåðíåíà ìàòðèöÿ, çàïèñàíà â áëî÷íîìó âèãëÿäi. Òîäi êî-
åôiöi¹íòè óíiòàëüíîãî ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà

L(x) = T (x)V (x) = Ixs + Ls−1x
s−1 + · · · + L1x+ L0, (6.6)

V (x) ∈ GL(n, P [x]), äî ÿêîãî T (x) ïðàâîåêâiâàëåíòíèé, îá÷è-
ñëþþòü çà ôîðìóëîþ

Lk =

k∑
i=0

TiVk−i, k = 0, 1, . . . , s− 1, (6.7)

äå ∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Vs−1

Vs−2
...
V1

V0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= −M−1

T

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Tmn−1Vs

Tmn−2Vs
...

T1Vs

T0Vs − I

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (6.8)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ó òðèêóòíié ìàòðèöi T (x)

φ1(x) = φ2(x) = · · · = φp(x) = 1, 0 ≤ p < n.

Íà îñíîâi ëåìè 6.1 ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó-
¹òüñÿ, òîáòî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ V (x) ∈ GL(n, P [x]), ùî ìà¹ìî
ñïiââiäíîøåííÿ (6.6), ïðè÷îìó deg V 6 s. Öå îçíà÷à¹, ùî

V (x) =

s∑
i=0

Vix
i

i ìàòðèöÿ Vs ìà¹ âèãëÿä

Vs = diag(1, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
p

, 0, 0, . . . , 0).
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Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

MT

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Vs−1

Vs−2
...
V1

V0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= −

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Tmn−1Vs

Tmn−2Vs
...

T1Vs

T0Vs − I

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
(6.9)

âiäíîñíî íåâiäîìèõ Vi, i = 0, 1, . . . , s − 1 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè
âèãëÿäó (6.8).

Ïîðiâíþþ÷è êîåôiöi¹íòè çà îäíàêîâèõ ñòåïåíiâ x â îáîõ
÷àñòèíàõ ðiâíîñòi (6.6), áà÷èìî, ùî Vi, i = 0, 1, . . . , s − 1
çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

NT

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Vs−1

Vs−2
...
V1

V0

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
= −

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Tmn−1Vs

Tmn−2Vs
...

T1Vs

T0Vs − I

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

ÿêå åêâiâàëåíòíå ðiâíÿííþ (6.9).
Òåïåð ôîðìóëè (6.7) âèïëèâàþòü iç ñïiââiäíîøåíü (6.6).
Ëåìà äîâåäåíà.
Íåõàé åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ìàòðèöi A(x) ïîïàðíî âçà¹ì-

íî ïðîñòi. Òîäi ¨¨ ñòàíäàðòíà ôîðìà âiäíîñíî íàïiâñêàëÿðíî¨
åêâiâàëåíòíîñòi ìà¹ òàêèé âèãëÿä:

T (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · 1 0

t1(x) t2(x) · · · tn−1(x) tn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.10)

183



Ðîçäië 6. Äiëüíèêè òà ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

äå deg tn = m, deg ti < deg tn, i = 1, 2, . . . , n− 1 i

ti(x) =

m∑
j=0

tijx
j , i = 1, 2, . . . , n,

ïðè÷îìó tim =

{
1, ÿêùî i = n,

0, ÿêùî i = 1, 2, . . . , n− 1.

Äàëi ïîçíà÷àòèìåìî

tj =
∥∥ t1j t2j · · · tn−1,j tnj

∥∥ , j = 0, 1, . . . , m,

0n�íóëüîâèé ðÿäîê äîâæèíè n.

Íàñëiäîê 6.1. Ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ T (x) âèãëÿäó (6.10)
ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè deg tn = m = sn i
ìàòðèöÿ

MT (Φ) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

tm 0n · · · 0n
tm−1 tm · · · 0n
· · · · · · · · · · · ·

tm−(s−1) tm−(s−2) · · · tm
· · · · · · · · · · · ·
t1 t2 · · · ts

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
� íåîñîáëèâà, äå Φ(x) = diag(1, . . . , 1, tn(x)).

6.2. (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíî-

ìiâ

Íà îñíîâi âñòàíîâëåíî¨ ó ï. 2.2 ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x)
äëÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) âiäíîñíî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâi-
âàëåíòíîñòi ïðîïîíó¹ìî ìåòîä ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíî-
ìiâ (ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü).
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Íåõàé

A(x) = A0x
m +A1x

m−1 + · · ·+Am−1x+Am

� ìàòðè÷íèé ïîëiíîì, äå Ai − n × n-ìàòðèöi íàä ïîëåì F,
i = 0, 1, . . . ,m.

Íåõàé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ìíîæ-
íèêè

A(x) = B(x)C(x), B(x), C(x) ∈M(n,F[x]). (6.11)

Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 3.10, ôàêòîðèçàöi¨ (6.11) ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà A(x) âiäïîâiäà¹ ôàêòîðèçàöiÿ éîãî êàíîíi÷íî¨ äià-
ãîíàëüíî¨ ôîðìè DA:

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) = diag(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x))×

×diag(ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)), (6.12)

äå Φ(x) � d-ìàòðèöÿ, òîáòî φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n − 1
i êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà äiëüíèêà B(x) ìàòðè÷íîãî
ïîëiíîìà A(x) äîðiâíþ¹ Φ(x): DB(x) = Φ(x).

Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðè÷íi ïîëiíîìè A(x) i B(x) iç ðiâíîñòi
(6.11) åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî äî ìàòðèöü DA(x) i Φ(x) iç
ñïiââiäíîøåííÿ (6.12). Ìàòðè÷íèé ïîëiíîì C(x) iç (6.11)
ìîæå áóòè åêâiâàëåíòíèé äî Ψ(x) iç (6.12) àáî æ íi.

Îçíà÷åííÿ 6.2. Ôàêòîðèçàöiþ (6.11) ìàòðè÷íîãî ïîëiíî-
ìà A(x) òàêó, ùî DB(x) = Φ(x) íàçèâà¹ìî âiäïîâiäíîþ äî
ôàêòîðèçàöi¨ (6.12) éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA.

Îçíà÷åííÿ 6.3. ßêùî ó ôàêòîðèçàöi¨ (6.11) ìàòðè÷íî-
ãî ïîëiíîìà A(x) ïîëiíîì B(x) åêâiâàëåíòíèé äî Φ(x),
à ïîëiíîì C(x) åêâiâàëåíòíèé äî Ψ(x), òî ôàêòîðèçàöiþ
(6.11) ïîëiíîìà A(x) íàçèâà¹ìî ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðè-
çàöi¨ (6.12) éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) àáî
(Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.
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Çàóâàæèìî, ùî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà
A(x) � âiäïîâiäíà äåÿêié ôàêòîðèçàöi¨ éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãî-
íàëüíî¨ ôîðìè DA(x). Àëå íå äëÿ êîæíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ éîãî êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), äî ÿêî¨ öÿ ôàêòîðèçàöiÿ áóëà á
ïàðàëåëüíîþ, òîáòî íå êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðè÷íîãî ïîëi-
íîìà A(x) ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.

Ïðèêëàä 6.1. Íåõàé R[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ ç êîåôiöi¹íòàìè
iç ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë R i

A(x) =

∥∥∥∥∥∥
x(x− 1) 0 0

0 x2 0
0 0 x2

∥∥∥∥∥∥
� ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ íàä R[x]. Ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ
A(x) ðàçêëàäíà ó äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ:

A(x) = B(x)C(x), (6.13)

äå

B(x) =

∥∥∥∥∥∥
(x− 1) 0 0

t x 0
0 0 x

∥∥∥∥∥∥ , C(x) =
∥∥∥∥∥∥
x 0 0
−t x 0
0 0 x

∥∥∥∥∥∥ , t ∈ R.

Öÿ ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) âiäïîâiäíà
äî òàêî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) = diag(x, x2, x2(x− 1)):

DA(x) = Φ(x) ·Ψ(x) =

∥∥∥∥∥∥
1 0 0
0 x 0
0 0 x(x− 1)

∥∥∥∥∥∥
∥∥∥∥∥∥
x 0 0
0 x 0
0 0 x

∥∥∥∥∥∥ . (6.14)
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ßêùî t ̸= 0, ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ C(x) íå ¹ åêâiâàëåí-
òíîþ äî Ψ(x), òîáòî â öüîìó âèïàäêó ôàêòîðèçàöiÿ (6.13)
ìàòðèöi A(x) íå ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.14) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, à ïðè t = 0 ¹ òàêîþ.

Âêàæåìî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöiÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàò-
ðèöi A(x), âiäïîâiäíà äî ôàêòîðèçàöi¨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëü-
íî¨ ôîðìè DA(x), ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.

Òåîðåìà 6.2. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðèöi A(x) ∈ M(n,F[x]), detA(x) ̸≡ 0 i ìàòðèöÿ A(x)
çîáðàæåíi ó âèãëÿäi äîáóòêiâ (6.12) i (6.11) âiäïîâiäíî. ßêùî(φi(x)

φj(x)
, (ψi(x), ψj(x)

)
= 1 (6.15)

äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , n, i > j, òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ
(6.11) ìàòðèöi A(x), âiäïîâiäíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.12) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òîáòî òàêà, ùî
DB(x) = Φ(x), ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äî-
áóòêó (6.11) i öÿ ôàêòîðèçàöiÿ âiäïîâiäíà ôàêòîðèçàöi¨ (6.12)
¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òîáòî òàêà, ùî

DB(x) = Φ(x) = diag(ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)).

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 2.2 ïàðà ìàòðèöü A(x), B(x) íàïiâñêà-
ëÿðíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè ñòàíäàðòíèõ ìàòðèöü TA(x), TB(x)
âèãëÿäó (2.12), òîáòî iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi U ∈
GL(n,F) i V1(x), V2(x) ∈ GL(n,F[x]), ùî

TA(x) = UA(x)V1(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µA1 (x) 0 · · · 0

a21(x) µA2 (x) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

an1(x) an2(x) · · · µAn (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.16)
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TB(x) = UB(x)V2(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
φ1(x) 0 · · · 0

b21(x) φ2(x) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

bn1(x) bn2(x) · · · φn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Òîäi iç ðiâíîñòi (6.11) îäåðæó¹ìî:

UA(x)V1(x) = UB(x)V2(x)V2(x)
−1C(x)V1(x),

òîáòî
TA(x) = TB(x)C1(x), (6.17)

äå ìàòðèöÿ C1(x) ¹ íèæíüî òðèêóòíîãî âèãëÿäó ç ãîëîâíîþ
äiàãîíàëëþ Ψ(x):

C1(x) = V2(x)
−1C(x)V1(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
ψ1(x) 0 · · · 0

c21(x) ψ2(x) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·

cn1(x) cn2(x) · · · ψn(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.17) îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

i∑
k=1

bik(x)ckj(x) = aij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, i > j,

ïðè öüîìó

bii(x) = φi(x), cii(x) = ψi(x), i = 1, 2, . . . , n.

Îñêiëüêè

µAj (x) | aij(x), φj(x) | bij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, i > j,
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òî ç öèõ ðiâíåñòåé çà óìîâè (6.15) îòðèìà¹ìî, ùî

(ψj(x), ψk(x)) | cij(x), k = i, i+ 1, . . . , n, i, j = 1, . . . , n, i > j.

Òîäi íà îñíîâi ëåìè 3.3, ìàòðèöÿ C1(x) åêâiâàëåíòà äî äià-
ãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ(x). Îñêiëüêè ìàòðèöÿ C(x) iç (6.11)
åêâiâàëåíòà äî ìàòðèöi C1(x), òî C(x) åêâiâàëåíòíà äî Ψ(x).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 6.2. Íåõàé ìàòðèöÿ A(x) ∈ M(n,F[x]) ¹ íåîñî-
áëèâîþ i âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà iç óìîâ:

1) detA(x) = dq11 (x)dq22 (x) · · · dqpp (x), äå dqii (x) � íåðîçêëàäíi
ïîëiíîìè i qi 6 2, i = 1, 2, . . . , p;

2) åëåìåíòàðíi äiëüíèêè
(
εi(x)

)si ìàòðèöi A(x), ùî âiäïî-
âiäàþòü εi(x), ÿêèõ ¹ áiëüøå, íiæ îäèí, ¹ ïðîñòèìè,
òîáòî i = 1;

3) ìàòðèöÿ A(x) ¹ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, òîáòî ¨¨ åëåìåíòàð-
íi äiëüíèêè ëiíiéíi.

Òîäi êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi A(x) ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðè-

çàöi¹þ.

Íåõàé äàëi TA(x) � ñòàíäàðòíà ôîðìà ìàòðèöi A(x) âiä-
íîñíî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî

TA(x) = UA(x)V (x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

µA1 (x) 0 · · · 0

t21(x)µ
A
1 (x) µA2 (x) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
tn−1,1(x)µ

A
1 (x) tn−1,2(x)µ

A
2 (x) · · · 0

tn1(x)µ
A
1 (x) tn2(x)µ

A
2 (x) · · · µAn (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.18)
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äå U ∈ GL(n,F), V (x) ∈ GL(n,F[x]) i

deg tij < degµAi − degµAj , (6.19)

ÿêùî µAi ̸= µAj , i
tij(x) ≡ 0, (6.20)

ÿêùî µAi = µAj i, j = 1, 2, . . . , n, i > j.
Î÷åâèäíî, ùî äëÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) iñíóþòü

óíiòàëüíi äiëüíèêè i ôàêòîðèçàöi¨ ç óíiòàëüíèìè ìíîæíèêàìè
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè òàêi äiëüíèêè i ôàêòîðèçàöi¨ iñíóþòü
äëÿ ¨¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè TA(x). Óíiòàëüíi äiëüíèêè ìàòðèöü
A(x) i TA(x) � ïîäiáíi ç ïåðåòâîðþâàëüíîþ ìàòðèöåþ U .
Òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ôàêòîðèçàöi¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè
TA(x) ìàòðèöi A(x).

Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà

DA(x) = diag(µ1(x), µ2(x), . . . , µn(x))

ìàòðèöi A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) = diag(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x))×

×diag(ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)), (6.21)

äå φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1, i

n∑
i=1

degφi = sn.

Íàãàäà¹ìî, ùî ÿêùî ôàêòîðèçàöiÿ A(x) = B(x)C(x) ìàò-
ðèöi A(x) òàêà, ùî ìàòðèöi B(x) i C(x) åêâiâàëåíòíi âiä-
ïîâiäíî äî ìàòðèöü Φ(x) i Ψ(x) iç ôàêòîðèçàöi¨ (6.21) êà-
íîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðèöi A(x), òî òàêó
ôàêòîðèçàöiþ íàçèâà¹ìî (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ àáî ïàðàëåëü-
íîþ ôàêòîðèçàöi¹þ ìàòðèöi A(x) äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.21) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x).
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Çâàæàþ÷è íà âèãëÿä (6.18) ìàòðèöi TA(x), ìîæåìî ¨¨
çîáðàçèòè òàê:

TA(x) =W (x)DA(x), (6.22)

äå W (x) � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ iç GL(n, [x]). Çàïè-
øåìî íèæíþ óíiòðèêóòíó ìàòðèöþ:

K(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0

µ2
µ1
k21 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

µn−1

µ1
kn1

µn−1

µ2
kn−1,2 . . . 1 0

µn
µ1
kn1

µn
µ2
kn−1,2 . . .

µn
µn−1

kn,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.23)

äå

kij = k
(rij)
ij xrij + k

(rij−1)
ij xrij−1 + . . .+ k

(0)
ij ,

rij = degφi − degφj − 1, ÿêùî ψj ̸ |ψi, i > j (6.24)

i
kij ≡ 0, ÿêùî ψj |ψi, (6.25)

äå k
(rij)
ij � íåçàëåæíi çìiííi, òîáòî K(x) � ìàòðèöÿ íàä êiëü-

öåì F(k)[x], F(k) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ F, îäåðæàíå ïðè¹äíàí-
íÿì çìiííèõ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , n, i > j,

äî ïîëÿ F.
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîáóòîê ìàòðèöü W (x)K(x)Φ(x). Ïðà-
âèìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâåäåìî öþ ìàòðèöþ äî
âèãëÿäó (6.18) ç óìîâàìè (6.19) i (6.20), òîáòî äëÿ äåÿêî¨
ìàòðèöi S(x) ∈ GL(n,F(k)[x]) ìàòèìåìî:

T (x) =W (x)K(x)Φ(x)S(x) = T0x
m+T1x

m−1+ · · · +Tm, (6.26)

Ti ∈ M(n,F(k)), i = 0, 1, . . . , s � òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãî-

ëîâíîþ äiàãîíàëëþ Φ(x), i åëåìåíòè ïiä ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ
çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (6.19) i (6.20) .

×åðåç MT (Φ) ïîçíà÷èìî ìàòðèöþ âèãëÿäó (6.3), ÿêà âiä-
ïîâiäà¹ ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) òðèêóòíîãî âèãëÿäó ç ãî-
ëîâíîþ äiàãîíàëëþ Φ(x).

Òåîðåìà 6.3. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðèöi A(x) ∈M(n,F[x]), detA(x) ̸≡ 0 çîáðàæåíà ó âèãëÿ-
äi äîáóòêó (6.21). Òîäi ìàòðèöÿ A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
äîáóòêó

A(x) = B(x)C(x), (6.27)

äå B(x) � óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s, i
ôàêòîðèçàöiÿ (6.27) ìàòðèöi A(x) ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðè-
çàöi¨ (6.21) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi

k
(rij)
ij ∈ F, i, j = 1, 2, . . . , n, i > j,

ùî ìàòðèöÿ MT (Φ), ÿêà âiäïîâiäà¹ ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó
T (x) âèãëÿäó (6.26), ¹ íåîñîáëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íà îñíîâi òåîðåìè 2.2 ïàðà ìàò-
ðèöü (A(x), B(x)) çi ñïiââiäíîøåííÿ (6.27) íàïiâñêàëÿðíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè òðèêóòíèõ ìàòðèöü (TA1 (x), TB1 (x)) âèã-
ëÿäó (2.3), òîáòî iñíóþòü òàêi ìàòðèöi

U1 ∈ GL(n,F), V1(x), V2(x) ∈ GL(n,F[x]),

192



6.2. (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

ùî

U1A(x)V1(x) = TA1 (x), U1B(x)V2(x) = TB1 (x). (6.28)

Òîäi iç ðiâíîñòi (6.27) îäåðæó¹ìî:

U1A(x)V1(x) = U1B(x)V2(x)V
−1
2 (x)C(x)V1(x),

òîáòî
TA1 (x) = TB1 (x)C1(x),

äå
C1(x) = V −1

2 (x)C(x)V1(x)

� íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Ψ. Çâà-
æàþ÷è íà âèãëÿä ìàòðèöü TA1 (x) i TB1 (x), îñòàííþ ðiâíiñòü
ìîæåìî çàïèñàòè òàê:

W1(x)D
A(x) =W2(x)Φ(x)C1(x), (6.29)

äå W1(x) i W2(x) � íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi. Îñêiëüêè
ìàòðèöÿ C1(x) òðèêóòíà ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Ψ(x) i åêâi-
âàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ(x), òî íà îñíîâi ëåìè 3.4
iñíóþòü òàêi íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi

G(x) = ∥gij(x)∥n1 , F (x) = ∥fij(x)∥n1 ,

ùî
F (x)C1(x)G(x) = Ψ(x).

Òîäi iç ðiâíîñòi (6.29) ìàòèìåìî:

W1(x)D
A(x)G(x) =W2(x)Φ(x)F

−1(x)F (x)C1(x)G(x). (6.30)

Îñêiëüêè
DA(x)G(x) = G1(x)D

A(x),

äå ìàòðèöÿ G1(x) ìà¹ âèãëÿä
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G1(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0

µ2
µ1
g21 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

µn−1

µ1
gn−1,1

µn−1

µ2
gn−1,2 . . . 1 0

µn
µ1
gn1

µn
µ2
gn2 . . .

µn
µn−1

gn,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

òî ç ïîïåðåäíüî¨ ðiâíîñòi îäåðæèìî:

W1(x)G1(x)D
A(x) =W2(x)Φ(x)F

−1(x)Ψ(x). (6.31)

Ñêîðî÷óþ÷è îñòàííþ ðiâíiñòü íà Ψ(x), ìàòèìåìî:

W1(x)G1(x)Φ(x) =W2(x)Φ(x)F
−1(x). (6.32)

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ B(x) iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.27) ¹ óíiòàëü-
íîþ, òî âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi (6.31), (6.30), (6.29) i (6.28),
îäåðæó¹ìî, ùî

(W2(x)Φ(x)F
−1(x))(F (x)V −1

2 (x)U−1 = B1(x)

� óíiòàëüíà ìàòðèöÿ, ïîäiáíà äî ìàòðèöi B(x). Òîìó i ìàòðèöÿ
W1(x)G1(x)Φ(x) çi ñïiââiäíîøåííÿ (6.32) ïðàâîåêâiâàëåíòíà
äî óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi. Ìàòðèöi W (x) iç (6.22) i W1(x) iç
(6.29) ¹ ëiâèìè ïåðåòâîðþâàëüíèìè ìàòðèöÿìè ìàòðèöi TA(x)
äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x). Òîìó âîíè çâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì W1(x) =W (x)H(x), äå
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H(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11 h12 . . . h1,n−1 h1n
µ2
µ1
h21 h22 . . . h2,n−1 h2n

. . . . . . . . . . . . . . .
µn−1

µ1
hn−1,1

µn−1

µ2
hn−1,2 . . . hn−1,n−1 hn−1,n

µn
µ1
hn1

µn
µ2
hn2 . . .

µn
µn−1

hn,n−1 hnn

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Îñêiëüêè W1(x) i W (x) � íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi, òî
òàêîþ ¹ i ìàòðèöÿ H(x), òîáòî

hij =

{
0, ÿêùî i < j,
1, ÿêùî i = j.

Òîìó ìàòðèöÿ
H(x)G1(x) = D(x)

¹ âèãëÿäó (6.23). Çà äîïîìîãîþ ïðàâèõ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâî-
ðåíü íàä ñòîâïöÿìè ìàòðèöi D(x)Φ(x) îäåðæèìî:

D(x)Φ(x)Q(x) = D1(x)Φ(x),

äå Q(x) ∈ GL(n,F[x]), i â ìàòðèöi D1(x) åëåìåíòè dij(x)
äîðiâíþþòü íóëþ, ÿêùî ψj |ψi i

deg dij = degφi − degφj − 1,

ÿêùî ψj ̸ |ψi, i, j = 1, 2, . . . , n, i > j. Îòæå, ìàòðèöÿ D1(x)
¹ âèãëÿäó (6.23) ç óìîâàìè (6.24) i (6.25). Òàêèì ÷èíîì,
ìàòðèöÿ

T (x) =W (x)K(x)Φ(x)S(x)
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i òàê ñàìî, ÿê i ìàòðèöÿ

W (x)K(x)Φ(x),

ïðè
kij(x) = dij(x), i, j = 1, 2, . . . , n, i > j

ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ. Òîìó íà îñíîâi ëåìè 6.1 ìàòðèöÿ MT (Φ)
íåîñîáëèâà.

Íåîáõiäíiñòü òåîðåìè äîâåäåíà.

Äîñòàòíiñòü. Iç òîãî, ùî ìàòðèöÿ MT (Φ), ÿêà âiäïîâiäà¹
ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) âèãëÿäó (6.26), ¹ íåîñîáëèâîþ,
âèïëèâà¹, ùî ìàòðè÷íèé ïîëiíîì T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðà-
âà, òîáòî

L(x) = T (x)V (x) = Ixs + L1x
s−1 + · · · + Ls−1x+ Ls

äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi V (x) ∈ GL(n,F[x]). Êîåôiöi¹íòè Li,
i = 1, 2, . . . , s ïîëiíîìà L(x) çíàõîäÿòü çà ôîðìóëàìè (6.7).
Óíiòàëüíà ìàòðèöÿ L(x) ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi TA(x)
âèãëÿäó (6.18). Òîäi óíiòàëüíà ìàòðèöÿ

B(x) = U−1L(x)U

¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A(x), òîáòî

A(x) = B(x)C(x).

Ìàòðèöÿ B(x) çàëåæèòü âiä çìiííèõ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , n, i > j.

Òîìó, íàäàþ÷è ¨ì äîïóñòèìèõ çíà÷åíü iç ïîëÿ F (çà ÿêèõ
ìàòðèöÿ MT (Φ) ¹ íåîñîáëèâîþ), îäåðæèìî ìíîæèíó óíiòàëü-
íèõ äiëüíèêiâ Bi(x) ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ
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DBi(x) = Φ(x) i ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðèçàöié ìàòðèöi A(x).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Ó ôàêòîðèçàöii (6.21) êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x)
ìàòðèöi A(x) ìàòðèöÿ Φ(x) ¹ d-ìàòðèöåþ. Ïðèïóñòèìî, ùî
i ìàòðèöÿ Ψ(x) ¹ òàêîþ. Iç áóäîâè ìàòðèöi K(x) âèãëÿäó
(6.23) âèäíî, ùî ÿêùî ψi|ψj äëÿ âñiõ i, j = 1, 2, . . . , n, òî
K(x) = I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Òîäi iç òåîðåìè 6.3 îäåðæó¹ìî,
ÿê íàñëiäîê, êðèòåðié ðîçêëàäíîñòi ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi íà
ìíîæíèêè, äîáóòîê ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì äîðiâíþ¹
êàíîíi÷íié äiàãîíàëüíié ôîðìi ìàòðèöi.

Òàêi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íàä àëãåáðà¨÷íî çà-
ìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü îïèñàíi ó ïðàöÿõ [53],
[49].

Íàñëiäîê 6.3. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðèöi A(x) ∈ M(n,F[x]) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó
(6.21), äå Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî ψi|ψi+1, i = 1, 2, . . . , n,
i

T (x) =W (x)Φ(x)S(x) =
m∑
i=0

Tix
m−i

� ìàòðèöÿ òðèêóòíîãî âèãëÿäó (6.18) ç óìîâàìè (6.19) i
(6.20), äå U(x) � áóäü-ÿêà ìàòðèöÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiä-
íîøåííÿ (6.22) i S(x) ∈ GL(n,F[x]).

Òîäi ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ A(x) ðîçêëàäíà íà ìíîæíè-
êè

A(x) = B(x)C(x), (6.33)

äå B(x) � óíiòàëüíà ìàòðèöÿ i

DB(x) = Φ(x), DC(x) = Ψ(x)

â òîìó i òiëüêè òîìó âèïàäêó, êîëè ìàòðèöÿ MT (Φ) íå-
îñîáëèâà, ïðè÷îìó ôàêòîðèçàöiÿ (6.33) ìàòðèöi A(x), ïà-
ðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.21) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA(x), ¹ ¹äèíîþ.
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Òåîðåìà 6.4. Íåõàé d-ìàòðèöÿ

Φ(x) = diag(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x)), deg detΦ = sn

¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðèöi
A(x) ∈M(n,F[x]), detA(x) ̸≡ 0, òîáòî

DA(x) = Φ(x) diag(ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψn(x)) (6.34)

i (φi(x)
φj(x)

, (ψi(x), ψj(x)
)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , n, i > j. (6.35)

Òîäi iñíó¹ ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ç êàíîíi÷íîþ
äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x) ìàòðèöi A(x) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ MT (Φ) âèãëÿäó (6.26), ÿêà âiä-
ïîâiäà¹ ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x), ¹ íåîñîáëèâîþ çà äåÿêèõ

çíà÷åíü çìiííèõ k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , m, i > j.

Äîâåäåííÿ. Íà îñíîâi òåîðåìè 6.2 ôàêòîðèçàöiÿ

A(x) = B(x)C(x)

ìàòðèöi A(x) ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ
DB(x) = Φ(x) ìíîæíèêà B(x), à âèêîíàííÿ óìîâè (6.35),
¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.34) êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA(x) ìàòðèöi A(x). Äàëi äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç òå-
îðåìè 6.3.

Íàñëiäîê 6.4. Íåõàé ìàòðèöÿ A(x) ∈ M(n,F[x]) ¹ íåîñî-
áëèâîþ i âèêîíó¹òüñÿ õî÷à á îäíà iç óìîâ:

1) detA(x) = dq11 (x)dq22 (x) · · · dqpp (x), äå dqii (x) � íåðîçêëàäíi
ïîëiíîìè i qi 6 2, i = 1, 2, . . . , p;

198



6.2. (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

2) åëåìåíòàðíi äiëüíèêè
(
εi(x)

)si ìàòðèöi A(x), ùî âiäïî-
âiäàþòü εi(x), ÿêèõ áiëüø, íiæ îäèí, ¹ ïðîñòèìè, òîá-
òî i = 1;

3) ìàòðèöÿ A(x) ¹ ïðîñòî¨ ñòðóêòóðè, òîáòî ¨¨ åëåìåíòàð-
íi äiëüíèêè ëiíiéíi.

Òîäi iñíó¹ ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ç êàíîíi÷íîþ
äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x) ìàòðèöi A(x) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ MT (Φ), ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîëiíîìó
T (x) âèãëÿäó (6.26), ¹ íåîñîáëèâîþ çà äåÿêèõ çíà÷åíü çìií-
íèõ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2 . . . , m, i > j.

Äiéñíî, íà îñíîâi íàñëiäêó 6.2, çà öèõ óìîâ êîæíà ôàêòî-
ðèçàöiÿ ìàòðèöi A(x) ¹ ïàðàëåëüíîþ äî äåÿêî¨ ôàêòîðèçàöi¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðèöi A(x), òîáòî
çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.3.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ìàòðè÷íå ïîëiíîìiàëüíå ðiâíÿííÿ

Y mAm + Y m−1Am−1 + · · · + Y A1 +A0 = 0, (6.36)

äå Ai ∈M(n, P ), i = 0, 1, . . . , m. ßê âiäîìî, ìàòðèöÿ Y = B
¹ ðîçâ'ÿçêîì öüîãî ðiâíÿííÿ, ÿêùî ¨¨ õàðàêòåðèñòè÷íà ìàòðèöÿ
B(x) = Ix−B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì õàðàêòåðèñòè÷íî¨ ìàòðèöi

A(x) = Amx
m +Am−1x

m−1 + · · · +A1x+A0,

Ai ∈M(n,F), i = 0, 1, . . . , m öüîãî ðiâíÿííÿ. Òîäi iç òåîðåìè
(6.3), ÿê íàñëiäîê, îäåðæó¹ìî ñïîñiá çíàõîäæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ
òàêèõ ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü.

Íàñëiäîê 6.5. Íåõàé d-ìàòðèöÿ

Φ(x), deg detΦ = n
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¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) õàðàêòåðè-
ñòè÷íî¨ ìàòðèöi A(x), ìàòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ (6.36), òîáòî

DA(x) = Φ(x)Ψ(x). (6.37)

Ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ (6.36) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê Y = B ç êàíî-
íi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x) éîãî õàðàêòåðèñòè÷íî¨
ìàòðèöi

B(x) = Ex−B

i ôàêòîðèçàöiÿ

A(x) = B(x)C(x)

ìàòðèöi A(x) ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.37) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ìàòðèöÿ MT (Φ), ÿêà âiäïîâiäà¹ ïîëiíîìó T (x) âèãëÿäó
(6.26), ¹ íåîñîáëèâîþ çà äåÿêèõ çíà÷åíü çìiííèõ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , m, i > j

i

B = U−1MT (Φ)
−1U,

äå ìàòðèöÿ U çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ (6.18).

Ïðèêëàä 6.2. Íåõàé F = R � ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë,

A(x) =

∥∥∥∥x2 0
0 x2

∥∥∥∥
� 2× 2-ìàòðèöÿ íàä ïîëåì R.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çàïðîïîíîâàíèé ó öüîìó ïiäðîçäiëi ìåòîä
ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü, îïèøåìî (Φ,Ψ)-ôàêòî-
ðèçàöi¨ ìàòðèöi A(x) i ¨ ¨ óíiòàëüíi äiëüíèêè B(x) iç êàíîíi-
÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x).
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Î÷åâèäíî, ùî DA(x) = diag(x2, x2). Íåõàé êàíîíi÷íà äià-
ãîíàëüíà ôîðìà DA(x) ìàòðèöi A(x) ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) = diag(1, x2) diag(x2, 1). (6.38)

Íà îñíîâi òåîðåìè 6.2 êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ

A(x) = B(x)C(x)

ìàòðèöi A(x) âiäïîâiäíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.38) ¨¨ êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òîáòî òàêà, ùî DB(x) = Φ(x) ¹
(Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ, òîáòî ìàòðèöÿ C(x) åêâiâàëåíòíà äî
Ψ(x).

Ìàòðèöÿ A(x) ¹ ó ñòàíäàðòíié ôîðìi âèãëÿäó (6.18). Î÷å-
âèäíî, ùî ó ñïiââiäíîøåííi (6.22) W (x) = I � îäèíè÷íà ìàò-
ðèöÿ. Çàïèøåìî ìàòðèöþ K(x) âèãëÿäó (6.23):

K(x) =

∥∥∥∥∥∥
1 0

µ2(x)
µ1(x)

k21(x) 1

∥∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥ 1 0

k1x+ k0 1

∥∥∥∥∥ ,
äå µ2(x) = µ1(x) = x2 � iíâàðiàíòíi ìíîæíèêè ìàòðèöi A(x)
i k1, k0 � íåçàëåæíi çìiííi.

Ìàòðèöÿ T (x) âèãëÿäó (6.26) ¹:

T (x) = K(x)Φ(x) =

∥∥∥∥∥ 1 0

k1x+ k0 x2

∥∥∥∥∥ ,
àáî ÿê ìàòðè÷íèé ïîëiíîì:

T (x) =

∥∥∥∥0 0
0 1

∥∥∥∥x2 + ∥∥∥∥ 0 0
k1 0

∥∥∥∥x+

∥∥∥∥ 1 0
k0 0

∥∥∥∥ = T2x
2 + T1x+ T0.

Ìàòðèöÿ MT (Φ), âiäïîâiäíà ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) ¹
òàêà:

MT (Φ) =

∥∥∥∥ 0 1
k1 0

∥∥∥∥ .
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Íà îñíîâi òåîðåìè 6.1 ìàòðè÷íèé ïîëiíîì T (x) ðåãóëÿðè-
çó¹òüñÿ ñïðàâà òîäi iòiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ MT (Φ) íåîñî-
áëèâà, òîáòî k1 ̸= 0. Òîäi iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ V (x) = V1x+V0,
äå V1 = diag(1, 0), ùî

L(x) = T (x)V (x) = Ix+ L0

� óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì. Çi ñïiââiäíîøåíü (6.6)�
(6.10) ìà¹ìî, ùî

L0 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
−k0
k1

1

k1

−k
2
0

k1

k0
k1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
äå k0, k1 ∈ R, k1 ̸= 0.

Îòæå

A(x) = B(x)C(x), (6.39)

äå

B(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
x− k0

k1

1

k1

−k
2
0

k1
x+

k0
k1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , C(x) =
∥∥∥∥∥∥∥∥∥
x+

k0
k1

− 1

k1

k20
k1

x− k0
k1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (6.40)

k0, k1 ∈ R, k1 ̸= 0.
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6.3. Îïèñ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïî-
ëiíîìiâ1

Ó ïîïåðåäíüîìó ïiäðîçäiëi íàâåäåíî ìåòîä ïîáóäîâè óíi-
òàëüíèõ äiëüíèêiâ iç çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîð-
ìîþ Φ(x) òà (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ. Çà
äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó ó ïðèêëàäi 6.2 ïîáóäîâàíi (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöi¨ (6.39) òà óíiòàëüíi äiëüíèêè (6.40) ïîëiíîìi-
àëüíî¨ ìàòðèöi A(x).

Îäíàê ìàòðèöÿ A(x) iç öüîãî ïðèêëàäó ðîçêëàäíà íà ìíîæ-
íèêè

A(x) = B0(x)C0(x),

äå

B0(x) =

∥∥∥∥∥x 0

t x

∥∥∥∥∥ , C0(x) =

∥∥∥∥∥ x 0

−t x

∥∥∥∥∥ , t ∈ R, t ̸= 0. (6.41)

Äiëüíèêè B0(x) òà C0(x) ìàòðèöi A(x) íå îá÷èñëþþòüñÿ iç
ôîðìóë (6.40), òîáòî öèì ìåòîäîì íå çíàõîäÿòüñÿ âñi äiëüíèêè
iç çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x) òà (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü.

Òàêîæ ìåòîäîì Ï.Ñ.Êàçiìiðñüêîãî, âèêëàäåíîãî ó ïiäðîçäi-
ëi 1.4, äëÿ ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) iç ïðèêëàäó 6.2 íàä
ïîëåì êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C ïîáóäîâàíi ôàêòîðèçàöi¨ ïàðà-
ëåëüíi äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.38) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) i äiëüíèêè iç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x)
¹ âèãëÿäiâ (6.39) òà (6.40). Îòæå i öèì ìåòîäîì íå îïèñóþ-
òüñÿ âñi (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ òà óíiòàëüíi äiëüíèêè ìàòðè÷íèõ
ïîëiíîìiâ.

1Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó îòðèìàíî ç Í.Ñ.Äæàëþê.
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Ó öüîìó ïiäðîçäiëi íàâîäèìî ôîðìóëè äëÿ ïîáóäîâè âñiõ
óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ iç çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîð-
ìîþ Φ(x) òà (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ.

Íåõàé A(x) ∈ M(m,n,F[x]), äå m ≤ n, rangA(x) = m, i
íåõàé ¨¨ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà

DA(x) = P (x)A(x)Q(x) = diag (µ1(x), . . . , µm(x)), (6.42)

äå P (x) ∈ GL(m,F[x]), Q(x) ∈ GL(n,F[x]), çîáðàæåíà ó âèã-
ëÿäi äîáóòêó

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) =

= diag (φ1(x), . . . , φm(x)) diag (ψ1(x), . . . , ψm(x)), (6.43)

äå ìàòðèöi Φ(x) i Ψ(x) ìàþòü âiäïîâiäíî ðîçìiðè m×m òà
m× n i φi|φi+1, i = 1, 2, . . . ,m− 1,

m∑
i=1

degφi = sm.

Íåõàé TA(x) � ñòàíäàðòíà ôîðìà ìàòðèöi A(x) âèãëÿäó
(2.3), òîáòî

TA(x) = UA(x)V (x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µ1(x) 0 · · · 0

t21(x)µ1(x) µ2(x) · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·

tm1(x)µ1(x) tm2(x)µ2(x) · · · µm(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ , (6.44)

äå U ∈ GL (m,F), V (x) ∈ GL (n,F[x]) ,

deg tij < degµi − degµj , ÿêùî deg µi − degµj > 0

i

tij(x) ≡ 0, ÿêùî degµi − degµj = 0, i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j.
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Ìàòðèöþ TA(x) âèãëÿäó (6.44) ìîæåìî çîáðàçèòè òàê:

TA(x) =W (x)DA(x), (6.45)

äå W (x) ∈ GL(m,F[x]) � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ.
Ïîáóäó¹ìî íèæíþ óíiòðèêóòíó ìàòðèöþ K(x) âèãëÿäó

(6.23), òîáòî
K(x) =

∥∥ lij(x)
∥∥m
1
,

äå

lij(x) ≡

{
0, ÿêùî i < j,

1, ÿêùî i = j

i

lij(x) =
µi(x)

µj(x)
kij(x), ÿêùî i > j,

äå

kij(x) = k
(rij)
ij xrij + k

(rij−1)
ij xrij−1 + . . .+ k

(0)
ij ,

rij = degφi − degφj − 1,

ÿêùî ψj ̸ |ψi, i > j, i kij(x) ≡ 0, ÿêùî ψj |ψi, äå k
(rij)
ij �

íåçàëåæíi çìiííi, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j.

Ëåìà 6.2. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x) ìàò-
ðèöi A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó (6.43). Òîäi êîæíèé
ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ñòåïåíÿ s ìàòðèöi A(x), òîá-
òî

A(x) = B(x)C(x), B(x) = Ixs +B1x
s−1 + · · ·+Bs, (6.46)

äå Bi ∈ M(m,F), i = 1, . . . , s, C(x) ∈ M(m,n,F[x]), iç êàíîíi-
÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x) òàêèé, ùî ôàêòî-
ðèçàöiÿ (6.46) ìàòðèöi A(x) ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨
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(6.43) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), çîáðàæà¹òüñÿ
ó âèãëÿäi

B(x) = U−1W (x)K̃(x)Φ(x)S(x), (6.47)

äå U òà W (x) � ìàòðèöi, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøå-
ííÿ (6.44) òà (6.45) âiäïîâiäíî, K̃(x) îäåðæóþòü iç K(x)

çà äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j,

S(x) ∈ GL(m,F[x]).

Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2.2 äëÿ ïàðè ìàòðèöü A(x) òà
B(x) iñíóþòü òàêi âåðõíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ U1 íàä ïîëåì
F òà îáîðîòíi ìàòðèöi V1(x) òà V2(x) íàä êiëüöåì ïîëiíîìiâ
F[x], ùî ñïðàâåäëèâi ðiâíîñòi

U1A(x)V1(x) = TA1 (x), U1B(x)V2(x) = TB(x), (6.48)

äå TA1 (x) òà TB(x) � ñòàíäàðòíi ôîðìè iç ãîëîâíèìè äiàãî-
íàëÿìè DA(x) òà Φ(x) ìàòðèöü A(x) òà B(x), âiäïîâiäíî.
Òîäi iç (6.46) ìà¹ìî:

TA1 (x) = TB(x)C̃(x), (6.49)

äå C̃(x) = V2(x)
−1C(x)V1(x).

Çàïèøåìî ñïiââiäíîøåííÿ (6.49) ó òàêîìó âèãëÿäi:

W1(x)D
A(x) =W2(x)Φ(x)C̃(x), (6.50)

äå W1(x) i W2(x) � íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi. Ìàòðèöÿ
C̃(x) òðèêóòíà i åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ(x).
Òîìó íà îñíîâi ëåìè 3.4 äëÿ ìàòðèöi C̃(x) iñíóþòü òàêi íèæíi
óíiòðèêóòíi ìàòðèöi G(x) òà F (x), ùî

F (x)C̃(x)G(x) = Ψ(x).

Äîìíîæèìî ðiâíiñòü (6.50) íà ìàòðèöþ G(x) ñïðàâà, òîáòî

W1(x)D
A(x)G(x) =W2(x)Φ(x)F

−1(x)F (x)C̃(x)G(x).
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Çâiäñè ìà¹ìî:

W1(x)G̃(x)D
A(x) =W2(x)Φ(x)F

−1(x)Ψ(x), (6.51)

äå ìàòðèöÿ G̃(x)� íèæíÿ óíiòðèêóòíà, åëåìåíòè ïiä ãîëîâíîþ
äiàãîíàëëþ ÿêî¨ ìàþòü âèãëÿä

g̃ij =
µi(x)

µj(x)
gij(x), i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j.

Cïiââiäíîøåííÿ (6.51) ñêîðîòèìî íà Ψ(x) i îòðèìà¹ìî:

W1(x)G̃(x)Φ(x) =W2(x)Φ(x)F
−1(x).

ßêùî â ìàòðèöi G̃(x) ìíîãî÷ëåíè gij(x) íå òàêèõ ñòåïåíiâ
ÿê ìíîãî÷ëåíè kij(x) â ìàòðèöi K(x) âèãëÿäó (6.23), òî
öüîãî ìîæíà äîñÿãíóòè çà äîïîìîãîþ åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié
íàä ñòîâïöÿìè ìàòðèöi G̃(x)Φ(x).

Îñêiëüêè ìàòðèöÿ W2(x)Φ(x)F
−1(x) ïðàâîåêâiâàëåíòíà äî

óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi

B̃(x) = U1B(x)U−1
1 ,

òî ìàòðèöÿ W1(x)K̃(x)Φ(x) ïðè

k
(rij)
ij = g

(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , m, i > j, (6.52)

òàêîæ ïðàâîåêâiâàëåíòíà äî B̃(x). Îòæå, ìàòðèöÿ B(x) ìà¹
âèãëÿä

B(x) = U−1
1 W1(x)K̃(x)Φ(x)S1(x),

äå ìàòðèöi U1 òà W1(x) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.48)
òà (6.50), âiäïîâiäíî, K̃(x) îäåðæóþòü iç K(x) çà çíà÷åíü

(6.52) ïàðàìåòðiâ k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j, S1(x) ∈

GL(m,F[x]).
Ëåìà äîâåäåíà.
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç {U}A ìíîæèíó âñiõ âåðõíiõ óíiòðèêóòíèõ
ìàòðèöü U, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ (6.44), à ÷åðåç
{W (x)} � ìíîæèíó âñiõ íèæíiõ óíiòðèêóòíèõ ìàòðèöü W (x),
ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíiñòü (6.45).

Âðàõîâóþ÷è ëåìó 6.2, îòðèìó¹ìî òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 6.6. Íåõàé

{U−1
t Wt(x)Kt(x)Φ(x)St(x)Ut} (6.53)

� ìíîæèíà ìàòðèöü, äå Ut òà Wt(x) � âñi ìàòðèöi iç
ìíîæèí {U}A òà {W (x)}, âiäïîâiäíî; Kt(x) îäåðæóþòü
iç K(x) çà âñiõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j,

iç ïîëÿ F; ìàòðèöi St(x) ∈ GL(m,F[x]) òàêi, ùî

Wt(x)Kt(x)Φ(x)St(x) = Lt(x)

� óíiòàëüíi ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi. Òîäi ìíîæèíà (6.53)
¹ ìíîæèíîþ óñiõ ëiâèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ B(x) ñòåïå-
íÿ s ìàòðèöi A(x) ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ
DB(x) = Φ(x), òàêèõ, ùî âiäïîâiäíi ¨ì ôàêòîðèçàöi¨ (6.46)
ìàòðèöi A(x) ¹ ïàðàëåëüíèìè äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.43) ¨¨ êà-
íîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x).

Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (6.42) i

DA(x) = P1(x)A(x)Q1(x) = diag (µ1(x), . . . , µm(x)) (6.54)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü P1(x) ∈ GL(m,F[x]), Q1(x) ∈ GL(n,F[x]).
Âiäîìî [31], ùî ìàòðèöÿ P (x) iç ðiâíîñòi (6.42) òà ìàòðèöÿ
P1(x) iç (6.54) çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

P (x) = H(x)P1(x), (6.55)
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äå
H(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

h11(x) h12(x) . . . h1m(x)

µ2(x)

µ1(x)
h21(x) h22(x) . . . h2m(x)

. . . . . . . . . . . .

µm(x)

µ1(x)
hm1(x)

µm(x)

µ2(x)
hm2(x) . . . hmm(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
. (6.56)

Ó ìíîæèíi ëiâèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèöi A(x)
äî ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) iñíó¹ (äèâ. ëåìó
2.5) ìàòðèöÿ P̃ (x) ñòåïåíÿ

deg P̃ (x) 6 degµm(x)− deg µ1(x). (6.57)

ßêùî ìàòðèöi P̃ (x) òà P̃1(x) ¹ ñòåïåíiâ âèçíà÷åíèõ ñïiâ-
âiäíîøåííÿì (6.57), òî iç ðiâíîñòi (6.55) ìà¹ìî:

P̃ (x) = H̃(x)P̃1(x), (6.58)

äå
deg H̃(x) = q 6 m(deg µm(x)− deg µ1(x)).

Îòæå, ìàòðèöÿ H̃(x) ìà¹ âèãëÿä (6.56), äå çàìiñòü huv(x)
ìà¹ìî ïîëiíîìè h̃uv(x) ñòåïåíiâ

deg h̃uv(x) = tuv =

=

{
q, ÿêùî u ≤ v,

q − degµu(x) + degµv(x) � â iíøîìó âèïàäêó,

u, v = 1, 2, . . . ,m.
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Òîìó

h̃uv(x) = h̃(tuv)uv xtuv + h̃(tuv−1)
uv xtuv−1 + · · ·+ h̃(0)uv ,

äå h̃
(tuv)
uv � íåçàëåæíi çìiííi, òîáòî H̃(x) � ìàòðèöÿ íàä êiëü-

öåì F(h̃)[x], F(h̃) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ F, îòðèìàíå ïðè¹äíà-

ííÿì çìiííèõ h̃
(tuv)
uv , u, v = 1, 2, . . . ,m, äî ïîëÿ F.

Çàïèøåìî äàëi ìàòðèöþ

T (x) =W (x)H̃(x)K(x)Φ(x), (6.59)

äå W (x)� iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.45), H̃(x)� iç (6.58), ìàòðèöÿ
K(x) âèãëÿäó (6.23).

Òåîðåìà 6.5. Íåõàé êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ôîðìó DA(x) ìàò-
ðèöi A(x) çîáðàæåíî ó âèãëÿäi (6.43). Ìàòðèöÿ A(x) ðîç-
êëàäíà íà ìíîæíèêè âèãëÿäó

A(x) = B(x)C(x) (6.60)

ç óíiòàëüíîþ ìàòðèöåþ B(x) ñòåïåíÿ s, ïðè÷îìó DB(x) =
Φ(x), i ôàêòîðèçàöiÿ (6.60) ìàòðèöi A(x) ïàðàëåëüíà äî
ôàêòîðèçàöi¨ (6.43) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x)
òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè iñíóþòü òàêi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ

k
(rij)
ij , h̃(tuv)uv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j,

ç ïîëÿ F ó ìàòðèöÿõ K(x) òà H̃(x) âiäïîâiäíî, ùî ìàòðè-
öÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà, òîáòî âiäïîâiäíà ìàòðè-
÷íîìó ïîëiíîìó T (x) ìàòðèöÿ MT (Φ) âèãëÿäó (6.3) ¹
íåîñîáëèâîþ.

Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé äëÿ ìàòðèöi A(x) iñíó¹
ôàêòîðèçàöiÿ âèãëÿäó (6.60) ç óíiòàëüíîþ ìàòðèöåþ B(x)
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ñòåïåíÿ s, ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.43) ¨¨ êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x). Çà ëåìîþ 6.2 äiëüíèê

B(x) = U−1
1 W1(x)K̃(x)Φ(x)S1(x), (6.61)

äå U1 òà W1(x) çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

U1A(x)V1(x) = TA1 (x) =W1(x)D
A(x), (6.62)

à K̃(x) îäåðæóþòü iç K(x) çà äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ

k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j, S1(x) ∈ GL(m,P [x]).
Ìàòðèöi W1(x) òà W (x) iç (6.62) òà (6.45), âðàõîâóþ÷è

(6.58), çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿì

W1(x) = U1U
−1W (x)H̃(x). (6.63)

Òîäi
B(x) = U−1W (x)H̃(x)K(x)Φ(x)S1(x),

òîáòî ìàòðèöÿ TF (x) âèãëÿäó (6.59) ïðàâîåêâiâàëåíòíà äî
óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi

L(x) = UB(x)U−1.

Ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè.

Äîñòàòíiñòü. Íåõàé ìàòðèöÿ F (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðà-
âà, òîáòî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ S(x) ∈ GL(m,P [x]), ùî

L(x) = F (x)S(x) = Ixs + L1(x)x
s−1 + · · ·+ Ls.

Òîäi L(x) ¹ ëiâèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöi TA(x) âèã-
ëÿäó (6.44) i, âiäïîâiäíî,

B(x) = U−1L(x)U

� ëiâèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A(x).
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Òåîðåìà äîâåäåíà.

Óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ L(x) = T (x)S(x), âèçíà-
÷åíà â òåîðåìi 6.5, çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ

k
(rij)
ij , h̃(tuv)uv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j.

Íàäàþ÷è öèì ïàðàìåòðàì óñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ç ïîëÿ F
(çà ÿêèõ ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà), îòðèìà¹ìî
ìíîæèíó L ëiâèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè
TA(x) ìàòðèöi A(x). Òîäi ìíîæèíà ìàòðèöü

B = U−1L(x)U

¹ ìíîæèíîþ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x).

Òåîðåìà 6.6. Ìíîæèíà ìàòðèöü

B = U−1L(x)U (6.64)

� öå ìíîæèíà òàêèõ âñiõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x)
ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x), ùî âiäïîâiäíi ¨ì ôà-
êòîðèçàöi¨ (6.60) ìàòðèöi A(x) ¹ ïàðàëåëüíèìè äî ôàêòî-
ðèçàöi¨ (6.43) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òîáòî
¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöiÿìè.

Äîâåäåííÿ. Ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê

B(x) = U−1L(x)U

ìàòðèöi A(x) çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ

k
(rij)
ij , h̃(tuv)uv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j.

212



6.3. Îïèñ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Íàäàþ÷è öèì ïàðàìåòðàì äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ç ïîëÿ F (çà
ÿêèõ ìàòðèöÿ MT (Φ) âèãëÿäó (6.26), ÿêà âiäïîâiäà¹ ìàòðè-
÷íîìó ïîëiíîìó T (x), ¹ íåîñîáëèâîþ), îäåðæèìî ìíîæèíó òà-
êèõ ëiâèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x) iç êàíîíi÷íîþ äi-
àãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x), ùî âiäïîâiäíi ¨ì ôàêòîðèçàöi¨ ìàò-
ðèöi A(x) ïàðàëåëüíi äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.43) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äià-
ãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x). Öÿ ìíîæèíà ìiñòèòü óñi òàêi äiëüíèêè
ìàòðèöi A(x), áî çà ëåìîþ 6.2 êîæíèé äiëüíèê çîáðàæà¹òüñÿ ó
âèãëÿäi (6.47), âiä ÿêîãî, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåíííÿ (6.63),
ìîæíà ïåðåéòè äî ïîòðiáíîãî âèãëÿäó äiëüíèêà B(x) ìàòðèöi
A(x).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 6.7. Íåõàé êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ôîðìó DA(x)
ìàòðèöi A(x) çîáðàæåíî ó âèãëÿäi äîáóòêó (6.43) i(φi(x)

φj(x)
, (ψi(x), ψj(x)

)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j.

Iñíó¹ ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ç êàíîíi÷íîþ äiàãî-
íàëüíîþ ôîðìîþ DB(x) = Φ(x) ìàòðèöi A(x) òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè ìàòðèöÿ

T (x) = UA(x)H̃(x)K(x)Φ(x)

ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà çà äåÿêèõ çíà÷åíü çìiííèõ

k
(rij)
ij , h̃(tuv)uv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j,

ç ïîëÿ F ó ìàòðèöÿõ K(x) òà H̃(x) âiäïîâiäíî, òîáòî
iñíó¹ òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ S(x), ùî

T (x)S(x) = L(x)

� óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s.
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Çà íàáóâàííÿ ïàðàìåòðàìè

k
(rij)
ij , h̃(tuv)uv , i, j, u, v = 1, . . . ,m, i > j,

âñiõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü ç ïîëÿ F, òîáòî òàêèõ, çà ÿêèõ
ìàòðèöÿ MT (Φ) âèãëÿäó (6.26), ÿêà âiäïîâiäà¹ ìàòðè÷íî-
ìó ïîëiíîìó T (x), ¹ íåîñîáëèâîþ, îòðèìó¹ìî ìíîæèíó L
óíiòàëüíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü L(x) ñòåïåíÿ s. Òîäi
ìíîæèíà ìàòðèöü

B = U−1LU
¹ ìíîæèíîþ óñiõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ìàòðèöi A(x) ç êà-
íîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ Φ(x).

Çàóâàæèìî, ùî óíiòàëüíà ìàòðèöÿ

L (x) = T (x)R (x) ,

äî ÿêî¨ ïðàâîåêâiâàëåíòíà ìàòðèöÿ T (x) , áóäó¹òüñÿ çà ôîð-
ìóëîþ (6.7).

Ïðèêëàä 6.3. Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (6.59), (6.64)
òà òåîðåìè 6.5 i 6.6 îá÷èñëèìî äëÿ ìàòðèöi

A(x) = diag(x2, x2)

ç ïðèêëàäó 6.2 óíiòàëüíi äiëüíèêè B(x) ç êàíîíi÷íîþ äiàãî-
íàëüíîþ ôîðìîþ

DB(x) = Φ(x) = diag(1, x2)

òà (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨

A(x) = B(x)C(x),

òîáòî ôàêòîðèçàöi¨ ïàðàëåëüíi äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.38) ¨¨ êàíî-
íi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè

DA(x) = diag(x2, x2).
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Ìàòðèöÿ T (x) âèãëÿäó (6.59) ó öüîìó âèïàäêó ¹ òàêà:

T (x) = H̃(x)K(x)Φ(x),

îñêiëüêè W (x) = I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Iç ñïiââiäíîøåííÿ
(6.58) ìà¹ìî, ùî deg H̃(x) = 0, òîáòî

H̃(x) =

∥∥∥∥∥h1 h2

h3 h4

∥∥∥∥∥ , hi ∈ R, i = 1, 2, 3, 4,

i
det H̃ = h1h4 − h2h3 ̸= 0, (6.65)

K(x) =

∥∥∥∥∥ 1 0

k1x+ k0 1

∥∥∥∥∥ .
Îòæå

T (x) =

∥∥∥∥∥h2k1x+ (h1 + h2k0) h2x
2

h4k1x+ (h3 + h4k0) h4x
2

∥∥∥∥∥ .
Ðåãóëÿðèçóâàâøè ìàòðèöþ T (x) ñïðàâà îäåðæèìî ëiâi óíi-

òàëüíi äiëüíèêè B(x) ìàòðèöi A(x):

B(x) = T (x)S(x) = Ix− 1

∆
×

×

∥∥∥∥∥(h1 + h2k0)(h3 + h4k0) −(h1 + h2k0)
2

(h3 + h4k0)
2 −(h1 + h2k0)(h3 + h4k0)

∥∥∥∥∥ , (6.66)

äå S(x) ∈ GL(2,R) i

∆ = k1(h1(h1 + h2k0)− h2(h3 + h4k0)) ̸= 0. (6.67)
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(Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöiÿìè ìàòðèöi A(x) ¹ ôàêòîðèçàöi¨
A(x) = B(x)C(x), äå B(x) âèãëÿäó (6.66) i

C(x) = Ix+
1

∆

∥∥∥∥∥(h1 + h2k0)(h3 + h4k0) −(h1 + h2k0)
2

(h3 + h4k0)
2 −(h1 + h2k0)(h3 + h4k0)

∥∥∥∥∥ .
Íàäàþ÷è çìiííèì

k0, k1, h1, h2, h3, h4

äîïóñòèìèõ çíà÷åíü iç ïîëÿ R, òàêèõ çà ÿêèõ çîäîâîëüíÿþòüñÿ
óìîâè (6.65) òà (6.67), îäåðæèìî óíiòàëüíi äiëüíèêè Bi(x) ç
ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DBi(x) = Φ(x) òà (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A(x).

Çàóâàæèìî, ùî ïðè çíà÷åííÿõ k0 = 0 i h1 = 0 îòðèìó¹ìî
äiëüíèêè

B0(x) =

∥∥∥∥∥ x 0

− h3
k1h2

x

∥∥∥∥∥ , k1, h2, h3 ̸= 0

ìàòðèöi A(x), ÿêi ¹ âèãëÿäó (6.41).

6.4. �äèíiñòü óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ òà (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöié ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ

Iç òåîðåìè 6.3 âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ ìíîæèíà ôàêòîðèçàöié
âèãëÿäó (6.27) ìàòðèöi A(x), ÿêà âiäïîâiäà¹ ôiêñîâàíié ôà-
êòîðèçàöi¨ (6.21) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òà
ìíîæèíà óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ Bi(x) ìàòðèöi A(x) ç êàíî-
íi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DBi(x) = Φ(x). Òîìó âèíèêà¹
ïèòàííÿ ïðî ¹äèíiñòü òàêèõ ôàêòîðèçàöié òà óíiòàëüíèõ äiëü-
íèêiâ iç çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ.
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Ó öüîìó ïiäðîçäiëi âêàçàíî êðèòåði¨ ¹äèíîñòi âiäïîâiäíî¨ òà
ïàðàëåëüíî¨ ôàêòîðèçàöié ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) íàä
äîâiëüíèì ïîëåì F òà ¹äèíîñòi ¨¨ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ iç çà-
äàíèìè êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè.

Íåõàé
A(x) ∈M(n,F[x]), rangA(x) = r

i êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà

DA(x) = diag(µ1(x), µ2(x), . . . , µr(x), 0, . . . , 0)

ìàòðèöi A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó

DA(x) = Φ(x)Ψ(x) = diag(φ1(x), φ2(x), . . . , φn(x))×

× diag(ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψr(x), 0, . . . , 0), (6.68)

äå φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , n− 1.

Òåîðåìà 6.7. Ôàêòîðèçàöiÿ

A(x) = B(x)C(x)

ìàòðèöi
A(x) ∈M(n,F[x]), rangA(x) = r

ç óíiòàëüíèì ìíîæíèêîì B(x), ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨
(6.68) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), àáî (Φ,Ψ)-
ôàêòîðèçàöiÿ, òîáòî òàêà, ùî DB(x) = Φ(x) i ìàòðèöÿ
B(x) åêâiâàëåíòíà äî Φ(x), ¹ ¹äèíîþ òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ó ôàêòîðèçàöi¨ (6.68) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA(x) ìàòðèöÿ Ψ(x) ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî

ψi| ψi+1, i = 1, 2, . . . , r − 1

i
φr+1(x) = φr+2(x) = · · · = φn(x).
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 6.7 i ¹ äâi
ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A(x)

A(x) = B1(x)C1(x), A(x) = B2(x)C2(x), (6.69)

ïàðàëåëüíi äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.68) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA(x) i Ψ(x) � d-ìàòðèöÿ. Òîäi, çãiäíî ç òåîðåìîþ
3.8, ïàðà ìàòðèöü B1(x), B2(x) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, òîáòî äëÿ
äåÿêèõ îáîðîòíèõ ìàòðèöü U(x), V1(x), V2(x) ∈ GL(n,F[x])

U(x)B1(x)V1(x) = DB1(x), U(x)B2(x)V2(x) = DB2(x).

Òîìó, íà îñíîâi òåîðåìè 3.10, ìàòðèöi B1(x) i B2(x) ïðàâî-
åêâiâàëåíòíi. Îñêiëüêè ìàòðèöi B1(x) i B2(x)� óíiòàëüíi, òî
íå âàæêî ïîêàçàòè, ùî âîíè ðiâíi.

ßêùî íå âèêîíó¹òüñÿ õî÷ áè îäíà ç óìîâ òåîðåìè 6.7, òî
(Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöiÿ âæå íå¹äèíà.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Òåîðåìà 6.8. Íåõàé

A(x) ∈M(n,F[x]), rangA(x) = r.

Òîäi óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) iç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ
ôîðìîþ DB(x) = Φ(x) ìàòðèöi A(x) ¹ ¹äèíèì òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè

φr+1(x) = φr+2(x) = · · · = φn(x) (6.70)

i (
µi(x), φn(x)

)
= φi(x), i = 1, 2, . . . , n− 1. (6.71)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî äâi óíiòàëüíi ìàòðèöi B1(x) i
B2(x) ç êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè

DB1(x) = DB2(x) = Φ(x)
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¹ äiëüíèêàìè ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x), òîáòî

A(x) = B1(x)C1(x), A(x) = B2(x)C2(x). (6.72)

Çà âèêîíàííÿ óìîâ (6.70) i (6.71) íà îñíîâi òåîðåìè 3.14
ìà¹ìî, ùî

DA(x) = DB1(x)DC1(x) i DA(x) = DB2(x)DC2(x).

Òîìó çãiäíî iç òåîðåìîþ 3.13 ìàòðèöÿ Ψ(x) ¹ d-ìàòðèöåþ.
Îòæå, íà îñíîâi òåîðåìè 6.7 ôàêòîðèçàöi¨ (6.72) ìàòðèöi A(x)
¹ àñîöiéîâàíèìè, à îòæå, i äiëüíèêè B1(x) i B2(x) ìàòðèöi
A(x) ¹ ïðàâîàñîöiéîâàíèìè. Îñêiëüêè ìàòðèöi B1(x) i B2(x)
¹ óíiòàëüíèìè, òî âîíè ðiâíi.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 6.8. Ôàêòîðèçàöiÿ A(x) = B(x)C(x) ìàòðèöi
A(x), âiäïîâiäíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.68) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãî-
íàëüíî¨ ôîðìè DA(x), ¹ ¹äèíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

φr+1(x) = φr+2(x) = · · · = φn(x)

i (
µi(x), φn(x)

)
= φi(x), i = 1, 2, . . . , r − 1. (6.73)

Ðåçóëüòàò öüîãî íàñëiäêó äëÿ âèïàäêó, êîëè îñíîâíå ïîëå
àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå õàðàêòåðèñòèêè íóëü, îäåðæàíî ó ïðàöi
[32].

Iç òåîðåìè 6.8 âèïëèâà¹, ÿê íàñëiäîê, êðèòåðié ¹äèíîñòi
óíiòàëüíîãî äiëüíèêà iç éîãî çàäàíèì õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëi-
íîìîì äëÿ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü íàä àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíèì
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü, âñòàíîâëåíèé ó ïðàöÿõ [14], [15].

Íàñëiäîê 6.9. Íåõàé A(x) ∈M(n,F[x]), detA(x) ̸= 0 i

detA(x) = φ(x)ψ(x), degφ = sn. (6.74)
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Íåõàé

A(x) = B(x)C(x), (6.75)

äå B(x) �óíiòàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s i detB(x) = φ(x).
Óíiòàëüíèé äiëüíèê B(x) ç õàðàêòåðèñòè÷íèì ïîëiíîìîì
φ(x) ìàòðèöi A(x) ¹ ¹äèíèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè(

(φ(x), ψ(x)), dAn−1(x)
)
= 1, (6.76)

äå dAn−1(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ n − 1-ãî
ïîðÿäêó ìàòðèöi A(x).

6.5. Ñïiëüíi äiëüíèêè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ2

Íåõàé F[x]� êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä ïîëåì F,A1 (x) , A2 (x) ∈
M (n,F[x]) � íåîñîáëèâi ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi,

DA1 (x) = diag(µ
(1)
1 (x), ..., µ(1)n (x)),

DA2 (x) = diag(µ
(2)
1 (x), ..., µ(2)n (x))

� ¨õ êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè i TA1(x), TA2(x) � ¨õ ñòàí-
äàðòíi ôîðìè ùîäî íàïiâñêàëÿðíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi, òîáòî

TAp(x) = UAp(x)Vp(x) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µ
(p)
1 (x) 0 · · · 0

t
(p)
21 (x)µ

(p)
1 (x) µ

(p)
2 (x) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
t
(p)
n1 (x)µ

(p)
1 (x) t

(p)
n2 (x)µ

(p)
2 (x) · · · µ

(p)
n (x)

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
, (6.77)

2Ðåçóëüòàòè öüîãî ïiäðîçäiëó îòðèìàíî ç Â.Ð.Çåëiñêîì.
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äå U ∈ GL (n,F), Vp (x) ∈ GL (n,F[x]) ,

deg t
(p)
ij < degµ

(p)
i − degµ

(p)
j , ÿêùî degµ

(p)
i − deg µ

(p)
j > 0

i
t
(p)
ij (x) = 0, ÿêùî degµ

(p)
i − degµ

(p)
j = 0,

i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j; p = 1, 2.

Ïðèïóñòèìî, ùî d-ìàòðèöÿ

Φ(x) = diag (φ1(x), . . . , φn(x)) , φi(x)|φi+1(x),

i = 1, 2, . . . , n− 1 òàêà, ùî

detΦ (x) = φ(x), degφ = sn

¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1(x)
i DA2(x) ìàòðèöü A1 (x) i A2 (x), òîáòî

DAp(x) = Φ (x)Ψp (x) ,

Ψp (x) = diag
(
ψ
(p)
1 (x), . . . , ψ(p)

n (x)
)
, p = 1, 2. (6.78)

Çàïèøåìî âèçíà÷àëüíi ìàòðèöi WA1 (Φ) i WA2 (Φ) äëÿ ìàò-
ðèöü A1 (x) i A2 (x), ïîðîäæåíi d-ìàòðèöåþ Φ(x):

WAp (Φ) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

φ

(φ1, µ
(p)
1 )

0 · · · 0 0

φk
(p)
21

(φ2, µ
(p)
1 )

φ

(φ2, µ
(p)
2 )

· · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
φk

(p)
n1

(φn, µ
(p)
1 )

φk
(p)
n2

(φn, µ
(p)
2 )

· · · φk
(p)
n,n−1

(φn, µ
(p)
n−1)

φ

(φn, µ
(p)
n )

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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p = 1, 2, äå (φi, µ
(p)
j ) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ïîëiíîìiâ

φi(x), i µ(p)j (x); k(p)ij = 0, ÿêùî (φi, µ
(p)
j ) = φj i

k
(p)(x)
ij = k

(p)
ij0 + k

(p)
ij1x+ · · ·+ k

(p)

ijh
(p)
ij

xh
(p)
ij , h

(p)
ij = deg

(φi,µ
(p)
j )

φj
− 1,

ÿêùî

(φi, µ
(p)
j ) ̸= φj , i = 2, . . . , n; j = 1, . . . , n− 1, i > j,

k
(p)
ijq � ïîïàðíî ðiçíi çìiííi âåëè÷èíè, ÿêi ïðè¹äíóþòüñÿ äî ïîëÿ

F, q = 0, 1, . . . , h
(p)
ij .

Òóò i íàäàëi ïîëiíîìè φ(x), µ
(p)
2 (x), k

(p)
ij (x) òà iíøi äëÿ

ñïðîùåííÿ âèðàçiâ çàïèñóâàòèìåìî ÿê φ, µ
(p)
2 , k

(p)
ij òà iíøi íå

âêàçóþ÷è çìiííó x.
Ïîíÿòòÿ âèçíà÷àëüíî¨ ìàòðèöi ââåäåíî ó ïðàöi [49].
Ìàòðèöþ WAp(Φ) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

WAp(Φ) = Φ∗(x)VAp (Φ) ,

äå

Φ∗(x) = diag

(
φ

φ1
, . . . ,

φ

φn

)
� âçà¹ìíà ìàòðèöÿ äî Φ(x) i

VAp (Φ) =

=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 · · · 0 0

φ2

(φ2, µ
(p)
1 )

k
(p)
21 1 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
φn

(φn, µ
(p)
1 )

k
(p)
n1

φn

(φn, µ
(p)
2 )

k
(p)
n2 · · · φn

(φn, µ
(p)
n−1)

k
(p)
n,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,
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p = 1, 2.Ìàòðèöþ VAp(Φ) íàçèâàþòü ÿäðîì âèçíà÷àëüíî¨ ìàò-
ðèöi WAp(Φ).

Ðiâíiñòü (6.77) çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿäi:

TAp(x) =Wp (x)D
Ap (x) , (6.79)

äå Wp(x), p = 1, 2 � íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi.
Òåïåð ñêëàäåìî ìàòðèöi

F1 (x) =W1 (x)V
−1
A1

(Φ)Φ(x),

F2 (x) =W2 (x)V
−1
A2

(Φ)Φ(x), (6.80)

äå W1(x) i W2(x) � iç ñïiââiäíîøåíü (6.79).

Òåîðåìà 6.9. Äëÿ ìàòðèöü A1 (x) i A2 (x) iñíó¹ ñïiëüíèé
ëiâèé óíiòàëüíèé äiëüíèê B (x) ñòåïåíÿ s ç êàíîíi÷íîþ
äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ

DB (x) = Φ(x)

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ñòàíäàðòíi ôîðìè TF1 (x) i TF2 (x)
âèãëÿäó (6.77) ìàòðèöü F1 (x) i F2 (x) çà äåÿêèõ çíà÷åíü
ïàðàìåòðiâ

k
(1)
ijq , k

(2)
ijq , i, j = 1, 2, . . . , n; i > j; q = 0, 1, . . . , h

(p)
ij , p = 1, 2

çáiãàþòüñÿ
TF1(x) = TF2(x) = T (x)

i ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà, òîáòî âiäïîâiäíà
ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) ìàòðèöÿ MT (Φ) âèãëÿäó (6.3)
¹ íåîñîáëèâîþ.

Ïåðåä äîâåäåííÿì òåîðåìè ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi òâåðä-
æåííÿ.
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Ëåìà 6.3. Íåõàé ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi A1 (x) , A2 (x) ∈
M (n,F[x]) ðåãóëÿðèçóþòüñÿ, òîáòî ïðàâîåêâiâàëåíòíi äî óíi-
òàëüíèõ ìàòðèöü L1 (x) i L2 (x):

A1(x)S1(x) = L1(x), A2(x)S2(x) = L2(x),

äå S1(x), S2(x) ∈ GL (n,F[x]) . Ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi A1(x)
i A2(x) ïðàâîåêâiâàëåíòíi äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ óíiòàëüíî¨ ìàò-
ðèöi L(x) òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè A1(x) i A2(x)) ïðàâîå-
êâiâàëåíòíi.

Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Îñêiëüêè ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi
A1(x) i A2(x) ïðàâîåêâiâàëåíòíi, òîáòî

A1(x)S(x) = A2(x), S(x) ∈ GL (n,F[x]) ,

òî ç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ âèïëèâà¹, ùî óíiòàëüíi ïîëiíîìi-
àëüíi ìàòðèöi L1 (x) i L2 (x) ïðàâîåêâiâàëåíòíi:

L1(x) = L2(x)Q(x), Q(x) ∈ GL (n,F[x]) .

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi L1 (x) i L2 (x)
óíiòàëüíi, òî çâiäñè îäåðæó¹ìî, ùî L1(x) = L2(x).

Íåîáõiäíiñòü î÷åâèäíà.
Ëåìà äîâåäåíà.

Ëåìà 6.4. Ïîëiíîìiàëüíi ìàòðèöi A1 (x) , A2 (x) ∈M (n,F[x])
ïðàâîåêâiâàëåíòíi äî îäíi¹¨ óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi L (x) òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ¨õ ñòàíäàðòíi ôîðìè çáiãàþòüñÿ

TA1(x) = TA2(x) = T (x)

i ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ, òîáòî âiä-
ïîâiäíà ìàòðè÷íîìó ïîëiíîìó T (x) ìàòðèöÿ MT (Φ) âèã-
ëÿäó (6.3) ¹ íåîñîáëèâîþ.
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Äîâåäåííÿ ëåìè ëåãêî îäåðæó¹ìî iç ëåìè 6.3 i òåîðåìè 6.1

Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé

Ap (x) = B (x)Cp (x) , p = 1, 2, (6.81)

äå B (x) � óíiòàëüíà ìíîãî÷ëåííà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s,
DB (x) = Φ(x). Íà îñíîâi òåîðåìè 2.2 iñíóþòü òàêi ìàòðèöi

U ∈ GL (n,F) , Vp (x) ∈ GL (n,F[x]) , p = 1, 2, 3,

ùî

UAp (x)Vp (x) = TAp(x) =Wp (x)D
Ap (x) , p = 1, 2,

UB (x)V3 (x) = TB(x) =W3 (x)D
B (x) . (6.82)

Òîäi iç ðiâíîñòi (6.81) îäåðæèìî:

TAp (x) = TB (x) C̃p (x) , p = 1, 2, (6.83)

äå
C̃p (x) = V −1

3 (x)Cp (x)Vp (x) , p = 1, 2.

Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.79), iç ðiâíîñòåé (6.82) i (6.83)
îòðèìó¹ìî:

DAp (x) =W−1
p (x)TB (x) C̃p (x) , p = 1, 2. (6.84)

Íà îñíîâi òâåðäæåííÿ 1 iç [49] (ñòîð. 157) iñíóþòü òàêi
íèæíi óíiòðèêóòíi ìàòðèöi Sp (x) , ùî iç ðiâíîñòåé (6.84)
ìàòèìåìî:

DAp (x) =
(
W−1
p (x)TB (x)S−1

p (x)
) (
Sp (x) C̃p (x)

)
, (6.85)

p = 1, 2, äå ìàòðèöi Sp (x) C̃p (x) , p = 1, 2 ìàþòü âèãëÿä

Sp (x) C̃p (x) =
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=

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

ψ
(p)
1 0 · · · 0 0

ψ
(p)
1 l

(p)
21(

φ2
φ1
, ψ

(p)
1

) ψ
(p)
2 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·

ψ
(p)
1 l

(p)
n1(

φn
φ1
, ψ

(p)
1

) ψ
(p)
2 l

(p)
n2(

φn
φ2
, ψ

(p)
2

) · · · ψ
(p)
n−1l

(p)
n,n−1(

φn
φn−1

, ψ
(p)
n−1

) ψ
(p)
n

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

äå

deg l
(p)
j+i,j < deg(

φj+i
φj

, ψ
(p)
j ).

Ðîçäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè ðiâíîñòåé (6.85) ñïðàâà íà ìàò-
ðèöi Ψp (x) , p = 1, 2, âiäïîâiäíî. Ïîìíîæèâøè îäåðæàíi òàê
ðiâíîñòi ñïðàâà íà ìàòðèöþ Φ∗(x), îäåðæèìî:

diag (φ, . . . , φ) =W−1
p (x)TB (x)S−1

p (x)Lp (Φ) , (6.86)

p = 1, 2.

Ç öèõ ðiâíîñòåé âèäíî, ùî ìàòðèöÿ

TBp (x) =W−1
p TB (x)S−1

p (x)

¹ âçà¹ìíîþ äî ìàòðèöi Lp (Φ):

Lp (Φ) =
(
TBp (x)

)
∗ , p = 1, 2. (6.87)

Çàìiíþþ÷è â ìàòðèöi Lp (Φ) ïîëiíîìè l
(p)
ij íà ïîëiíîìè k

(p)
ij ,

îäåðæèìî, ùî

Lp (Φ) =WAp (Φ) = Φ∗VAp (Φ) , p = 1, 2.

Ìàòðèöþ TBp (x) çàïèøåìî ó òàêîìó âèãëÿäi:

TBp (x) = Tp (x)Φ(x), (6.88)
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äå Tp (x) � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ, p = 1, 2. Òîäi çi ñïiâ-
âiäíîøåíü (6.87) i (6.86) ìà¹ìî, ùî

(Tp (x)Φ)∗ (x) = Φ∗(x)Vp (Φ)

àáî
Φ∗(x)(Tp (x))∗(x) = Φ∗Vp (Φ) ,

òîáòî
(Tp(x))∗ = Vp(Φ), p = 1, 2.

Îñêiëüêè VAp (Φ) � óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ, òî

Tp (x) = V −1
Ap

(Φ) , p = 1, 2. (6.89)

Iç ñïiââiäíîøåíü (6.86), (6.85), (6.84), (6.83) i (6.82) îäåðæó¹ìî,
ùî

Wp (x)T
B
p (x)Qp(x) = UB (x)U−1 = B1 (x) , (6.90)

äå
Qp(x) = UV3(x)S

−1
p (x), p = 1, 2,

òîáòî ìàòðèöi W1 (x)T
B
1 (x) i W2 (x)T

B
2 (x) ïðàâîåêâiâàëåíòíi

äî îäíi¹¨ óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi B1 (x). Òîìó, âðàõîâóþ÷è ñïiââiä-
íîøåííÿ (6.88) i (6.89), áà÷èìî, ùî ìàòðèöi

W1 (x)V
−1
A1

(Φ)Φ(x), W2 (x)V
−1
A2

(Φ)Φ(x)

çà äåÿêèõ çíà÷åíü

k
(1)
ijq i k

(2)
ijq , i, j = 1, 2, . . . , n; i > j; q = 0, 1, . . . , h

(p)
ij , p = 1, 2

iç ïîëÿ F ïðàâîåêâiâàëåíòíi äî îäíi¹¨ óíiòàëüíî¨ ìàòðèöi. Òî-
ìó, çãiäíî ç ëåìîþ 6.4, TF1 (x) = TF2 (x) = T (x) i ìàòðèöÿ
T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà.
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Äîñòàòíiñòü. Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (6.77), (6.78),
(6.79) i ðiâíiñòü

V −1
Ai

(Φ)Φ (x) = Φ (x)Y −1
i ,

äå Yp � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó

Yp =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 · · · 0 0

k
(p)
12(

φ2
φ1
, ψ

(p)
1

) 1 · · · 0 0

· · · · · · · · · · · · · · ·
k
(p)
n1(

φn
φ1
, ψ

(p)
1

) k
(p)
n2(

φn
φ2
, ψ

(p)
2

) · · · k
(p)
n,n−1(

φn
φn−1

, ψ
(p)
n−1

) 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
,

p = 1, 2, áà÷èìî, ùî ìàòðèöÿ TFp(x) iç (6.80) ¹ ëiâèì äiëü-
íèêîì ìàòðèöi TAp (x), òîáòî

TAp (x) =
(
Wp (x)Φ (x)Y −1

p

)
(YpΨp (x)) , p = 1, 2.

ßêùî çà äåÿêèõ çíà÷åíü

k
(1)
ijq i k

(2)
ijq , i, j = 1, 2, . . . , n; i > j; q = 0, 1, . . . , h

(p)
ij , p = 1, 2

iç ïîëÿ F
TF1 (x) = TF2 (x) = T (x)

i ìàòðèöÿ T (x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà, òîáòî iñíó¹ òàêà ìàò-
ðèöÿ R (x) ∈ GL (n,F[x]), ùî TF (x)R (x) = L (x) � óíiòàëüíà
ìàòðèöÿ, òî L (x) ¹ ñïiëüíèì ëiâèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì ìàò-
ðèöü TA1 (x) i TA2 (x), à ìàòðèöÿ

B (x) = U−1L (x)U

� ñïiëüíèì ëiâèì óíiòàëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A1 (x) i
A2 (x).
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Òåîðåìà äîâåäåíà.

Óíiòàëüíó ìàòðèöþ

L (x) = T (x)R (x) ,

äî ÿêî¨ ïðàâîåêâiâàëåíòíà ìàòðèöÿ T (x), áóäó¹ìî çà ôîðìó-
ëîþ (6.7). Òîäi ìàòðèöÿ

B (x) = U−1L (x)U,

äå U � iç ñïiââiäíîøåííÿ (6.77), ¹ ñïiëüíèì óíiòàëüíèì äiëü-
íèêîì ìàòðèöü A1 (x) i A2 (x). Ìàòðèöÿ B (x) çàëåæèòü âiä
ïàðàìåòðiâ

k
(p)
ijq , i, j = 1, 2, . . . , n; i > j; q = 0, 1, . . . , h

(p)
ij , p = 1, 2.

Íàäàþ÷è ¨ì äîïóñòèìèõ çíà÷åíü iç ïîëÿ F, îäåðæèìî ìíîæè-
íó ñïiëüíèõ óíiòàëüíèõ äiëüíèêiâ ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ
ôîðìîþ Φ(x) ìàòðèöü A1(x) i A2(x).

6.6. Ðîçêëàä ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ íà ìíîæ-

íèêè

Çàäà÷à ïðî ôàêòîðèçàöiþ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà

A(x) = Amx
m +Am−1x

m−1 + · · ·+A1x+A0, (6.91)

äå Ai−n×n-ìàòðèöi íàä ïîëåì F, i = 0, 1, . . . ,m, ó çàãàëüíîìó
ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âêàçàòè óìîâè éîãî çîáðàæåííÿ ó âèãëÿäi
äîáóòêó

A(x) = B1(x)B2(x) · · ·Bq(x) (6.92)
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óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ Bi(x), i = 1, 2, . . . , q, ÿêi, âçàãà-
ëi êàæó÷è, âæå íåðîçêëàäíi, çîêðåìà, ó äîáóòîê ëiíiéíèõ óíi-
òàëüíèõ ìíîæíèêiâ. Ìàþ÷è êðèòåðié i ìåòîä âèäiëåííÿ iç ìàò-
ðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) óíiòàëüíîãî ìíîæíèêà B1(x), òîáòî
çîáðàæåííÿ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ó âèãëÿäi äîáóòêó äâîõ
ìíîæíèêiâ

A(x) = B1(x)C1(x),

ìîæíà áóëî á ñïðîáóâàòè çàñòîñóâàòè öåé ìåòîä âèäiëåííÿ óíi-
òàëüíèõ ìíîæíèêiâ äî ìàòðèöi C1(x) i âèäiëèòè òàê óíiòàëü-
íèé ìíîæíèê B2(x) iç ìàòðèöi C1(x):

C1(x) = B2(x)C2(x),

òîáòî
A(x) = B1(x)B2(x)C2(x).

Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ äàëi, ìîæåìî îäåðæàòè äåÿêèé ðîç-
êëàä ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè.

Çðîçóìiëî, ùî öå ìîæíà, â ïðèíöèïi, çðîáèòè ëèøå òîäi, êî-
ëè êiëüêiñòü äiëüíèêiâ òà ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
¹ ñêií÷åííèì ÷èñëîì.

Ç iíøîãî áîêó, íàâiòü çà ñêií÷åííîãî ÷èñëà äiëüíèêiâ òà ðîç-
êëàäiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà õî÷åòüñÿ âñòàíîâèòè éîãî ðîçêëà-
äíiñòü íà ìíîæíèêè, íå âèêîíóþ÷è öåé àëãîðèòì. Âêàçàòè, íà-
ïðèêëàä, êðèòåðié iñíóâàííÿ ðîçêëàäó ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà,
ùî âiäïîâiäà¹ ðîçêëàäó éîãî õàðàêòåðèñòè÷íîãî ïîëiíîìà ÷è
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Çàäà÷à ïðî ðîçêëàäíiñòü ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íà
óíiòàëüíi ìíîæíèêè â òàêié ïîñòàíîâöi ðîçâ'ÿçàíà ëèøå â îêðå-
ìèõ âèïàäêàõ. Âèäiëåíî îêðåìi êëàñè ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ, ÿêi
ðîçêëàäàþòüñÿ â äîáóòîê ëiíiéíèõ óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ, ùî
âiäìi÷åíî â ï. 5.1. ßêùî F � àëãåáðà¨÷íî çàìêíåíå ïîëå õà-
ðàêòåðèñòèêè íóëü ó ïðàöÿõ [41], [39] âñòàíîâëåíî êðèòåðié
ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íà ëiíiéíi óíiòàëüíi
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ìíîæíèêè âèãëÿäó (6.92), çà óìîâè, ùî âîíè íå ìàþòü ñïiëü-
íèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ êîðåíiâ, òîáòî

(detBi(x), detBj(x)) = 1, i, j = 1, 2, . . . , q, i ̸= j,

à â ïðàöi [45] � êîëè

(detBi(x), detBj(x), d
A
n−1(x)) = 1, i, j = 1, 2, . . . , q, i ̸= j.

Â [112] öåé ðåçóëüòàò ïîøèðèëè íà âèïàäîê, êîëè F � äî-
âiëüíå ïîëå. Ó ïðàöi [30] âêàçóþòü óìîâè ðîçêëàäíîñòi íà
ëiíiéíi ìíîæíèêè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) íàä àëãåáðà¨÷íî
çàìêíåíèì ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè íóëü ó âèïàäêó, êîëè êàíî-
íi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) äîðiâíþ¹
äîáóòêó êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì ìíîæíèêiâ Bi(x):

DA(x) =

q∏
i=1

DBi(x).

Íàâåäåìî óìîâè ðîçêëàäíîñòi ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x)
íà äîâiëüíå ÷èñëî óíiòàëüíèõ ìíîæíèêiâ, ïàðàëåëüíî ôiêñîâà-
íîìó ðîçêëàäó éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), i
çàïðîïîíó¹ìî ìåòîä ïîáóäîâè òàêèõ ðîçêëàäiâ. Öèì îõîïèìî
øèðøi âiä âiäîìèõ òèïè ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà.

Íåõàé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) çîáðàæåíî ó âèãëÿäi äî-
áóòêó (6.92). Íàäàëi âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

Cp(x) =

p∏
i=1

Bi(x),

Fq−p(x) =

q−p∏
i=1

Bp+i(x), p = 1, 2, . . . , q − 1.
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Òîäi iç ðîçêëàäó (6.92) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ìîæíà
çàïèñàòè òàêi ðîçêëàäè:

A(x) = Cp(x)Fq−p(x), p = 1, 2, . . . , q − 1.

Íà îñíîâi ëåìè 3.10 êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DCp(x)
ìàòðèöi Cp(x) äiëèòü êàíîíi÷íó äiàãîíàëüíó ôîðìó DA(x)
ìàòðèöi A(x) äëÿ âñiõ p = 1, 2, . . . , q − 1. Îòæå, ðîçêëàäó
(6.92) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) âiäïîâiäà¹ òàêèé ðîçêëàä

DA(x) =

q∏
i=1

Φi(x) (6.93)

éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), ùî êîæíà ìàòðèöÿ

Ψp(x) =

p∏
i=1

Φi(x) = diag(ψp1, ψp2, . . . , ψpn(x)),

p = 1, 2, . . . , q − 1, ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî

ψpi|ψp,i+1, i = 1, 2, . . . , n− 1,

i êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè

DCp(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,

ìàòðèöü
Cp(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,

äîðiâíþþòü

Ψp(x) = diag(ψp1, ψp2, . . . , ψpn(x)), p = 1, 2, . . . , q − 1.

Òîäi êàæåìî, ùî ðîçêëàä (6.92) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ¹
âiäïîâiäíèì äî ðîçêëàäó (6.93) éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA(x).
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Çðîçóìiëî, ùî êîæíèé ðîçêëàä ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà ¹ âiä-
ïîâiäíèì äî äåÿêîãî ðîçêëàäó éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîð-
ìè. Öå îçíà÷à¹, ùî âñi ðîçêëàäè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà ðîçáè-
âàþòüñÿ íà êëàñè çãiäíî ç ðîçêëàäàìè éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãî-
íàëüíî¨ ôîðìè.

Òîìó ïðèïóñêà¹ìî, ùî êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà

DA(x) = diag(µ1(x), µ2(x), . . . , µn(x))

ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), detA(x) ̸= 0, çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
äîáóòêó

DA(x) =

q∏
i=1

Φi(x), (6.94)

äå
Φi(x) = diag(φi1(x), φi2(x), . . . , φin(x)),

ïðè÷îìó

deg detΦi = sin, i = 1, 2, . . . , q − 1,

i êîæíà ìàòðèöÿ

Ψp(x) =

p∏
i=1

Φi(x) = diag(ψp1(x), . . . , ψpn(x)),

p = 1, 2, . . . , q − 1, ¹ d � ìàòðèöåþ.
Âêàæåìî óìîâè iñíóâàííÿ ðîçêëàäiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà

A(x) íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè, ùî âiäïîâiäàþòüõ ðîçêëàäó (6.94)
éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x).

×åðåç Λq−p(x) ïîçíà÷àòèìåìî äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ

Λq−p(x) =

=

q−p∏
i=1

Φp+i(x) = diag(λq−p,1(x), λq−p,2(x), . . . , λq−p,n(x)),
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p = 1, 2, . . . , q − 1, à ÷åðåç Kp(x) � ìàòðèöþ

Kp(x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

1 0 . . . 0 0

µ2
µ1
k
(p)
21 1 . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . .

µn−1

µ1
k
(p)
n−1,1

µn−1

µ2
k
(p)
n−1,2 . . . 1 0

µn
µ1
k
(p)
n1

µn
µ2
k
(p)
n,2 . . .

µn
µn−1

k
(p)
n,n−1 1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

,

äå

k
(p)
ij = k

(0)
ij + k

(1)
ij x+ . . .+ k

(rij)
ij xrij ,

ïðè÷îìó k
(p)
ij ≡ 0, ÿêùî ψpi|ψpj i

rij = degψpi − degψpj − 1,

ÿêùî ψpi ̸ |ψpj , i > j, k
(rij)
ij � íåçàëåæíi çìiííi, òîáòî Kp(x)

� ìàòðèöÿ íàä êiëüöåì F(k)[x], äå F(k) � ðîçøèðåííÿ ïîëÿ

F, îäåðæàíå ïðè¹äíàííÿì k
(rij)
ij , i, j = 1, 2, . . . , n, i > j, äî

ïîëÿ F.
Íåõàé, äàëi, TA(x) � òðèêóòíà ôîðìà âèãëÿäó (6.18) ç

óìîâàìè (6.19) i (6.20) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), òîáòî

TA(x) = UA(x)V (x) = triang(µ1(x), µ2(x), . . . , µn(x)),

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U ∈ GL(n,F), V (x) ∈ GL(n,F[x]). �¨ çà-
ïèøåìî â òàêîìó âèãëÿäi:

TA(x) = U(x) diag(µ1(x), µ2(x), . . . , µn(x)), (6.95)

äå U(x) � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ iç GL(n,F[x]).
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Òåïåð ðîçãëÿíåìî äîáóòîê ìàòðèöü U(x)Kp(x)Φp(x). Ïðà-
âèìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâåäåìî öþ ìàòðèöþ äî
âèãëÿäó (6.18) ç óìîâàìè (6.19) i (6.20), òîáòî äëÿ äåÿêî¨
ìàòðèöi Sp(x) ∈ GL(n,F(k)[x]) ìàòèìåìî:

Tp(x) = U(x)K(x)Φp(x)Sp(x) = triang(φp1, φp2, . . . , φpn(x)),

i = 1, 2, . . . , q − 1.

Òåîðåìà 6.10. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), detA(x) ̸= 0, çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
äîáóòêó (6.94) i

(
λq−p,i(x),

φp−1,n(x)

φp−1,i(x)

)
= 1 (6.96)

àáî (
λq−p,i(x),

ψpn(x)

ψpi(x)

)
= 1, (6.97)

i = 1, 2, . . . , n − 1, p = 2, 3, . . . , q − 1. Òîäi ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì A(x) çîáðàæåíî ó âèãëÿäi äîáóòêó

A(x) =

q∏
i=1

Bi(x), (6.98)

äå
Bi(x), i = 1, 2, . . . , q − 1,

� óíiòàëüíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè ñòåïåíiâ si, i ìàòðèöÿ

Cp(x) =

p∏
i=1

Bi(x)

åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi

Φp(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,
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à ìàòðèöÿ

Fq−p(x) =

q−p∏
i=1

Bp+i(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,

� äî ìàòðèöi

Λq−p(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,

ó òîìó i òiëüêè ó òîìó âèïàäêó, êîëè êîæíèé ìàòðè÷íèé
ïîëiíîì

Tp(x), p = 1, 2, . . . , q − 1,

ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà íàä êiëüöåì P (k)[x], òîáòî âiäïîâiäíi
öèì ìàòðè÷íèì ïîëiíîìàì ìàòðèöi

MTp(Φp), p = 1, 2, . . . , q − 1,

¹ íåîñîáëèâi.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ.
Ïðè q = 2 òåîðåìà âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 6.3 òà ëåìè 6.1.

Ïðèïóñòèìî ¨¨ ñïðàâåäëèâiñòü äëÿ q − 1 i äîâåäåìî òåîðåìó
äëÿ q.

Íåõàé ìàòðèöi Tq−2(x) i Tq−1(x) ðåãóëÿðèçóþòüñÿ ñïðàâà.
Öå îçíà÷à¹, ùî

A(x) = Cq−2(x)F2(x) i A(x) = Cq−1(x)F1(x),

äå Cq−2(x) i Cq−1(x) � óíiòàëüíi ïîëiíîìè i, î÷åâèäíî,

DCq−2(x)|DCq−1(x).

Òîäi íà îñíîâi ëåìè 8.1 ìàòèìåìî, ùî, îñêiëüêè, äîáóòîê ìàò-
ðèöü Cq−1(x)F1(x) äiëèòüñÿ çëiâà íà Cq−2(x), òî Cq−1(x)
äiëèòüñÿ íà Cq−2(x), òîáòî

Cq−1(x) = Cq−2(x)Bq−1(x).
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Çãiäíî ç ïðèïóùåííÿì iíäóêöi¨

Cq−2(x) = B1(x)B2(x) · · · Bq−2(x),

òîáòî

A(x) = B1(x)B2(x) · · · Bq−2(x)Bq−1(x)F1(x),

äå
Bi(x), i = 1, 2, . . . , q − 1,

� óíiòàëüíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè. Òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæèìî, ùî óíiòàëüíi ìíîæíèêè

Bi(x), i = 1, 2, . . . , q − 1,

ðîçêëàäó (6.98) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) ìîæíà çíàéòè íà

îñíîâi ôîðìóë (6.7), ïðè öüîìó íàäàþ÷è çìiííèì k
(rij)
ij äîïó-

ñòèìèõ çíà÷åíü, îäåðæèìî ìíîæèíó ðîçêëàäiâ âèãëÿäó (6.98)
íà óíiòàëüíi ìíîæíèêè ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), âiäïîâiä-
íèõ ðîçêëàäó (6.94) éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x).

Íàñòóïíà òåîðåìà âñòàíîâëþ¹ óìîâè, çà ÿêèõ âiäïîâiäíi ðîç-
êëàäó êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x) ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà A(x), ¹ ïàðàëåëüíèìè äî ðîçêëàäó éîãî êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Òåîðåìà 6.11. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x), detA(x) ̸= 0, çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
äîáóòêó (6.94) i

(φ1,k(x)φ2,k(x) · · ·φp,k(x)
φ1,r(x)φ2,r(x) · · ·φp,r(x)

, (φp+1,k(x), φp+1,r(x))
)
= 1
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äëÿ âñiõ p = 1, 2, . . . , q−1 i k, r = 1, 2, . . . , n, k > r. Òîäi
êîæíèé ðîçêëàä âèãëÿäó (6.98) ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x),
âiäïîâiäíèé ðîçêëàäó (6.94) éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîð-
ìè DA(x), ¹ ïàðàëåëüíèì äî öüîãî ðîçêëàäó éîãî êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.

Äîâåäåííÿ. Äëÿ q = 2 äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 6.2.
Äàëi äîâåäåííÿ âèêîíó¹ìî çà iíäóêöi¹þ.

Íàñëiäîê 6.10. Íåõàé åëåìåíòàðíi äiëüíèêè ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà A(x) ïðîñòi. Ìàòðè÷íèé ïîëiíîì A(x) çîáðàæà-
¹òüñÿ ó âèãëÿäi äîáóòêó (6.98), âiäïîâiäíî ðîçêëàäó (6.94)
éîãî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè êîæíèé ïîëiíîì Tp(x) ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà íàä
êiëüöåì F(k)[x], òîáòî âiäïîâiäíi ¨ì ìàòðèöi

MTp(Φp), p = 1, 2, . . . , q − 1

¹ íåîñîáëèâi, ïðè öüîìó ôàêòîðèçàöiÿ (6.98) ìàòðè÷íîãî ïî-
ëiíîìà A(x) ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (6.94) éîãî êà-
íîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x).

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ìàòðèöþ U(x)Φp(x), äå U(x) � áóäü-ÿêà
íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ
(6.95). Ïðàâèìè åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè çâåäåìî ¨¨ äî
òðèêóòíîãî âèãëÿäó (6.18), òîáòî

T̃p(x) = H(x)Φ(x)S(x) = triang(ψp1(x), ψp2(x), . . . , ψpn(x)),

äå S(x) ∈ GLn(F[x]).

Íàñëiäîê 6.11. Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA(x)
ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìà A(x) çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó

DA(x) =

q∏
i=1

Φi(x),
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äå

Φi(x) = diag(φi1(x), φi2(x), . . . , φin(x)), φij |φi,j+1,

i = 1, 2, . . . , q, j = 1, 2, . . . , n − 1, i deg detΦi = sin.
Òîäi

A(x) =

q∏
i=1

Bi(x),

äå
Bi(x), i = 1, 2, . . . , q − 1,

� óíiòàëüíi ïîëiíîìè ñòåïåíiâ si i

DBi(x) = Φi(x), i = 1, 2, . . . , q,

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè êîæíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì Tp(x)
ðåãóëÿðèçó¹òüñÿ ñïðàâà, òîáòî âiäïîâiäíi ¨ì ìàòðèöi

MTp(Φp), p = 1, 2, . . . , q − 1

� íåîñîáëèâi.

Äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ iç òåîðåìè 6.10, âðàõîâóþ÷è, ùî ó
öüîìó âèïàäêó Kp(x) � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ äëÿ âñiõ
p = 1, 2, . . . , q − 1.

Çàóâàæèìî, ÿêùî A(x) � óíiòàëüíèé ìàòðè÷íèé ïîëiíîì,
òî ìîæíà ñôîðìóëþâàòè àíàëîãi÷íi óìîâè éîãî ðîçêëàäíîñòi ó
äîáóòîê

A(x) =

q∏
i=1

Bi(x),

äå âñi ìíîæíèêè

Bi(x), i = 1, 2, . . . , q

� óíiòàëüíi, çîêðåìà ëiíiéíi óíiòàëüíi ìàòðè÷íi ïîëiíîìè.
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Ðîçäië 7
ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖI� Â ÊIËÜÖßÕ
ÊËIÒÊÎÂÎ-ÒÐÈÊÓÒÍÈÕ
ÏÎËIÍÎÌIÀËÜÍÈÕ ÌÀÒÐÈÖÜ

Ó öüîìó ðîçäiëi âñòàíîâëåíî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöi¨
êëiòêîâî-òðèêóòíèõ òà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü ¹ âiäïî-
âiäíî êëiòêîâî-òðèêóòíèìè òà êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèìè, òîáòî
ìíîæíèêè ó öèõ ôàêòîðèçàöiÿõ ìàþòü âiäïîâiäíi êëiòêîâi âè-
ãëÿäè.

7.1. Ìàòðè÷íå ïîëiíîìiàëüíå ðiâíÿííÿ Ñè-

ëüâåñòðà A(x)X(x)− Y (x)B(x) = C(x)

Íåõàé F � äîâiëüíå ïîëå, F[x] � êiëüöå ïîëiíîìiâ íàä F.
Ðîçãëÿíåìî ìàòðè÷íå ðiâíÿííÿ

A(x)X(x)− Y (x)B(x) = C(x), (7.1)

äå

A(x) =

r∑
i=0

Aix
r−i, Ai ∈M(n,F), i = 0, 1, . . . , r,
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B(x) =

s∑
i=0

Bix
s−i, Bi ∈M(m,F), i = 0, 1, . . . , s,

C(x) =
l∑

i=0

Cix
l−i, Ci ∈M(n,m,F), i = 0, 1, . . . , l,

X(x), Y (x)� íåâiäîìi ìàòðèöi iç M(n,m,F[x]). Ïîêëàäåìî, ùî
A(x) i B(x) � óíiòàëüíi ìàòðèöi, òîáòî A0 = In, B0 = Im �
îäèíè÷íi ìàòðèöi ïîðÿäêiâ n i m. Âiäîìî [219], [153], [162], ùî
ðiâíÿííÿ (7.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöi

∥∥∥∥A(x) C(x)
0 B(x)

∥∥∥∥ i

∥∥∥∥A(x) 0
0 B(x)

∥∥∥∥
åêâiâàëåíòíi, òîáòî ìàþòü îäíi i òi æ ñàìi iíâàðiàíòíi ìíîæíè-
êè. Áàãàòî àâòîðiâ îïèñóþòü ðîçâ'ÿçêè ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðè-
÷íèõ ðiâíÿíü Ñèëüâåñòðà âèãëÿäó (7.1) ç ïåâíèìè âëàñòèâî-
ñòÿìè [152], [172]. Ó ïðàöÿõ [129], [154] âêàçàíî óìîâè iñíó-
âàííÿ òà ¹äèíîñòi òàê çâàíèõ "ìiíiìàëüíèõ" ðîçâ'ÿçêiâ öüîãî
ðiâíÿííÿ, òîáòî òàêèõ ðîçâ'ÿçêiâ X(x), Y (x), ùî

degX < degB, deg Y < degA,

à â [173], [174] � çàäàíèõ ñòåïåíiâ, çîêðåìà íóëüîâîãî.
Ðîçâ'ÿçóâàííÿ òàêèõ ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ðiâíÿíü ìîæ-

íà òàêîæ çâåñòè äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîëiíîìiàëüíèõ äiîôàíòîâèõ
ðiâíÿíü [179], [180], [181].

Ðîçãëÿíåìî îäèí òèï ðîçâ'ÿçêiâ ìàòðè÷íîãî ïîëiíîìiàëüíî-
ãî ðiâíÿííÿ (7.1) i âêàæåìî ñïîñiá ¨õ ïîáóäîâè, ÿêi âèêîðèñòà-
¹ìî ïiä ÷àñ îïèñó êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ôàêòîðèçàöié êëiòêîâî-
òðèêóòíèõ ïîëiíîìiàëüíèõ ìàòðèöü.
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Ëåìà 7.1. ßêùî ðiâíÿííÿ (7.1) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè, òî âîíî ìà¹
i òàêi ðîçâ'ÿçêè

(X1(x), Y1(x)) i (X2(x), Y2(x)),

ùî

degX1 < degB, deg Y2 < degA.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (X0(x), Y0(x)) � äîâiëüíèé ðîçâ'ÿçîê
ðiâíÿííÿ (7.1), òîáòî

A(x)X0(x)− Y0(x)B(x) = C(x).

Ïîäiëèìî ìàòðèöþ X0(x) ñïðàâà íà B(x), à Y0(x) çëiâà �
íà A(x) i îäåðæèìî:

X0(x) = Q(x)B(x) +X1(x),

Y0(x) = A(x)R(x) + Y2(x),

äå Q(x), R(x), X1(x), Y2(x) ∈M(n,m,F[x]) i

degX1 < degB, deg Y2 < degA.

Òîäi

(X1(x) = X0(x)−Q(x)B(x), Y1(x) = Y0(x)−A(x)Q(x))

i

(X2(x) = X0(x)−R(x)B(x), Y2(x) = Y0(x)−A(x)R(x))

� ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (7.1). Öå ïîêàçó¹ìî çà äîïîìîãîþ áåçïî-
ñåðåäíüî¨ ïåðåâiðêè.

Ëåìà äîâåäåíà.
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Øóêàòèìåìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (7.1), ïðî ÿêi éäåòüñÿ â
ëåìi 7.1, òîáòî

X(x) =

s−1∑
i=0

Xix
s−1−i.

Ïîêëàäåìî l > r + s− 1. Òîäi

Y (x) =

l−s∑
i=0

Yix
l−s−i.

Çàïèøåìî ñóïðîâiäíi ìàòðèöi ìàòðè÷íèõ ïîëiíîìiâ A(x) i
B(x):

WA =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
0 0 . . . −Ar
In 0 . . . −Ar−1
...

...
. . .

...
0 0 . . . In −A1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥ ,

WB =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

0 Im . . . 0
0 0 . . . 0
...

...
. . .

...
Im

−Bs −Bs−1 . . . −B1

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Äàëi ïîêëàäåìî:

R0 = −C0, Rp = −Cp −
p−1∑
i=0

RiBp−i,

p = 1, 2, . . . , l − (r + s− 1),

Sq = Cl−q +
∑

i+j=l−q
RiBj , q = 0, 1, . . . , l, B0 = Im.
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Ðîçãëÿíåìî ðiâíÿííÿ

WAZ − ZWB = D, (7.2)

äå D = ∥Dij∥r,s1 , Dij � n×m-ìàòðèöi íàä F,ùî çàäîâîëüíÿþòü
ñïiââiäíîøåííÿ∑

i+j=t+2

Dij = Si, t = 0, 1, . . . , r + s− 2; (7.3)

Z = ∥Zij∥r,s1 , Zij � íåâiäîìi n×m-ìàòðèöi íàä F. Áåçïîñåðåäíÿ
ïåðåâiðêà çàñâiä÷ó¹, ùî, êîëè Z � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.2), òî
X(x), Y (x) ç

Xs−i = −Zri, i = 1, 2, . . . , s,

Yu = Ru, u = 0, 1, . . . , l − (r + s),

Yl−(r+s−1) = −Zrs +Rl−(r+s−1), Yl−(s−1)−j = −Zjs,

j = 1, 2, . . . , r − 1 � ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (7.1). Íàâïàêè, ç
ðîçâ'ÿçêó X(x), Y (x) ðiâíÿííÿ (7.1) ìîæíà óòâîðèòè ðîçâ'ÿ-
çîê Z ðiâíÿííÿ (7.2).

ßêùî l < r + s − 1, òî â (7.3) ïîêëàäà¹ìî St = 0 ïðè
t = l + 1, t = l + 2, . . . , r + s− 2 i

Xs−i = −Zri, i = 1, 2, . . . , s, Yr−j = −Zjs, j = 1, 2, . . . , r.

Öåé âèïàäîê ðîçãëÿíóòî â ïðàöi [129]. Îñêiëüêè

det(Irnx−A) = detA(x), det(Ismx−B) = detB(x)

i ðiâíÿííÿ (7.2) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè(
det(Irnx−A), det(Ismx−B)

)
= 1,

òî ìà¹ìî íàñòóïíó ëåìó.
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Ëåìà 7.2. Ðiâíÿííÿ (7.1) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê

X(x), Y (x), degX < degB

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

(detA(x),detB(x)) = 1.

Çàóâàæèìî, ùî çà iñíóâàííÿ i ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó ðiâíÿííÿ
(7.2) ìîæíà íàâåñòè i ÿâíèé âèðàç äëÿ Z (äèâ., íàïðèêëàä,
[124]).

7.2. Ìiíîðè áëî÷íèõ ìàòðèöü òà ¨õ áëîêiâ

Ó öüîìó ïiäðîçäiëi ñôîðìóëþ¹ìî äîïîìiæíi ëåìè, ÿêi âè-
êîðèñòîâóâàòèìåìî â ïîäàëüøîìó âèêëàäi.

Íåõàé L(x) � n×n-ìàòðèöÿ íàä F[x], detL(x) ̸≡ 0 i L(x)
çîáðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó n× n-ìàòðèöü N(x) i H(x) :

L(x) = N(x)H(x)

àáî ó áëî÷íîìó âèãëÿäi∥∥∥∥L1(x)
L2(x)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ N1(x)
N2(x)

∥∥∥∥H(x), (7.4)

äå Li(x) i Ni(x) � ni × n-ìàòðèöi, i = 1, 2. Íàäàëi dLk (x)

îçíà÷àòèìåìî íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ ïîðÿäêó k
ìàòðèöi L(x).

Ëåìà 7.3. Íåõàé

(detN(x), detH(x)) = µ(x)
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i

(detN(x), dLi
ni
(x)) = φi(x), i = 1, 2.

ßêùî

(µ(x), dLn−1(x)) = 1,

òî

dNi
ni
(x) = φi(x), i = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî i = 1.
Î÷åâèäíî, ùî dN1

n1
(x)|φ1(x). Ïðèïóñòèìî, ùî

dN1
n1

(x) ̸= φ1(x), òîáòî

φ1(x)

dN1
n1 (x)

= ψ1(x) i degψ1 > 0.

Ìàòðèöþ N1(x) çîáðàçèìî ó âèãëÿäi

N1(x) = G1(x)N
1
1 (x),

äå G1(x) � n1 × n1-ìàòðèöÿ òàêà, ùî

detG1(x) = dN1
n1

(x).

Ç ðiâíîñòi
L1(x) = N1(x)H(x)

âèïëèâà¹, ùî
L1(x) = G1(x)L

1
1(x).

Òîäi ç ðiâíîñòi (7.4) îòðèìó¹ìî:∥∥∥∥L1
1(x)

L2(x)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥N1
1 (x)

N2(x)

∥∥∥∥H(x). (7.5)
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Íåõàé x0 � êîðiíü ïîëiíîìà ψ1(x) (x0 ìîæå íàëåæàòè
ðîçøèðåííþ Fψ1 ïîëÿ F). Íåõàé

(detN(x), detH(x)) = µ(x).

Ïîêëàäåìî µ(x0) = 0. Îñêiëüêè ðÿäêè ìàòðèöi N1
1 (x0) ëiíiéíî

íåçàëåæíi, òî, äîäàþ÷è äî äåÿêîãî i-ãî ðÿäêà ìàòðèöi N2(x0)
ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ ðåøòè ¨¨ ðÿäêiâ i ðÿäêiâ ìàòðèöi N1

1 (x0),
îòðèìó¹ìî íóëüîâèé ðÿäîê, òîáòî ðiâíiñòü (7.5) ïåðåòâîðþ¹-
òüñÿ â ðiâíiñòü ∥∥∥∥L1

1(x0)
L1
2(x0)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥N1
1 (x0)

N1
2 (x0)

∥∥∥∥H(x0),

äå â ìàòðèöÿõ N1
2 (x0) i L1

2(x0) i-òi ðÿäêè íóëüîâi. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî rangL(x0) 6 n− 2, ùî ¹ íåìîæëèâî.

ßêùî µ(x0) ̸= 0, òî ç ðiâíîñòi

L1(x0) = N1(x0)H(x0)

ìà¹ìî, ùî rangL1(x0) = n1, à öå òàêîæ íåìîæëèâî. Îòæå,

dN1
n1

(x) = φ1(x).

Äëÿ i = 2 äîâåäåííÿ ëåìè âèêîíó¹ìî àíàëîãi÷íî.

Ëåìà 7.4. Íåõàé

(dL1
n1
(x), dL2

n2
(x)) = ρ12(x)

i
(ρ12(x), µ(x)) = 1.

ßêùî
dL1
n1
(x)dL2

n2
(x) = detL(x),

òî
dN1
n1

(x)dN2
n2

(x) = detN(x).
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Äîâåäåñòè öþ ëåìó ëåãêî, âèêîðèñòîâóþ÷è ìiðêóâàííÿ, íà-
âåäåíi ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ ëåìè 7.3.

7.3. Ôàêòîðèçàöiÿ êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ìàò-

ðèöü

Ðîçãëÿíåìî âåðõíþ êëiòêîâî-òðèêóòíó ïîëiíîìiàëüíó ìàò-
ðèöþ T (x) ∈M(n,F[x]), òîáòî

T (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
T11(x) T12(x) . . . T1k(x)

0 T22(x) . . . T2k(x)
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Tkk(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥ ,
äå Tij(x) ∈M(ni, nj ,F[x]). Íåõàé ìàòðèöÿ T (x) ðîçêëàäíà íà

ìíîæíèêè, òîáòî
T (x) = B(x)C(x), (7.6)

äå B(x) � óíiòàëüíà ïîëiíîìiàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s > 1.

Ïðèðîäíî âèíèêà¹ ïèòàííÿ: â ÿêîìó âèïàäêó ìíîæíèêè
B(x) i C(x) ó öüîìó ðîçêëàäi (7.6) ¹ òàêîãî æ êëiòêîâî-
òðèêóòíîãî âèãëÿäó, ÿê i ìàòðèöÿ T (x)?

Âñòàíîâèìî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöiÿ (7.6) êëiòêîâî-
òðèêóòíî¨ ìàòðèöi T (x) ¹ êëiòêîâî-òðèêóòíîþ, òîáòî òàêà,
ùî ¨¨ ìíîæíèêè B(x) i C(x) ¹ òàêîãî æ êëiòêîâî-òðèêóòíîãî
âèãëÿäó, ÿê i ìàòðèöÿ T (x).

Íåõàé êëiòêîâî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ T (x) ðîçêëàäíà íà ìíîæ-
íèêè âèãëÿäó (7.6). Ìàòðèöi B(x) i C(x) çàïèøåìî ó âiäïî-
âiäíîìó äî ìàòðèöi T (x) áëî÷íîìó âèãëÿäi, òîáòî

T (x) = ∥Bij(x)∥k1 · ∥Cij(x)∥k1, (7.7)
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äå Bij(x), Cij(x) ∈M(ni, nj ,F[x]).
ßêùî ôàêòîðèçàöiÿ (7.7) êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi T (x)

¹ êëiòêîâî-òðèêóòíîþ, òî, î÷åâèäíî, ùî

detB(x) =

k∏
i=1

φi(x), (7.8)

äå degφi = sni i φi(x)| detTii(x) äëÿ âñiõ i = 1, 2, . . . , k. Îò-
æå, óìîâà (7.8) ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ iñíóâàííÿ êëiòêîâî-òðèêóòíî¨
ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâî-òðèêóòíî¨ ìàòðèöi.

Òåîðåìà 7.1. Íåõàé êëiòêîâî-òðèêóòíà ìàòðèöÿ T (x) i
âèçíà÷íèê detB(x) çîáðàæåíi ó âèãëÿäàõ (7.7) i (7.8),
âiäïîâiäíî. ßêùî(

(detB(x), detC(x)), dTn−1(x)
)
= 1,

òî ôàêòîðèçàöiÿ (7.7) ìàòðèöi T (x) ¹ êëiòêîâî-òðèêóòíîþ,
òîáòî

Bij(x) = Cij(x) = 0, i, j = 1, 2, . . . , k, i > j.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî k = 2, òîáòî

∥∥∥∥ T11(x) T12(x)
0 T22(x)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ B11(x) B12(x)
B21(x) B22(x)

∥∥∥∥C(x). (7.9)

Íåõàé δ2(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ ïîðÿä-
êó n2 ìàòðèöi

B2(x) = ∥ B21(x) B22(x) ∥.

Îñêiëüêè
φ2(x)|detT22(x) i φ2(x)| detB(x),

249



Ðîçäië 7. Ôàêòîðèçàöi¨ â êiëüöÿõ êëiòêîâî-òðèêóòíèõ ...

òî íà ïiäñòàâi ëåìè 7.3 ìà¹ìî, ùî φ2(x)|δ2(x). Îñêiëüêè
degB2 = s, òî deg δ2 6 sn2. Îòæå,

deg δ2 = sn2 i δ2(x) = φ2(x).

Îñêiëüêè degB22 = s, à degB21 < s, òî B21(x) = 0. Òîäi ó
ðiâíîñòi (7.9) ìàòðèöÿ C(x) ìà¹ òàêèé æå êëiòêîâî-òðèêóòíèé
âèãëÿä, òîáòî äëÿ k = 2 òåîðåìà äîâåäåíà. Äëÿ äîâiëüíîãî k
¨¨ ëåãêî äîâåñòè iíäóêöi¹þ çà k.

Íàñëiäîê 7.1. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ õî÷ áè îäíà ç óìîâ:

1) (detB(x), detC(x)) = 1;

2) Ìàòðèöÿ T (x) ìà¹ òiëüêè îäèí âiäìiííèé âiä îäèíèöi
iíâàðiàíòíèé ìíîæíèê.

Òîäi êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi T (x) ç óìîâîþ (7.8) ¹
êëiòêîâî-òðèêóòíîþ.

Òåîðåìà 7.2. Íåõàé

(
detTii(x),

k∏
j=i+1

φj(x)
)
= νi(x), i = 1, 2, . . . , k − 1.

ßêùî

(νi(x), dn−1(x)) = 1,

òî ôàêòîðèçàöiÿ (7.6) ìàòðèöi T (x) êëiòêîâî-òðèêóòíà.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäàþ÷è k = 2, àíàëîãi÷íî, ÿê ïiä ÷àñ äî-
âåäåííÿ ëåìè 7.3, ïîêàçó¹ìî, ùî â (7.9) δ2(x) = φ2(x). Äàëi
äi¹ìî, ÿê ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 7.1.
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Íàñëiäîê 7.2. Íåõàé

(detTii(x), detTjj(x)) = ρij(x), i, j = 1, 2, . . . , k, i ̸= j.

ßêùî
(ρij(x), dn−1(x)) = 1,

òî ôàêòîðèçàöiÿ (7.6) ìàòðèöi T (x) êëiòêîâî-òðèêóòíà.

Íåõàé äiàãîíàëüíi êëiòêè Tii(x), i = 1, 2, . . . , k, êëiòêîâî-
òðèêóòíüî¨ ìàòðèöi T (x) ðîçêëàäåíi íà ìíîæíèêè

Tii(x) = Bii(x)Cii(x), (7.10)

äå Bii(x) � óíiòàëüíi ìàòðèöi ñòåïåíÿ s > 1.

Òåîðåìà 7.3. Ìàòðèöÿ T (x) ðîçêëàäåíà ó äîáóòîê êëiòêîâî-
òðèêóòíèõ ìíîæíèêiâ, òîáòî

T (x) =

∥∥∥∥∥∥∥∥
B11(x) X12(x) . . . X1k(x)

0 B22(x) . . . X2k

· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Bkk

∥∥∥∥∥∥∥∥×

×

∥∥∥∥∥∥∥∥
C11(x) Y12(x) . . . Y1k(x)

0 C22(x) . . . Y2k(x)
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Ckk

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (7.11)

äå ïåðøèé ìíîæíèê B(x) � óíiòàëüíèé ñòåïåíÿ s òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè ñèñòåìà ìàòðè÷íèõ ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

Bii(x)Yij(x) +Xij(x)Cjj(x) +

j−1∑
l=i+1

Xil(x)Ylj(x) = Tij(x), (7.12)

1 6 i < j 6 k, ìà¹ ðîçâ'ÿçêè.
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Äîâåäåííÿ. Î÷åâèäíî, ùî ç iñíóâàííÿ ôàêòîðèçàöi¨ (7.11)
ìàòðèöi T (x) âèïëèâà¹ ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåìè ðiâíÿíü (7.12).

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü (7.12) çâîäèòüñÿ äî ïîñëiäîâíî-
ãî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ðiâíÿíü òèïó (7.1). Òîìó íà îñíîâi ëåìè 7.1,
ñåðåä ðîçâ'ÿçêiâ ñèñòåìè ðiâíÿíü (7.12), iñíóþòü òàêi ðîçâ'ÿç-
êè

Xij(x), Yij(x), i, j = 1, 2, . . . , k, j < i,

ùî degXij < s, òîáòî ìàòðèöÿ T (x) ìà¹ ôàêòîðèçàöiþ âèã-
ëÿäó (7.11), â ÿêié ïåðøèé ìíîæíèê óíiòàëüíèé.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
Áåðó÷è äî óâàãè ëåìó 7.2, îòðèìó¹ìî òàêå òâåðäæåííÿ.

Íàñëiäîê 7.3. Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà ç óìîâ:

1) (detBii(x), detCi+j,i+j(x)) = 1, i = 1, 2, . . . , k − 1,
j = 1, 2, . . . , k − i;

2)
( k∏
i=1

detBii(x),
k∏
i=1

detCii(x)
)
= 1;

3) (detTii(x), detTjj(x)) = 1, i, j = 1, 2, . . . , k, i ̸= j.

Òîäi ìàòðèöÿ T (x) ìà¹ êëiòêîâî-òðèêóòíó ôàêòîðèçà-
öiþ âèãëÿäó (7.11). Ïðè öüîìó, ÿêùî T (x) � ðåãóëÿðíà ìàò-
ðèöÿ, òî êîæíié ôàêòîðèçàöi¨ (7.15) äiàãîíàëüíèõ êëiòèíîê
Tii(x) âiäïîâiäà¹ ¹äèíà ôàêòîðèçàöiÿ (7.11) ìàòðèöi T (x).

7.4. Ôàêòîðèçàöiÿ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèõ ìà-

òðèöü

Òåïåð ðîçãëÿíåìî êëiòêîâî-äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ

D(x) = diag{D1(x), D2(x), . . . , Dk(x)} =
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=

∥∥∥∥∥∥∥∥
D1(x) 0 · · · 0

0 D2(x) · · · 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · Dk(x)

∥∥∥∥∥∥∥∥ , (7.13)

äå Di(x) ∈M(ni,F[x]), i = 1, 2, . . . , k i detA(x) ̸≡ 0. Íåõàé
ìàòðèöÿ D(x) ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè, òîáòî

D(x) = B(x)C(x), (7.14)

äå B(x) � óíiòàëüíà ìàòðèöÿ ñòåïåíÿ s > 1.
Âêàæåìî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðèçàöiÿ (7.14) êëiòêîâî-

äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi D(x) ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîþ, òîáòî
ìíîæíèêè B(x) i C(x) ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó
(7.13).

Òåîðåìà 7.4. Íåõàé

(detDi(x), detDj(x)) = ρij(x), i, j = 1, 2, . . . , k, i ̸= j

i
(detB(x), detC(x)) = µ(x).

ßêùî

(µ(x), ρij(x)) = 1, i, j = 1, 2, . . . , k, i ̸= j,

òî ôàêòîðèçàöiÿ (7.14) ìàòðèöi D(x) � êëiòêîâî-äiàãîíàëü-
íà, òîáòî ìíîæíèêè

B(x) = diag{B1(x), B2(x), . . . , Bk(x)},

C(x) = diag{C1(x), C2(x), . . . , Ck(x)}

¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó (7.13), äå

Bi(x), Ci(x) ∈M(ni, P [x]), i = 1, 2, . . . , k.
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Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî k = 2, òîáòî

∥∥∥∥ D1(x) 0
0 D2(x)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ B11(x) B12(x)
B21(x) B22(x)

∥∥∥∥C(x). (7.15)

Íåõàé δi(x) � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê ìiíîðiâ ïîðÿä-
êó ni ìàòðèöi

∥ Bi1(x) Bi2(x) ∥, i = 1, 2.

Íà îñíîâi ëåìè 7.4 ìà¹ìî, ùî

deg δi = sni, i = 1, 2.

Òîìó B12(x) = 0 i B21(x) = 0. Òîäi C(x) ìà¹ òàêèé ñà-
ìèé êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèé âèãëÿä. Îòæå, ôàêòîðèçàöiÿ (7.15)
ìàòðèöi D(x) ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîþ.

Äëÿ äîâiëüíîãî k äîâåäåííÿ ïðîâîäèìî çà iíäóêöi¹þ.
Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 7.4. ßêùî âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà iç óìîâ

1) (detDi(x), detDj(x)) = 1, i, j = 1, 2, . . . , k, i ̸= j;

2) (detB(x), detC(x)) = 1,

òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi D(x),
â ÿêié ïåðøèé ìíîæíèê óíiòàëüíèé, ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíîþ.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ âèïàäêó, êîëè ïîëå F àëãåáðà¨÷íî çàì-
êítyt õàðàêòåðèñòèêè íóëü i s = 1, òîáòî ìíîæíèê B(x) ëi-
íiéíèé, òâåðäæåííÿ 2) îñòàííüîãî íàñëiäêó ñôîðìóëüîâàíî ó
ïðàöÿõ [59] i [49].

Òàêèì ÷èíîì, ÿêùî ôàêòîðèçàöi¨ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíî¨ ìàò-
ðèöi D(x) ¹ êëiòêîâî-äiàãîíàëüíèìè, òî ¨õ ôàêòîðèçàöiÿ çâî-
äèòüñÿ äî ôàêòîðèçàöi¨ ¨¨ äiàãîíàëüíèõ êëiòîê.
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Ðîçäië 8
ÑÒÀÍÄÀÐÒÍÀ ÔÎÐÌÀ ÏÀÐ
ÌÀÒÐÈÖÜ ÒÀ ÔÀÊÒÎÐÈÇÀÖIß
ÌÀÒÐÈÖÜ ÍÀÄ ÊIËÜÖßÌÈ

Ó öüîìó ðîçäiëi íà îñíîâi âñòàíîâëåíî¨ ñòàíäàðòíî¨ ôîð-
ìè ïàðè ìàòðèöü îïèñàíî (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü íàä
àäåêâàòíèìè êiëüöÿìè. Âñòàíîâëåíî óìîâè, çà ÿêèõ ôàêòîðè-
çàöi¨ ìàòðèöi ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöiÿìè, òà âêàçàíî âèãëÿä óñiõ
òàêèõ ôàêòîðèçàöié. Ñôîðìóëüîâàíî êðèòåði¨ îäíîçíà÷íîñòi ç
òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi òàêèõ ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü òà ¨õ
äiëüíèêiâ iç çàäàíèìè êàíîíi÷íèìè äiàãîíàëüíèìè ôîðìàìè.

8.1. Ïîäiëüíiñòü ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå, A i B � ìàòðèöi íàä êiëüöåì
R i ìàòðèöÿ B ¹ äiëüíèêîì ìàòðèöi A. Òîäi, ÿê ïîêàçàíî ó
ïiäðîçäiëi 3.6, êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DB ìàòðèöi B
¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA ìàòðèöi A.
Îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå. Òîìó âèíèêà¹ ïèòàííÿ: çà ÿêèõ
óìîâ iç òîãî, ùî êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi B ¹
äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè ìàòðèöi A, âèïëè-
âà¹, ùî ìàòðèöÿ B ¹ äiëüíèêîì ìàòðèöi A?
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Öÿ çàäà÷à ïîâ'ÿçàíà iç äiàãîíàëiçîâíiñòþ ïàðè ìàòðèöü
(A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíèìè ïåðåòâîðåííÿìè.

Äiéñíî, ÿêùî DB|DA i ïàðà ìàòðèöü (A,B) äiàãîíàëiçîâ-
íà, òîáòî

DA = DBΨ (8.1)

i
UAV1 = DA, UBV2 = DB (8.2)

äëÿ äåÿêèõ îáîðîòíèõ íàä R ìàòðèöü U , V1, V2, òî çi ñïiââiä-
íîøåíü (8.1) i (8.2) îäåðæó¹ìî, ùî

A = BC, C = V2ΨV
−1
1 .

Çðîçóìiëî, ùî îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íåâiðíå.
Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ öi óìîâè ¹ íåîáõiäíèìè i äîñòàòíiìè

äëÿ ïîäiëüíîñòi ìàòðèöi A íà ìàòðèöþ B.

Òåîðåìà 8.1. Íåõàé A ∈M(m,n,R), B ∈M(m,R) i dAm ̸= 0,
detB ̸= 0. Íåõàé äàëi DB|DA, òîáòî

DA = diag(µB1 , µ
B
2 , . . . , µ

B
m) diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm) (8.3)

i (µBi
µBj

, (ψi, ψj)
)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , m, i > j. (8.4)

Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíi:

1) ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè
äiàãîíàëüíèõ ìàòðèöü (DA, DB);

2) ìàòðèöÿ B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A.

Äîâåäåííÿ. ßêùî ïàðè ìàòðèöü (A1, B1) i (A2, B2) ¹ óçà-
ãàëüíåíî åêâiâàëåíòíi i B2|A2, òî ëåãêî áà÷èìî, ùî i B1|A1.
Îòæå, iç òâåðäæåííÿ 1) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ 2).
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Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A,
òîáòî

A = BC. (8.5)

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.3 ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè (DA, TB), äå

DA = UAV1 = diag(µA1 , µ
A
2 , . . . , µ

A
m),

TB = UBV2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
µB1 0 . . . 0

b21µ
B
1 µB2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
bm1µ

B
1 bm2µ

B
2 . . . µBm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥
äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R).

Òîäi iç ðiâíîñòi (8.5) îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

DA = TBC1, (8.6)

äå C1 = V −1
2 CV1 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ âèãëÿäó (3.3) ç

ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm).

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (8.6) îòðèìó¹ìî ðiâíîñòi

bijψjµ
B
j +

i∑
k=j+1

bikckjµ
B
k = 0, i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j,

àáî ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà µBj

bijψj +
i∑

k=j+1

bikckj
µBk
µBj

= 0, i, j = 1, . . . ,m, (8.7)
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äå bik = 1 ïðè k = i. Iç ðiâíîñòi (8.7), âðàõîâóþ÷è óìîâè
(8.4), îäåðæó¹ìî, ùî

(ψj , ψk)|cij , i, j = 1, 2, . . . ,m, i > j

äëÿ âñiõ k = i + 1, i + 2, . . . ,m. Íà îñíîâi ëåìè 3.3 ìàòðèöÿ
C1 iç ðiâíîñòi (8.6) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ. Î÷åâèäíî,
ùî i ìàòðèöÿ C iç (8.5) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm)

iç ðiâíîñòi (8.3). Íà îñíîâi òåîðåìè 3.8 ïàðà ìàòðèöü (A,B)
äiàãîíàëiçîâíà, òîáòî iç òâåðäæåííÿ 2) âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ
1).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 8.1. Íåõàé

A ∈M(m,n,R), B ∈M(m,R), dAm ̸= 0, detB ̸= 0.

Íåõàé DA = DBΨ äëÿ äåÿêî¨ äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi Ψ ∈
M(m,n,R) i âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà iç óìîâ:

1) (detDB, detΨ) = 1;

2) (detDB, detΨ, µAm−1) = 1;

3) (µAi , µ
B
m) = µBi , i = 1, 2, . . . , m− 1.

Òîäi íàñòóïíi òâåðäæåííÿ ¹ åêâiâàëåíòíèìè:

1) ïàðà ìàòðèöü (A,B) äiàãîíàëiçîâíà;

2) ìàòðèöÿ B ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi A.
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8.1. Ïîäiëüíiñòü ìàòðèöü

Íåõàé B,C,H ∈M(n,R) i ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì
äîáóòêó BC ìàòðèöü B i C. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ: çà ÿêèõ
óìîâ ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi B? Íåîáõiäíîþ
óìîâîþ äëÿ öüîãî ¹ òå, ùî DH ¹ äiëüíèêîì DB.

Ëåìà 8.1. Íåõàé B,C,H � íåîñîáëèâi ìàòðèöi iç M(n,R),
i ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì äîáóòêó ìàòðèöü BC = A,
à ¨¨ êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DH � äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DB ìàòðèöi B, òîáòî DB = DHΛ,

A = BC = HF (8.8)

i òîäi, âiäïîâiäíî,

DA = DBΨ = DHΦ, (8.9)

äå

Ψ = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψn), Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φn)

� äåÿêi äiàãîíàëüíi ìàòðèöi. Íåõàé äàëi âèêîíó¹òüñÿ ïðè-
íàéìíi îäíà ç óìîâ:

1) ìàòðèöÿ C åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ i(
µHn
µHi

, ψi

)
= 1, i = 1, 2, . . . , n; (8.10)

2) ìàòðèöÿ F åêâiâàëåíòíà äî Φ i DBC = DBDC .

Òîäi ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi B, òîáòî
B = HB1.

Äîâåäåííÿ. 1). Íà îñíîâi òåîðåì 3.11 i 3.12 òðiéêà ìàòðèöü
(A,B,H) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî òðiéêè (DA, DB, TH),
òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = DB, UHV3 = TH (8.11)
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äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V1, V2, V3 ∈ GL(n,R). Òîäi iç ðiâíîñòåé
(8.8) i (8.11) îäåðæó¹ìî:

DA = DBΨ = THF1, (8.12)

äå F1 � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ äiàãîíàëëþ Φ.
Òîäi çi ñïiââiäíîøåíü (8.11) çà óìîâ (8.10) îòðèìó¹ìî, ùî Ψ ¹
ïðàâèì äiëüíèêîì F1, òîáòî F1 = F2Ψ. Òîìó iç ñïiââiäíîøåíü
(8.11) ìàòèìåìî, ùî DB = THF2 àáî, âðàõîâóþ÷è ðiâíîñòi
(8.9), îäåðæèìî B = HG, äå G = V3F2V

−1
2 .

2) Iç òîãî, ùî DBC = DBDC , ìà¹ìî, ùî ìàòðèöÿ C iç
ðiâíîñòi (8.8) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ iç ðiâíîñòi (8.9).
Òîìó, ìiðêóþ÷è, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, iç ðiâíîñòi (8.8)
îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü (8.11), äå Ψ = DC . Íèæíÿ òðèêóòíà ìàò-
ðèöÿ F1 iç ñïiââiäíîøåíü (8.11) åêâiâàëåíòíà äî äiàãîíàëüíî¨
ìàòðèöi Φ. Òîäi íà îñíîâi ëåìè 3.2 iñíóþòü òàêi íèæíi óíiòðè-
êóòíi ìàòðèöi S i W , ùî SF1W = Φ. Òîäi iç ðiâíîñòi (8.11)
ìà¹ìî:

DBΨW = THS−1Φ

àáî
DBW1Ψ = THS−1Φ,

äå W1 � íèæíÿ óíiòðèêóòíà ìàòðèöÿ. Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi,
ïiñëÿ ñêîðî÷åííÿ íà Ψ, ëåãêî îäåðæó¹ìî, ùî H ¹ ëiâèì äiëü-
íèêîì B.

Ëåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 8.2. Íåõàé äëÿ ìàòðèöü B,C,H ∈M(n,R) âèêî-
íóþòüñÿ óìîâè (8.8) i (8.9) ëåìè 8.1. ßêùî(µBi

µBj
, (ψi, ψj)

)
= 1, i, j = 1, 2, . . . , n, i > j (8.13)

i (µHn
µHi

, ψi

)
= 1, i = 1, 2, . . . , n− 1,
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8.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöü

òî ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi B.

Äiéñíî, çà âèêîíàííÿ óìîâè (8.13) ìàòðèöÿ C iç ðiâíîñòi
(8.8) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Ψ iç ðiâíîñòi (8.9).

Íàñëiäîê 8.3. Íåõàé B,C,H ∈ M(n,R) i ìàòðèöÿ H ¹
ëiâèì äiëüíèêîì äîáóòêó ìàòðèöü BC, òîáòî BC = HF .
Íåõàé âèêîíó¹òüñÿ ïðèíàéìíi îäíà iç óìîâ:

1) (detB, detC) = 1;

2) (detH, detC) = 1;

3)
(
(detB, detC), dBCn−1

)
= 1;

4)
(
(detH, detC), dBCn−1

)
= 1.

Òîäi ìàòðèöÿ H ¹ ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöi B.

8.2. Ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå, A ∈M(m,n,R), rangA = r i
ìàòðèöÿ A ðîçêëàäåíà íà ìíîæíèêè

A = BC, B ∈M(m, k,R), C ∈M(k, n,R). (8.14)

Òîäi, çãiäíî ç ëåìîþ 3.10, ôàêòîðèçàöi¨ (8.14) ìàòðèöi A
âiäïîâiäà¹ òàêà ôàêòîðèçàöiÿ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA:

DA = DBΨ, (8.15)

äå Ψ � ìàòðèöÿ âèãëÿäó (3.29). Öå îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöi A i
B iç ðiâíîñòi (8.14) åêâiâàëåíòíi âiäïîâiäíî äî ìàòðèöü DA
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i DB iç ñïiââiäíîøåííÿ (8.15). Ìàòðèöÿ C iç (8.14) ìîæå
áóòè åêâiâàëåíòíîþ äî ìàòðèöi Ψ iç (8.15) àáî æ íi.

Íåõàé êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A çî-
áðàæåíà ó âèãëÿäi äîáóòêó

DA = ΦΨ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0)Ψ, (8.16)

äå φs ̸= 0 i φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , s.

Íàãàäà¹ìî, ùî ôàêòîðèçàöiþ (8.14) ìàòðèöi A íàçèâàþòü
ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.16) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëü-
íî¨ ôîðìè DA àáî (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ, ÿêùî ìàòðèöÿ B
iç ôàêòîðèçàöi¨ (8.14) åêâiâàëåíòíà äî ìàòðèöi Φ, à C åêâi-
âàëåíòíà äî Ψ.

Çàóâàæèìî, ùî íå äëÿ êîæíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ïîëiíîìiàëüíî¨
ìàòðèöi A(x) iç óíiòàëüíèìè ìíîæíèêàìè iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ
¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA(x), äî ÿêî¨ ôàêòîðèçàöiÿ
ïîëiíîìiàëüíî¨ ìàòðèöi A(x) ïàðàëåëüíà (äèâ. ïðèêëàä 6.1).
Òàê i äëÿ ìàòðèöü íàä êiëüöåì R íå äëÿ êîæíî¨ ôàêòîðèçàöi¨
ìàòðèöi A ∈ M(m,n,R) iñíó¹ ôàêòîðèçàöiÿ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äi-
àãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, äî ÿêî¨ âîíà ¹ ïàðàëåëüíîþ, òîáòî íå
êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi A ¹ (Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.

Ïðèêëàä 8.1. Íåõàé R = Z � êiëüöå öiëèõ ÷èñåë i

A =

∥∥∥∥ 6 0
0 4

∥∥∥∥
� ìàòðèöÿ íàä Z. Ìàòðèöÿ A ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè
A = BC, äå

B =

∥∥∥∥ 3 0
t 2

∥∥∥∥ , C =

∥∥∥∥ 2 0
−t 2

∥∥∥∥ , t ∈ Z. (8.17)
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Öié ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A âiäïîâiäà¹ òàêà ôàêòîðèçàöiÿ
¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA = diag(2, 22 · 3):

∥∥∥∥ 2 0
0 22 · 3

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ 1 0
0 2 · 3

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ 2 0
0 2

∥∥∥∥ ; DA = ΦΨ. (8.18)

Ïðè t = 0 ôàêòîðèçàöiÿ (8.17) ìàòðèöi A ¹ ïàðàëåëüíîþ
äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.18) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè, à çà
áóäü-ÿêèõ t ∈ Z, t ̸= 0 ôàêòîðèçàöi¨ (8.17) öi¹¨ ìàòðèöi íå ¹
ïàðàëåëüíèìè.

Îïèøåìî ïàðàëåëüíi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöü, òîáòî âñòàíî-
âèìî óìîâè ïàðàëåëüíîñòi ôàêòîðèçàöié ìàòðèöü, âêàæåìî ¨õ
âèãëÿä òà äàìî êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâ-
íîñòi òàêèõ ôàêòîðèçàöié.

Òåîðåìà 8.2. Íåõàé A ∈M(m,n,R), m 6 n i dAm ̸= 0. Íåõàé
äàëi êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A çîáðàæåíà
ó âèãëÿäi äîáóòêó

DA = ΦΨ =

= diag(φ1, φ2, . . . , φm) diag(ψ1, ψ2, . . . , ψm), (8.19)

äå

Φ ∈M(m,R), Ψ ∈M(m,n,R) i φi |φi+1 , i = 1 , 2 , . . . , m − 1 .

ßêùî(φi
φj
, (ψi, ψj)

)
= 1, i, j = 1, . . . ,m, i > j, (8.20)

òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ

A = BC, B ∈M(m,R), C ∈M(m,n,R), DB = Φ (8.21)

ìàòðèöi A ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.19) ¨¨ êàíîíi-
÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè.
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Äîâåäåííÿ. ßê âiäîìî, ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ïàðè ñòàíäàðòíî¨ ôîðìè (DA, TB), òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = TB

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R).
Òîäi iç ðiâíîñòi (8.21) îäåðæó¹ìî ðiâíiñòü

DA = TBC1,

äå C1 = V −1
2 CV � íèæíÿ òðèêóòíà ìàòðèöÿ ç ãîëîâíîþ äià-

ãîíàëëþ Ψ. Çâiäñè, ÿê i ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.1, ìà-
òèìåìî, ùî çà óìîâè (8.20) ìàòðèöÿ C1 åêâiâàëåíòíà äî
ìàòðèöi Ψ iç (8.19), à îòæå, i ìàòðèöÿ C iç (8.21) åêâi-
âàëåíòíà äî Ψ, òîáòî ôàêòîðèçàöiÿ (8.21) ìàòðèöi A ¹
(Φ,Ψ)-ôàêòîðèçàöi¹þ.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 8.4. ßêùî åëåìåíòàðíi äiëüíèêè (ϵi)
si ìàòðèöi

A ∈ M(m,n,R), dAm ̸= 0, ùî âiäïîâiäàþòü åëåìåíòó ϵi, ÿêèõ
¹ áiëüøå íiæ îäèí, ¹ ïðîñòèìè, òîáòî äëÿ íèõ si = 1, òî
êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A ¹ ïàðàëåëüíîþ
äî ôàêòîðèçàöi¨ DA = DBΨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA.

Íàñëiäîê 8.5. Íåõàé R � êîìóòàòèâíà îáëàñòü ãîëîâíèõ
iäåàëiâ, A ∈M(m,n,R) i

dAm = pr11 p
r2
2 · · · prkk ,

äå pi � íåðîçêëàäíi åëåìåíòè iç êiëüöÿ R. ßêùî ri 6 2,
i = 1, 2, . . . , k, òî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi
A ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨

DA = DBΨ

¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA.
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Îçíà÷åííÿ 8.1. Ôàêòîðèçàöi¨ A = BC i A = B1C1 ìàòðèöi
A íàçèâàþòü àñîöiéîâàíèìè, ÿêùî

B1 = BV, C1 = V −1C

äëÿ äåÿêî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi V .

×åðåç {U}A i A{V } ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíè âiäïîâiäíî
ëiâèõ i ïðàâèõ ïåðåòâîðþâàëüíèõ ìàòðèöü ìàòðèöi A äî ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, òîáòî òàêèõ, ùî

UiAVi = DA, Ui ∈ {U}A, Vi ∈A {V }.

Òåîðåìà 8.3. Íåõàé A ∈M(m,n,R), rangA = r i êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A çîáðàæåíà ó âèãëÿäi

DA = ΦΨ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0)×

×diag(ψ1, ψ2, . . . , ψr, 0, . . . , 0), (8.22)

äå Φ ∈ M(m,R), Ψ ∈ M(m,n,R) i φi |φi+1 , i = 1 , 2 , . . . , s.
Òîäi ôàêòîðèçàöi¨

A = BiCi, (8.23)

äå Bi = U−1
i Φ, Ci = ΨV −1

i , Ui ∈ {U}A, Vi ∈A {V }, ¹ âñi ç òî-
÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi, ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A, ïàðàëåëü-
íi äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.22) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA.

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ôàêòîðèçàöiÿ âèãëÿäó
(8.23) ìàòðèöi A ¹ ïàðàëåëüíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.22) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA.

Íåõàé òåïåð äåÿêà ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A
ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.22) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
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ôîðìè DA. Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.8 ïàðà ìàòðèöü (A,B)
äiàãîíàëiçó¹òüñÿ, òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = DB,

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R).
Iç ðiâíîñòi A = BC îäåðæèìî:

UAV1 = (UBV2)(V
−1
2 CV1),

äå UBV2 = Φ, V −1
2 CV1 = Ψ.

Çâiäñè ìà¹ìî, ùî

B = U−1ΦV −1
2 , C = V2ΨV

−1
1 ,

äå U ∈ {U}A, V1 ∈ {V }A, òîáòî ìíîæíèêè B i C ôàêòî-
ðèçàöi¨ ìàòðèöi A, ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi, ìàþòü âèãëÿä
(8.23).

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 8.1. Ìàòðèöi Bi = U−1
i Φ, äå Ui � âñi ìàòðèöi

iç ìíîæèíè {U}A ¹ ëiâèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöi A. Îñêiëüêè
íå êîæíà âiäïîâiäíà ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi ¹ ïàðàëåëüíîþ äî
ôàêòîðèçàöi¨ ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè (äèâ. ïðèêëàä
8.1), òî öå íå âñi, ç òî÷íiñòþ äî ïðàâî¨ àñîöiéîâíîñòi, ëiâi
äiëüíèêè ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DBi = Φ ìàò-
ðèöi A.

8.3. Îäíîçíà÷íiñòü ïàðàëåëüíèõ ôàêòîðè-

çàöié òà äiëüíèêiâ ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå.
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Òåîðåìà 8.4. Íåõàé A ∈M(m,n,R), rangA = r i êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A ðîçêëàäíà íà ìíîæíèêè

DA = ΦΨ = diag(φ1, . . . , φr, φr+1, . . . , φm)×

× diag(ψ1, . . . , ψr, ψr+1, . . . , ψm), (8.24)

äå Φ ∈M(m,R), Ψ ∈M(m,n,R), Φ ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî

φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , s− 1, φs ̸= 0, φs+1 = · · · = φm = 0,

r 6 s 6 m. Ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A, ïàðàëåëüíà äî
ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, ¹
¹äèíîþ ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
ó ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA

ìàòðèöÿ Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ i

φr+1 = φr+2 = · · · = φm, ψr+1 = ψr+2 = · · · = ψm.

Äîâåäåííÿ.Ïðèïóñòèìî, ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 8.4
i ¹ äâi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A

A = B1C1, A = B2C2, (8.25)

ïàðàëåëüíi äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA i Ψ � d-ìàòðèöÿ.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè ùîäî ìàòðèöü Φ i Ψ.
1) Ïðèïóñòèìî, ùî â (8.24)

s = m i φr+1 = φr+2 = · · · = φm.

Òîäi
ψr+1 = ψr+2 = · · · = ψm = 0.

Çãiäíî ç òåîðåìîþ 3.7 ïàðà ìàòðèöü (B1, B2) äiàãîíàëiçîâíà,
à òîìó íà îñíîâi òåîðåìè 3.10 ìàòðèöi B1 i B2 ¹ ïðàâî-
àñîöiéîâàíèìè. Îòæå, i ôàêòîðèçàöi¨ (8.25) ìàòðèöi A ¹
àñîöiéîâàíèìè.
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2) Íåõàé òåïåð ó (8.24)

ψr+1 = ψr+2 = · · · = ψm ̸= 0.

Òîäi, î÷åâèäíî,

φr+1 = φr+2 = · · · = φm = 0.

Ïåðåéøîâøè äî òðàíñïîíîâàíèõ ìàòðèöü ó ôàêòîðèçàöi¨ (8.25)
ìàòðèöi A, îäåðæèìî ïîïåðåäíié âèïàäîê.

3) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî

φi = ψi = 0, i = r + 1, r + 2, . . . , m.

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.9 òðiéêà ìàòðèöü (A,B1, B2) äiàãî-
íàëiçó¹òüñÿ, òîáòî

UAV = DA, UB1V1 = DB1 , UB2V2 = DB2

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V1, V2 ∈ GL(m,R), V ∈ GL(n,R). Òîìó
iç ôàêòîðèçàöié (8.25) îäåðæèìî:

UAV = (UB1V1)(V
−1
1 C1V ) = (UB2V2)(V

−1
2 C2V )

àáî

∥∥∥∥ DA
r 0
0 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ Φr 0
0 0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ Ψr 0
F1 0

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ Φr 0
0 0

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ Ψr 0
F2 0

∥∥∥∥ ,
äå

DA
r = diag(µA1 , µ

A
2 , . . . , µ

A
r ), Φr = diag(φ1, φ2, . . . , φr),

Ψr = diag(ψ1, ψ2, . . . , ψr).

Îñêiëüêè Ψr ¹ d-ìàòðèöåþ, òî çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ôà-
êòîðèçàöi¨ (8.25) ìàòðèöi A ¹ àñîöiéîâàíèìè.
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Òåïåð äîâåäåìî, ùî çà íåâèêîíàííÿ õî÷ áè îäíi¹¨ iç óìîâ òå-
îðåìè 8.4 ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A, ÿêà ïàðàëåëüíà
äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA,
ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi íå ¹ ¹äèíîþ.

Íåõàé A = BC � ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi A, ïàðàëåëüíà äî
ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA. Òîäi
íà îñíîâi òåîðåìè 3.8 ïàðà ìàòðèöü (A,B) äiàãîíàëiçó¹òüñÿ,
òîáòî

UAV1 = DA, UBV2 = DB = Φ (8.26)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U, V2 ∈ GL(m,R), V1 ∈ GL(n,R), òîáòî

UAV1 = (UBV2)(V
−1
2 CV1) = ΦΨ. (8.27)

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi âèïàäêè.
1). Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî Ψ íå ¹ d-ìàòðèöåþ, òîáòî ψi

íå äiëèòü ψj äëÿ äåÿêèõ i, j, i < j. Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi
ìîæíà ââàæàòè, ùî i = 1, j = 2 i m = n = 2. Ïîêàæåìî,
ùî ó öüîìó âèïàäêó ¹ ôàêòîðèçàöiÿ A = B1C1 ìàòðèöi A,
ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA, ÿêà íå ¹ àñîöiéîâàíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ A = BC.

Îñêiëüêè µA1 |µA2 , òîáòî φ1ψ1|φ2ψ2, à ψ1 íå äiëèòü ψ2, òî
íå âàæêî áà÷èòè, ùî (φ2

φ1
, ψ1

)
= δ ̸= 1.

Ïîêëàäåìî:
φ2

φ1
= δν, ψ1 = δγ.

Òîäi ìîæåìî çàïèñàòè òàêó ôàêòîðèçàöiþ êàíîíi÷íî¨ äiàãî-
íàëüíî¨ ôîðìè DA ìàòðèöi A:

∥∥∥∥ µA1 0
0 µA2

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ φ1 0
φ1ν φ2

∥∥∥∥ · ∥∥∥∥ ψ1 0
−γ ψ2

∥∥∥∥ = B1C1.
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Àáî
A = (U−1B1)(C1V

−1
1 ) = B2C2,

äå ìàòðèöi U i V1 iç ñïiââiäíîøåíü (8.26).
Ìàòðèöi

Φ =

∥∥∥∥ φ1 0
0 φ2

∥∥∥∥ i B1 =

∥∥∥∥ φ1 0
φ1ν φ2

∥∥∥∥
íå ¹ ïðàâîàñîöiéîâàíèìè, à îòæå, i

B = U−1ΦV −1
2 i B2 = U−1B1

íå ¹ ïðàâîàñîöiéîâàíèìè.
Òîìó ôàêòîðèçàöi¨

A = BC i A = B2C2

ìàòðèöi A íå ¹ àñîöiéîâàíèìè.
2). Òåïåð ïîêëàäåìî, ùî â (8.24) Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ.

Àëå φr+1 ̸= φr+2 i áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ââàæà¹ìî, ùî
n = r + 2. Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) äiàãîíàëiçîâíà, òîáòî
âèêîíó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ (8.26), i, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó âè-
ïàäêó, ïîêàæåìî, ùî ¹ ïðèíàéìíi äâi ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi A,
ÿêi ¹ àñîöiéîâàíèìè.

Ìîæëèâi äâà âèïàäêè:

1) φr+2 ̸= 0, òîáòî φr+2 = φr+1γ, γ ̸= 1;

2) φr+2 = 0, φr+1 ̸= 0.

Ðîçãëÿíåìî ìàòðèöi

F1 =

∥∥∥∥ φr+1 0
0 φr+2

∥∥∥∥ , F2 =

∥∥∥∥ φr+1 0
bφr+1 φr+2

∥∥∥∥ ,
äå
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b ̸≡ 0 ( mod γ ) ó âèïàäêó à),

b ̸= 0 ó âèïàäêó á).

Òîäi ìàòðèöi F1 i F2 íå ¹ ïðàâîàñîöiéîâàíèìè, à îòæå, ôà-
êòîðèçàöi¨

DA = (Ψr ⊕ F1)Ψ i DA = (Φr ⊕ F2)Ψ

¹ íåàñîöiéîâàíèìè. Âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (8.26) i (8.27),
îäåðæèìî, ùî ôàêòîðèçàöiÿ A = B1C1, äå

B1 = U−1(Φr ⊕ F2), C1 = ΨV −1
1 ,

¹ íåàñîöiéîâàíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨ A = BC.
3) ßêùî Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ, àëå ψi ̸= ψj , i, j > r, òî

ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî, ÿê i ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó.
Äîâåäåííÿ òåîðåìè çàâåðøåíî.

Íàñëiäîê 8.6. Íåõàé A ∈M(m,R), detA(x) ̸= 0 i êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A ðîçêëàäðà íà ìíîæíè-
êè âèãëÿäó (8.24). Òîäi ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A,
ïàðàëåëüíà äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA, âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíî-
ñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ó ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi-
÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA ìàòðèöÿ Ψ ¹ d-ìàòðèöåþ.

Òàêèé ðåçóëüòàò äëÿ ìàòðèöü íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ
ñôîðìóëüîâàíî ó ïðàöi [7].

Íà îñíîâi ëåìè 3.10 êîæíié ôàêòîðèçàöi¨ A = BC ìàòðèöi
A âiäïîâiäà¹ äåÿêà ôàêòîðèçàöiÿ âèãëÿäó (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, òîáòî òàêà, ùî DB = Φ. Òîäi òàêó ôà-
êòîðèçàöiþ ìàòðèöi A íàçèâà¹ìî âiäïîâiäíîþ äî ôàêòîðèçàöi¨
(8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA. Ïðèðîäíî âèíèêà¹
ïèòàííÿ: êîëè ôàêòîðèçàöiÿ ìàòðèöi A, ùî âiäïîâiäà¹ ôiêñî-
âàíié ôàêòîðèçàöii âèãëÿäó (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
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ôîðìè DA, âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíî-
ñòi? Iç îäíîçíà÷íîñòi ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi ôàêòîðèçàöi¨
A = BC ìàòðèöi A, ïàðàëåëüíî¨ äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨
êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, íå âèïëèâà¹ îäíîçíà÷íîñòi
ç òî÷íiñòþ äî àñîöiéîâíîñòi âiäïîâiäíî¨ ôàêòîðèçàöi¨ ìàòðèöi
A äî ôàêòîðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA, ùî ëåãêî âèäíî iç ïðèêëàäó 8.1.

Òåîðåìà 8.5. Íåõàé A ∈M(m,n,R), m 6 n i

DA = diag(µ1, µ2, . . . , µr, 0, . . . , 0), µr ̸= 0

� êàíîíi÷íà äiàãîíàëüíà ôîðìà ìàòðèöi A. Ëiâèé äiëüíèê
B ∈M(m,R) ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ

DB = Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0)

ìàòðèöi A âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî ïðàâî¨
àñîöiéîâíîñòi, à îòæå i ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A,
âiäïîâiäíà äî ôàêòîðèçàöii (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨
ôîðìè DA, âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî àñîöi-
éîâíîñòi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè s = m i

(µi, φm) = φi, i = 1, 2, . . . , m− 1, (8.28)

àáî s = r i

(µi, φr) = φi, i = 1, 2, . . . , r − 1. (8.29)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, ïðèïóñòèìî, ùî äâi ìàòðèöi B1 i B2

ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB1 = DB2 = Φ ¹ äiëü-
íèêàìè ìàòðèöi A, òîáòî

A = B1C1 i A = B2C2. (8.30)
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Çà âèêîíàííÿ óìîâ (8.28) i (8.29) íà îñíîâi òåîðåìè 3.14
ìà¹ìî, ùî

DA = DB1DC1 i DA = DB2DC2 .

Òîìó íà îñíîâi òåîðåìè 8.4 ôàêòîðèçàöi¨ (8.30) ìàòðèöi
A ¹ àñîöiéîâàíèìè, à îòæå, i äiëüíèêè B1 i B2 ìàòðèöi A
¹ ïðàâîàñîöiéîâàíèìè.

ßêùî (µi, φs) ̸= φi äëÿ äåÿêîãî i, òîáòî(φs
φi
, ψi

)
̸= 1,

òî, ÿê âèïëèâà¹ ç äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.4, iñíó¹ äiëüíèê B1

ìàòðèöi A ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB1 = Φ,
ÿêèé íå ¹ àñîöiéîâàíèé äî B.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Íàñëiäîê 8.7. Íåõàé A ∈M(m,n,R), rangA = r i êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà DA ìàòðèöi A ðîçêëàäåíà íà ìíîæíèêè
âèãëÿäó (8.24), äå

Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0).

Ôàêòîðèçàöiÿ A = BC ìàòðèöi A, âiäïîâiäíà äî ôàêòî-
ðèçàöi¨ (8.24) ¨¨ êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, òîáòî
òàêà, ùî DB = Φ âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íî ç òî÷íiñòþ äî àñî-
öiéîâíîñòi, òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè s = m i

(µi, φm) = φi, i = 1, 2, . . . , m− 1,

àáî s = r i

(µi, φr) = φi, i = 1, 2, . . . , r − 1.
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8.4. Ñïiëüíi äiëüíèêè òà âçà¹ìíà ïðîñòîòà

ìàòðèöü

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå, Ai ∈M(m,ni, R), m ≤ ni,
i = 1, 2. Êàæóòü, ùî ìàòðèöi A1 i A2 ìàþòü íåòðèâiàëüíèé
ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê, ÿêùî

A1 = BC1, A2 = BC2, B ∈M(m,R),

i B � íåîáîðîòíà ìàòðèöÿ íàä R, òîáòî detB = b ̸∈ U(R).
Ìàòðèöi A1 i A2 íàçèâàþòü ëiâî âçà¹ìíî ïðîñòèìè, ÿêùî âî-
íè íå ìàþòü íåòðèâiàëüíèõ ëiâèõ ñïiëüíèõ äiëüíèêiâ. Ñïiëüíèé
äiëüíèê B ìàòðèöü A1 i A2 íàçèâàþòü íàéáiëüøèì ñïiëüíèì
äiëüíèêîì, ÿêùî êîæíèé ñïiëüíèé äiëüíèê Bi ìàòðèöü A1 i
A2 ¹ äiëüíèêîì B.

Âiäîìèé ìåòîä ïîáóäîâè íàéáiëüøîãî ñïiëüíîãî äiëüíèêà
ìàòðèöü A1 i A2 íàä êiëüöåì ãîëîâíèõ iäåàëiâ [194], [226].
Âií ãðóíòó¹òüñÿ íà çâåäåííi ìàòðèöi

∥∥ A1 A2

∥∥ äî ôîðìè
Åðìiòà. Âiäîìî, ùî iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ V ∈ GL(n1+n2, R), ùî∥∥ A1 A2

∥∥V =
∥∥ B 0

∥∥ , B ∈M(m,R).

Òîäi ìàòðèöÿ B ¹ íàéáiëüøèì ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàò-

ðèöü A1 i A2. Î÷åâèäíî, ùî êîæíèé äiëüíèê Bi ìàòðèöi B
¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A1 i A2.

Âñòàíîâèìî çâ'ÿçêè ìiæ ñïiëüíèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöü A1

i A2, ¨õ êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1 i DA2 òà ñïiëü-
íèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöü DA1 i TA2 , äå (DA1 , TA2) � ñòàí-
äàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü (A1, A2).

ßêùî ìàòðèöÿ B ¹ äiëüíèêîì ìàòðèöi A, òî êàíîíi÷íà
äiàãîíàëüíà ôîðìà DB ìàòðèöi B ¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨
äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA, òîáòî DA = DBΨ. Ïðàâèëüíå i îáåð-
íåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî d-ìàòðèöÿ Φ ¹ äiëüíèêîì êàíîíi÷íî¨
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äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè DA ìàòðèöi A, òî iñíó¹ ìàòðèöÿ B ç
êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB = Φ i B ¹ äiëüíèêîì
ìàòðèöi A: A = BC.

Òåïåð, ÿêùî B ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A1 i A2, òî
DB = Φ ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì
DA1 i DA2 ìàòðèöü A1 i A2, òîáòî

DA1 = ΦΨ1, DA2 = ΦΨ2. (8.31)

Àëå, ÿêùî d-ìàòðèöÿ Φ ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì êàíîíi÷íèõ
äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1 i DA2 , òîáòî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíî-
øåííÿ (8.31), òî ìîæå íå iñíóâàòè ìàòðèöi B ç êàíîíi÷íîþ
äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB = Φ, ùî B ¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì
ìàòðèöü A1 i A2. Âêàæåìî óìîâè, çà ÿêèõ öå ñïðàâäæó¹òüñÿ.

Òåîðåìà 8.6. Íåõàé

Ai ∈M(m,ni, R), m ≤ ni, rangAi = ri, i = 1, 2

i ïîêëàäåìî r1 ≥ r2. Íåõàé äàëi

DA1 = diag(µA1
1 , . . . , µA1

r1 , 0, . . . , 0),

DA2 = diag(µA2
1 , . . . , µA2

r2 , 0, . . . , 0),

� êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü A1, A2 i
(DA1 , TA2 = TDA2) � ñòàíäàðòíà ôîðìà ïàðè ìàòðèöü
(A1, A2), òîáòî

UA1V1 = DA1 , UBV2 = TA2 , (8.32)

äå U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2 i T ¹ íèæíÿ
òðèêóòíà ìàòðèöÿ. Íåõàé äàëi d-ìàòðèöÿ Φ ∈M(m,R)

Φ = diag(φ1, φ2, . . . , φs, 0, . . . , 0), φi|φi+1, i = 1, 2, . . . , s−1
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¹ ñïiëüíèì äiëüíèêîì êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1 i
DA2 ìàòðèöü A1 i A2, òîáòî

DA1 = ΦΨ1, DA2 = ΦΨ2, (8.33)

äå Ψ1 ¹ d-ìàòðèöåþ i s = r1 àáî s = m i

φr1+1 = φr1+2 = · · · = φm.

Iñíó¹ ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê B ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ
ôîðìîþ DB = Φ ìàòðèöü A1 i A2, òîáòî

A1 = BC1, A2 = BC2, (8.34)

äå ìàòðèöÿ C1 åêâiâàëåíòíà äî Ψ1 òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ìàòðèöÿ Φ ¹ ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöü DA1

i TA2 .

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöÿ B ∈M(m,R) ¹ ñïiëüíèì ëiâèì
äiëüíèêîì ìàòðèöü A1 i A2, òîáòî ñïðàâåäëèâå ñïiââiäíî-
øåííÿ (8.34). Íà îñíîâi òåîðåìè 3.12 ïàðà ìàòðèöü (A1, A2)
óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA1 , TA2

2 = ΦT2), òîáòî

U1A1Ṽ1 = DA1 , U1A2Ṽ2 = TA2
2 (8.35)

äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü U1 ∈ GL(m,R), Ṽi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2.
Òåïåð ïîâèííi ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ Φ ¹ ëiâèì äiëüíèêîì
ìàòðèöi TA2 = UA2V2 iç ( 8.35). Ìàòðèöi U i U1, ÿêi
çàäîâîëüíÿþòü âiäïîâiäíî ðiâíîñòi (8.32) i (8.35) çâ'ÿçàíi
ñïiââiäíîøåííÿì U = HU1, äå

H = ∥hij∥m1 , hij =


µ
A1
i

µ
A1
j

h′ij , ÿêùî i, j = 1, 2, . . . , r, i > j,

0, ÿêùî i = r + 1, 2, . . . , m,
j = 1, 2, . . . , r.

Òîäi
TA2 = HTA2

2 V3, V3 = Ṽ −1
2 V2.
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Îñêiëüêè DA1 = ΦΨ1, òî HΦ = ΦH1 äëÿ äåÿêî¨ ìàòðèöi
H1 ∈ GL(m,R). Òàêèì ÷èíîì, TA1 = ΦT.

Íåõàé òåïåð ìàòðèöÿ Φ ¹ ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàò-
ðèöü DA1 i TA2 , ÿêi ñêëàäàþòü ñòàíäàðòíó ïàðó (8.32). Òîäi
êîæíà ìàòðèöÿ U−1Φ = B, äå U çàäîâîëüíÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ
(8.32) ¹ ñïiëüíèì ëiâèì äiëüíèêîì ìàòðèöü A1 i A2.

Òåîðåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæåííÿ 8.2. ßêùî ó ôàêòîðèçàöiÿõ (8.33) êàíîíi÷íèõ
äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1 i DA2 ìàòðèöü A1 i A2 ìàòðèöÿ
Ψ2 ¹ d-ìàòðèöåþ i s = r2 ïðè r2 ≥ r1 àáî s = m i

φr2+1 = φr2+2 = · · · = φm,

òî äëÿ ìàòðèöü A1 i A2 iñíó¹ ñïiëüíèé ëiâèé äiëüíèê B
ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB = Φ, òîáòî âèêîíó-
þòüñÿ ðiâíîñòi (8.34) i ìàòðèöÿ C2 åêâiâàëåíòíà äî Ψ2

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ìàòðèöÿ Φ ¹ ñïiëüíèì ëiâèì äiëü-
íèêîì ìàòðèöü TA1 i DA2 , äå (DA2 , TA1) � ñòàíäàðòíà
ôîðìà ïàðè ìàòðèöü (A2, A1).

Öå çàóâàæåííÿ âèïëèâà¹ iç äîâåäåííÿ òåîðåìè 8.8, ïðè öüî-
ìó ðîçãëÿäà¹ìî ïàðó ìàòðèöü (A2, A1).

Íàñëiäîê 8.8. Íåõàé Ai ∈ M(m,R), i = 1, 2, detA1 ̸=
0 i ïàðà ìàòðèöü (A1, A2) äiàãîíàëiçîâíà, òîáòî ìàòðè-
öi (adjA1)A2 i (adjDA1)DA2 ¹ åêâiâàëåíòíi. Iñíó¹ ñïiëüíèé
ëiâèé äiëüíèê B ç êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ DB = Φ
ìàòðèöü A1 i A2 òîäi i òiëüêè , êîëè ìàòðèöÿ Φ ¹ ñïiëü-
íèì äiëüíèêîì êàíîíi÷íèõ äiàãîíàëüíèõ ôîðì DA1 i DA2

ìàòðèöü A1 i A2.

Òåîðåìà 8.7. Íåõàé Ai ∈M(m,R), i = 1, 2 i

DA1 = diag(1, . . . , 1, φm), DA2 = diag(1, ψ2, . . . , ψm)
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� êàíîíi÷íi äiàãîíàëüíi ôîðìè ìàòðèöü A1 i A2. Ìàòðè-
öi A1 i A2 ¹ ëiâî âçà¹ìíî ïðîñòèìè òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè ñòàíäàðòíîþ ôîðìîþ ïàðè ìàòðèöü (A1, A2) ¹ ïàðà
(DA1 , TA2), äå

TA2 =

∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 · · · 0 0
0 ψ2 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
t 0 . . . 0 ψm

∥∥∥∥∥∥∥∥ (8.36)

i

t =

{
0, ÿêùî (φm, ψm) = 1,

1, â iíøîìó âèïàäêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ìàòðèöi A1 i A2 ¹ ëiâî âçà¹ìíî ïðî-
ñòèìè. Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.2 ïàðà ìàòðèöü (A1, A2) óçà-
ãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè (DA1 , TA2

1 ), òîáòî

UA1V1 = DA1 , UBV2 = TA2
1 , (8.37)

äå U ∈ GL(m,R), Vi ∈ GL(ni, R), i = 1, 2 i

TA2
1 =

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
1 0 · · · 0 0
0 ψ2 · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · ψm−1 0
t1 t2ψ2 . . . tm−1ψm−1 ψm

∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥
.

Òîäi, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (8.37), íå ñêëàäíî ïåðå-
êîíàòèñÿ, ùî i ìàòðèöi DA1 i TA2

1 ¹ ëiâî âçà¹ìíî ïðîñòèìè.
Òîìó

(φm, (t1, t2ψ2, . . . , tm−1ψm−1, ψm)) = 1.
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Íà îñíîâi íàñëiäêó 3.6 ïàðà ìàòðèöü (DA1 , TA2
1 ) óçàãàëüíåíî

åêâiâàëåíòíà äî ïàðè (DA1 , TA2), äå ìàòðèöÿ TA2 ìà¹ âèãëÿä
(8.36).

Òåïåð íåõàé ïàðà ìàòðèöü (A1, A2) óçàãàëüíåíî åêâiâà-
ëåíòíà äî ïàðè (DA1 , TA2), äå ìàòðèöÿ TA2 ìà¹ âèãëÿä
(8.36). Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 8.5 ïðî îäíîçíà÷íiñòü äiëüíèêà
ìàòðèöi iç çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ ìà¹ìî,
ùî ñïiëüíi ëiâi äiëüíèêè Bi ìàòðèöü DA1 i TA2 ç òî÷íiñòþ
äî ïðàâî¨ àñîöiéîâíîñòi ìàþòü âèãëÿä

Bi = diag(1, . . . , 1, φi),

äå φi � äiëüíèêè φm. Âðàõîâóþ÷è âèãëÿä ìàòðèöi TA2 , ðî-
áèìî âèñíîâîê, ùî φi = 1. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöi DA1 i TA2

¹ ëiâî âçà¹ìíî ïðîñòèìè, à îòæå, òàêèìè ¹ i ìàòðèöi (A1, A2).
Òåîðåìà äîâåäåíà.

8.5. Ñòàíäàðòíà ôîðìà ïàð ìàòðèöü òà ñòà-

áiëüíèé ðàíã êiëåöü ìàòðèöü1

Ñòàáiëüíèé ðàíã ¹ îäíèì ç îñíîâíèõ iíâàðiàíòiâ K-òåîði¨.
Öå ïîíÿòòÿ, ââåäåíå Õ.Áàññîì [133], âèêîðèñòîâóþòü â òåîði¨
êiëåöü, çîêðåìà â çàäà÷àõ äiàãîíàëüíî¨ ðåäóêöi¨ ìàòðèöü [243],
[244], [245]. Âàæëèâî âèâ÷èòè çâ'ÿçêè ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëüöÿ
M(n,R) ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä R i ñòàáiëüíîãî ðàíãó êiëü-
öÿ R. Ó ïðàöÿõ [10], [234] âñòàíîâëåíî, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã
r êiëüöÿ ìàòðèöü M(n,R) äîðiâíþ¹ 1 + [ r−1

n ], äå [m] îçíà-
÷à¹ öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà m. Òîìó, ÿêùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ
R äîðiâíþ¹ îäèí àáî äâà, òî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ ìàòðèöü
M(n,R) äîðiâíþ¹ âiäïîâiäíî îäèí àáî äâà.

1Iäåÿ ðåçóëüòàòó öüîãî ïiäðîçäiëó íàëåæèòü Á.Â.Çàáàâñüêîìó.
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Ñåðåä êiëåöü ñêií÷åííîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó ñëiä âèäiëèòè
êëàñ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêèé ââiâ I.Êàïëàíñüêèé
[175]. Îäíèì iç ïðèêëàäiâ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêi
íå ¹ êiëüöÿìè ãîëîâíèõ iäåàëiâ, ¹ òàê çâàíi àäåêâàòíi êiëüöÿ.
Öåé íîâèé êëàñ êiëåöü åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ââiâ Î.Õåëìåð
[165]. Âiäîìî [26], ùî ñòàáiëüíèé ðàíã àäåêâàòíîãî êiëüöÿ íå
ïåðåâèùó¹ äâîõ. Ó áàãàòüîõ âèïàäêàõ âií äîðiâíþ¹ îäèí.

Íåõàé R � àäåêâàòíå êiëüöå. Ðÿäîê

∥a1 a2 . . . an∥

åëåìåíòiâ êiëüöÿ R íàçèâàþòü óíiìîäóëÿðíèì (ïðèìiòèâíèì),
ÿêùî

a1R + a2R + · · · + anR = R.

Ñòàáiëüíèì ðàíãîì êiëüöÿ R íàçèâàþòü òàêå íàéìåíøå íàòó-
ðàëüíå ÷èñëî m, ùî äëÿ äîâiëüíîãî óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà

∥a1 a2 . . . am am+1∥

íàä êiëüöåì R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè b1, b2, . . . , bm ∈ R, ùî
ðÿäîê

∥a1 + am+1b1 a2 + am+1b2 . . . am + am+1bm∥

¹ óíiìîäóëÿðíèì. ßêùî òàêîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà íå iñíó¹, òî
ââàæàþòü, ùî ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ äîðiâíþ¹ íåñêií÷åííîñòi
[10], [243].

Íàáið ìàòðèöü

(A1, A2, . . . , Ak), Ai ∈M(n,R), i = 1, 2, . . . , k

íàçèâà¹ìî ïðîñòèì (ïðèìiòèâíèì), ÿêùî

A1V1 + A2V2 + · · · + AkVk = I
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äëÿ äåÿêèõ ìàòðèöü

Vi ∈M(n,R), i = 1, 2, . . . , k,

I � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

ßê âiäîìî, êîæíà ìàòðèöÿ A ∈ M(n,R) íàä àäåêâàòíèì
êiëüöåì R åêâiâàëåíòíà äî êàíîíi÷íî¨ äiàãîíàëüíî¨ ôîðìè
DA, òîáòî iñíóþòü òàêi îáîðîòíi ìàòðèöi U, V ∈ GL(n,R), ùî

UAV = DA = diag(µA1 , µ
A
2 , . . . , µ

A
r , 0, . . . , 0),

äå µAr ̸= 0 i µAi |µAi+1, i = 1, 2, . . . , r − 1.
Ó ðîçäiëi 3 âiäíîñíî ââåäåíî¨ óçàãàëüíåíî¨ åêâiâàëåíòíîñòi

âñòàíîâëåíî ñòàíäàðòíó ôîðìó (DA, TB = TDB) ïàðè ìàò-
ðèöü (A,B), A,B ∈ M(n,R). Íà îñíîâi öi¹¨ ôîðìè ó êiëüöi
M(n,R) ìàòðèöü ïîðÿäêó n íàä àäåêâàòíèì êiëüöåì R âè-
äiëåíî êëàñ ìàòðèöü ñòàáiëüíîãî ðàíãó îäèí, êîëè êiëüöå R
ìîæå áóòè ñòàáiëüíîãî ðàíãó áiëüø íiæ îäèí.

×åðåç M ′(2, R) ïîçíà÷àòèìåìî êëàñ òàêèõ ìàòðèöü ∥aij∥21
äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî

(a11, a12, a21, a22) = 1.

Ëåìà 8.2. Íåõàé ïàðà ìàòðèöü (A,B), A,B ∈ M ′(2, R) ¹
ïðîñòîþ. Òîäi ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíò-
íà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè (DA, TB) îäíîãî iç òàêèõ âèãëÿäiâ:

(∥∥∥∥ 1 0
0 φ

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 1 0
t ψ

∥∥∥∥) , ÿêùî rangA = rangB = 2, (8.38)

äå t =

{
0, ÿêùî (φ,ψ) = 1,

1, ÿêùî (φ,ψ) ̸= 1;
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(∥∥∥∥ 1 0
0 0

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 1 0
t ψ

∥∥∥∥) , ÿêùî rangA = 1, rangB = 2, (8.39)

äå t =

{
0, ÿêùî ψ ∈ U(R),

1, (1) ψ ̸∈ U(R),

U(R) � ãðóïà îäèíèöü êiëüöÿ R;

(∥∥∥∥ 1 0
0 0

∥∥∥∥ , ∥∥∥∥ 0 0
1 0

∥∥∥∥) , ÿêùî rangA = 1, rangB = 1. (8.40)

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (A,B) � ïðîñòà ïàðà i

rangA = rangB = 2.

Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.2 ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî
åêâiâàëåíòíà äî ñòàíäàðòíî¨ ïàðè (DA, TB) âèãëÿäó(∥∥∥∥ 1 0

0 φ

∥∥∥∥ ,∥∥∥∥ 1 0
t ψ

∥∥∥∥) .
Ñïiëüíi ëiâi äiëüíèêè ìàòðèöü DA i TB ç òî÷íiñòþ äî ïðàâî¨
àñîöiéîâíîñòi ¹ âèãëÿäó Di = diag(1, di), äå di|φ i di|(t, ψ),
òîìó, ùî â öüîìó âèïàäêó çãiäíî iç òåîðåìîþ 8.5 äiëüíèêè iç
çàäàíîþ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ôîðìîþ ìàòðèöü DA i TB

ç òî÷íiñòþ äî ïðàâî¨ àñîöiéîâíîñòi âèçíà÷àþòüñÿ îäíîçíà÷íî.
Iç òîãî, ùî ïàðà ìàòðèöü (A,B) ïðîñòà, âèïëèâà¹, ùî i ¨¨
âiäïîâiäíà ñòàíäàðòíà ïàðà (DA, TB) ïðîñòà. Öå îçíà÷à¹, ùî
ëiâi ñïiëüíi äiëüíèêè ìàòðèöü DA i TB ¹ òðèâiàëüíi. Òîìó
di = 1 i (φ, (t, ψ)) = 1. Òîäi íà îñíîâi òåîðåìè 3.2 ñòàíäàðòíà
ôîðìà ïàðè ìàòðèöü (A,B) ¹ âèãëÿäó (8.38).
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Ó âèïàäêàõ, êîëè ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâi-
âàëåíòíà äî ïàð ìàòðèöü âèãëÿäiâ (8.39) àáî (8.40) ïiä ÷àñ äî-
âåäåííÿ ëåìè ìiðêó¹ìî àíàëîãi÷íî.

Ëåìà äîâåäåíà.

Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè rangA = 0, òîáòî
A = 0 � íóëüîâà ìàòðèöÿ i ïàðà ìàòðèöü (A,B) ¹ ïðîñòîþ,
òî, î÷åâèäíî, ùî B � îáîðîòíà ìàòðèöÿ i ñòàíäàðòíîþ ïàðîþ
äëÿ (A,B) ¹ ïàðà (0, I).

Òåîðåìà 8.8. Íåõàé ïàðà ìàòðèöü (A,B), A,B ∈M ′(2, R) ¹
ïðîñòîþ, òîáòî

AU +BV = I, U, V ∈M(2, R). (8.41)

Òîäi iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P ∈M(2, R), ùî

AP +B = Q, (8.42)

äå Q � îáîðîòíà ìàòðèöÿ iç GL(2, R).

Äîâåäåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî êîæíà ïàðà ìàòðèöü (A1, B1),
ÿêà óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî ïðîñòî¨ ïàðè (A,B), ¹ ïðî-
ñòîþ, òîáòî äëÿ íå¨ ñïðàâäæó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ âèãëÿäó
(8.41). Òîìó äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî iç ñïiââiäíîøåííÿ (8.41)
âèïëèâà¹ (8.42) äëÿ ïàðè ìàòðèöü (DA, TB) ó ñòàíäàðòíié
ôîðìi.

Íåõàé ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâiâàëåíòíà äî
ñòàíäàðòíî¨ ïàðè âèãëÿäó (8.38). Òîäi iç ñïiââiäíîøåííÿ (8.42)
ìàòèìåìî:

DAP + TB = Q

àáî

∥∥∥∥ 1 0
0 φ

∥∥∥∥ ∥∥∥∥ p1 p2
p3 p4

∥∥∥∥+ ∥∥∥∥ 1 0
t ψ

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ q1 q2
q3 q4

∥∥∥∥ , (8.43)
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äå
q1q4 − q2q3 = 1. (8.44)

Iç ñïiââiäíîøåííÿ (8.43) îäåðæó¹ìî ðiâíîñòi

q1 = p1 + 1, q2 = p2, q3 = φp3 + t, q4 = φp4 + ψ. (8.45)

Òîäi iç ðiâíîñòåé (8.44) i (8.45) îòðèìà¹ìî:

(p1 + 1)(φp4 + ψ)− p2(φp3 + t) = 1

àáî
φ(p1p4 + p4 − p2p3) + ψ(p1 + 1)− tp2 = 1. (8.46)

Íåõàé ó ñòàíäàðòíié ïàði ìàòðèöü (8.38) t = 0. Òîäi
(φ,ψ) = 1 i äiîôàíòîâå ðiâíÿííÿ

φ(p1p4 + p4 − p2p3) + ψ(p1 + 1) = 1

âiäíîñíî pi, i = 1, . . . , 4 ìà¹ ðîçâ'ÿçêè íàä R.
Íåõàé òåïåð t = 1. Òîäi (φ,ψ) ̸= 1. Ïîêëàäåìî ó (8.46)

p2 = −1. Òîäi iç öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ îäåðæèìî ðiâíÿííÿ

φ(p1p4 + p4 + p3) + ψ(p1 + 1) = 0,

ÿêå ìà¹ ðîçâ'ÿçêè pi, i = 1, . . . , 4 íàä R.
Îòæå, iñíó¹ òàêà ìàòðèöÿ P , ùî

DAP + TB = Q

� îáîðîòíà ìàòðèöÿ.
Ó âèïàäêàõ, êîëè ïàðà ìàòðèöü (A,B) óçàãàëüíåíî åêâi-

âàëåíòíà äî ïàðè ìàòðèöü âèãëÿäó (8.39) àáî (8.40), òåîðåìó
äîâîäèìî àíàëîãi÷íî.

Òåîðåìà äîâåäåíà.
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