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ДОДАТОК 
 

УМОВИ СУМІСНОСТІ НЕОДНОРІДНОЇ 
СИСТЕМИ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ В ОБЛАСТІ 
ГОЛОВНИХ ІДЕАЛІВ 
 

Нехай R  – не обов’язково комутативна область 
головних ідеалів, тобто область цілісності з одиницею, в 
якій кожний лівий ідеал є лівим головним ідеалом і кожний 
правий ідеал є правим головним ідеалом. 

Пригадаємо деякі відомі факти, що стосуються теорії 
(областей головних ідеалів) таких кілець. 

а) Для довільної m n× -матриці A  з елементами із R  
існують такі оборотні матриці P  і Q  над R , що 

1 2diag( , , , , )rPAQ ε ε ε= … … , причому iε  є повний дільник 

1iε + , 1, 2, , 1i r= −… , тобто 1i i iR R R Rε ε ε+ = ∩ , де 1iR Rε +  – 

двосторонній ідеал, породжений елементом 1iε + . Елементи 

iε  називаються інваріантними множниками матриці A  (див. 

[4], с.312). Інваріантні множники матрицею A  визначаються 
однозначно з точністю до подібності1 (теорема Накаями, 
див. [6], с. 98). 

б) Кожний відмінний від нуля елемент a R∈  
однозначно з точністю до подібності може бути зображений 
у вигляді добутку скінченої кількості ( )aψ  простих (тобто 
таких, що не мають власних дільників) множників, причому 
із ba ~  випливає, що ( ) ( )a bψ ψ= . 

                                                 
1 Елементи a  і b  в області R  називаються подібними в позначеннях 

ba ~ , якщо / /R aR R bR≅  як праві R -модулі (див. [6], с. 68, 80). 
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Для довільної 1 2× -матриці a b  з елементами із R  існує 
така оборотна 2 2× -матриця, Q  над R , що  

0a b Q d= , 

де d  – спільний найбільший лівий дільник елементів a  і b . 
Якщо a  не ділить b , то ( ) ( )d aψ ψ<  ( ( ) ( )a bψ ψ≤ ) ([6], с. 
84). 

Теорема Д1. Щоб неоднорідна система лінійних 
рівнянь 

1

n

ik k i
k

a x b
=

=∑ ,  ,ik ia b R∈ ,  1, 2, ,i m= … ,   (Д1) 

була сумісна у кільці R , необхідно і достатньо, щоб 
відповідні інваріантні множники матриці коефіцієнтів A  і 
розширеної матриці  

1

m

b

B A

b

= #  

були попарно подібні.  

Дов ед ення . Припустимо, що система (Д1) сумісна 
в R , тоді існує така оборотна матриця C  над R , що  

.BC A= 0  

Оскільки, згідно з а), інваріантні множники матрицею A  
визначаються однозначно з точністю до подібності, то, 
враховуючи, що матриці B  і BC  асоційовані (тобто 
відрізняються оборотним множником), робимо висновок, 
що відповідні інваріантні множники матриць B  і BC  
подібні. Але інваріантні множники BC  і A  (враховуючи 
вигляд BC ) ті ж самі. Цим необхідність доведено.  
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Зважаючи на а) і умову теореми, робимо висновок, що 
для матриць A  і B  існують такі оборотні матриці U , V , 
U ′ , V ′  над R , що  

1 2diag( , , , , 0, , 0)rUAV ε ε ε= … … , 

1 2diag( , , , , 0, , 0)rU BV ε ε ε′ ′ ′ ′ ′= … … , 

де ii εε ′~ , 1, 2, ,i r= … . 

Запишемо систему (Д1) в матричній формі 
1 1

2 2

n m

x b

x b
A

x b

=
# #

.     (Д2) 

Покладемо 

1 1

2 21

n n

x y

x y
V

x y

−=
# #

,     (Д3) 

де 1 2, , , ny y y…  – нові невідомі. Помноживши рівняння (Д2) 

зліва на матрицю U  і зробивши заміну невідомих за 
формулою (Д3), одержимо 

1

2
1 1

2 2

0

0

r

n m

y b

y b

y b

ε
ε

ε

′
′

=

′

0

0

%

# #

%

.   (Д4) 



269 

Оскільки у співвідношенні (Д3) матриця V  – оборотна, то 
для доведення теореми досить показати, що iε  ділить зліва 

ib , 1, 2, ,i r= … , і  1 2 0r r mb b b+ +′ ′ ′= = = =… . 

Зауважимо, що  

1 1

2 2

1

10
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r r

r
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b
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ε
ε

ε

+

′
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′

0

0

% #

% #

,   (Д5) 

де  

1 1

V
V =

0

0
. 

Тобто матриці B  і B′  – асоційовані. Це значить, що (згідно 
з а)) відповідні інваріантні множники матриць B  і B′  – 
подібні. Звідси відразу випливає, що 

1 2 0r r mb b b+ +′ ′ ′= = = =… , оскільки у протилежному випадку 

ранг матриці B′  був би більшим, ніж ранг матриці B , що 
суперечило б подібності відповідних інваріантних 
множників матриць B  і B′ . 

1ε  ділить 1b′  зліва. Якщо б елемент 1ε  не ділив зліва 
елемент 1b′ , то, помноживши матрицю B′  зліва на деяку 

оборотну матрицю над R , яку легко побудувати, викори-
стовуючи зауваження б), ми одержали б асоційовану з B′  
матрицю, в якій на місці 1ε  з’явився б елемент d  – спільний 

найбільший лівий дільник елементів 1ε  і 1b′ , причому його 

довжина (кількість простих елементів, у вигляді добутку 
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яких зображений елемент d ) менша, ніж довжина 1ε , тобто 

1( ) ( )dψ ψ ε< .  

Оскільки на основі подібності 1ε  і 1ε ′  1 1( ) ( )ψ ε ψ ε ′= , то 

1( ) ( )dψ ψ ε ′< , тобто знайшлась матриця, асоційована з B , 

яка містить елемент меншої довжини, ніж довжина першого 
інваріантного множника цієї матриці, що неможливо, бо 
після скінченної кількості кроків ми звели б матрищо B′  за 
допомогою деяких оборотних матриць 1P  і 1Q  до вигляду 

1 1 0 1 1diag( , , , , 0, , 0)rP B Q d d d −′ = … … , 0( ) ( )d dψ ψ≤ , 

з інваріантними множниками 0 1 1, , , rd d d −… , причому 

0 1( ) ( )dψ ψ ε ′< , що суперечить теоремі Накаями (див, [6], 

с.98).). Отже, 1ε  ділить 1b′  зліва.  

2ε  ділить 2b′  зліва. Припустимо протилежне. Тоді, 
помноживши матрицю B′  на деяку оборотну матрицю 
зліва, одержимо матрицю 

1

2 2

0

0 0

0 0

r r

b

B b

ε
ε

ε

′

′′ ′=

0

0

% #

% #

, 

асоційовану з B′ . Зауважимо (як і в попередньому випадку), 
що існує така оборотна матриця над R , після помноження 
на яку матриці B′′  зліва одержимо асоційовану з B′  
матрицю, в якій на місці 2ε  з’явиться елемент 1d  меншої 
довжини, ніж довжина 2ε , тобто 1 2( ) ( )dψ ψ ε< . Звівши 
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матрицю B′′  до діагонального вигляду, ми за перший 
інваріантний множник можемо взяти 1ε , бо 1 1( ) ( )ψ ε ψ ε ′=  за 
умовою теореми, а за другий – узяли б елемент меншої 
довжини, ніж довжина 2ε , оскільки, згідно з умовою 

1 2( ) ( )dψ ψ ε< , у множині елементів усіх асоційованих з  

1 2
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#
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матриць такі елементи існують. Продовжуючи наш процес 
далі, ми прийшли б до нормальної форми 

2 2 1 1 1diag( , , , , 0, , 0)rU BV d dε −= … … , 

2U , 2V  – оборотні матриці, 1ε  ділить 1d , id  ділить 1id +  

певним чином. Але 1 2( ) ( )dψ ψ ε< . А тому що, за умовою 

теореми 2 2( ) ( )ψ ε ψ ε ′= , то 1 2( ) ( )dψ ψ ε ′< . Але остання 

нерівність неможлива, оскільки інваріантні множники 
визначаються матрицею однозначно з точністю до 
подібності, а з подібності випливає рівність їх довжин. 
Отже, 2ε  ділить 2b′  зліва. Доведення того, що iε  ділить ib′  
зліва у припущенні, що для всіх ib′  з індексами i<  

проходить докладно так само, як і у випадку подільності 2b′  

на 2ε . Отже, iε  ділить ib′  зліва. Цим теорема доведена.  
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Теорема Д2. Щоб матричне рівняння 
AX B= ,     (Д6) 

де A , B  – матриці з елементами із R , мало розв’язок над 
R , необхідно і достатньо, щоб інваріантні множники 
матриць A  і A B  були попарно подібні. 

Дов ед ення .  Не о б х і д н і с т ь , враховуючи дове-
дення теореми Д1, очевидна. 

До с т а т н і с т ь . На основі умови теореми відповідні 
інваріантні множники матриць  

A ,  
11

1m

b

A

b

# , …, 
1k

mk

b

A

b

# ,    (Д7) 

де 
1i

mi

b

b

# , 1, 2, ,i k= …  – стовпці, що утворюють матрицю B , 

подібні. 

Справді, припускаючи, наприклад, що відповідні інва-
ріантні множники матриць 

A  і 
1i

mi

b

A

b

#  

не є подібні, зведемо матрицю A B  до діагональної фор-

ми за допомогою процесу, застосованого нами при дове-
денні теореми Д1. З уваги на наше припущення інваріантні 
множники одержаної нормальної форми не будуть подібні 
відповідним інваріантним множникам матраці A , що супе-
речить умові теореми. Але з подібності відповідних інва-
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ріантних множників матриць (Д7) випливає розв’язність 
рівняння ( Д6)  над R . 

Зауваження. Очевидно, для розв’язності матричного 
рівняння 1 1YA B=  над R , необхідно і достатньо, щоб 

відповідні інваріантні множники матриць  

1A  і 1

1

A

B
 

були подібними. 

У випадку, коли R  – комутативне, з подібності 
елементів a  і b  випливає, що вони відрізняються 
оборотним множником. Враховуючи останнє зауваження, 
твердження 2.1 і 2.2 одержуємо з теорем Д1 і Д2 як 
наслідок. 

Нехай R  – тіло (зокрема, поле). З останніх двох теорем 
і зауваження одержуємо такі твердження (теореми 
Кронекера-Капеллі). 

Наслідок Д1. Щоб матричне рівняння AX B=  ( A , B  
– матриці з елементами із R ) мало розв’язок над R , 
необхідно і достатньо, щоб ранги матриць A  і A B  

були рівні. 

Наслідок Д2. Щоб матричне рівняння 1 1YA B= , 1A , 1B  

– матриці з елементами із R , мало розв’язок над R , 
необхідно і достатньо, щоб ранги матриць  

1A  і 1

1

A

B
 

були рівні. 
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