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РОЗДІЛ 4 
 
РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРОБЛЕМИ ВИДІЛЕННЯ 
РЕГУЛЯРНОГО МНОЖНИКА З МАТРИЧНОГО 
МНОГОЧЛЕНА 
 
4.1. Напівскалярна еквівалентність поліноміальних 
матриць 
 

У 3.1 для кільця поліноміальних матриць n -го порядку 
означенням 3.2 було введено відношення еквівалентності. При 
виявленні зв’язків введеного там поняття еквівалентності полі-
номіальних матриць з класичними поняттями еквівалентності і 
скалярної еквівалентності згаданих матриць (див. [5]), а також з 
огляду на важливість цього поняття для подальшого викладення 
нам буде зручно це поняття назвати “поняттям напівскалярної 
еквівалентності”. А саме введемо таке означення. 

Означення 4.1. Поліноміальні nm× -матриці )(xA  і )(xB  

над [ ]xC  називатимемо напівскалярно еквівалентними, якщо 

існують така неоcоблива чиcлова матриця Q  і оборотна матриця 

)(xR  над [ ]xC , що 

)()()( xRxQBxA = . 

Нашою найближчою метою є доведення такої теореми. 

Теорема 4.1. Нехай )(xA  – поліноміальна nm× -матриця 
( m n≤ ) над [ ]xC . Якщо )(xA  не є правим дільником нуля 
(тобто mxrangA =)( ), то для )(xA  існують такі неособлива 

числова матриця C  і оборотна матриця )(xQ  над [ ]xC , що 

правильним є співвідношення  
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де )(xiε  – інваріантні многочлени матриці )(xA , тобто )(xiε  

ділить )(1 xi+ε  і, очевидно, ділить всі елементи стовпця, до 

якого він належить. 
Покажемо спочатку правильність таких допоміжних твер-

джень. Нехай 
,

1
( ) ( )

m n
ijA x a x=  – прямокутна поліноміальна 

матриця розмірів nm×  ( nm ≤ ), причому mxA =)(rang . Розгля-
немо її підматриці  

,

1
( ) ( ) , ( ),

k n
k ijA x a x k m= <  ( )

1

( )
( ) ,

( )
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k
p

A x
A x
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де )(xa p  і )(xaq  p -й і q -й рядки матриці )(xA  ),( kqp > , 

відповідно і u∈^ . 

Лема 4.1. Нехай  

1( )
11( ) ( ) ( )p r

kd x x xα ϕ+ = − , 2( )
21( ) ( ) ( )q r

kd x x xα ϕ+ = − , 

( , )
31 ( ) ( ) ( ), ( ) 0, 1, 2,3p q s

jkd x x x iα ϕ ϕ α+ = − ≠ =  

– найбільші спільні дільники (н.с.д.) мінорів порядку 1+k  від-

повідно матриць ( )
1( )p

kA x+ ,  ( )
1( )q

kA x+ ,  ( , )
1 ( )p q

kA x+ . Якщо 21 rr ≠ , то 

),min( 21 rrs = . 



167 

До в е д е н н я .  Кожний мінор порядку 1+k  матриці 
( , )

1 ( )p q
kA x+  можна записати у вигляді суми  

)()()( )()(),( xuMxMxM qpqp += , 

де )()( xM p  і )()( xM q  – мінори порядку 1+k  відповідно матриць 
( )

1( )p
kA x+  і 1( )q

kA x+ . Легко бачити, що твердження леми випливає 
з останньої рівності. 

Лема 4.2. Нехай зберігаються позначення, введені в лемі 
4.1. Якщо rrr == 21 , то rs ≥ , причому знак строгої нерівності 
може бути лише при єдиному значені 1uu = . 

До в е д е н н я  випливає з рівності  

))(
~

)(
~

)(( )()(),( xMuxMxM qpqp +−= α . 

До в е д е н н я  теореми 4.1. Нехай  

1 2
1 2( ) ( ) ( ) ( ) rl l l

m rd x x x xα α α= − − −… , 

( rααα ,,, 21 … – попарно різні) – найбільші спільні дільники 
мінорів порядку m  матриці )(xA ,  

1 2
1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) rk k k

rd x x x xα α α= − − −… , 

( 0 , 1,2, ,i ik l i r≤ ≤ = … ) – найбільші спільні дільники мінорів 

першого порядку матриці )(xA . Через )(xai  будемо позначати 

i -й рядок матриці )(xA , а через )(xiδ  – найбільший спільний 

дільник елементів цього рядка. Зауважимо, що, оскільки 
mxA =)(rang , то )(xiδ  ділить всі мінори m -го порядку матриці 

)(xA , а отже, і ( ), 1, 2, ,md x i m= … . 

Доведемо, що для матриці )(xA  існує така неособлива мат-
риця 1C , що в матриці )(1 xAC  найбільший спільний дільник 



168 

елементів першого рядка дорівнює найбільшому спільному 
дільнику  елементів матриці )(xA .  

Нехай найбільший спільний дільник елементів першого 

рядка )(1 xa  матриці )(xA  має вигляд  

rp
r

pp xxxx )()()()( 21
211 αααδ −−−= "  

причому 11 kp > . Тоді, очевидно, існує такий рядок )(
1

xa j  

матриці )(xA , для якого  

0)(),()()( 1111
1

1
≠−= αϕϕαδ xxx k

j  

(у протилежному випадку корінь 1α  в многочлені )(1 xd  мав би 

кратність більшу, ніж 1k ).  

Додаючи до першого рядка матриці )(xA  її 1j -ий рядок, 

помножений на число 0≠u  (що рівнозначно множенню деякої 
неособливої числової матриці 1S  зліва на )(xA ), одержимо 

рядок 

)()()(
11

)1(
1 xuaxaxa j+= . 

На основі леми 4.1 найбільший спільний дільник елементів цьо-
го рядка дорівнює 

.0)(),()()( 1111
)1(

1
1 ≠−= αψψαδ xxx k  

Припустимо, що таким чином одержана матриця )(xASt , 

найбільший спільний дільник елементів першого рядка якої 
дорівнює  

rtt s
r

s
t

k
t

kt xxxxx )()()()()( 11
11

)(
1 ααααδ −−−−= +

+ …… . 
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Покладемо, 11 ++ > tt ks . Тоді знайдеться такий рядок )(
1

xa
tj +

 мат-

риці )(xASt , найбільший спільний дільник елементів якого 

дорівнює  

1

1

( )
1 1 1 1( ) ( ) ( ), ( ) 0t

t

t k
t t t tj x x xδ α ϕ ϕ α+

+ + + + += − ≠ . 

Розглянемо лінійну комбінацію першого і 1+tj -го рядків матриці 
)(xASt : 

1

( 1) ( )
1 1( ) ( ) ( )

t

t t
ja x a x va x
+

+ = + .    (4.2) 

Нехай 

rtt q
r

q
t

q
t

qt xxxxx )()()()()( 11
11

)1(
1 ααααδ −−−−= +

+
+ ""   (4.3) 

– найбільший спільний дільник  елементів рядка (4.2). На основі 
леми 4.1 11 ++ = tt kq  при будь-якому 0≠v . На основі леми 4.2 

будемо мати, що із 1+t  яких-небудь попарно різних відмінних 
від нуля значень ,,,, 121 +tvvv … можна вибрати принаймні одне 
таке 1+tv , що в найбільшому спільному дільнику (4.3) елементів 

рядка (4.2) при iit kqvv == + ,1  для всіх 1, 2, , 1i t= +… . Таким 

чином, додаючи до першого рядка матриці )(xASt  її 1+tj -ий 

рядок, помножений на 01 ≠+tv , одержимо матрицю )(1 xASt+ , 

найбільший спільний дільник елементів першого рядка якої 
дорівнює 

11( 1)
1 1 11 ( ) ( ) ( ) ( ),tt kk

t tx x x xδ α α ψ++
+ += − −…  

1 1( ) 0, 1, 2, , 1t t i tψ α+ + ≠ = +… . 

Так роблячи далі, дістанемо матрицю )(1 xAC , найбільший 

спільний дільник елементів першого рядка якої дорівнює )(1 xd . 
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Правими елементарними перетвореннями матрицю )(1 xAC  
зведемо до вигляду 

∗

∗
=

− )(

00)(

)()(
1

1

11 xA

x

xQxAC
m#

"ε

, 

де )()( 11 xdx =ε , 1)(rang 1 −=− mxAm . Очевидно, що попередні 
міркування можна застосувати до матриці )(1 xAm−  і показати 

існування таких неособливої числової матриці 2C  і оборотної 
матриці )(2 xQ   над [ ]xC , що  

∗∗

∗∗
∗

=

− )(

00)(

000)(

)()(

2

2

1

22

xA

x

x

xQxAC

m""

"
"

ε
ε

, 

де, очевидно, 1ε   ділить 2ε , 2)(rang 2 −=− mxAm  і iε  ділить всі 
елементи i -го стовпця, .2,1=i  

Так роблячи далі, після скінченної кількості кроків ми 
одержимо трикутну форму (4.1). 

Виявляється, що теорему 4.1 можна узагальнити на 
випадок скінченого набору поліноміальних матриць. Покажемо 
спочатку правильність такого допоміжного твердження. 

Лема 4.3. Для довільного скінченного набору числових 
ненульових nm× -матриць pAAA ,,, 21 …  існує такий числовий 

рядок  mqqq "21 , що 

1 2 , 1, 2, ,m iq q q A i p≠ =0" … . 
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До в е д е н н я .  Нехай 
il

a  – ненульовий стовпець матриці 

iA . Розглянемо систему многочленів 

1 2 1 2( , , , ) , , , , 1, 2,. , .
ii m m lf x x x x x x a i p= =… … …  

В нескінченному полі існують такі числа ,,,,, 21 mqqq … що  

1 2( , , , , ) 0, 1, 2,. , .i mf q q q i p≠ =… …  

Тому кожний рядок  

piAqqq im ,.2,1,21 …" =  

містить ненульовий елемент. Лема доведена.  

Теорема 4.2. Нехай 

)(,),(),( 21 xAxAxA k…  

поліноміальні nm× -матриці ( nm ≤ ), причому 

rang ( ) , 1, 2, , ;iA x m i k= = …  

( ) ( ), 1, 2, ,i
j x j mε = …  – інваріантні многочлени матриці 

kixAi ,,2,1),( …= . 

Тоді існують такі неособлива числова матриця C  і оборотні 
матриці kixQi ,,2,1),( …=  над [ ]xC , що 

00)(

000)(

0000)(

)()(

)(

)(
2

)(
1

"
%
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""

x

x

x

xQxCA

i
m

i

i

ii

ε

ε
ε

∗

= . 

До в е д е н н я .  Через )()( xd i
l  позначимо найбільший 

спільний дільник мінорів порядку l  матриці kixAi ,,2,1),( …= .  
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Нехай ( ) ( ) 1, 1, 2, ,i
ld x i k= = … . Підставляючи у матриці 

kixAi ,,2,1),( …= , замість x  відповідно всі корені многочленів 

)()( xd i
m , дістанемо ряд ненульових числових матриць. На основі 

леми 4.3 існує такий числовий рядок mqqq "21 , при якому 

кожний рядок  

1 2 ( ), 1, 2. ,m iq q q A x i k=" …  

при підстановці замість x  будь-якого кореня многочлена 
)()( xd i

m , відмінний від нуля. Доповнивши рядок mqqq "21  до 

оборотної матриці 1C , одержимо, що в кожній матриці 
kixAC i ,.2,1),(1 …=  найбільший спільний дільник елементів 

першого рядка дорівнює одиниці. 

Якщо 1)()(
1 ≠xd i , то матриці kixAi ,,2,1),( …=  зобразимо у 

вигляді  

)()()( )(
1 xAxdxA i

i
i = . 

і попередні міркування проведемо над матрицями 
kixAi ,,2,1),( …= . Очевидно, що при деяких значеннях індексів 

матриці )(xAi  і )(xAi можуть збігатися. 

Таким чином, ми довели, що існує така неособлива чис-
лова матриця 1C  (одна для всіх матриць заданого набору), що в 

матриці kixAC i ,.2,1),(1 …=  найбільший спільний дільник еле-
ментів першого рядка дорівнює найбільшому спільному діль-
нику мінорів першого порядку матриці kixAi ,,2,1),( …= . 

Тепер матриці kixAC i ,.2,1),(1 …=  правими елементарни-

ми перетвореннями зведемо до вигляду  
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( )
1

, 1

( ) 0 0

( )

i
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x

A x

ε
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∗

∗
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#
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де  

.,,2,1,1)(rang),()( 1,
)(

1
)(

1 kimxAxdx mi
ii …=−== −ε  

Далі, застосовуючи попередні міркування до матриць 
kixA mi ,,2,1),(1, …=− , переконаємося, що теорема правильна. 

Зауважимо, що цю теорему можна довести так само, як 
теорему 4.1. Із теореми 4.2 як наслідок випливає такий резуль-
тат (див. також [51]). 

Наслідок 4.1. Нехай ( ) ( ) ( )A x B x C x= , де ( )B x  і ( )C x  – 

неособливі поліноміальні матриці. Тоді інваріантні многочлени 
матриці ( )A x  діляться на відповідні інваріантні многочлени 

матриць ( )B x  і ( )C x . 

До в е д е н н я .  Нехай поліноміальна n n× -матриця ( )A x  

зображена у вигляді добутку двох неособливих поліноміальних 
матриць ( )B x  і ( )C x : 

( ) ( ) ( )A x B x C x= . 

На основі теореми 4.2 для матриць ( )A x  і ( )B x  існують такі 
неособлива матриця C  і оборотні матриці )(1 xQ  і )(2 xQ  над  

[ ]xC , що  

1
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )CA x Q x CB x Q x Q x C x Q x−= ,  (4.4) 

де  
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ε
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( )
1

( )
2

2

( )

( )

( )
( ) ( )

( )

B

B

B
n

x

x
CB x Q x

x

ε

ε

ε

=

∗
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%
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де ( )( )A
i xε  і ( )( )B

i xε , ni ,,2,1 …=  – інваріантні многочлени 
відповідно матриць )(xA  і )(xB . 

Із співвідношення (4.4) випливає, що матриця 
)()()( 1

1
2 xQxCxQ −  також трикутна. Таким чином, інваріантні 

множники матриці ( )B x  ділять відповідні інваріантні множники 
матриці ( )A x . Аналогічно можна показати, що інваріантні 
множники матриці ( )C x  ділять відповідні інваріантні множники 
матриці ( )A x . 

Наступна теорема встановлює співвідношення між скаляр-
ною і напівскалярною еквівалентністю.  

Теорема 4.3. Нехай 

s
ss AxAxAxA +++= − "1

10)( , 0det 0 ≠A , 

s
ss BxBxBxB +++= − "1

10)( , 0det 0 ≠B , 

– регулярні поліноміальні матриці і 

)()()( 111 xRxAQxF = ,  )()()( 222 xRxBQxF =  

– їх трикутні форми вигляду (4.1). Матриці ( )A x  і ( )B x  
скалярно еквівалентні, тобто 
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( ) ( )A x SA x T= , 

де ,S T  – числові неособливі матриці, тоді і тільки тоді, коли їх 
форми 1( )F x  і 2( )F x  напівскалярно еквівалентні, тобто 

1 2( ) ( ) ( )F x GF x Q x= . 

До в е д е н н я  безпосередньо випливає із того, що 
регулярні напівскалярно еквівалентні матриці – скалярно 
еквівалентні. 

Наслідок 4.2. Унітальні матричні многочлени ( )A x  і ( )B x  
подібні, тобто  

1( ) ( )A x TB x T −=  

тоді і тільки тоді, коли їх трикутні форми (4.1) напівскалярно 
еквівалентні. 

Зауваження 4.1. В теоремах 4.1 і 4.2 обмеження, яке 
вимагає лінійної незалежності рядків поліноміальних матриць, 
що розглядаються, істотне, як це показує такий приклад.  

Приклад. Рядки матриці 

2

1 0

0

x

x

+
 

лінійно залежні, її єдиний ненульовий інваріантний множник 
дорівнює 1. Проте жодними напівскалярними еквівалентними 
перетвореннями її не можна звести до вигляду  

1 0

0∗
. 
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4.2. Розклад поліноміальної матриці на множники з 
наперед заданими формами Сміта 

 
Відомо, що для неособливої поліноміальної nn× -матриці 

)(xA  над [ ]xC  існують такі оборотні поліноміальні матриці 
)(xP  і )(xQ  за яких правильне співвідношення 

1 2( ) ( ) ( ) diag( ( ), ( ), , ( ))nP x A x Q x x x xε ε ε= … , 

де )(xiε  ділить )(1 xi+ε , 1, 2, , 1i n= −… . Матриця 

1 2diag( ( ), ( ), , ( ))nx x xε ε ε… називається формою Сміта 
поліноміальної матриці )(xA , а )(,),(),( 21 xxx nεεε …  – 

інваріантними множниками цієї матриці. 

Приступимо до пошуку необхідних і достатніх умов для 
зображення неособливого матричного многочлена у вигляді 
добутку двох множників (один з яких регулярний), добуток 
форм Сміта яких дорівнює формі Сміта вихідної матриці. 

Запишемо поліноміальну матрицю )(xA  у вигляді 
многочлена 

ss
ss AxAxAxAxA ++++= −
−

1
1

10)( " , 0)(det ≡/xA . (4.5) 

Припустимо, що )()()( xxx iii ψϕε = , ni ,,2,1 …= , причому 

)(xiϕ  ділить )(1 xi+ϕ , )(xiψ  ділить )(1 xi+ψ , 1,,2,1 −= ni … . 

Добуток )()()( 21 xxx nϕϕϕ "  позначимо через )(xϕ , тобто 

1 2( ) ( ) ( ) ( )nx x x xϕ ϕ ϕ ϕ= … . 

Позначимо через ( )K x  довільну матрицю, яка задовольняє 
співвідношення 

1 2( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nCA x Q x K x x x xψ ψ ψ= … , 



177 

де C  і )(xQ  – такі довільні оборотні відповідно над ^  і [ ]x^  
матриці, що матриця )()( xQxCA  має вигляд 

1

2

( )

( )
( ) ( )

( )n

x

x
CA x Q x

x

ε
ε

ε

∗
=

∗

0

… … … "
… …

,  (4.6) 

)(xiε  –  інваріантні множники матриці )(xA  (див. теорему 4.1). 

Через )(xK∗  позначимо взаємну матрицю матриці )(xK , 
тобто матрицю, що задовольняє співвідношення 

)()(det)()()()( xExKExKxKxKxK ϕ=== ∗∗ . 

Теорема 4.4. Нехай форму Сміта матриці )(xA  зображе-
но у вигляді 

1 1 1( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )n n n

x x x

x x x

ε ϕ ψ

ε ϕ ψ
= ⋅

0 0 0

0 0 0

% % % ,  (4.7) 

де )(xiϕ  ділить )(1 xi+ϕ , )(xiψ  ділить )(1 xi+ψ  і нехай 

nrx =)(degϕ , sr < . Щоб матричний многочлен (4.5) можна 
було зобразити у вигляді добутку 

)()()( xCxBxA = , 

де )(xB  – регулярний матричний многочлен степеня r  з фор-

мою Сміта 1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xϕ ϕ ϕ… , а )(xC  мав форму Смі-
та 1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xψ ψ ψ… , необхідно і достатньо, щоб 

ранг значення поліноміальної матриці 
1

1 ,,,)()( −
∗− = r

r ExExExKxK …  

на системі коренів многочлена )(xϕ  дорівнював nr , тобто 
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nrM xKr
=

−
)(rang )(1

ϕ .   (4.8) 

Перш ніж доводити теорему 4.4, доведемо таку лему. 

Лема 4.4. Нехай форму Сміта 

1 2diag( ( ), ( ), , ( ))nx x xε ε ε…  

поліноміальної матриці )(xA  можна подати у вигляді (4.7). 
Тоді, якщо виконується співвідношення 

1 1diag( ( ), , ( )) ( ) ( )diag( ( ), , ( ))n nx x G x H x x xε ε ε ε=… … ,   (4.9) 

де )()( xgxG ij= , )()( xhxH ij=  – оборотні над [ ]xC  матриці, 
то правильною є рівність 

1 1diag( ( ), , ( )) ( ) ( )diag( ( ), , ( ))n nx x S x H x x xϕ ϕ ϕ ϕ=… … ,   (4.10) 

де )(xS  – деяка оборотна над [ ]x^  матриця. 

До в е д е н н я .  Запишемо співвідношення (4.9) у вигляді 

1 11 1 12 1 1 11 1 12 2 1

2 21 2 22 2 2 21 1 22 2 2

1 2 1 1 2 2

n n n

n n n

n n n n n nn n n nn n

g g g h h h

g g g h h h

g g g h h h

ε ε ε ε ε ε
ε ε ε ε ε ε

ε ε ε ε ε ε

=

… …
… …

… … … … … … … …
… …

. 

Порівнюючи в обох частинах останньої рівності елементи, які 
стоять над головною діагоналлю, одержимо 

)()()()( xxhxgx jijiji εε = , ji < , 1,,2,1 −= ni … , nj ,,2 …= . 

Оскільки )()()( xxx kkk ψϕε = , nk ,,2,1 …= , то 

)()()()()()( xxxhxgxx jjijijii ψϕψϕ = . 

Враховуючи те, що ji < , маємо )()()( xxx iij ϕχϕ = , а тому 

)()()()()()()( xxxxhxgxx jiiijijii ψϕχψϕ = . 

Отже, 
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)()()()()( xxxhxgx jiijiji ψχψ = , ji < .  (4.11) 

Із рівності (4.9) одержимо 

1 11 1 12 1 1

2 21 2 22 2 2
1

1 2

diag( ( ) , , ( ))

n

n
n

n n n n n nn

g g g

g g g
x x

g g g

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ

ϕ ϕ

ψ ψ ψ

=

…
…

…
… … … …

…

 

1 1( )diag( ( ) , , ( ))diag( ( ) , , ( ))n nH x x x x xϕ ϕ ψ ψ= … … . 

Згідно з рівністю (4.11), одержимо 

1 1diag( ( ), , ( )) ( ) ( )diag( ( ), , ( ))n nx x S x H x x xϕ ϕ ϕ ϕ=… … , 

де )(xS , очевидно, оборотна матриця. Тобто ми довели рівність 
(4.10), а разом з тим і лему 4.4. 

До в е д е н н я  теореми 4.4. Не о б х і д н і с т ь . Нехай 

1

2

( )

( )
( )

( )n

x

x
K x

x

ϕ
ϕ

ϕ

∗
=

∗

0

… … …
… …

, 

де )(,),(,)( 21 xxx nϕϕϕ …  – інваріантні множники матриці )(xK , 

)(xK  – довільна матриця, яка задовольняє співвідношення 

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )n n

x x

x x
CA x Q x

x x

ϕ ψ
ϕ ψ

ϕ ψ

∗ ∗
=

∗ ∗

0 0

… … … … … …
… … … …

 

(при довільних неособливій числовій матриці C  і оборотній 
матриці )(xQ  над [ ]x^ ). Покажемо, що коли 
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)()()( xCxBxA = ,   (4.12) 

де )(xB  – регулярний матричний многочлен степеня r  з фор-

мою Сміта 1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xϕ ϕ ϕ… , а )(xC  має форму Сміта 

1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xψ ψ ψ… , то виконується рівність (4.8). 

Згідно з теоремою 4.2, для матриць )(xA  і )(xB  із спів-

відношення (4.12) існують такі матриці 1C , )(1 xQ  і )(2 xQ , що 

матриці )()( 11 xQxAC  і )()( 21 xQxBC  мають вигляд (4.6). Тоді 

)()()()()()()( 1
1

22111 xQxCxQxQxBCxQxAC −= . (4.13) 

Оскільки )()( 11 xQxAC  і )()( 21 xQxBC  – трикутні неособливі 
матриці, то і матриця )()()( 1

1
2 xQxCxQ −  – трикутна, і на основі 

співвідношення (4.7) 

1
2 1 3 1 2( ) ( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nQ x C x Q x Q x x x xψ ψ ψ− = … , 

де )(3 xQ  – оборотна матриця. Запишемо матрицю )()( 11 xQxAC  

у вигляді 

1 1 1 2( ) ( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( ))nC A x Q x T x x x xε ε ε= =…  

1 2 1 2( )diag( ( ) , ( ) , ( ))diag( ( ) , ( ) , ( ))n nT x x x x x x xϕ ϕ ϕ ψ ψ ψ= … … , 

де )(xT  – нижня унітрикутна матриця, тобто нижня трикутна 
матриця з одиничними елементами на головній діагоналі. Запи-
савши аналогічно матрицю )()( 21 xQxBC  у вигляді 

1 2 1 1 2( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nC B x Q x T x x x xϕ ϕ ϕ= … ,   (4.14) 

де )(1 xT  – також нижня унітрикутна матриця, із співвідношення 
(4.13) після розділення обох частин на 

1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xψ ψ ψ…  

одержимо 
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1 2( )diag( ( ), ( ), , ( ))nT x x x xϕ ϕ ϕ =…  

1 1 2 3( )( ( ) , ( ), , ( )) ( )nT x x x x Q xϕ ϕ ϕ= … .   (4.15) 

Позначимо через )(xN  матрицю 

1 2( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nN x T x x x xϕ ϕ ϕ= … .  (4.16) 

Оскільки правильним є співвідношення (4.15), то, згідно з 
рівністю (4.14), бачимо, що  

)()()()( 321 xNxQxQxBC = . 

Матриця )(xB , а, отже, і )(1 xBC  – регулярна, тому матриця 

)(xN  регуляризується домноженням справа на )()( 1
2

1
3 xQxQ −−  і, 

згідно з теоремою 3.4, 
nrM xNr

=
−

)(rang )(1
ϕ .   (4.17) 

Доведемо тепер рівність (4.8). Маємо 

1 2( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nCA x Q x K x x x xψ ψ ψ= … , 

1 1 1 2( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nC A x Q x N x x x xψ ψ ψ= … . 

Очевидно, існує така неособлива матриця C  і оборотна матриця 
)(xQ , що 

)()()()()( 11 xQxQxACCxQxCA = , 

тобто 

1 2( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nK x x x xψ ψ ψ =…  

1 2( )diag( ( ) , ( ), , ( )) ( ).nCN x x x x Q xψ ψ ψ= …   (4.18) 

Подамо матрицю )(xK  у вигляді 

3 1 2( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nK x T x x x xϕ ϕ ϕ= … . 

Беручи до уваги співвідношення (4.16), запишемо рівність (4.18) 
у вигляді 



182 

3 1 2

1 2

( )diag( ( ) , ( ), , ( ))

( )diag( ( ) , ( ), , ( )) ( ).
n

n

T x x x x

CT x x x x Q x

ε ε ε
ε ε ε

=

=

…
…

 

Запишемо останню рівність так: 

1 2diag( ( ), ( ), , ( )) ( )nx x x G xε ε ε =…  

1 2( )diag( ( ), ( ), , ( ))nH x x x xε ε ε= … ,  (4.19) 

де )()( 1 xQxG −= , )()()( 1
3 xTCxTxH −= . 

На основі раніше доведеної леми 4.4, одержимо 

1 1diag( ( ), , ( )) ( ) ( )diag( ( ), , ( ))n nx x S x H x x xϕ ϕ ϕ ϕ=… … , (4.20) 

де )(xS  – оборотна матриця. Звідси 

1 2

1
3 1 2

diag( ( ), ( ), , ( )) ( )

( ) ( )( ( ), ( ), , ( ))

n

n

x x x S x

T x CT x x x x

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ−

=

=

…

…
 

або  

3 1 2

1 2

( )diag( ( ), ( ), , ( )) ( )

( )diag( ( ), ( ), , ( )).
n

n

T x x x x S x

CT x x x x

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

=

=

…
…

 

Тобто 

)()()( xNCxSxK = . 

Відомо (див. твердження 2.8), що 

)(rang)(rang)(rang )()()]()([)( 11
1

1
ϕϕϕ xKxxSxKCxN rrr

MMM
−−

−
−

== . 

Враховуючи рівність (4.17), бачимо, що виконується і рівність 
(4.8). Необхідність доведено.  

До с т а т н і с т ь . Нехай 

nrM xKr
=

−
)(rang )(1

ϕ , 

де 
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1

2

( )

( )
( )

( )n

x

x
K x

x

ϕ
ϕ

ϕ

∗
=

∗

0

… … …
… …

, 

)(,),(,)( 21 xxx nϕϕϕ …  – інваріантні многочлени матриці )(xK , 

що задовольняє співвідношення 

1 1

2 2

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )n n

x x

x x
CA x Q x

x x

ϕ ψ
ϕ ψ

ϕ ψ

∗ ∗
=

∗ ∗

0 0

… … … … … …
… … … …

. 

Згідно з теоремою 3.4 існує така оборотна матриця )(xU  над 
[ ]x^ , що 

1
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( ))nCA x Q x K x U x U x x x xψ ψ ψ−= … , 

причому )()( xUxK  – регулярний матричний многочлен степеня 
r . Тоді 

1 1 1
1 2( ) ( ) ( ) ( )diag( ( ) , ( ), , ( )) ( )nA x C K x U x U x x x x Q xψ ψ ψ− − −= … . 

Позначивши )()()(1 xBxUxKC =− , одержимо 

)()()( xCxBxA = . 

Теорема доведена. 

Нехай тепер )(xP  і )(xQ  – такі довільні оборотні матриці, 
що 

1 2( ) ( ) ( ) diag( ( ), ( ), , ( ))nP x A x Q x x x xε ε ε= … , (4.21) 

і форма Сміта матриці )(xA  зображена у вигляді (4.7). Позна-
чимо через )(1 xDr−  матрицю 



184 

1
1 1( ) [diag( ( ), , ( ))] ( ) r

r nD x x x P x E Ex Exϕ ϕ −
− ∗= … … , (4.22) 

де )(xP  – довільна матриця, що задовольняє співвідношення 

(4.21). 

Виявляється, що правильна така теорема. 

Теорема 4.5. Щоб матричний многочлен (4.5) можна було 
зобразити у вигляді добутку 

)()()( xCxBxA = , 

де )(xB  – регулярний матричний многочлен з формою Сміта 

1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xϕ ϕ ϕ… , а )(xC  має форму Сміта 

1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xψ ψ ψ… , необхідно і достатньо, щоб 

nrM xDr
=

−
)(rang )(1

ϕ .   (4.23) 

До в е д е н н я .  Враховуючи теорему 4.4, для доведення 
теореми 4.5 досить показати, що 

)(rang)(rang )()( 11
ϕϕ xDxK rr

MM
−−

= . 

Запишемо співвідношення (4.21) так: 

1
1 2( ) ( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( ))nA x Q x P x x x xε ε ε−= … , (4.24) 

Згідно з теоремою 4.1, для матриці )(xA  існують такі  числова 
матриця 1C  і оборотна матриця )(1 xQ  над ][xC , що 

1 1 1 1 2( ) ( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( ))nC A x Q x T x x x xε ε ε= …  

або 

1 2 1 2( ) ( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( ))nA x Q x T x x x xε ε ε= … , (4.25) 

де )()( 1
1

12 xTCxT −= . 
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Очевидно, для оборотних матриць )(xQ  і )(1 xQ  існує така 
оборотна матриця )(2 xQ , що 

)()()( 12 xQxQxQ = .   (4.26) 

Помноживши обидві частини рівності (4.24) на )(2 xQ  
справа, побачимо, що, згідно з співвідношенням (4.26), ліві 
частини рівності (4.26) і одержаної збігаються. Тому збігаються 
і праві частини: 

1
1 2 2

2 1 2

( )diag( ( ) , ( ), , ( )) ( )

( )diag( ( ) , ( ), , ( )).
n

n

P x x x x Q x

T x x x x

ε ε ε
ε ε ε

− =
=

…
…

 

Запишемо цю рівність у вигляді 

1 2 2diag( ( ), ( ), , ( )) ( )nx x x Q xε ε ε =…  

1 2( )diag( ( ), ( ), , ( ))nH x x x xε ε ε= … ,     (4.27) 

де )()()( 2 xTxPxH = . На основі доведеної раніше леми 4.4 і рів-
ності (4.27) одержимо 

1 2 1 2diag( ( ), ( ), , ( )) ( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( )),n nx x x S x H x x x xϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ=… …
де )(xS  – деяка оборотна матриця. Звідси 

1 2diag( ( ), ( ), , ( )) ( )nx x x S xϕ ϕ ϕ =…  

2 1 2( ) ( )diag( ( ), ( ), , ( ))nP x T x x x xϕ ϕ ϕ= … , 

а тому 

1 1 1
1 2 1( )diag( ( ), ( ), , ( )) ( ) ( )nP x x x x C K x S xϕ ϕ ϕ− − −=… . 

Отже, 
1

1 1 2( ) [ ( )diag( ( ), ( ), , ( ))] ( )nK x C P x x x x S xϕ ϕ ϕ−= …  

і 
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1
1 2 1( ) ( )[diag( ( ), ( ), , ( ))] ( )nK x S x x x x P x Cϕ ϕ ϕ −

∗ ∗ ∗ ∗ ∗= … . 

Оскільки )(xP  – оборотна матриця і для неї )()(1 xdPxP =−
∗ , де 

1)]([det −= xPd , отримаємо 

1 2 2( ) ( )[diag( ( ) , ( ), , ( ))] ( )nK x S x x x x P x Cϕ ϕ ϕ∗ ∗ ∗= … , 

де 2C  – неособлива числова матриця. Відомо (див. твердження 
2.8), що 

)(rang)(rang)(rang )()()()( 1211
ϕϕϕ xDCxDxSxK rrr

MMM
−−∗−

== . 

Теорема 4.5 доведена. 

Теорема 4.6. Якщо )(xA  зображений у вигляді добутку 

)()()( xCxBxA = , 

де )(xB  –  унітальний матричний многочлен, причому форма 
Сміта матриці )(xA  дорівнює добутку форм Сміта матриць 

)(xB  і )(xC , то таке зображення єдине для кожного фіксо-
ваного розкладу форми Сміта у вигляді (4.7). 

До в е д е н н я .  Нехай матричний многочлен )(xA  
зображено у вигляді добутків 

)()()( 1
1

1 xCBxBxBExxA rr
rr ++++= −
− "  

і 
)()()( 11

1
1 xCDxDxDExxA rr

rr ++++= −
− " , 

причому форма Сміта матриці )(xA  подана у вигляді добутку 
форм Сміта її співмножників (4.7). При цьому припускаємо, що 
форми Сміта матриць rr

rr BxBxBEx ++++ −
−

1
1

1 "  і 

rr
rr DxDxDEx ++++ −
−

1
1

1 "  та )(xC  і )(1 xC  збігаються. 

Згідно з теоремою 4.2, існують такі неособлива числова 
матриця C  і оборотні матриці )(xQ , )(1 xQ  і )(2 xQ  над [ ]xC , 

що 
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1 1
1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r

rCA x Q x C Ex B x B Q x Q x C x Q x− −= + + +… , 

1 1
1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )r r

rCA x Q x C Ex D x D Q x Q x C x Q x− −= + + +… . 

Як і при доведенні рівності (4.12), поділимо обидві частини 
кожної рівності на матрицю 

1 2diag( ( ) , ( ), , ( ))nx x xψ ψ ψ…  

і прирівняємо при цьому праві частини обох співвідношень 

1 1
1 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )r r r r

r rC Ex B x B R x C Ex D x D R x− −+ + + = + + +… … , 

де )(1 xR  і )(1 xR  – оборотні матриці, одержані в результаті 
проведеного розділення. 

Помноживши обидві частини останньої рівності зліва на 
1−C  і справа на )(1

1 xR − , одержимо 
1 1 1

1 1 2 1( ) ( ) ( )r r r r
r rEx B x B Ex D x D R x R x− − −+ + + = + + +… … . 

Матриця )()( 1
12 xRxR −  – многочленна матриця нульового степе-

ня, для якої 
)()( 1

12 xRxRExEx rr −= . 

Отже, ExRxR =− )()( 1
12  і 

1 1
1 1

r r r r
r rEx B x B Ex D x D− −+ + + = + + +… … . 

Теорема 4.6 доведена. 

 

 

4.3. Розв’язання проблеми виділення регулярного 
множника з матричного многочлена 

 

Тут формулюються необхідні і достатні умови виділення 
регулярного множника з матричного многочлена. Вказані ефек-
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тивні методи фактичної побудови виділюваних множників. Як 
наслідок, одержано критерій розв’язності матричного мно-
гочленного рівняння, а також запропоновано конструктивний 
метод знаходження його розв’язків. 

Нехай характеристичний многочлен )(xΔ  неособливої 
поліноміальної nn× -матриці )(xA  над [ ]xC , зображено у 

вигляді добутку 
.)(deg),()()( nrxxxx ==Δ ϕψϕ    (4.28) 

Відомо, що для матриці )(xA  існують такі оборотні 
матриці )(xP  і )(xQ  над [ ]xC , що виконується співвідношення 

1 2( ) ( ) ( ) diag( ( ), ( ), , ( )),nP x A x Q x x x xε ε ε= "  (4.29) 

де )(xiε  ділить )(1 xi+ε , .1,,2,1 −= ni …  

Введемо таке означення. 

Означення 4.2. Діагональ-матрицею (скорочено d -мат-
рицею) будемо називати діагональну матрицю, кожний діаго-
нальний елемент якої ділить наступний елемент. 

Надалі всі діагональні елементи d -матриць вважатимемо 
унітальними многочленами, тобто такими, що їх коефіцієнти 
при старших степенях дорівнюють одиничному елементові. 

Позначимо через Σ  множину всіх d -матриць, які ділять 
d -матрицю  

1 2diag( ( ), ( ), , ( ))nx x xε ε ε…  

і визначник яких дорівнює )(xϕ  (многочлен )(xϕ  у співвідно-
шенні (4.28) будемо також вважати унітальним многочленом). 
Нехай  

1 2diag( ( ), ( ), , ( ))nx x xϕ ϕ ϕΦ = …  

– довільна d -матриця із Σ . Маємо   
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1 2 1 2diag( ( ), ( ), , ( )) diag( ( ), ( ), , ( ))n nx x x x x xε ε ε ϕ ϕ ϕ= ×… …  

 1 2diag( ( ), ( ), , ( )).nx x xψ ψ ψ× …          (4.30) 

Зауважимо, що  

1 2diag( ( ), ( ), , ( )nx x xψ ψ ψ…  

не мусить бути d -матрицю.  

Розглянемо нижню трикутну матрицю вигляду  

 

1 1

21
2 1 2 2

1 2 , 1
1 2 1

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )n n n n
n n n n n n

k

k k k

ϕ
ϕ ε
ϕ ϕ

ϕ ε ϕ ε

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε ϕ ε−

−

0

… … …

…

, 

(4.31) 

де ),( ji εϕ  – найбільший спільний дільник (н.c.д.) многочленів 

iϕ  і ,jε  ,,,2,1, nji …=  ,ji ≥  

якщо ,1
),(
=

j

ji

ϕ
εϕ

 то ;0=ijk   

якщо ,1
),(
≠

j

ji

ϕ
εϕ

 то  

;10
ij

ij

h
ijhijijij xkxkkk +++= …  ,1

),(
deg −=

j

ji
ijh

ϕ
εϕ

  

;;1,,2,1;,,3,2 jinjni >−== ……  

ijsk  – попарно різні змінні величини, які приєднують до поля C , 

.,,1,0 ijhs …=  
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Означення 4.3. Матрицю (4.31) називатимемо визначаль-
ною матрицею, породженою d -матрицею Φ  і позначатимемо 
через )(ΦW .  

Таким чином, якщо  

},,,,{ 11 tΦΦΦ=Σ …  

то  

)(,),(),( 21 tWWW ΦΦΦ …  

– визначальні матриці, породжені d -матрицями tΦΦΦ ,,, 11 … , 

відповідно. 

Означення 4.4. Множина )(1 lrK Φ−  матриць вигляду 

1
, 1( ) ( ) ( ) ,r

l r lK x W P x E Ex Ex −
− = Φ …   (4.32) 

tl ,,2,1 …=  називатиметься множиною супровідних матриць 
лівих множників матричного многочлена )(xA , індукованих 
поліномом )(xϕ . 

Нашою метою є доведення такої основної теореми.  

Теоремa 4.7. Нехай характеристичний многочлен )(xΔ  
неособливої поліноміальної nn×  - матриці )(xA  зображений у 
вигляді добутку (4.28). Щоб матричний многочлен )(xA  можна 
було зобразити у вигляді добутку 

),()()( xCxBxA =                               (4.33) 

де )(xB  – унітальний, тобто коефіцієнт при старшому сте-
пені матричного многочлена )(xB  дорівнює одиничній матриці, 
і ),()(det xxB ϕ=  необхідно і достатньо, щоб у множині 

)(1 lrK Φ−  знайшлася хоча б одна матриця , 1( ),p rK x−  ,1 tp ≤≤  

ранг значення якої на системі коренів многочлена ϕ  дорівнював 
,nr  тобто 
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, 1( )rang ( )
p rK xM nrϕ

−
= . 

До в е д е н н я .  До с т а т н і с т ь . Поле 

C ),,,(
1,,1,211210 −− nnhnnkkk …  

тобто поле, одержане внаслідок приєднання до C  всіх неозначе-
них коефіцієнтів всіх многочленів ,ijk  які фігурують у матриці 

)(ΦW , будемо надалі позначати через ( )kC . 

Враховуючи співвідношення (4.29) і (4.30), зобразимо 
матрицю )(xA  у вигляді 

1
1 2( ) ( )diag( , , , )nA x P x Yϕ ϕ ϕ−= ×…  

1 1
1 2diag( , , , ) ( ),nY Q xψ ψ ψ− −× …         (4.34) 

де матриця Y  має вигляд 

21

2
1

1

, 11 2

1 2 1
1 2 1

1

1

,

.

1

, , ,

n nn n

n n n
n

n

k

kk k

ϕ ψ
ϕ

ϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0

" " "

"

         (4.35) 

Тут ijk  ті ж самі, що і в матриці (4.31). Легко бачити, що 

виконується співвідношення 

1 1
1( )diag( , , )nP x Yϕ ϕ− − ×…  
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1
diag , , ( ) diag( , , ),

n
Y P x

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞

× =⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …           (4.36) 

де  

1
diag , , ( )

n
Y P x

ϕ ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…  

є, очевидно, матрицею над ( )[ ]k xC . 

Оскільки 1
1diag( , , )n Yϕ ϕ −…  є єдиним розв’язком матрич-

ного рівняння 

1
diag , , diag( , , ),

n
XY

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

… …  

то на основі твердження 2.4 легко переконатися, що 
1

1diag( , , )n Yϕ ϕ −…  є також матрицею над ( )[ ]k xC . Згідно зі 
співвідношенням (4.36), бачимо, що матриця  

1
diag , ,

n
Y

ϕ ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

…  

є взаємною матрицею матриці 1
1diag( , , )n Yϕ ϕ −… . Отже, якщо  

,)(rang 1)()(
nrM rExExExPW

=−Φ
ϕ

…
 

то матриця  
1 1

1( )diag( , , )nP x Yϕ ϕ− −…  

у співвідношенні (4.34) регуляризується справа за допомогою 
деякої оборотної матриці над ( )[ ]k xC  (див. теорему 3.4) і тим 

самим  

),()()( xCxBxA =  



193 

де )(xB  – унітальна поліноміальна матриця над ( )[ ]k xC  і 
).()(det xxB ϕ=  Надаючи змінним ijsk  допустимі значення (які, 

очевидно, існують) з поля C , одержимо потрібні множники 
розкладу матриці ).(xA  

Не о б х і д н і с т ь . Припустимо, що матричний многочлен 
)(xA  зображено у вигляді (4.33), причому  

1( ) ~ diag( , , ).nB x ϕ ϕΦ = …  

На основі теореми 4.2 існують такі неособлива числова матриця 
C  і поліноміальні оборотні матриці )(1 xQ  і )(2 xQ над [ ]xC , що 

виконується співвідношення 

),()()()()()()( 1
1

221 xQxCxQxQxCBxQxCA −=  (4.37) 

де )()( 1 xQxCA  і )()( 2 xQxCB  – нижні трикутні поліноміальні 
матриці, головні діагоналі яких збігаються з головними діаго-
налями форм Сміта відповідно матриць )(xA  і ).(xB  Тобто спів-
відношення (4.37) фактично має вигляд 

,

***

111

nnn ψ

ψ

ϕ

ϕ

ε

ε
%%%

000

=                (4.38) 

де iε  ділить 1+iε , а iϕ  ділить 1+iϕ , .1,,2,1 −= ni …  Очевидно, 

що iε  і iϕ  ділять, відповідно, всі елементи стовпців, у яких 

вони знаходяться. 

Помноживши співвідношення (4.38) на деяку унітрикутну 
матрицю )(xPn  зліва, одержимо 

1 2diag( , , , )nε ε ε =…  
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1 1

21 1 2 21 2

1 1 2 2 1 2

.

n n n n n n

a b

a a b b

ϕ ψ
ϕ ϕ ψ

ϕ ϕ ϕ ψ

=

0 0

" " " " " "
… …

         (4.39) 

Без обмеження загальності будемо вважати, що 

 ,degdeg jijb ψ<                                  (4.40) 

.;1,,2,1;,,3,2 jinjni >−== ……  У протилежному випадку ви-

конання нерівностей (4.40) можна досягти, додаючи деякі кратні 
верхніх рядків другого співмножника (починаючи з )1( −n -го) 

до нижніх і одночасно віднімаючи відповідні кратні стовпців 
першого співмножника (починаючи з n -го) від належних 
стовпців. 

Із співвідношення (4.39) випливають рівності 

1
1, 1, 0, 1, 2, , 1.i

j j j j j
i

a b j n
ϕψ
ϕ
+

+ ++ = = −…            (4.41) 

Використовуючи співвідношення (4.41) і враховуючи нерівності 
(4.40), знаходимо 

1
1, 1, 1,

1

, deg deg , .

,

j j
j j j j j j j

jj
j

j

b l l
ψ ϕ

ψ
ϕϕ

ψ
ϕ

+
+ + +

+

⎛ ⎞
= < ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (4.42) 

Припустимо, що рівності 

, , ,, deg deg , ,

,

j j k
j k j j k j j k j j

jj k
j

j

b l l
ψ ϕ

ψ
ϕϕ

ψ
ϕ

+
+ + +

+

⎛ ⎞
= < ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (4.43) 
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knj −= ,,2,1 …  виконуються для довільного .1−< nk  Тобто 

елементи ,j k jb +  до k -ї піддіагоналі (включно) другого спів-

множника співвідношення (4.39) мають вигляд (4.43). Помно-
живши )1( −+ kj -й рядок першого співмножника на j -й стов-
пець другого, який, враховуючи наше припущення, має вигляд 

N 1, , 1,
11

0 0 ,

, ,

T

j j
j j j j k j j k j nj

j j kj
j j

j j

l l b b
ψ ψ

ψ
ϕ ϕ

ψ ψ
ϕ ϕ

+ + + +
+ +−

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… … …  

одержимо  

1, 1, 1 1 1,
1 ,

j
j k j j j j k j j j j

j
j

j

a a l
ψ

ϕ ψ ϕ
ϕ

ψ
ϕ

+ + + + + + +
+

+ + +
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

1, , 1, 1, 0

,

j
j k j k j k j k j j k j j k j

j k
j

j

a l l b
ψ

ϕ
ϕ

ψ
ϕ

+ + + + + + + + +
+

+ + + =
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

" . 

Поділивши останню рівність на jϕ , одержимо 

1
1, 0,j k

j j k j
j

D b
ϕ

ψ
ϕ
+ +

+ ++ =    (4.44) 

де D  – деякий многочлен над [ ]xC . Використовуючи співвід-

ношення (4.43) і враховуючи нерівності (4.40), знаходимо 

1
1, 1, 1,

1

, deg deg , ,

,

j j k
j k j j k j j k j j

jj k
j

j

b l l
ψ ϕ

ψ
ϕϕ

ψ
ϕ

+ +
+ + + + + +

+ +

⎛ ⎞
= < ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠
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.1,,2,1 −= nj …  Отже, нами доведене таке твердження. 

Твердження 4.1. У співвідношенні (4.39) без обмеження 
загальності можна вважати, що другий співмножник має 
вигляд 

 

1

1
21 2

2
1

1

11 2
1 2 , 1

1 2 1
1 2 1

,

,

, , ,

n
n n n n n

n n n
n

n

l

l l l

ψ
ψ ψ

ϕ ψ
ϕ

ψψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0

" " " " "

"

(4.45) 

де  

1
,deg deg , .j

j i j j
j

l
ϕ

ψ
ϕ
+

+
⎛ ⎞

< ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Беручи до уваги твердження 4.1, поділимо обидві частини 
рівності (4.39) справа на 1diag( , , ).nψ ψ…  Помноживши одержа-
ну таким чином рівність справа на взаємну матрицю матриці 

1diag( , , )nϕ ϕ… , одержимо 

1

21 1 2

1 1 2 2 , 1 1n n n n n n

a

a a a

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ− −

×

0

… … …
…
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1 1

21
2 1 2 2

1 2 , 1
1 2 1

( , )

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

n n n n
n n n n n n

l

l l l

ϕ
ϕ ε
ϕ ϕ

ϕ ε ϕ ε

ϕϕ ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ϕ ε ϕ ε−

−

× =

0

… … …

…

 

.Eϕ=                                      (4.46) 

Отже, ми довели твердження. 

Твердження 4.2. Взаємною матрицею, позначимо її через 
)(ΦL , першого співмножника в добутку (4.39), є другий 

співмножник у співвідношенні (4.46), причому 1,j jl +  мають 
степінь, менший степеня  

1 ,j
j

j

ϕ
ψ

ϕ
+⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

або рівні нулеві, якщо  

1 , 1.j
j

j

ϕ
ψ

ϕ
+⎛ ⎞

=⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Переходячи до співвідношення (4.38), на основі спів-
відношень (4.33), (4.37) і (4.39) переконуємось, що поліно-
міальна матриця 

1

21 1 21

1 1 2 2 , 1 1

( )n

n n n n n n

a
P x

a a a

ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

−

− −

0

… … …      (4.47) 
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регуляризується справа. Використовуючи теорему 3.4 і беручи 
до уваги твердження 4.2, бачимо, що 

,)(rang 1)()(
nrM r

n ExExExPL
=−Φ

ϕ
…

 

або, позначаючи через P  добуток CxPn )( , C  – числова матриця 

із співвідношення (4.37) (таким чином, CxPP n )(=  належить до 

множини оборотних матриць, що задовольняють співвідношен-
ня (4.29)), знаходимо  

nrM rExExExPL
=−Φ

)(rang 1)()(
ϕ

…
. 

Очевидно, що, покладаючи в матриці )(ΦL  замість многочленів 

∈ijl [ ]xC  многочлени  

ij

ij

h
ijhijijij xkxkkk +++= …10 , 

одержимо  

1( ) ( )
rang ( ) ,rW P x E Ex Ex

M nrϕ−Φ
=…  

де )(ΦW  – матриця (4.31), одержана із )(ΦL  шляхом 

підстановки .ijij kl →  

Для завершення доведення необхідності досить довести 
таку теорему.  

Теорема 4.8. Нехай P  і 1P  – довільні оборотні матриці 
над [ ]xC , що задовольняють співвідношення (4.29), тобто 

 1 1 1 2( ) ( ) diag( ( ), ( ), , ( )).nPA x Q P A x Q x x xε ε ε= = …      (4.48) 

Тоді 

=−Φ
)(rang 1)()(

ϕrExExExPW
M

…
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).(rang 1
1 )()(

ϕ−Φ
= rExExExPW

M
…

 

До в е д е н н я .  Спочатку доведемо ряд допоміжних 
тверджень.  

Легко бачити, що виконується рівність 

1 2 1 2
diag , , , diag , , , ( ),

n n
Y U W

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= = Φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …  

де матриця Y  має вигляд (4.35), а  

=U  

2

1
21

2
1

1

11 2
1 2 , 1

1 2 1
1 2 1

1

1

,

.

1

, , ,

nn n

n
n n n n

n n n
n

n

k

k k k

ϕ
ϕ

ϕ ψ
ϕ

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠=

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0

" " " " "

"

 

(4.49) 

Нехай T  – довільна оборотна матриця над [ ]xC  вигляду  
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11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

1 2 , 1
1 2 1

.

n n

n n

n n n
n n n n n n

n

t t t t

t t t t

T

t t t t

ε
ε

ε ε ε
ε ε ε

−

−

−
−

=

"

"

" " " " "

"

        (4.50) 

Розглянемо добуток матриць U  і T , який надалі позначатимемо 
буквою ,V  тобто .UTV =  Через iV  позначимо підматрицю 

матриці V , утворену внаслідок викреслення i  перших рядків та 
i  перших стовпців матриці V , .1,,2,1 −= ni …  Таким чином, 

1−nV  містить лише один елемент. 

Твердження 4.3. Многочлен  

jij
j

i

j

i >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

,,

1

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ділить многочлен  

,,

1−
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

li

j

li ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 ,,,3,2 ni …=  .,1,,2,1 nlinj ≤+−= …  

До в е д е н н я .  Маємо  

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

++
−

++
11

,, j
j

i

i

li

j

i

i

li
j

j

li

j

li ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕψ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 



201 

.

,

,,

1

1

−

++
−

⎟⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

j
j

i

j

i

li

i

li
j

j

i

j

i

ψ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕψ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

Очевидно, що другий множник в останньому добутку – 
многочлен. Твердження доведено.  

Твердження 4.4. Многочлен  

1

,i i
j

j j

ϕ ϕ ψ
ϕ ϕ

−
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ділить многочлен  

1

, , , 1.i i
j l

j l j l
i j j l

ϕ ϕ ψ
ϕ ϕ

−

−
− −

⎛ ⎞
> − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

До в е д е н н я .  Легко бачити, що  

1 1

, ,i i i i i
j l j

j l j l j j j l

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

− −

−
− − −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

1

1

, , , .

,

j li i i
j l j

j l j j i
j l

j l

ψϕ ϕ ϕψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ ψ

ϕ

−

−
−

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟
×⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Оскільки  
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1

,

−

−
−

− ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
lj

lj

i
lj ψ
ϕ
ϕψ  

ділить jψ  (на основі того, що lj−ε  ділить jε  і lj−ϕ  ділить jϕ ), 

то твердження доведено.  

Твердження 4.5. Многочлен  

1

,

−

−
−− ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
lj

lj

i

lj

i ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ділить многочлен  

,,

1

lj

j
j

j

i

j

i

−

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

ε
ε

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 ,1, ≥−> ljji  .1,,2,1 −= nj …  

До в е д е н н я .  Маємо 

=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
−

−
−

−

−

−
j

j

i

lj
lj

i

lj

j

lj
lj

i

lj

i

lj

j

j
j

i

j

i

ψ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ

ψ
ψ

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ε
ε

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

,

,

,,

 

.

,

,

, ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= −

−
−

−

j
j

i

j
lj

j

j

i

lj
lj

i

lj

i

ψ
ϕ
ϕ

ψ
ε
ε

ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ
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Очевидно, що другий співмножник в останньому добутку – 
поліном, і т.д.  

Твердження 4.6. Многочлен  

jij
j

i

j

i >⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

,,

1

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ділить елементи j -го стовпця матриці V  починаючи з i -го, 

тобто елементи .,,, .1 njjiij vvv …+   

До в е д е н н я .  Елемент , ,i s jv +  ,1,,1,0 −= ns …  j -го 

стовпця матриці V  має вигляд  

,,1 ,2
1 2

, 1 2

1 2
1 2

, , ,

i si s i s
i s ji s i s

j
i s j j j ij

i s i s i s
j

j

kk k

v t t t

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕψ ψ ψϕ ϕ ϕ

++ + ++ +

+
+ + +

= + + + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"  

, 1 , 1
1 1 1 1

1,

11
11

.

,,

i s i s
i s j i s i s

j j i s i s i s
j j

j j ji si s
i sj

i sj

k k

t

ϕ ϕ
ϕ ε ϕ ε ε

ε ε εϕϕ ψψ ϕϕ

+ ++ + + + −
+ + + − + − +

+
++ + −+
+ −+

+ + + +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

"  

Многочлен  

1

,

−
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

si

j

si ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ділить всі доданки, які знаходяться в написаній вище сумі лівіше 
від нього, на основі твердження 4.4 і всі доданки, які знахо-
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дяться справа від нього, на основі твердження 4.5. Беручи до 
уваги твердження 4.3, бачимо, що многочлен  

1

,

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i

j

i ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ділить многочлен  

1

,

−
++

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

si

j

si ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. 

Твердження доведено.  

Лема 4.5. Многочлен 
i

i

ϕ
ϕ 1+  взаємно простий з ,det iV  

.1,,2,1 −= ni …  

До в е д е н н я .  Зауважимо, що )()( inin −×− -матриця iV  є 
добутком двох матриць, перша з яких одержана з матриці U  
внаслідок викреслення її перших i  рядків, а друга – з матриці  
T  викресленням її перших i  стовпців.  

На основі формули Біне - Коші (див. [5], с. 20) знаходимо 

),(det)(),(det xTxTkxUV iij
j

iji +=∑              (4.51) 

де )(),( xTkxU ij
j

ij∑  – сума добутків усіх можливих мінорів 

максимального in − -го порядку першого співмножника матриці 
iV , за винятком мінора унітрикутної матриці, що дорівнює оди-

ниці, на відповідні мінори того ж порядку другого співмножни-
ка матриці iV , а )(xTi  – підматриця матриці )(xT , одержана 
внаслідок викреслення i  перших її рядків та i  перших стовпців. 
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Якщо припустити, всупереч твердженню леми, що мно-
гочлени  

i

i

ϕ
ϕ 1+  і ,det iV  

мають спільний корінь α , то, враховуючи вигляд матриці )(xT  і 
умову  

,0
)(

)(1 =+
αϕ
αϕ

i

i 1 

легко зауважити, що у випадку  

0
)(

)(1 =+
αε
αε

i

i  

виконується співвідношення 

 .
)(

**
)(

α
α

iT
T

0
=                                  (4.52) 

Оскільки кожний ненульовий мінор ),( kxUij  є сумою одночле-

нів, степінь яких відмінний від нульового, то із співвідношення 
(4.51) випливає, що .0)(det =αiT  Тобто, згідно з співвідно-

шенням (4.52), ,0)(det =αT  що суперечить оборотності матриці 
)(xT . 

Якщо  

,0
)(

)(1 ≠+
αε
αε

i

i  

                                                 

1 0еL ",!=ƒ %ƒ…=ч=G ƒ…=че……  ч=“2*, 1( )

( )
i

i

x

x

ϕ
ϕ
+  на елементі .α  
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то, очевидно, в першому співмножнику матриці iV  1 , 0,i t ik + + ≠  

.1,,1,0 −−= int …  

Нехай спочатку нерівність  

0
)(

)(1 ≠
−

+
αε
αε

li

i  

виконується при всіх .1,,1,0 −= il …   

Якщо нерівність  

,0
)(

)(1 ≠
−

++
αε
αε

li

ti  10 −−≤≤ int  

виконується при всіх t  і всіх l , то через те, що кожний мінор 

),( kUij α  відмінний від нуля і містить своїм доданком одноч-

лен, що не зустрічається як доданок в інших мінорах in − -го 
порядку першого співмножника матриці )(αiV , система всіх 

можливих мінорів ),( kxUij , що фігурують у співвідношенні 

(4.51) – лінійно незалежна над C  при .α=x  І тому із співвідно-
шення (4.51) при α=x  випливає, що ,0)(det =αijT  .0)(det =αiT  

Тобто in −  останні стовпці матриці )(αT  є лінійно залежними, 

що неможливо. 

Якщо нерівність  

1 ( )
0

( )
i t

i l

ε α
ε α
+ +

−
≠  

виконується не при всіх t , то нехай 1t  буде найменшим нату-
ральним числом, при якому  

0
)(

)(
11 =

−

++

αε
αε

li

ti
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(при деякому l ). Тоді, розглядаючи матрицю )(xT , легко за-
уважити, що підматриця матриці )(αT , складена з її останніх 

in −  стовпців, містить у лівому нижньому куті нульову підмат-
рицю розмірів 11 )( ttin ×−−  і в правому нижньому куті неосо-

бливу підматрицю )(
1
αtinT −−  розмірів )()( 11 tintin −−×−− . 

Оскільки перші 1t  рядків першого співмножника матриці )(αiV  

лівіше одиничних елементів містять лише ненульові елементи, 
кратні деяким поліномам )(αijk , і утворюють підматрицю, всі 

можливі мінори порядку 1t  якої ненульові і лінійно незалежні 
над C , а матриця )(

1
αtinT −−  – неособлива, то, як і в попе-

редньому випадку, використовуючи співвідношення (4.51), 
робимо висновок, що 1t  перших стовпців підматриці матриці 

)(αT , складеної з її in −  стовпців – лінійно залежні, що 

суперечить оборотності матриці )(xT . 

Нехай нерівність  

0
)(

)(1 ≠
−

+
αε
αε

li

i  

виконується не для всіх .l  Нехай 1l  – найменше число, при 
якому  

0
)(

)(

1

1 ≠
−

+
αε
αε

li

i , .11 1 −≤≤ il  

Оскільки 

1

1 1 1

1 1 ,
i li i

i l q i l i l q

εε ε
ε ε ε

−+ +

− − − − −
=   

то 
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,0
)(

)(

1

1 =
−−

−

αε
αε

qli

li
 .10 1 −−≤≤ liq  

Так само  

,0
)(

)(

1

1 =
−−

++

αε
αε

qli

pi  0 1.p n i≤ ≤ − −  

Таким чином, матриця )(αT  містить у лівому нижньому куті 
нульову підматрицю розмірів ).()( 1liin −×−  Більше того, з 
нерівності  

0
)(

)(

)1( 1

1 ≠
−−

+

αε
αε

li

li
 

і співвідношення  

0
)(

)(

)(

)(

)(

)(

1

1

11

1

1

11 ==
−−

+−

+−

+

−−

+
αε
αε

αε
αε

αε
αε

qli

li

li

i

qli

i   

випливає, що  

0
)(

)(

1

1 1 =
−−

+−

αε
αε

qli

li
. 

Тобто матриця )(αT  містить у лівому нижньому куті нульову 

підматрицю розмірів ).()( 11 lilin −×−−   

Нехай тепер у цій новій ситуації 1t  – найменше натуральне 
число, при якому  

,0
)(

)(

)(

1

1

1 =
−−

++

αε
αε

sli

ti
 .11,1 11 −−≤≤≤≤ intls  

Тоді легко бачити, що підматриця матриці )(αT , складена з її 
останніх in −  стовпців, містить у лівому нижньому куті нульову 
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підматрицю розмірів 11 )( ttin ×−−  і в правому нижньому куті 
неособливу підматрицю розмірів )()( 11 tintin −−×−− . 

Оскільки у випадку, що розглядається, перші 1t  рядків першого 

співмножника матриці )(αiV  лівіше одиничних елементів 

містять 1l  стовпців (рахуючи справа), всі елементи яких нену-

льові (і кратні деяким поліномам ),(αijk  то, як і в попередніх 

випадках, робимо висновок, що підматриця матриці )(αT , скла-
дена з її останніх in −  стовпців, містить підматрицю, складену з 
1t  її перших стовпців, усі підстовпці якої висоти 1lin −−  (ра-
хуючи знизу) – лінійно залежні.  

Таким чином, можемо вважати, що матриця )(αT  містить 
нульову підматрицю розмірів )1()1( 11 +−×++− litin . А це 
означає, що ,0)(det =αT  що суперечить оборотності матриці 

)(xT . Лема доведена. 

Лема 4.6. Для )()( inin −×− -матриць  

1 2diag , , ,i i n
i

i i i
F

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
+ +⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

і підматриць iV  існують такі квадратні матриці iX  і iY  над 

( )[ ]k xC , що виконується співвідношення 

 ,EYVXF iiii =+                                  (4.53) 

E  – одинична матриця відповідного порядку, .1,,2,1 −= ni …  

До в е д е н н я .  Достатньо показати, що стовпці матриць 

iF  і iV  породжують одиничний (правий) ( )[ ]k xC  – модуль. Цей 

модуль, позначимо його через ),( ii VF , має, очевидно, лінійно 
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незалежний базис, який можна записати у вигляді 
)()( inin −×− –матриці .iZ  

Доведемо, що iZ  – оборотна матриця. Для цього досить 

показати, що ∈iZdet C . Зауважимо, що iZ  ділить зліва кожну 

матрицю, утворену зі стовпців матриць iF  і iV , тому iZdet  

ділить визначник кожної такої матриці. Враховуючи, що iZdet  

ділить iFdet , робимо висновок, що ∈iZdet [ ]xC . Якщо б iZdet  

не був числом, то він мав би деякий корінь ∈α C , який був би 

коренем також деякого многочлена 
i

t

ϕ
ϕ

, .it >  Очевидно, ,1+≠ it  

бо iZdet  ділить iVdet , а на основі леми 4.5 

.1det,1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
i

i

i V
ϕ
ϕ

 

Без обмеження загальності будемо вважати, що  

0
)(

)(
≠

αϕ
αϕ

i

j , 1, 2, , 1.j i i t= + + −…  

Розглянемо всі матриці вигляду 
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1

2

1

0 0

0 0

,
0 0

0 0 0

0 0 0

i

i

i

i

t

i

tt tn

nt nn

v v

v v

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

+

+

−

∗

"

"

" " %

… "
… … … … … … …

… …

             (4.54) 

утворені з стовпців матриць iF  і iV .  

Якщо  

,0
)(

)( =
αϕ
αϕ

i

t  

то на основі рівності  

)(

)(

)(

)(

)(

)( 1

1 αϕ
αϕ

αϕ
αϕ

αϕ
αϕ

i

t

t

t

i

t −

−
=  

і того, що  

0
)(

)(1 ≠−
αϕ
αϕ

i

t  

ми одержали б, що  

.0
)(

)(

1
=

− αϕ
αϕ

t

t  

Оскільки, згідно з лемою 4.5, визначники не всіх матриць 
вигляду (4.54) мають корінь α , то α  не може бути коренем 
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многочлена iZdet , що суперечить нашому припущенню. Отже, 
∈iZdet C , тобто iZ  – оборотна матриця, і т.д. 

Лема 4.7. Для матриці V  існує така нижня унітрикутна 
матриця S  з елементами із ( )[ ]k xC , що добуток VS  має 
вигляд 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

3 3
31 32 3, 1 3

1 2

1 2 , 1
1 2 1

.

n n

n n

n n

n n n
n n n n nn

n

u u u u

u u u u

VS u u u u

u u u u

ϕ
ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

−

−

−

−
−

=

…

…

…

… … … … …

…

          (4.55) 

До в е д е н н я .  При 1=i  співвідношення (4.53) має вигляд  

.1111 EYVXF =+  

Помноживши його справа на перший стовпець матриці V  без 
першого елемента ,1111 tv =  одержимо 

.

1

21

1

21

11

1

21

11

nnn v

v

v

v

YV

v

v

XF """ =+  

Очевидно, що стовпець 
T

nvvXF 12111 "  має вигляд  

.1
1

21
1

2

T

n
n uu

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ "  
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Позначивши 1 21 1
T

nY v v"  через T

nss 121 " , бачимо, що 

виконується співвідношення 

.

**

**

**

10

01

001

1
1

21
1

2

11

1

21

"
""""

"

"

%

n
n

n u

u

u

s

s
V

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

=  

Використовуючи співвідношення (4.53) при 1,,3,2 −= ni …  і, як 

і в попередньому випадку, застосовуючи його послідовно до 
матриць ,,, 12 −nVV …  переконуємось у правильності леми 4.7. 

Твердження 4.7. Нехай 1diag( , , )nϕ ϕΦ = …  – діагональ-
матриця над [ ]xC . Щоб для матриці H  з елементами з ][xΠ , 

де Π  довільне розширення поля C , існувала матриця G  така, 
що  

,GH Φ=Φ                                 (4.56) 

необхідно і достатньо, щоб матриця H  мала вигляд 

 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

3 3
31 32 3, 1 3

1 2

1 2 , 1
1 2 1

.

n n

n n

n n

n n n
n n n n nn

n

h h h h

h h h h

H h h h h

h h h h

ϕ
ϕ
ϕ ϕ
ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

−

−

−

−
−

=

…

…

…

… … … … …

…

           (4.57) 
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До в е д е н н я  безпосередньо випливає з означення 
матриці Φ  і співвідношення (4.56). 

Твердження 4.8. Множина оборотних матриць H , які 
задовольняють співвідношення (4.56), є групою стосовно 

матричного множення. 

До в е д е н н я  очевидне. 

Твердження 4.9. Якщо оборотна матриця H  має вигляд 

(4.57), то і 1−H  має вигляд (4.57). 

До в е д е н н я  випливає з тверджень 4.7 і 4.8. 

Лема 4.8. Якщо нижня унітрикутна матриця S  задоволь-
няє співвідношення 

  

11 12 1, 1 1

2
21

1
22 2, 1 2

2
1

1

, 11 2
11 2

1 2 1
1 2 1

,

,

, , ,

n n

n n

nn n
n nn n

n
nn

n n n
n

n

t t t t

t

t t t

S H

tt t

t

ϕ
ϕ
ϕ ψ
ϕ

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−

−

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠ =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

"

" " " " "

"

 (4.58) 

де матриця H  має вигляд (4.57), то 1−S  має вигляд 
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⎠
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⎝

⎛
⎟⎟
⎠
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⎟⎟
⎠
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⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

=

−
−

−
−

−

n
n

n
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n

n

n

n
n

n

n
n lll

l

S

ψ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ
ϕ
ϕ

  

"

"""""

"

"

       (4.59) 

До в е д е н н я . Згідно з твердженням 4.9, матриця 1−H  має 
вигляд (4.57). Помноживши рівність (4.58)2 зліва на 1−H  і 
справа на 1−S , одержимо 

211

1 2 , 1

1 0 0

1 0

1n n n n

s
S

s s s

−

−

= =" " "
"

 

11 12 1, 1 1

2
21 22 2, 1 2

1

1 2 , 1
1 2 1

.

n n

n n

n n n
n n n n nn

H H H H

H H H H

V

H H H H

ϕ
ϕ

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

−

−

−

=

"

"

" " " " "

"

        (4.60) 

                                                 
2 Враховуючи твердження 4.6, першим співмножником у добуткові (4.58) 

можна вважати матрицю V . Тоді ijl  в матриці (4.59) – многочлени над 

[ ]( ) .k xC  
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Ми хочемо показати, що  

 .,

,

jils ij

j
j

i

j

i

ij >

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

                        (4.61) 

Елемент ijs  отримується в результаті множення i -го рядка мат-

риці 1−H  на j -й стовпець першого співмножника добутку 
(4.58) (див. виноску). Розбивши при цьому i -й рядок матриці 

1−H  на три підрядки, одержимо 

1 1, 1 1
1 1

Ti i i
ij i j ij j ij

j j
s H H H t t

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ−

−
= +… …  

1 1

, 1 , 1 1, 1,
1 1 1 1, ,

T

j j

j ji i
i j i i j j i j

j i j i
j j

j j

H H t t

ϕ ϕ
ϕ ϕϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕψ ψ
ϕ ϕ

+ −

+ − + −
+ − + −

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …

1 1

, , .

T

i i n n
ii in j ij j nj

j j j j
H H t t

ϕ ϕ ϕ ϕψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

+ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

… …   

(4.62) 
Якщо ,1+= ji  то другий доданок в останній сумі відсутній 
внаслідок відсутності у цьому випадку другого підрядка. Пока-
жемо, що кожний із трьох доданків у сумі, що розглядається, 
має множник  

1

,

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i

j

i ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. 

Оскільки  
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k

j

j

i

k

i

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ϕ =  

при ,jk ≤  то перший доданок суми (4.62) має множник 
k

i

ϕ
ϕ

, а 

отже, і множник  
1

,

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i

j

i ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. 

Довільний доданок суми, якій дорівнює другий доданок спів-
відношення (4.62), має вигляд 

1

, ,,j k j ki
i j k j j k j

j k j j
H t

ϕ ϕϕ ψ
ϕ ϕ ϕ

−
+ +

+ +
+

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

1 1

, ,, , , ,j ki i i
j j j i j k j k j

j j j j
h t

ϕϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ ϕ

− −
+

+ +
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

= ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

.11 −−≤≤ jik  
Очевидно, що при kji +≥  частка  

1

,,

−
+

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

kj
j

j

i ψ
ϕ
ϕ

ψ
ϕ
ϕ

 

– многочлен. Кожний доданок (при il ≥ ) суми, якій дорівнює 
третій доданок суми (4.62), має вигляд 

1 1

, ,

,

,

l

jl l i i
j il li j il li

j j j j

jl

j i
j

j

H t H t

ϕ
ϕϕ ϕ ϕ ϕψ ψ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ψϕ
ϕ ϕ ψ

ϕ

− −
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎛ ⎞⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

. 

(4.63) 
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Очевидно, що останній множник у правій частині співвід-
ношення (4.63) – многочлен. Отже, всі три виділені доданки 
суми (4.62) мають спільний дільник  

1

,

−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i

j

i ψ
ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

. 

Лема доведена. 

Лема 4.9. Для матриці TW )(Φ , де T  – довільна оборотна 

матриця над [ ]xC  вигляду (4.50), існує така оборотна матри-

ця R  над ( )[ ]k xC , що добуток TRW )(Φ  має вигляд 

=Φ TRW )(  

  2

1

1
21

2
1

1

11 2
1 , 1

1 2 1
1 2 1

,
,

, , ,

n
n n n n

nn n n
n

n

r

r r r

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ ϕ

ϕϕ ψ
ϕ

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

0"

"

" " " " "

"

  

(4.64) 

де  

,10
ij

ij

h
ijhijijij xrxrrr +++= …  

якщо  
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,1, ≠⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i ψ
ϕ
ϕ

 то 0=ijr , 

якщо  

,1, =⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
j

j

i ψ
ϕ
ϕ

 то ,1
),(

deg −=
j

ji
ijh

ϕ
εϕ

 

1, 2, 3, , ; 0,1, 2, , 1; ;i n j n i j= = − >… …  

ijsr  – елементи поля ( )kC , ijhs ,,1,0 …= , тобто раціональні 

функції змінних ijsk  (див (4.31)). 

До в е д е н н я . Помноживши матрицю  

1
( ) diag , ,

n
W T UT

ϕ ϕ
ϕ ϕ
⎛ ⎞

Φ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

справа на матрицю ,S  взяту із леми 4.7, одержимо 

1 2
diag , , ,

n
VS

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

"  

11 12 1, 1 1
1 1 1 1

21 22 2, 1 2
2 2 2 2

1 2 , 1

n n

n n

n n n n nn
n n n n

u u u u

u u u u

u u u u

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

−

−

−

= =

"

"

" " " " "

"

 

1

1 2
diag , , , ,

n
R

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

− ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
…  
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де 1−R  – оборотна матриця над [ ]( )k x^ . Отже, маємо  

1

1 2
( ) diag , , ,

n
W TS R

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

− ⎛ ⎞
Φ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
"  

або, враховуючи лему 4.8  

1

1 2
( ) diag , , ,

n
RW T S

ϕ ϕ ϕ
ϕ ϕ ϕ

−⎛ ⎞
Φ = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
"  

 

1

1
21

2
1

1

11 2
1 2 , 1

1 2 1
1 2 1

0 0 0

0 0

,
.

, , ,

n
n n n n

nn n n
n

n

l

l l l

ϕ
ϕ
ϕ
ϕ ϕ

ϕϕ ψ
ϕ

ϕϕ ϕ
ϕϕ ϕ ϕ

ϕϕ ϕ ϕψ ψ ψ
ϕ ϕ ϕ

−
−

−
−

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎝ ⎠

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

"

"

" " " " "

"

 

Очевидно, без обмеження загальності можемо вважати, що 

ijij rl =  (див. співвідношення (4.64)). Лема доведена. 

До в е д е н н я  теореми 4.8. Виходячи зі співвідношення 
(4.48), маємо 

( ) ( )1 1
1 1 2 1 2 1diag , , , diag , , , .n nP P Q Qε ε ε ε ε ε− −=" "  

Отже, згідно з твердженням 4.7, ,1
1 TPP =−  де T  – оборотна 

матриця над [ ]xC  вигляду (4.50). Таким чином, 
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 ., 1
1

1 PTPTPP −==                           (4.65) 

Розглянемо матриці 
1)( −Φ rExExEPW … , .)( 1

1
−Φ rExExEPW …  

Беручи до уваги першу з рівностей (4.65), лему 4.9 і твердження 
2.8, знаходимо 

1( ) 1
rang ( )rW P E Ex Ex

M ϕ−Φ
=

…

1( )
rang ( ),rRW TP E Ex Ex

M ϕ−Φ
=

…
  (4.66) 

де R  – оборотна матриця з леми 4.9. Враховуючи вигляд мат-
риць TPRW )(Φ  і PW )(Φ , робимо висновок, що матрицю 

1)( −Φ rExExETPRW …  

можна  одержати з матриці  
1)( −Φ rExExEPW …  

шляхом підстановки .ijsijs rk →  Отже, матрицю  

)(1)(
ϕ−Φ rExExETPRW

M …  

можна одержати з матриці  

)(1)(
ϕ−Φ rExExEPW

M …  

таким же шляхом. Це ж стосується і відповідних субвизначників 
матриць, що розглядаються. Оскільки попарно різні змінні 
величини ijsk  є незалежними трансцендентними величинами, то 

1( )
rang ( )rRW TP E Ex Ex

M ϕ−Φ
≤…  
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 ).(rang 1)(
ϕ−Φ

≤ rExExEPW
M

…
                    (4.67) 

Із співвідношень (4.66) і (4.67) випливає, що 

≤−Φ
)(rang 1

1)(
ϕrExExEPW

M
…

 

 ).(rang 1)(
ϕ−Φ

≤ rExExEPW
M

…
                       (4.68) 

Аналогічно, виходячи з другої із рівностей (4.65) і беручи до 
уваги твердження 4.9, одержуємо 

≤−Φ
)(rang 1)(

ϕrExExEPW
M

…
 

 ).(rang 1
1)(

ϕ−Φ
≤ rExExEPW

M
…

                    (4.69) 

Порівнюючи нерівності (4.68) і (4.69), переконаємось у правиль-
ності теореми 4.8 і тим самим теореми 4.7. Теорема 4.7 доведе-
на. 

Нехай тепер у множині 1−rK  існує s  матриць, без обме-
ження загальності можна вважати, що це перші s  матриць в 
ряді  

1, 1 2, 1 , 1, , ,r r t rK K K− − −… , 

 ранг значень яких на системі коренів многочлена ϕ  дорівнює 
.nr  В цьому випадку правильна (див. теореми 3.4, 3.6) така 

теорема. 

Теорема 4.9. Нехай характеристичний многочлен )(xΔ  
неособливого матричного многочлена 

 mm
mm AxAxAxAxA ++++= −
−

1
1

10)( …                  (4.70) 

можна зобразити у вигляді добутку (4.28). Якщо ранги значень 
супровідних матриць  

1, 1 2, 1 , 1, , ,r r s rK K K− − −…  
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на системі коренів многочлена ϕ  дорівнюють ,nr  то 

),()(det),()()( 111 xxBxCxBxA ϕ==  

.....................................................  

( ) ( ) ( ), det ( ) ( ),s s sA x B x C x B x xϕ= =  

причому матричні коефіцієнти irii NNN ,,, 21 …  унітальних 
матричних многочленів  

ir
r

i
r

i NxNExxB −−−= − …1
1)(  

можна  знайти як розв’язки  

irrii NXNXNX === ,,, 2211 …  

відповідних лінійних матричних рівнянь вигляду 

 
, 1 ( )

2

1

( ) ( ), 1, 2, , .r
i r i

r

K W Px

X

M M i s
X

X

ϕ ϕ
− Φ= =

"
…           (4.71) 

Зауваження 4.2. Очевидно, що розв’язки матричних 

рівнянь (4.71) є матрицями над полями C ].[ ik  Легко бачити, 

що, надаючи змінним  

, 1

( ) ( ) ( )
110 111 , 1,, , ,

n n

i i i
n n hk k k

−−…  

допустимі значення із C , ми одержимо унітальні поліноміальні 
матриці над [ ]xC , які ділять )(xA  зліва і форми Сміта яких 

збігаються з однією з форм .,,, 21 sΦΦΦ …  

При 1=r  із сформульованих результатів одержуємо такі 
застосування до теорії многочленних матричних рівнянь.  
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Теорема 4.10. Щоб матричне рівняння 

 0=++++ −
−

mm
mm AXAAXAX 11

1
0 …          (4.72) 

мало розв'язок ,BX =  для якого ),()det( xBEx ϕ=−  )(xϕ  – 
дільник степеня n  визначника матричного многочлена (4.70), 
необхідно і достатньо, щоб серед матриць 02010 ,,, tKKK …  

знайшлась хоча б одна матриця tpK p ≤≤1,0 , ранг значення 
якої на системі коренів многочлена ϕ  дорівнював би .nr  

Теорема 4.11. Якщо для поліноміальної матриці (4.70) і 
для унітального дільника )(xϕ  многочлена )(xΔ  ранг значень 
супутніх матриць ,,,, 02010 sKKK …  ts ≤≤1  на системі 
коренів многочлена ϕ  дорівнює ,n  то розв’язки (над C ) 
матричного, рівняння (4.72) можна  одержати з розв’язків 
лінійних матричних рівнянь  

siMXM xxPWxKi
,,2,1),()( )()()(0

…== Φ ϕϕ , 

якщо змінним 
, 1

( ) ( ) ( )
110 111 , 1,, , ,

n n

i i i
n n hk k k

−−…  від яких, взагалі кажучи, 

ці розв’язки залежать, надавати всі допустимі значення із поля 
C . 


