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ЗАГАЛЬНА ХАРАКТЕРИСТИКА РОБОТИ

Актуальнiсть теми. Дисертацiйну роботу присвячено вивченню уза-
гальнених обернених матриць над тiлом кватернiонiв i, в першу чергу,
побудовi їх визначникових зображень, а також застосуванню отриманих
визначникових зображень до покомпонентного розв’язку кватернiонових
матричних рiвнянь.

З часу побудови В.Р. Гамiльтоном у 1843 роцi некомутативної чотири-
вимiрної алгебри кватернiонiв до сьогодення, кватернiони стали об’єктом
вивчення багатьох частин математики, зокрема алгебри, геометричної ал-
гебри i топологiї, аналiзу та iнших, а також вони знаходять застосування
у багатьох прикладних галузях, таких як обробка сигналiв та кольорових
зображень, теорiя управлiння, квантова механiка та механiка обертання,
iнформатика, тощо.

Хронологiя робiт, в яких вводяться та вивчаються визначники ма-
триць iз некомутуючими елементами, їх ще називають некомутативни-
ми визначниками, розпочинаються ще вiд роботи А. Келi 1845 року, але
продовжується й досi. Найбiльш вiдомi некомутативнi визначники Ж.
Дьйодонне (1943 р.) i Е. Стадi (1920 р.) були означенi шляхом перетворе-
ння кватернiонової матрицi в еквiвалентну їй комплексну або дiйсну ма-
трицю, але при цьому можливiсть їх використання для визначникового
зображення кватернiонової оберненої чи узагальненої оберненої матрицi
була втрачена. Хоча деякi iншi, ранiше введенi, визначники кватернiо-
нових матриць приймають своє значення у тiлi кватернiонiв, але вони є
важкими для використання.

У дисертацiйнiй роботi використовуються стовпцевi i рядковi некому-
тативнi визначники, теорiя яких була дослiджена здобувачем у кандидат-
ський дисертацiї, де, зокрема, було отримане визначникове зображення
оберненої матрицi. У подальших дослiдженнях, якi представленi у дисер-
тацiї, розвиток теорiї стовпцевих i рядкових визначникiв продовжується
до вивчення узагальнених обернених кватернiонових матриць.

Узагальнену обернену (або псевдообернену) матрицю незалежно один
вiд одного описали Е.Г. Мур у 1920 роцi, А. Б’єхаммар у 1951 роцi та Р.
Пенроуз у 1955 роцi. На основi сингулярного розкладу матрицi Р. Пенро-
уз виписав рiвняння, як необхiднi та достатнi умови для визначення такої
узагальненої оберненої матрицi, єдиної для довiльної матрицi. Прямими
методами знаходження матрицi Мура-Пенроуза є її сингулярний розклад
та визначникове зображення. Але на вiдмiну вiд оберненої матрицi, яка
має однозначне визначникове зображення через алгебричнi доповнення
елементiв матрицi, для узагальнених обернених матриць навiть над по-
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лем дiйсних чи комплексних чисел, зокрема матрицi Мура-Пенроуза, вна-
слiдок пошуку їх бiльш застосовних явних виразiв були побудованi рiзнi
визначниковi зображення.

У подальших дослiдженнях K.M. Прасад i Р.Б. Бапат у 1992 роцi впро-
вадили поняття зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза.
Означення зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза бу-
дують, виходячи зi зваженого сингулярного розкладу матриць. Визна-
чниковi зображення комплексної зваженої узагальненої оберненої матри-
цi Мура-Пенроуза були отриманi П.С. Станiмiровiчем i М. Станковiчем
у 1994 р. через повнорангову факторизацiю, Х. Лю, Ю. Ю та iн. у 2009
р. методом обчислення визначникiв та Х. Лю, Г. Жу та iн. у 2012 р. че-
рез граничне зображення, використовуючи метод вперше запропонований
здобувачем. У 1958 роцi М.П. Дразiн дав означення нової узагальненої
оберненої матрицi для комплексної квадратної матрицi, використовуючи
її iндекс. У випадку, коли iндекс матрицi дорiвнює одиницi, така обернена
називається груповою. П.С. Станiмiровiч i Д.С. Джорджевiч у 2000 роцi
отримали повнорангове, а на його основi, i визначникове зображення ком-
плексної узагальненої оберненої матрицi Дразiна. У 1980 роцi Р.Е. Клайн
i Т.Н.Е. Гревiлл розширили поняття узагальненої оберненої комплексної
матрицi Дразiна з квадратних матриць до прямокутних. Визначниковi
зображення комплексної W-зваженої матрицi Дразiна, будуються через
повноранговий розклад та через граничне зображення.

У дисертацiйнiй роботi визначниковi зображення узагальнених обер-
нених матриць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над
тiлом кватернiонiв отриманi вперше. Як наслiдок, на основi розроблено-
го здобувачем гранично-рангового методу, побудованi новi, бiльш аплi-
кабельнi визначниковi зображення комплексних узагальнених обернених
матриць.

Вiдмiтимо, що в останнi двадцять рокiв, iнтерес математикiв розши-
рився з вивчення комплексних узагальнених обернених матриць до ква-
тернiонових. Але побудову визначникових зображень кватернiонових уза-
гальнених обернених матриць вдається досягнути тiльки засобом рядково-
стовпцевих визначникiв. Вперше це було зроблено у роботах здобувача,
представлених до дисертацiї. Але й iншi математики почали застосову-
вати апарат рядкових i стовпцевих визначникiв для дослiдження кватер-
нiонових узагальнених обернених.

Уведення O.M. Баксаларi та Г. Тренклерем у 2010 роцi поняття серце-
винної оберненої для комплексних матриць викликало сплеск нової актив-
ностi у розвитку теорiї узагальнених обернених матриць. У наступнi роки,
були введенi та дослiдженi такi її узагальнення, як EP -серцевинна оберне-
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на – К.М. Прасадом i К.С. Мохана у 2014 р., DMP -обернена – С.Б. Малiк i
Н. Томе у 2014 р., CMP -обернена – M. Мехдiпур i А. Салемi у 2017 р., та їх
зваженi, тощо. Дослiджувалися зображення, властивостi та застосування
цих нових узагальнених обернених не тiльки для комплексних матриць,
але i для операторiв у ґiльбертовому просторi чи елементiв кiльця. Бу-
ли отриманi, зокрема, визначниковi зображення комплексних серцевинної
оберненої i EP -серцевинної оберненої.

Дослiдження кватернiонових серцевинної оберненої та її узагальнень
вперше були започаткованi у роботах здобувача. Отриманi їх новi пред-
ставлення, зокрема визначниковi зображення для матриць над тiлом ква-
тернiонiв. За допомогою запропонованого пiдходу вдалося побудувати но-
вi, бiльш застосовнi визначниковi зображення i для матриць над полем
комплексних чисел.

Узагальненi оберненi матрицi є важливими iнструментами розв’язку
матричних рiвнянь. У 1979 роцi Дж.К. Баксаларi та Р. Кала встанови-
ли необхiдну та достатню умову сумiсностi двостороннього узагальненого
матричного рiвняння Сильвестра над полем комплексних чисел та пода-
ли його розв’язок у термiнах узагальнених обернених матриць. За останнi
двадцять рокiв iнтерес до матричних рiвнянь типу Сильвестра розширив-
ся i на рiвняння над алгеброю кватернiонiв. Зокрема, К.В. Ванг та iн. у
2009 роцi виразили у термiнах узагальнених обернених матриць розв’язок
кватернiонового узагальненого матричного рiвняння Сильвестра.

У дисертацiйнiй роботi вперше одержано визначникове зображення
розв’язку двостороннього кватернiонового матричного рiвняння, а на йо-
го основi розв’язку узагальненого кватернiонового матричного рiвняння
Сильвестра, усiх його часткових випадкiв, та особливих випадкiв рiвнян-
ня Сильвестра з *-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Також отриманi аналоги
правила Крамера для системи кватернiонових двостороннiх матричних
рiвнянь, усiх її часткових випадкiв, та особливих випадкiв для рiвнянь з *-
ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Здобувачем також побудованi правила Кра-
мера для узагальнених обернених розв’язкiв Дразiна, зважених узагаль-
нених обернених розв’язкiв Мура-Пенроуза та Дразiна для двосторон-
нього кватернiонового матричного рiвняння з вiдповiдними для кожного
випадку обмеженнями. Одержано визначникове зображення розв’язку де-
яких сингулярних кватернiонових диференцiальних матричних рiвнянь.
Як застосування визначникових зображень кватернiонової серцевинної
оберненої та її узагальнень, отримано визначниковi зображення розв’язку
деяких задач кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.
Робота виконувалась в рамках виконання держбюджетних тем Iнститу-



4

ту прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача
НАН України: “Алгебро-геометричнi методи дослiдження iнварiантних
структур на многовидах та релятивiстських рiвнянь математичної та те-
оретичної фiзики” (номер державної реєстрацiї 01102U004819), “Розвиток
методiв дослiдження структур на многовидах, асоцiйованих з групами,
алгебрами i графами та розвиток геометричного аналiзу стосовно реля-
тивiстських полiв i часток” (номер державної реєстрацiї 01102U004819).

Мета i завдання дослiдження. Основною тематикою дослiджен-
ня є вивчення узагальнених обернених матриць над тiлом кватернiонiв та
їх застосувань до розв’язку кватернiонових матричних та деяких дифе-
ренцiальних матричних рiвнянь.

Метою дисертацiйної роботи є побудова визначникових зображень ква-
тернiонових узагальнених обернених матриць засобом стовпцево-рядкових
некомутативних визначникiв та iндукованих ними визначникових зобра-
жень узагальнено-обернених розв’язкiв кватернiонових матричних рiв-
нянь та їх систем.

Об’єктом дослiдження є узагальненi оберненi матрицi над тiлом ква-
тернiонiв, кватернiоновi матричнi та диференцiальнi матричнi рiвняння
та їх системи.

Предметом дослiдження є алгебраїчнi властивостi стовпцевих i ряд-
кових некомутативних визначникiв кватернiонових матриць, алгебра ма-
триць над тiлом кватернiонiв.

Методи дослiдження дисертацiйної роботи є методи теорiї некомута-
тивних кiлець та алгебр, теорiї матриць над тiлом.

Наукова новизна одержаних результатiв.
1. Отримано визначниковi зображення узагальнених обернених ма-

триць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над
тiлом кватернiонiв, використовуючи ранiше введенi здобувачем
стовпцевi i рядковi некомутативнi визначники. Встановленi новi
властивостi стовпцевих i рядкових визначникiв, тим самим внесе-
но значний вклад в розвиток їх теорiї.

2. Доведено новi теореми з теорiї матриць над тiлом кватернiонiв,
зокрема, теореми про зважений сингулярний розклад матрицi, про
граничне зображення зваженої матрицi Мура-Пенроуза, про за-
гальну алгебричну структуру зваженої матрицi Дразiна, тощо.

3. Розроблено новий гранично-ранговий метод, який застосовується
для побудови визначникового зображення кватернiонової узагаль-
неної оберненої матрицi Мура-Пенроуза. Для кватернiонових уза-
гальненої оберненої матрицi Дразiна, зважених узагальнених обер-
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нених матриць Мура-Пенроуза та Дразiна цей метод застосовує-
ться в особливих випадках, пов’язаних з ермiтовiстю вiдповiдних
матриць.

4. За допомогою гранично-рангового методу отриманi новi визначни-
ковi зображення комплексних узагальнених обернених матриць
Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених.

5. Поняття та властивостi серцевинної оберненої матрицi та її уза-
гальнень розширено до кватернiонових матриць. Зокрема, доведе-
но теореми про характеризацiю лiвої W-зваженої EP -серцевинної
оберненої матрицi, зваженої MPD-оберненої матрицi, тощо.

6. Побудованi визначниковi зображення кватернiонових правої та лi-
вої серцевинних обернених, правої та лiвої EP -серцевинних обер-
нених, DMP - та MPD-обернених, CMP -оберненої, зважених правої
та лiвої EP -обернених, зважених DMP - та MPD-обернених i зва-
женої CMP -оберненої.

7. Новизна отриманих визначникових зображень серцевинної оберне-
ної матрицi та її узагальнень зберiгається i у випадку їх побудови
для комплексних матриць.

8. Побудованi аналоги правила Крамера для кватернiонових двосто-
роннього матричного рiвняння, узагальненого матричного рiвня-
ння Сильвестра, усiх його часткових випадкiв, та особливих ви-
падкiв з ∗-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Отриманi правила Кра-
мера зберiгають свою новизну як прямого методу знаходження
розв’язку комплексного узагальненого матричного рiвняння Силь-
вестра, усiх його часткових випадкiв, та особливого випадку з ∗-
ермiтовiстю.

9. Одержанi визначниковi зображення загального розв’язку систе-
ми кватернiонових двостороннiх матричних рiвнянь та усiх йо-
го часткових випадкiв, а також загального, ермiтового, η-(косо-)
ермiтового розв’язкiв системи з, вiдповiдно, ∗-ермiтовiстю чи η-
ермiтовiстю.

10. Отриманi визначниковi зображення Дразiна оберненого розв’яз-
ку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з обме-
женнями, а також розв’язку деяких сингулярних кватернiонових
диференцiальних матричних рiвнянь.

11. Побудованi визначниковi зображення зваженого Мура-Пенроуза
оберненого розв’язку кватернiонового двостороннього матричного
рiвняння з вiдповiдними обмеженнями, а також його часткових
випадкiв.

12. Одержанi визначниковi зображення Дразiна зваженого оберненого
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розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з
вiдповiдними обмеженнями та його часткових випадкiв.

13. Як застосування визначникових зображень кватернiонової серце-
винної оберненої та її узагальнень, одержано розв’язки деяких
задач кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї та побудованi правила
Крамера для їх знаходження.

Практичне значення одержаних результатiв. Робота має тео-
ретичний характер. Отриманi результати є внеском у теорiю некомутатив-
них визначникiв, зокрема у теорiю стовпцевих i рядкових визначникiв, у
теорiю матриць над тiлом кватернiонiв, у теорiю узагальнених обернених
матриць та їх застосувань. Результати роботи можуть бути використаннi
в теорiї матричних рiвнянь типу Сильвестра та їх систем, як над тiлом
кватернiонiв, так i над полем комплексних (дiйсних) чисел, в теорiї ди-
ференцiальних матричних рiвнянь, в задачах з матричних наближень та
апроксимацiї.

Особистий внесок здобувача. Усi результати, що виносяться на
захист, одержанi здобувачем самостiйно. У статтях, що опублiковано у
спiвавторствi [1,3,26], до дисертацiї увiйшли результати, що отриманi здо-
бувачем самостiйно.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати, наведенi у дисер-
тацiйнiй роботi, доповiдалися та обговорювалися на таких наукових кон-
ференцiях, семiнарах, школах:

— Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Львiв, Укра-
їна, 26-30 жовтня 2020 р.

— XII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвяче-
на 215-й рiчницi з дня народження В. Буняковського, м.Вiнниця,
Україна, 02–06 липня, 2019 р.

— XI Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi присвячена 75-
рiччю В. В. Кириченка, м.Київ, Україна, 3-7 липня 2017 р.

— Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич,
Україна, 25-28 серпня 2015 р.

— X Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, присвячена 70-
й рiчницi з дня народження Ю. A. Дрозда, м.Одеса, Україна, 20-27
серпня, 2015 р.

— IX Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Львiв, Укра-
їна, 8-13 липня, 2013 р.

— Мiжнародна конференцiя з алгебри, присвячена 100-й рiчницi С.M.
Чернiкова, м.Київ, Україна, 23-27 червня, 2012 р.
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— Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич,
Україна, 19-23 жовтня 2011 р.

— VIII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Луганськ,
Україна, 5-12 липня, 2011 р.

— VII Мiжнародна алгебраїчна конференцiя в Українi, м. Харкiв,
Україна, 18-23 серпня, 2009 р.

— XIII Мiжнародна наукова конференцiя iм. академiка М. Кравчука,
м.Київ, Україна, 13-15 травня, 2010 р.

— XII Мiжнародна наукова конференцiя iм. академiка М. Кравчука,
м.Київ, Україна, 15-17 травня, 2008 р.

— Мiжнародний симпозiум "Питання оптимiзацiї обчислень"(ПОО-
XXXIII), м. Ялта, Україна, 23–28 вересня, 2007 р.

— Мiжнародна конференцiя iм. В. Я. Скоробагатька, м. Дрогобич,
Україна, 24-28 жовтня 2007 р.

— Науковий семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту прикладних
проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН Укра-
їни, 20 грудня, 2016 р.

— Алгебраїчний семiнар Iнституту математики НАН Україна, 15 сi-
чня, 2019 р.

— Науковий семiнар iм. В. Я. Скоробогатька Iнституту прикладних
проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН Укра-
їни, 4 лютого, 2021 р.

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 37 науко-
вих роботах (див. список публiкацiй здобувача), внесених до перелiку фа-
хових видань з фiзико-математичних наук, 30 з них [1-4,6-10,13-16,18-34]
надруковано у виданнях, внесених до мiжнародних науково-метричних
баз Scopus та\або Web of Science. Частково вони також висвiтленi у ма-
терiалах 14 мiжнародних конференцiй.

Структура дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу, анотацiї,
5 роздiлiв, розбитих на пiдроздiли i пункти, висновкiв, списку використа-
них джерел iз 318 найменувань та додатку, що мiстить список публiкацiй
здобувача за темою дисертацiї та вiдомостi про апробацiю результатiв.
Повний обсяг дисертацiї становить 444 сторiнок.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

Увступi дисертацiї обґрунтовано актуальнiсть теми дослiдження, вка-
зано зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами, визначе-
но мету i завдання, об’єкт, предмет i методи дослiдження, вказано наукову
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новизну та практичне значення одержаних результатiв, охарактеризова-
но особистий внесок здобувача, апробацiю матерiалiв дисертацiї, описано
структуру, обсяг та її основний змiст.

У першому роздiлi дисертацiйної роботи викладено огляд лiтерату-
ри за темою дослiдження, пiдґрунтя окреслених напрямкiв дослiдження
та вказано мiсце отриманих результатiв у загальнiй теорiї окреслених на-
прямкiв. У першому пiдроздiлi розглядаються елементи лiнiйної алгебри
та теорiї матриць над тiлом кватернiонiв, якi будуть необхiднi для викла-
дення основного матерiалу. Зокрема, розглядаються властивостi стовпце-
вих i рядкових некомутативних визначникiв, теорiя яких була дослiджена
здобувачем у кандидатськiй дисертацiї[1], i якi застосовуються для побу-
дови визначникових зображень узагальнених обернених кватернiонових
матриць.

Нехай Hn×n – множина n× n-матриць над тiлом кватернiонiв

H = {a0 + a1i+ a2j+ a3k | i2 = j2 = k2 = ijk = −1, a0, a1, a2, a3 ∈ R},

а Hn×n
r позначає її пiдмножину матриць рангу r.
Нехай Sn – симетрична група на множинi In = {1, . . . , n}.
Означення 1.6. Рядковий визначник по i-му рядку матрицi A =

(aij) ∈ Hn×n для довiльного i ∈ In будемо визначати, поклавши

rdetiA =
∑
σ∈Sn

(−1)n−r (ai ik1
aik1

ik1+1 . . . aik1+l1
i) . . . (aikr ikr+1 . . . aikr+lr ikr

),

σ = (i ik1 ik1+1 . . . ik1+l1) (ik2 ik2+1 . . . ik2+l2) . . . (ikr ikr+1 . . . ikr+lr ) ,

де σ є перестановкою впорядкованою злiва. Це означає, що перший цикл
злiва починається iндексом i, iншi цикли розпочинаються злiва з мiнi-
мального з усiх iндексiв, якi мiстяться в ньому,

ikt < ikt+s для всiх t = 2, . . . , r, s = 1, . . . , lt,

а порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим зро-
станням злiва направо їх перших елементiв, ik2

< ik3
< · · · < ikr

.
Означення 1.7. Стовпцевий визначник по j-му стовпцю матрицi

A = (aij) ∈ Hn×n для довiльного j ∈ In будемо означати, поклавши

cdetjA =
∑
τ∈Sn

(−1)n−r(ajkr jkr+lr
. . . ajkr+1jkr

) . . . (ajjk1+l1
. . . ajk1+1jk1

ajk1
j),

1Кирчей, I.I.: Теорiя стовпцевих i рядкових визначникiв та обернена матриця над
тiлом з iнволюцiєю. Дисертацiя на здобуття наук. ступеня канд. фiз.-мат. наук за спец.
01.01.06 - алгебра i теорiя чисел. КНУ iм. Т. Шевченка, (2008)
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τ = (jkr+lr . . . jkr+1jkr ) . . . (jk2+l2 . . . jk2+1jk2) (jk1+l1 . . . jk1+1jk1j) ,

де τ є право-впорядкована перестановка. Це означає, що перший цикл
справа починається iндексом j, iншi цикли розпочинаються справа з мi-
нiмального з усiх цiлих чисел, якi мiстяться в ньому,

jkt < jkt+s для всiх t = 2, . . . , r, s = 1, . . . , lt,

а порядок неперервних циклiв (крiм першого) обумовлений строгим зро-
станням справа налiво їх перших елементiв, jk2 < jk3 < · · · < jkr .

У загальному, стовпцевi та рядковi визначники довiльної квадратної
кватернiонової матрицi не є рiвними мiж собою, але коли A ∈ Hn×n –
ермiтова, то

rdet1A = . . . = rdetnA = cdet1A = . . . = cdetnA ∈ R.

На основi чого вводиться поняття визначника ермiтової матрицi, detA :=
rdeti A = cdeti A для довiльного i = 1, . . . , n.

У другому пiдроздiлi першого роздiлу розглядаються деякi ранiше
отриманi факти з теорiї узагальнених обернених матриць та їх застосу-
вань.

Виклад основних результатiв дисертацiї починається з другого роз-
дiлу, у якому у рамках теорiї стовпцево-рядкових некомутативних визна-
чникiв одержано визначниковi зображення узагальнених обернених ма-
триць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених над тiлом кватернiонiв H.
У першому пiдроздiлi введено поняття узагальненої оберненої матрицi
Мура- Пенроуза на основi сингулярного розкладу кватернiонової матри-
цi.

Нехай A∗ - ермiтово-спряжена матриця для A ∈ Hm×n. При цьому,
матриця A ∈ Hn×n є ермiтовою, якщо A∗ = A.

Означення 2.1. Нехай A ∈ Hm×n. Матриця A† називається її уза-
гальненою оберненою матрицею Мура-Пенроуза, якщо вона задовольняє
наступнi рiвняння

(1) AA†A = A, (2) A†AA† = A†,

(3)
(
AA†)∗ = AA†, (4)

(
A†A

)∗
= A†A.

Будемо використовувати наступнi стандартнi позначення. Нехай α :=
{α1, . . . , αk} ⊆ {1, . . . ,m} i β := {β1, . . . , βk} ⊆ {1, . . . , n} – пiдмножини
стовпцевих i рядкових iндексiв з 1 6 k 6 min {m,n}. Через Aα

β позначимо
пiдматрицю матрицi A рядки i стовпцi, якої iндексуються множинами α i
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β, вiдповiдно. Тодi, Aα
α - її головна пiдматриця, рядки i стовпцi якої iнде-

ксуються множиною α. Якщо A ∈ Hn×n - ермiтова, тодi |A|αα - її головний
мiнор. Через Lk,n := {α : α = (α1, . . . , αk) , 1 6 α1 6 . . . 6 αk 6 n} позна-
чимо множину строго зростаючих послiдовностей k натуральних чисел
вибраних з {1, . . . , n} для всiх 1 6 k 6 n. Для фiксованих i ∈ α та j ∈ β,
покладемо Ik,m{i} := {α : α ∈ Lk,m, i ∈ α}, Jk, n{j} := {β : β ∈ Lk,n, j ∈ β}.
Через a.j та ai. позначимо j-й стовпець та i-й рядок матрицi A. Покла-
демо A.j (c) та Ai. (b) для матриць, якi одержимо з A замiною її j-го
стовпця вектор-стовпцем c i її i-го рядка вектор-рядком b.

Доведенi теорема про граничне зображення матрицi Мура-Пенроуза,
леми про ранги матриць та стовпцево-рядковi аналоги характеристичного
многочлена, якi формують метод (назвемо його гранично-ранговим), на
основi якого маємо теорему про визначниковi зображення матрицi Мура-
Пенроуза.

Теорема 2.2. Якщо A ∈ Hm×n
r , тодi узагальнена обернена матриця

Мура-Пенроуза A† =
(
a†ij

)
∈ Hn×m має визначниковi зображення

a†ij =

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti
(
(A∗A) . i

(
a∗.j
))β

β∑
β∈Jr,n

|A∗A|ββ
=

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj ((AA∗)j.(a
∗
i .))

α
α∑

α∈Ir,m

|AA∗|αα
.

де a∗i . та a∗.j – i-й рядок та j-й стовпець матрицi A∗.
Побудованi визначниковi зображення проективних матриць A†A =:

QA i AA† =: PA, що є ортогональними проекторами, вiдповiдно, на лiвий
рядковий та правий стовпцевий простори Rl(A) та Cr(A). Також отриманi
визначниковi зображення матриць Мура-Пенроуза для деяких особливих
матриць, а саме для ермiтово-спряженої, η-ермiтово-спряженої, де η ∈
{i, j,k}- одна з кватернiонових уявних одиниць. Покладемо Aη∗ = −ηA∗η.

Лема 2.13. Нехай A ∈ Hm×n
r i Aη∗ =

(
aη∗ij
)
∈ Hn×m є її η-ермiтово-

спряжена матриця. Тодi матриця Мура-Пенроуза (Aη∗)† =
(
(aη∗ij )

†) ∈
Hm×n має наступнi визначниковi зображення,

(aη∗ij )
† =− η

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(A∗A)j. (ai .)

)α
α∑

β∈Ir,n

|A∗A|αα
η =
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=− η

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti ((AA∗).i(a.j))
β
β∑

β∈Jr,m

|AA∗|ββ
η.

У пунктi 2.1.4 будуються визначниковi зображення матрицi Мура-
Пенроуза для комплексних матриць, замiнивши у вiдповiдних визначни-
кових зображеннях стовпцевi i рядковi визначники звичайними визначни-
ками. Отриманi новi визначниковi зображення матрицi Мура-Пенроуза
для комплексних матриць є бiльш застосовними, порiвнюючи з ранiше
введеними.

У пiдроздiлi 2.2 будуються визначниковi зображення зваженої уза-
гальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза. У пунктi 2.2.1 введено по-
няття зваженої узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза на основi
зваженого сингулярного розкладу кватернiонової матрицi по аналогiї з
комплексним випадком [2]. Доведена теорема про зважений сингулярний
розклад кватернiонової матрицi.

Теорема 2.3. Нехай A ∈ Hm×n
r , та M i N додатноозначенi матри-

цi порядку m i n, вiдповiдно. Позначимо A♯ = N−1A∗M. Тодi iснують
матрицi U ∈ Hm×m, V ∈ Hn×n, що задовольняють умови U∗MU =

Im i V∗N−1V = In, i такi, що A = UDV∗, де D =

[
Σ 0
0 0

]
, Σ =

diag(σ1, σ2, ..., σr), σ1 > σ2 > ... > σr > 0 i σ2
i - ненульовi власнi зна-

чення матриць A♯A чи AA♯, якi спiвпадають.
Означення 2.3. Для матрицi A ∈ Hm×n, зваженою узагальненою

оберненою матрицею Мура-Пенроуза з вагами M ∈ Hm×m i N ∈ Hn×n,
що є додатноозначеними матрицями (позначається як A†

M,N ), є єдина
X ∈ Hn×m, яка задовольняє рiвняння:

(1) AXA = A; (2) XAX = X;

(3M) (MAX)∗ = MAX; (4N) (NXA)∗ = NXA.

З теореми 2.3. випливає, що зважена узагальнена обернена матриця Мура-
Пенроуза A†

M,N може бути представлена як

A†
M,N = N−1V

[
Σ−1 0
0 0

]
U∗M. (1)

Визначниковi зображення матрицi A†
M,N будуються у залежностi вiд то-

го, чи матрицi A♯A та AA♯, обидвi або одна з них, є ермiтовими, або
2Prasad, K.M., Bapat, R.B.: A note of the khatri inverse. Sankhya Indian J. Stat. 54,

291-295 (1992)
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не є ермiтовими. У випадку ермiтових матриць A♯A чи AA♯ будується
гранично-ранговий метод, з допомогою якого маємо теорему.

Теорема 2.7. Нехай A ∈ Hm×n
r . Якщо A♯A або AA♯ є ермiтовими,

тодi A†
M,N =

(
a‡ij

)
∈ Hn×m має визначниковi зображення

a‡ij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
A♯A

)
. i

(
a♯.j

))β
β∑

β∈Jr, n

|A♯A|ββ
=

=

∑
α∈Ir,m{j}

rdetj

(
(AA♯)j .(a

♯
i. )
)α
α∑

α∈Ir,m

|AA♯|αα
.

де a♯i. та a♯.j – i-й рядок та j-й стовпець матрицi A♯.
У випадку не-ермiтових матриць A♯A чи AA♯ визначниковi зображе-

ння матрицi A†
M,N будуються, використовуючи представлення (1).

У пiдроздiлi 2.3 будуються визначниковi зображення кватернiонової
узагальненої оберненої матрицi Дразiна, означення якої аналогiчне ком-
плексному випадку [3].

Означення 2.4. Нехай для A ∈ Hn×n з iндексом k = IndA (тобто,
k - таке найменше невiд’ємне цiле число, що rankAk+1 = rankAk) iснує
така матриця X, яка є розв’язком системи рiвнянь:

(2) XAX = X; (5) AX = XA; (6) Ak+1X = Ak.

Тодi матриця X називається її узагальненою оберненою матрицею Дра-
зiна i позначається як X = Ad.

Якщо IndA = 1, то маємо групову обернену A#. Очевидно, що коли
IndA = 0, то Ad = A† = A−1.

Показано, що для довiльної A ∈ Hn×n iснує єдина її узагальнена обер-
нена матриця Дразiна Ad. Для ермiтової кватернiонової матрицi визна-
чникове зображення матрицi Дразiна одержимо вiдповiдним гранично-
ранговим методом.

Теорема 2.10. Якщо A ∈ Hn×n – ермiтова з iндексом IndA = k
та rankAk+1 = rankAk = r, тодi Ad =

(
adij
)
∈ Hn×n має визначниковi

3Drazin, M.P.: Pseudoinverse in associative rings and semigroups. Am. Math. Monthly
65, 506-514 (1958)
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зображення:

adij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
. i

(
a
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, n

|Ak+1|ββ
=

=

∑
α∈Ir,n{j}

rdetj

(
(Ak+1)j .(a

(k)
i. )
)α
α∑

α∈Ir, n

|Ak+1|αα
.

де a
(k)
i. та a

(k)
.j - i-й рядок та j-й стовпець матрицi Ak.

Для визначникового зображення довiльної кватернiонової матрицi ви-
користовуємо представлення Ad = Ak(A2k+1)†Ak.

Теорема 2.11. Якщо A ∈ Hn×n з IndA = k i rankAk+1 = rankAk =
r, тодi Ad має визначниковi зображення

adij =

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{t}

cdett

(((
A2k+1

)∗
A2k+1

)
. t
(â. j)

)β
β∑

β∈Jr, n

∣∣(A2k+1)
∗
A2k+1

∣∣β
β

=

=

n∑
s=1

( ∑
α∈Ir, n{s}

rdets

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
s .
(ǎi .)

)α
α

)
a
(k)
sj∑

α∈Ir, n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

,

де â.j – j-й стовпець матрицi (A2k+1)∗Ak =: Â та ǎi. – i-й рядок ма-
трицi Ak(A2k+1)∗ =: Ǎ.

У пiдроздiлi 2.4 розглядається кватернiонова зважена узагальнена обер-
нена матриця Дразiна, означення якої узагальнюється з множини компле-
ксних матриць [4].

Означення 2.5. Для A ∈ Hm×n i W ∈ Hn×m, W-зважена обернена
Дразiна до матрицi A з вагою W є єдиним розв’язком рiвнянь,

(AW)k+1XW = (AW)k, XWAWX = X, AWX = XWA,

де k = max{Ind(AW), Ind(WA)}. Позначається як X = Ad,W.

4Cline, R.E., Greville, T.N.E.: A Drazin inverse for rectangular matrices. Linear Algebra
Appl. 29, 53-62 1980
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У випадках, коли AW ∈ Hm×m або WA ∈ Hn×n є ермiтовими матри-
цями, можемо застосувати вiдповiдний гранично-ранговий метод. Зокре-
ма маємо теорему.

Теорема 2.18. Нехай для матриць A ∈ Hm×n, W ∈ Hn×m маємо
k = max{Ind(AW), Ind(WA)} та rank(AW)k+1 = rank(AW)k = r. Якщо
матриця AW ∈ Hm×m є ермiтовою, тодi Ad,W =

(
ad,Wij

)
∈ Hm×n має

визначникове зображення:

ad,Wij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti

(
(AW)

k+2
. i

(
v̄
(k)
.j

))β
β∑

β∈Jr, m

∣∣∣(AW)
k+2
∣∣∣β
β

,

де v̄
(k)
.j – j-й стовпець матрицi V̄k = (AW)kA.

У випадку коли AW та WA не є ермiтовими матрицями, то визначни-
ковi зображення будуються, використавши представлення побудованi на
основi загальної алгебричної структури кватернiонової W-зваженої ма-
трицi Дразiна

Ad,W =
{
(AW)k

[
(AW)2k+1

]†
(AW)k

}
W† =

=W†
{
(WA)k

[
(WA)2k+1

]†
(WA)k

}
.

Застосувавши представлення Ad,W = A
(
(WA)d

)2
=
(
(AW)d

)2
A,

одержимо ще два новi визначниковi зображення матрицi Ad,W .
Кожен пiдроздiл другого роздiлу завершується прикладами, що де-

монструють отриманi результати.
Третiй роздiл присвячений впровадженню понять та дослiдженню

властивостей, зокрема визначниковому зображенню, кватернiонової сер-
цевинної оберненої матрицi та її узагальнень.

У пiдроздiлi 3.1 поняття, представлення i властивостi серцевинної обер-
неної узагальнюються з множини комплексних матриць[5] до кватернiо-
нових.

Означення 3.1. (3.2.) Матриця X ∈ Hn×n називається правою (лi-
вою) серцевинною оберненою до матрицi A ∈ Hn×n, якщо

AX =PA, Cr(X) = Cr(A)

5Baksalary, O.M., Trenkler, G.: Core inverse of matrices. Linear Multilinear Algebra
58(6), 681-697 (2010)
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(XA =QA, Rl(X) = Rl(A)).

Коли така X iснує, то позначається A#⃝ (A#⃝).
Для довiльної A ∈ Hn×n серцевиннi оберненi матрицi iснують, якщо

IndA 6 1. Маємо наступнi представлення серцевинних обернених.

A#⃝ = A#AA†, A#⃝ = A†AA#.

Виходячи з цих представлень та використавши одержанi у роздiлi 2 визна-
чниковi зображення групової оберненої та матрицi Мура-Пенроуза одер-
жимо визначниковi зображення серцевинних обернених. Зокрема, для
правої серцевинної оберненої маємо.

Теорема 3.3. Нехай IndA 6 1, rankA2 = rankA = s. Тодi визначни-
кове зображення A#⃝ =

(
a#⃝,r
ij

)
має вираз

a#⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is,n

∣∣A3 (A3)
∗∣∣α

α

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
,

де ũi. є i-м рядком Ũ := UA2A∗. Тут U = (uif ) ∈ Hn×n є такою, що

uif =
∑

α∈Is,n{f}

rdetf

((
A3
(
A3
)∗)

.f
(ǎi .)

)α

α

,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ := A(A3)∗.
У пiдроздiлi 3.2 поняття[6] комплексної ЕP -серцевинної оберненої ма-

трицi узагальнюється на кватернiоновi матрицi.
Означення 3.3. (3.4.) Матриця X ∈ Hn×n називається правою (лi-

вою) EP-серцевинною оберненою до A ∈ Hn×n, якщо вона задовольняє
умови

XAX = A, Cr(X) = Cr(X∗) = Cr(Ad)

(XAX = A, Rl(X) = Rl(X
∗) = Rl(A

d)).

Позначається як A †⃝ (A †⃝).
З лем про характеризацiю правої та лiвої ЕP -серцевинних обернених

слiдують наступнi їх представлення

6Prasad, K.M., Mohana, K.S.: Core-EP inverse. Linear Multilinear Algebra 62(3), 792-
802 (2014)
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A †⃝ = Ak
(
Ak+1

)†
, A †⃝ =

(
Ak+1

)†
Ak.

Звiдки, застосувавши отриманi визначниковi зображення узагальненої обер-
неної матрицi Мура-Пенроуза, одержимо

Теорема 3.5. Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k i rankAk = s, та iснують
права A †⃝ =

(
a †⃝,r
ij

)
та лiва A †⃝ =

(
a †⃝,l
ij

)
EP-серцевиннi оберненi матри-

цi. Тодi вони мають наступнi визначниковi зображення, вiдповiдно,

a †⃝,r
ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj

((
Ak+1

(
Ak+1

)∗)
j.
(âi .)

)α

α∑
α∈Is,n

∣∣Ak+1 (Ak+1)
∗∣∣α

α

,

a †⃝,l
ij =

∑
β∈Js,n{i}

cdeti

(((
Ak+1

)∗
Ak+1

)
.i
(ǎ.j)

)β
β∑

β∈Js,n

∣∣(Ak+1)
∗
Ak+1

∣∣β
β

,

де âi . – i-й рядок матрицi Â = Ak(Ak+1)∗ та ǎ.j – j-й стовпець ма-
трицi Ǎ = (Ak+1)∗Ak.

У пiдроздiлi 3.2 розглядаються кватернiоновi DMP - i MPD-оберненi
матрицi.

Означення 3.5. (3.6.) Нехай A ∈ Hn×n з IndA = k. Матриця X ∈
Hn×n називається DMP- (MPD-)оберненою до A, якщо вона задовольняє
умови

XAX = X, XA = AdA, AkX = AkA†

(XAX = X, AX = AAd, XAk = A†Ak).

Позначається як Ad,† (A†,d).
Лема 3.5. (3.6)[7] Для довiльної матрицi A ∈ Hn×n, її DMP- (MPD)-

обернена завжди iснує та є єдиною, при цьому

Ad,† = AdAA† (A†,d = A†AAd).

Використавши одержанi у роздiлi 2 визначниковi зображення матриць
Мура-Пенроуза та Дразiна, одержимо визначниковi зображення DMP - i
MPD-обернених. Зокрема, для DMP-оберненої маємо теорему.

7Malik, S.B., Thome, N.: On a new generalized inverse for matrices of an arbitrary index,
Appl. Math. Comput. 226, 575-580 (2014)
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Теорема 3.7. Нехай A ∈ Hn×n
s , IndA = k та rank(Ak) = s1. Тодi її

DMP-обернена Ad,† =
(
ad,†ij

)
має наступнi визначниковi зображення.

(i) Коли A є довiльною матрицею, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj((AA∗)j.(ũi.))
α
α∑

α∈Is1,n

∣∣A2k+1 (A2k+1)
∗∣∣α

α

∑
α∈Is,n

|AA∗|αα
.

Тут ũi. – i-й рядок матрицi Ũ := UA2A∗, а матриця U = (uif ) ∈
Hn×n є така, що

uif =
∑

α∈Is1,n{f}

rdetf

((
A2k+1

(
A2k+1

)∗)
.f
(ǎi .)

)α

α

,

де ǎi . – i-й рядок матрицi Ǎ = A(A2k+1)∗.
(ii) Коли A – ермiтова, то

ad,†ij =

∑
α∈Is,n{j}

rdetj
(
(A2)j.(vi.)

)α
α∑

β∈Js1,n

|Ak+1|ββ
∑

α∈Is,n

|A2|αα
=

=

∑
β∈Js1,n{i}

cdeti
((
Ak+1

)
. i
(w.j)

)β
β∑

β∈Js1,n

|Ak+1|ββ
∑

β∈Js,n

|A2|ββ
,

де

vi. =

 ∑
β∈Js1,n{i}

cdeti

((
Ak+1

)
.i

(
a
(k+2)
.f

))β
β

 ∈ H1×n, f = 1, . . . , n,

w.j =

 ∑
α∈Is,n{j}

rdetj

(
(A2)j.(a

(k+2)
l. )

)α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

У пiдроздiлах 3.4, 3.5, 3.6 та 3.7 розглядаються кватернiоновi CMP -
обернена, та зваженi лiва та права EP -обернена, DMP - i MPD-оберненi,
а також CMP -обернена. Одержанi теореми про їх характеризацiю та ви-
значниковi зображення.
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Узагальненi оберненi є важливим i ефективним iнструментом роз-
в’язання матричних рiвнянь. Четвертий роздiл присвячений кватер-
нiоновим узагальненим матричним рiвнянням типу Сильвестра та їх си-
стемам.

У пiдроздiлi 4.1 розглядається двостороннє матричне рiвняння

AXB = D, (2)

де A ∈ Hm×n
r ,B ∈ Hp×q,D ∈ Hm×q – вiдомi матрицi, а матриця X ∈ Hn×p

– невiдома, а також його частковi випадки, коли A або B - одиничнi
матрицi та особливi випадки з *-ермiтовiстю та η-ермiтовiстю. Отриманi
правила Крамера для їх розв’язкiв, у випадку якщо рiвняння (2) - сумiсне,
або нормальних псевдорозв’язкiв. Зокрема, для рiвняння з обмеженням

AXAη∗ = B, B = Bη∗,

його частковий η-ермiтовий розв’язок виражається як X = A†B (Aη∗)
†,

який покомпонентно можна зобразити наступним чином

xij =

−η
∑

α∈Ir,n{j}
rdetj

(
(A∗A)j. (v

η
i.)
)α
α
η( ∑

β∈Jr,n

|A∗A|ββ

)2 =

=

∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (u.j))

β
β( ∑

β∈Jr,n

|A∗A|ββ

)2 ,

де

vη
i. =

−η ∑
β∈Jr,n{i}

cdeti ((A
∗A).i (â.s))

β
β
η

 ∈ H1×n, s = 1, . . . , n,

u.j =

−η ∑
α∈Ir,n{j}

rdetj ((A
∗A)j.(â

η
l.))

α

α
η

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n.

Тут â.s – s-й стовпець Â = A∗BAη i âηl. – l-й рядок Âη = Aη∗BηA.
У пiдроздiлi 4.2 розглядається узагальнене кватернiонове матричне

рiвняння Сильвестра
AXB+CYD = E. (3)
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Виходячи з[8], його частковий розв’язок може бути виражений як

X = A†EB† −A†CM†EB† −A†SC†EN†DB†, (4)

Y = M†ED† +QSC
†EN†, (5)

де M = RAC = (I−PA)C, N = DLB = D(I−QB), S = CLM = C(I−QM ).
Наступна теорема дає визначникове зображення розв’язку (4)-(5).
Теорема 4.14. Нехай A ∈ Hm×n

r1 , B ∈ Hr×s
r2 , C ∈ Hm×p

r3 , D ∈ Hq×s
r4 ,

rankM = r5, rankN = r6, rankS = r7. Тодi розв’язок (4)-(5), X = (xij) ∈
Hn×r, Y = (ygf ) ∈ Hp×q покомпонентно xij = x

(1)
ij − x

(2)
ij − x

(3)
ij , ygf =

y
(1)
gf + y

(2)
gf , має наступнi визначниковi зображення.

(i) Для A†EB† = X1 =
(
x
(1)
ij

)
,

x
(1)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A).i

(
dB
.j

))β
β∑

β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
∑

α∈Ir2,r

|BB∗|αα
=

=

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
dA
i.

))α
α∑

β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
∑

α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
e
(1)
k.

))α
α

 ∈ Hn×1,

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A).i

(
e
(1)
.l

))β
β

 ∈ H1×r.

Тут e
(1)
k. i e(1). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E1 := A∗EB∗.

(ii) Для A†CM†EB† = X2 =
(
x
(2)
ij

)
,

x
(2)
ij =

∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.(ϕ̃i.

)α
α∑

β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
∑

β∈Ir5,m

|MM∗|αα
∑

α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

8Wang, Q.W., Van der Woude, J.W., Chang, H.X.: A system of real quaternion matrix
equations with applications. Linear Algebra Appl. 431(1), 2291-2303 (2009)
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де ϕ̃i. - i-й рядок Φ̃ := ΦEB∗. Матриця Φ = (ϕiq) є така, що

ϕiq =
∑

β∈Jr1,n{i}

cdeti
(
(A∗A). i

(
φM

. q

))β
β
=

=
∑

α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q.

(
φA

i.

))α
α
,

де

φM
. q =

 ∑
α∈Ir5,m{q}

rdetq

(
(MM∗)q .

(
c
(1)
f.

))α
α

 ∈ Hn×1,

φA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

(
(A∗A). i

(
c(1).s

))β
β

 ∈ H1×m.

Тут c
(1)
f . i c(1). s є f -м рядком i s-м стовпцем C1 := A∗CM∗.

(iii) Для A†SC†EN†DB† = X3 =
(
x
(3)
ij

)
,

x
(3)
ij =

∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti ((A
∗A). i (υ̃.j))

β
β∑

β∈Jr1,n

|A∗A|ββ
∑

β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Jr6,s

|N∗N|ββ
∑

α∈Ir2,r

|BB∗|αα
,

де υ̃.j - j-й стовпець Υ̃ = A∗SΥ. Матриця Υ = (υtj) ∈ Hp×n –
така, що

υtj =
∑

β∈Jr3,p{t}

cdett ((C
∗C).t (ẽ.j))

β
β ,

де ẽ.j - j-й стовпець Ẽ = C∗EΨ, а Ψ = (ψfj) ∈ Hs×n задається
умовою

ψfj =
∑

α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
ζNf.
))α

α
=

=
∑

β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
ζB.j
))β

β
,
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де

ζN
f. =

 ∑
β∈Jr6,s{f}

cdetf

(
(N∗N).f

(
d
(1)
.k

))β
β

 ∈ H1×r, k = 1, . . . , r,

ζB
.j =

 ∑
α∈Ir2,r{j}

rdetj

(
(BB∗)j.

(
d
(1)
l.

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , s,

та d
(1)
.k i d(1)

l. є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi D1 = N∗DB∗.
(iv) Для M†ED† = Y1 =

(
y
(1)
gf

)
,

y
(1)
gf =

∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
dD
.f

))β
β∑

β∈Jr5,p

|M∗M|ββ
∑

α∈Ir4,q

|DD∗|αα
=

=

∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
dM
g.

))α
α∑

β∈Jr5,p

|M∗M|ββ
∑

α∈Ir4,q

|DD∗|αα
,

де

dD
. f =

 ∑
α∈Ir4,q{f}

rdetf

(
(DD∗)f.

(
e
(4)
k.

))α
α

 ∈ Hp×1, =̨1, . . . , p,

dM
g . =

 ∑
β∈Jr5,p{g}

cdetg

(
(M∗M).g

(
e
(4)
.l

))β
β

 ∈ H1×q, l = 1, . . . , q.

Тут e
(4)
k . i e(4). l є k-м рядком i l-м стовпцем матрицi E4 := M∗ED∗.

(v) Для QSC
†EN† = Y2 =

(
y
(2)
gf

)
,

y
(2)
gf =

∑
β∈Jr7,p{g}

cdetg

(
(S∗S).g (ω̃.f )

)β
β∑

β∈Jr7,p

|S∗S|ββ
∑

β∈Jr3,p

|C∗C|ββ
∑

α∈Ir6,q

|NN∗|αα
,

де ω̃. f - f -й рядок Ω̃ := S∗SΩ. Матриця Ω = (ωtf ) – така, що

ωtf =
∑

α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
ξCt .
))α

α
=
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=
∑

β∈Jr3,p{t}

cdett
(
(C∗C). t

(
ξN. f
))β

β
,

де

ξCt . =

 ∑
β∈Jr3,p{t}

cdett

(
(C∗C). t

(
e
(5)
. k

))β
β

 ∈ H1×q, k = 1, . . . , q,

ξN.f =

 ∑
α∈Ir6,q{f}

rdetf

(
(NN∗)f .

(
e
(5)
l .

))α
α

 ∈ Hs×1, l = 1, . . . , p.

Тут e
(5)
. k i e(5)l . є k-м стовпцем i l-м рядком матрицi E5 = C∗EN∗.

У другому пiдроздiлi отриманi також визначниковi зображення за-
гальних, ермiтових та η-ермiтових розв’язкiв рiвняння (3) iз ∗-ермiтовiстю
та η-ермiтовiстю.

У третьому пiдроздiлi розглядається система{
A1XB1 = C1,

A2XB2 = C2,
(6)

де A1 ∈ Hm×n, B1 ∈ Hr×s, C1 ∈ Hm×s, A2 ∈ Hk×n, B2 ∈ Hr×p, C2 ∈
Hk×p - заданi матрицi та X ∈ Hn×r – невiдома. Побудованi визначниковi
зображення розв’язкiв системи та її часткових випадкiв. Також знайденi
визначниковi зображення загальних, ермiтових та η-ермiтових розв’язкiв
системи (6) iз ∗-ермiтовiстю та η-ермiтовiстю.

У першому пiдроздiлi п’ятого роздiлу розглядаються визначнико-
вi зображення Дразiна оберненого розв’язку двостороннього матричного
рiвняння (2), де A ∈ Hn×n, B ∈ Hm×m, D ∈ Hn×m заданi матрицi, i
X ∈ Hn×m – невiдома.

Нехай IndA = k1 i IndB = k2. Вiдомо, що рiвняння (2) з обмеженнями

Rr(X) ⊂ Rr(A
k1), Rl(X) ⊂ Rl(A

k1), (7)

Nr(X) ⊃ Nr(B
k2), Nl(X) ⊃ Nl(B

k2), (8)

має єдиний розв’язок X = AdDBd, де Ad, Bd – матрицi Дразiна.
Визначникове зображення розв’язку одержимо в залежностi вiд того

чи матрицi A та B є ермiтовими, чи довiльними. Зокрема, маємо.
Теорема 5.1. Нехай матрицi A ∈ Hn×n i B ∈ Hm×m обидвi є ер-

мiтовими, при цьому rankAk1+1 = rankAk1 = r1 6 n i rankBk2+1 =
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rankBk2 = r2 6 m. Позначимо Ak1DBk2 =: D̃ = (d̃ij) ∈ Hn×m. Тодi
розв’язок X = AdDBd = (xij) ∈ Hn×m рiвняння (2) з обмеженнями
(7)-(8) має визначниковi зображення

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
Ak1+1

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n

|Ak1+1|ββ
∑

α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
=

=

∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk2+1

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n

|Ak1+1|ββ
∑

α∈Ir2,m

|Bk2+1|αα
,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,m{j}

rdetj

((
Bk1+1

)
j.

(
d̃l.

))α
α

 ∈ Hn×1, l = 1, . . . , n,

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
Ak1+1

)
.i

(
d̃.t

))β
β

 ∈ H1×m, t = 1, . . . ,m.

Тут d̃l. i d̃.t – l-й рядок i t-й стовпець матрицi D̃.
Розглянутi також випадки, коли обидвi матрицi не є ермiтовими. А

також змiшанi випадки, коли одна з матриць є ермiтовою. Також буду-
ються аналоги правила Крамера для Дразiна оберненого розв’язку час-
ткових випадкiв рiвняння з обмеженнями (7)-(8), коли одна з матриць є
одиничною.

Узагальнену обернену матрицю Дразiна можна застосувати до розв’яз-
ку деяких кватернiонових сингулярних диференцiальних матричних рiв-
нянь. У пiдроздiлi 5.1 розглядається наступне праве лiнiйне кватернiонове
диференцiальне матричне рiвняння

X
′
= AX+B, (9)

де A ∈ Hn×n, а матрицi, B(t) i X(t), вiдповiдно, кватернiонно-значнi ма-
тричнi функцiї з дiйсною змiнною t ∈ R.

Маємо теорему аналогiчну до комплексного випадку [9].
9Campbell, S.L., Meyer Jr, C.D., Rose, N.J.: Applications of the Drazin inverse to linear

systems of differential equations with singular constant coefficients, SIAM J. Appl. Math.
31, 411-425 (1976)
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Теорема 5.8. Нехай A ∈ Hn×n, IndA = k, тодi∫
e−Atdt = −Ade−At+

+(I−AAd)t

[
I− A

2
t+

A2

3!
t2 + ...+

(−1)k−1Ak−1

k!
tk−1

]
+G, (10)

де Ad – узагальнена обернена матриця Дразiна, G ∈ Hn×n – довiльна
матриця.

Поклавши G = 0, маємо частковий розв’язок.
Теорема 5.9. Нехай A ∈ Hn×n, IndA = k, rankAk+1 = rankAk = r <

n, тодi частковий розв’язок рiвняння (9), X(t) = (xij(t)), має наступне
визначникове зображення.

(i) Коли матриця A ∈ Hn×n – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
(
Ak+1

. i

(
b̂
(k)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|Ak+1|ββ
+

+

bij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+1)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|Ak+1|ββ

 t−

− 1

2

b̂
(1)
ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
(
Ak+1

. i

(
b̂
(k+2)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|Ak+1|ββ

 t2 + ...

(−1)k

k!

b̂
(k−1)
ij −

∑
β∈Jr, n{i}

cdeti
(
Ak+1

. i

(
b̂
(2k)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|Ak+1|ββ

 tk,

де AlB =: B̂(l) =
(
b̂
(l)
ij

)
∈ Hn×n для всiх l = 1, . . . , 2k.

(ii) Коли A ∈ Hn×n - довiльна, то

xij =

n∑
s=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets
((

A2k+1
)∗ (

A2k+1
)
. s

(
d̂
(0)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|(A2k+1)∗ A2k+1|ββ
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+

bij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets
((

A2k+1
)∗ (

A2k+1
)
. s

(
d̂
(1)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|(A2k+1)∗ A2k+1|ββ

 t

− 1

2

b̂
(1)
ij −

n∑
t=1

a
(k)
it

∑
β∈Jr, n{s}

cdets
((

A2k+1
)∗ (

A2k+1
)
. s

(
d̂
(2)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|(A2k+1)∗ A2k+1|ββ

 t2 + . . .

(−1)k

k!

b̂
(k−1)
ij −

n∑
s=1

a
(k)
is

∑
β∈Jr, n{s}

cdets
((

A2k+1
)∗ (

A2k+1
)
. s

(
d̂
(k)
.j

))β

β∑
β∈Jr, n

|(A2k+1)∗ A2k+1|ββ

 tk,

де (A2k+1)∗Ak+lB =: D̂(l) = (d̂
(l)
ij ) ∈ Hn×n для всiх l = 0, . . . , k.

У пiдроздiлi 5.2 розглядаються застосування зваженої кватернiонової
узагальненої оберненої матрицi Мура-Пенроуза до розв’язку кватернiо-
нових матричних рiвнянь.

Лема 5.6. [10] Нехай A ∈ Hm×n
r1 , B ∈ Hp×q

r2 , а матрицi M, N, P i Q
є додатноозначеними порядкiв m, n, p i q, вiдповiдно. Позначимо A♯ =
N−1A∗M i B♯ = Q−1B∗P. Якщо D ⊂ Cr

(
AA♯,B♯B

)
i D ⊂ Rl

(
A♯A,BB♯

)
для двостороннього рiвняння (2) з обмеженнями

Cr(X) ⊂ N−1Cr(A∗), Nr(X) ⊃ P−1Nr(B
∗), (11)

Rl(X) ⊂ Rl(A
∗)M, Nl(X) ⊃ Nl(B

∗)Q (12)

тодi єдиним розв’язком рiвняння (2) з обмеженнями (11-12) є

X = A†
M,NDB†

P,Q. (13)

Розглядаються визначниковi зображення розв’язку (13) в залежностi вiд
того, чи матрицi A♯A та BB♯ є ермiтовими та повноранговими. Зокрема,
для ермiтового випадку маємо.

Теорема 5.17. Нехай A♯A та BB♯ – ермiтовi. Позначимо D̃ =
A♯DB♯. Тодi розв’язок (13) має наступнi визначниковi зображення.

(i) Якщо rankA = r1 < n i rankB = r2 < p, тодi

xij =

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n

|A♯A|ββ
∑

α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

10Song, G.J.: Determinantal representation of the generalized inverses over the quaternion
skew field with applications. Appl. Math. Comput. 219, 656–667 (2012)
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=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α∑

β∈Jr1,n

|A♯A|ββ
∑

α∈Ir2,p

|BB♯|αα
,

де

dB
. j =

 ∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j.

(
d̃k.

))α
α

 ∈ Hn×1, k = 1, . . . , n,

(14)

dA
i . =

 ∑
β∈Jr1,n{i}

cdeti

((
A♯A

)
.i

(
d̃. l

))β
β

 ∈ H1×p, l = 1, . . . , p.

(15)

Тут d̃ k . i d̃ . l – k-й рядок i l-й стовпець D̃.
(ii) Якщо rankA = n i rankB = p, тодi

xi j =
cdeti(A

♯A). i
(
dB
.j

)
det(A♯A) · det(BB♯)

=
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)
det(A♯A) · det(BB♯)

,

де

dB
.j :=

[
rdetj(BB♯)j.

(
d̃k .

)]
∈ Hn×1, k = 1, . . . , n, (16)

dA
i . :=

[
cdeti(A

♯A). i

(
d̃. l

)]
∈ H1×p, l = 1, . . . , p. (17)

(iii) Якщо rankA = n i rankB = r2 < p, тодi

xij =
cdeti

((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))
det(A♯A) ·

∑
α∈Ir2,p

|BB♯|αα
=

∑
α∈Ir2,p{j}

rdetj

((
BB♯

)
j .

(
dA
i .

))α
α

det(A♯A) ·
∑

α∈Ir2,p

|BB♯|αα
,

де dB
. j є (14) i dA

i . знаходиться за формулою (17).
(iv) Якщо rankA = r1 < n i rankB = p, тодi

xi j =
rdetj(BB♯)j.

(
dA
i .

)∑
β∈Jr1,n

|A♯A|ββ · det(BB♯)
=

∑
β∈Jr1, n{i}

cdeti
((
A♯A

)
. i

(
dB
. j

))β
β∑

β∈Jr1,n

|A♯A|ββ · det(BB♯)
,

де dB
. j є (16) i dA

i . визначається формулою (15).
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У пiдроздiлi 5.3 визначниковi зображення зваженої кватернiонової уза-
гальненої оберненої матрицi Дразiна застосовуються для компонентного
розв’язку деяких кватернiонових матричних рiвнянь з обмеженнями.

Розглядаються кватернiонове двостороннє матричне рiвняння,

W1AW1XW2BW2 = D,

та його лiво- та правостороннi частковi випадки. Зокрема, маємо лiвосто-
роннє матричне рiвняння з обмеженням,

WAWX = D, (18)

Cr(X) ⊂ Cr
(
(AW)k

)
, Nl(X) ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, (19)

де A ∈ Hm×n, D ∈ Hn×p та W ∈ Hn×m
r з k = max {Ind(AW), Ind (WA)},

rank (AW)k = rank Vk = r1 i rank (WA)k = rank Uk = r2.
Теорема 5.21. Якщо D ⊂ Cr

(
(AW)k

)
i D ⊃ Nl

(
(WA)k

)
, тодi рiвня-

ння (18) з обмеженням (19) має єдиний розв’язок, X = Ad,WD, котрий
має наступнi визначниковi зображення.

(i)

xij =

∑
β∈Jr,m{i}

cdeti

(
(W∗W).i (ω̃

(1)
.j )
)β
β∑

β∈Jr,m

|W∗W|ββ
∑

β∈Jr2, n

∣∣(U2k+1)
∗
U2k+1

∣∣β
β

,

де ω̃(1)
.j – j-й стовпець матрицi Ω̃1 = W∗UkΩ1. Матриця Ω1 =(

ω
(1)
tj

)
є такою, що

ω
(1)
ts :=

∑
β∈Jr2, n{t}

cdett

(((
U2k+1

)∗
U2k+1

)
.t
(d̂.j)

)β
β
.

де d̂.j – j-й стовпець матрицi D̂ =
(
U2k+1

)∗
UkD.

(ii)

xij =

m∑
t=1

v
(k)
it

∑
β∈Jr1,m{t}

cdett

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. t

(
ψ̃
(1)
.j

))β
β( ∑

β∈Jr1,m

∣∣(V2k+1)
∗
V2k+1

∣∣β
β

)2 ,

де ψ̃(1)
.j - j-й стовпець матрицi Ψ̃1 := (V2k+1)∗V2kΨAD, i ма-

триця Ψ = (ψsj) така, що
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ψsj =
∑

β∈Jr1,m{s}

cdets

(((
V2k+1

)∗
V2k+1

)
. s
(v̂. j)

)β
β

i v̂. j - j-й стовпець матрицi (V2k+1)∗Vk =: V̂ ∈ Hm×n.
(iii) Якщо матриця AW ∈ Hm×m – ермiтова, тодi

xij =

∑
β∈Jr1,m{i}

cdeti

(
(AW)

k+2
. i (f.j)

)β
β∑

β∈Jr1,m

∣∣∣(AW)
k+2
∣∣∣β
β

,

де f.j – j-й стовпець матрицi F = (AW)kAD.
У пiдроздiлi 5.4, як приклад застосування кватернiонової серцевинної

оберненої матрицi та її узагальнень, розглянемо наступну задачу кватер-
нiонових матричних наближень з обмеженнями:

∥AXB−C∥ = min, Cr(X) ⊂ Cr(Ak1), Rl(X) ⊂ Rl(B
k2), (20)

де A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = IndA, k2 = IndB, rankAk1 =
r1 i rankBk2 = r2.

Теорема 5.25. Єдиний розв’язок задачi матричної мiнiмiзацiї (20):

X = A †⃝CB †⃝. (21)

де A †⃝ – права EP-обернена, B †⃝ – лiва EP-обернена.
Теорема 5.26. Нехай A ∈ Hm×m, B ∈ Hn×n, C ∈ Hm×n з k1 = IndA,

k2 = IndB, rankAk1 = r1 та rankBk2 = r2. Розв’язок X = (xij) ∈ Hm×n

заданий умовою (21) покомпонентно можна подати як

xij =
c̃ij∑

α∈Ir1,m

∣∣Ak1+1 (Ak1+1)
∗∣∣α

α

∑
β∈Jr2,n

∣∣(Bk2+1)
∗
Bk2+1

∣∣β
β

,

де C̃ = (c̃ij) = ΦCΨ. Тут Φ = (ϕij) i Ψ = (ψij) задаються умовами

ϕik =
∑

α∈Ir1,m{k}

rdetk

((
Ak1+1

(
Ak1+1

)∗)
k.
(âi .)

)α
α
,

ψlj =
∑

β∈Jr2,n{l}

cdetl

(((
Bk2+1

)∗
Bk2+1

)
.l
(b̌.j)

)β
β
,
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де b̌. j – j-й стовпець матрицi B̌ = (Bk2+1)∗Bk2 i âi . – i-й рядок матрицi
Â = Ak1(Ak1+1)∗.

ВИСНОВКИ

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню узагальнених обернених
матриць над тiлом кватернiонiв i, в першу чергу, побудовi їх визначнико-
вих зображень, а також застосуванню отриманих визначникових зобра-
жень до розв’язку кватернiонових матричних рiвнянь.

Основнi результати дисертацiї наступнi:
1. Отримано визначниковi зображення узагальнених обернених ма-

триць Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених для матриць над
тiлом кватернiонiв, використовуючи ранiше введенi здобувачем
стовпцевi i рядковi некомутативнi визначники. Встановленi новi
властивостi стовпцевих i рядкових визначникiв, тим самим внесе-
но значний вклад в розвиток їх теорiї.

2. Доведено новi теореми з теорiї матриць над тiлом кватернiонiв,
зокрема, теореми про зважений сингулярний розклад матрицi, про
граничне зображення зваженої матрицi Мура-Пенроуза, про за-
гальну алгебричну структуру зваженої матрицi Дразiна, тощо.

3. Розроблено новий гранично-ранговий метод, який застосовується
для побудови визначникового зображення кватернiонової узагаль-
неної оберненої матрицi Мура-Пенроуза. Для кватернiонових уза-
гальненої оберненої матрицi Дразiна, зважених узагальнених обер-
нених матриць Мура-Пенроуза та Дразiна це метод застосовується
в особливих випадках, пов’язаних з ермiтовiстю вiдповiдних ма-
триць.

4. За допомогою гранично-рангового методу отриманi новi визначни-
ковi зображення комплексних узагальнених обернених матриць
Мура-Пенроуза, Дразiна та їх зважених.

5. Поняття та властивостi серцевинної оберненої матрицi та її уза-
гальнень розширено до кватернiонових матриць. Зокрема, доведе-
нi теореми про характеризацiю лiвої W-зваженої EP -серцевинної
оберненої матрицi, зваженої MPD-оберненої матрицi.

6. Побудованi визначниковi зображення кватернiонових правої та лi-
вої серцевинних обернених, правої та лiвої EP -серцевинних обер-
нених, DMP - та MPD-обернених, CMP -оберненої, зважених правої
та лiвої EP -обернених, зважених DMP - та MPD-обернених i зва-
женої CMP -оберненої.

7. Отриманi новi визначниковi зображення серцевинної оберненої ма-
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трицi та її узагальнень для комплексних матриць.
8. Побудованi аналоги правила Крамера для кватернiонових двосто-

роннього матричного рiвняння, узагальненого матричного рiвня-
ння Сильвестра, усiх його часткових випадкiв, та особливих ви-
падкiв з ∗-ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Отриманi правила Кра-
мера зберiгають свою новизну як прямого методу знаходження
розв’язку комплексного узагальненого матричного рiвняння Силь-
вестра, усiх його часткових випадкiв, та особливого випадку з *-
ермiтовiстю.

9. Одержанi визначниковi зображення загального розв’язку систе-
ми кватернiонових двостороннiх матричних рiвнянь та усiх йо-
го часткових випадкiв, а також загального, ермiтового, η-(косо-)
ермiтового розв’язкiв системи з, вiдповiдно, ∗-ермi-товiстю чи η-
ермiтовiстю.

10. Отриманi визначниковi зображення Дразiна оберненого розв’яз-
ку кватернiонового двостороннього матричного рiвняння з обме-
женнями, а також розв’язку деяких сингулярних кватернiонових
диференцiальних матричних рiвнянь.

11. Побудованi визначниковi зображення Мура-Пенроуза зваженого
оберненого розв’язку кватернiонового двостороннього матричного
рiвняння з вiдповiдними обмеженнями, а також його часткових
випадкiв.

12. 12. Одержанi визначниковi зображення Дразiна зваженого обер-
неного розв’язку кватернiонового двостороннього матричного рiв-
няння з вiдповiдними обмеженнями та його часткових випадкiв.

13. Як застосування визначникових зображень кватернiонової серце-
винної оберненої та її узагальнень, одержано розв’язки деяких
задач кватернiонно-матричної мiнiмiзацiї та побудованi правила
Крамера для їх знаходження.
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АНОТАЦIЯ

Кирчей I. I. Узагальненi оберненi матрицi над тiлом кватернiонiв та
їх застосування. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математич-
них наук за спецiальнiстю 01.01.06 «Алгебра i теорiя чисел». – Iнститут
прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстригача НАН
України. – Iнститут математики НАН України. Київ, 2021.

У дисертацiї розвивається теорiя узагальнених обернених матриць над
тiлом кватернiонiв. Будуються визначниковi зображення кватернiонових
псевдообернених матриць Мура-Пенроуза, Дразiна, та їх зважених, вико-
ристовуючи некомутативнi рядковi i стовпцевi визначники, теорiя яких
була розроблена здобувачем у кандидатськiй дисертацiї. Отримано ви-
значниковi зображення кватернiонової серцевинної оберненої матрицi та
її узагальнень. Побудовано аналоги правила Крамера кватернiонових уза-
гальненого матричного рiвняння Сильвестра та системи двостороннiх ма-
тричних рiвнянь, усiх їх часткових випадкiв, та особливих випадкiв з *-
ермiтовiстю i η-ермiтовiстю. Побудованi аналоги правила Крамера псев-
дообернених розв’язкiв Дразiна, зважених Мура-Пенроуза та Дразiна дво-
стороннього матричного рiвняння з вiдповiдними обмеженнями. Одержа-
нi визначниковi зображення розв’язкiв деяких кватернiонових сингуляр-
них диференцiальних матричних рiвнянь та задач матричної мiнiмiзацiї.

Ключовi слова: тiло кватернiонiв, некомутативний визначник, узагаль-
нена обернена матриця, матриця Мура - Пенроуза, матриця Дразiна, сер-
цевинна обернена, правило Крамера, нормальний розв’язок, узагальнене
матричне рiвняння Сильвестра, система матричних рiвнянь, диференцi-
альне матричне рiвняння.

АННОТАЦИЯ

Кирчей И. И. Обобщенные обратные матрицы над телом кватерни-
онов и их применение. – Квалификационная научная работа на правах
рукописи.

Диссертация на соискание ученой степени доктора физико-математи-
ческих наук по специальности 01.01.06 «Алгебра и теория чисел». – Ин-
ститут прикладных проблем механики и математики им. Я. С. Пидстри-
гача НАН Украины. – Институт математики НАН Украины. Киев, 2021.

В диссертации развивается теория обобщённых обратных матриц над
телом кватернионов. Строятся детерминантные представления кватерни-
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онных матриц Мура-Пенроуза, Дразина, и их взвешенных, используя не-
коммутативные строчные и столбцовые определители, теория которых
была разработана соискателем в кандидатской диссертации. Получены
детерминантные представления кватернионной сердцевинной обратной
и её обобщений. Построены аналоги правила Крамера кватернионных
обобщённого матричного уравнения Сильвестра и системы двусторонних
матричных уравнений, всех их частных случаев, и особых случаев с *-
эрмитовостью и η-эрмитовостью. Построены аналоги правила Крамера
псевдообратных решений Дразина, взвешенных Мура-Пенроуза и Дра-
зина двустороннего матричного уравнения с соответствующими ограни-
чениями. Получены детерминантные представления решений некоторых
кватернионных сингулярных дифференциальных матричных уравнений
и задач матричной минимизации.

Ключевые слова: тело кватернионов, некоммутативный определитель,
обобщённая обратная матрица, матрица Мура-Пенроуза, матрица Дра-
зина, сердцевинная обратная матрица, правило Крамера, нормальное ре-
шение, матричное уравнение Сильвестра, система матричных уравнений,
дифференциальное матричное уравнение.

ABSTRACT

Kyrchei I.I. Generalized inverse matrices over the quaternion skew field
and their applications. — Qualifying work on the right of the manuscript.

Thesis for the doctor of mathematical and physical sciences degree in the
specialty 01.01.06 – Algebra and Number Theory. – Pidstryhach Institute
for Applied Problems of Mechanics and Mathematics of NAS of Ukraine. –
Institute of Mathematics of the National Academy of Sciences of Ukraine,
Kyiv, 2021.

The thesis is devoted to generalized inverse matrices over the quaternion
skew field, first of all to their determinantal representations, and their appli-
cations to solutions of matrix equations, some differential matrix equations,
and problems of quaternion matrix minimizations and approximations. By
using non-commutative row and column determinants the theory of which
was developed by the applicant in his Ph.D. thesis, determinantal representa-
tions of the quaternion Moore-Penrose and Drazin generalized inverses, and
of the weighted Moore-Penrose and Drazin inverses are obtained over the
quaternion skew field. The notion of the generalized inverse Moore-Penrose
matrix is introduced based on the singular decomposition of a quaternion
matrix. The limit representation of the Moore-Penrose inverse is given, and
auxiliary lemmas about ranks of some matrices and analogs of characteris-



37

tic polynomials are proved. These lemmas and the limit representation of
the Moore-Penrose inverse form a method (it is called the limit-rank), by
which the determinantal representations of the Moore-Penrose inverse for an
arbitrary quaternion matrix, its hermitian-conjugated and η-hermitian are
explored, where η is one of the quaternion imaginary units. Determinantal
representations of the projectors onto the right column space and the left row
space of a quaternion matrix are derived as well. The notion of the weighted
Moore-Penrose inverse of an arbitrary A ∈ Hm×m with weights M and N,
that are quaternion positive-definite matrices of order m and n, is introduced
based on the proved theorem about the weighted singular decomposition of
a quaternion matrix. The theorems about the weighted singular decomposi-
tion of the weighted Moore-Penrose inverse and its limit representations are
given. Based on this limit-rank method, determinantal representations of the
quaternion weighted Moore-Penrose inverse are obtained in the cases when the
matrices AN−1A∗M or N−1A∗MA are hermitan. Otherwise, determinantal
representations of the quaternion weighted Moore-Penrose inverse are derived
as well. To construct determinantal representations of the Drazin inverse and
the weighted Drazin inverse, the corresponding limit-rank methods are also
used in special hermitian cases. Otherwise, representations of the Drazin in-
verse via the Moore-Penrose inverse, and the weighted Drazin inverse via both
the Moore-Penrose and Drazin inverses are applied. Applications of the limit-
rank method for complex generalized inverses give their new determinantal
representations. Characteristic properties and determinantal representations
of quaternion left and right core inverses, left and right EP -core inverses,
MPD- and DMP - inverses, and CMP -inverse, and weighted left and right
EP -core inverses, weighted MPD- and DMP - inverses, and weighted CMP -
inverse are derived. Note that the applicant was the first to begin studies of
the core inverse and its generalizations for matrices over the quaternion skew
field that are presented in the dissertation. Applications to the novel proposed
method for the core inverse and their generalizations of complex matrices also
give their new determinantal representations. Since generalized inverses are
important tools in solving of matrix equations, then their obtained determi-
nantal representations induct their Cramer’s rules for finding solutions. First,
Cramer’s rules for finding solutions or least squares solutions to the quaternion
two-sided matrix equation, its partial cases, and special cases with *-hermicity
and η-hermicity are derived. Basis of them, determinantal representations of
solutions to the quaternion generalized Sylvester matrix equation, its all par-
tial cases, and some special cases for Sylvester-type matrix equations with
*-hermicity and η-hermicity are obtained. Analogs of Cramer’s rules for sys-
tems of two-sided quaternion matrix equations, for its all partial cases, and
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its special cases for matrix equations with *-hermicity and η-hermicity are
also derived. Analogs of Cramer’s rules for Drazin generalized inverse solu-
tions, for weighted Moore-Penrose and Drazin generalized inverse solutions
to the two-sided quaternion matrix equations with corresponding restrictions
are derived. By using obtained determinantal representations of the Drazin
inverse, determinantal representations of solutions to some quaternion singu-
lar differential matrix equations are given. As applications of determinantal
representations of the quaternion core inverse and its generalizations, deter-
minantal representations of solutions to some matrix minimization problems
are obtained.

Keywords: quaternion skew field, noncommutative determinant, gener-
alized inverse matrix, Moore-Penrose inverse, Drazin inverse, core inverse,
Cramer’s rule, least squares solution, generalized Sylvester matrix equation,
system of matrix equations, differential matrix equation.



Пiдписано до друку 8.03.2021. Формат 60 × 84/16. Папiр друк. Офсет.
друк. Фiз. друк. арк. 1,5. Умовн. друк. арк. 1,4.
Тираж 100 пр. Зам. 89.

Iнститут прикладних проблем механiки i математики iм. Я. С. Пiдстри-
гача НАН України,
79060, м. Львiв, вул. Наукова, 3-б.


